
[సంڶతం] [చపओ ऱܿ] ఆߧदڡझ  ߯  ఉపߕङ స ࠪݢङ छࣃ ڕ ࡽ గతం, ࠭࠲ ࢘࢟ ఆߧदڡझ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ऒߕफࣆ ࠭ మ࠾ࡍ ऴపޙङ  ంۨړ
ओߩఇ ࠭࠲ ङߕఉప ࡍవۨ  ݡ సంݟ ࡹऴ߷ࣾࡅ ߤకए  దృڵछ ష࠻లߘ చࡍऐ ऒߕफࣆ छ޳ లޑऴۨڣࡔ ࢑࢑ధ ߘߝ ,࠭  ࢑इపణ ࡌ
కएࡅ  దృڵछ ష࠻ల࢑ ߘవࡍంۧߘ మ࢑ ࠭࠲ ࠾ࡍइపణࣄ   .࠭ࢡ۫ ߘంࣄ ࡽڵऱ݋ వऴڔభవనం అߝ ఒࣄ ښबߖޒ మనం ఈ 
అధङ ߖ ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ܌ࡗ యనం ࣄ , ࠭ࣃۯంࡽڵ वࣅदݟ ݋ऴ߷ࣾߤ ఫޑ࡯లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ వృޑफ ర ఎపరऐڒ  ࡏ
छ޳ फޑవృ ࡌ फࡿࢗ ݞږ ړߖߕభవڔర వऴڒ फޑవృ ࠾ࡍక మ࡯۩ ښబܽद   ఒڒ ࠭ ర ఎపరऐڒ  ࡱߕ࠮࢑इపణ న ڴరణంڒ ࡏ
ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠴దట ۫޳भ ం  ఫޑ࡯లߘ చࡍऐ ంచంݟ, మనం ۨవࡍ తరగࡹޒ చ࢑޴న ࣄంࣄ ࡽڵऱݟ ݋ऴ߷ࣾߤ ఫޑ࡯లߘ 
ऐࡍచ ࡹޒతరగ ࡍవۨ  ࠭࠲ ,ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ ంۧ࠭, ڒబܽद ఇకए డ ఒక ۩࡯క߯ సంభ࢑ంۯ సࠪంతర ڒంߩ ޒంజం  ڒబܽद 
క  ఇకए࡯۩ బܽद ఒకڒ ࠭ߦ۫ ࡹ ݡంࡓ ࠭࠲ డ ڒంޒ ఇకए డ ࢑इపం ۮంޔ޶ం޴ మ޷ ࠾ࡍరం వదभ ఉంచబݟన d l 
ऴࣅए ߯ ߤ  సంబం߅త ޓऴవత పంނߧ ఉంܿం޴.  తڵనంత ߭దभ޴ అ࠼న తࡌछ త మనం ۨవڒ ࡍऱ࣒ ࣄ۫ ࡹన ఇం݃ߖझ ܾ 
ङߦ ట࡛ऒ फࣃࡱߧ ߖఅ ߤࣾ߷ऴݟ ఆఫ࡛ ߤ߷ऴ ߖ  కएࡅ ܼޓ  ,࠭  ఇం݃ߖझ ङߦ ܾ ట࡛ऒ ए࣋ ߤ࣌ ࡗ܋  छ छ޳ ܼࠊ ࡛ ए࣋ ܼࠊ ࡌ छ ࡛i 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇޕࡏࠪ ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖߖ޵ ࠭࠲ ఇంࡹ޶ చࡍऐ ంۧ࠭  ۨవࡍ తరగޒ 
नࠈం࡮  వదभ 2 ࡮ంࠈन छ޳  ڵࠪ ࡽంऴట࣊ ࠾ࡍమ ࡌ णࠪ नࠈం࡮ న࣒࠳  కएࡅ   మࡖక ࢙ߩ ఒక ࠳న࣒ 2 ࡮ంࠈन छ޳   a a ࡌ
మ࠾ࡍ
అం޶వలన ఈ అࣾం ޳ࡶ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ఇ࡮ۧ ڕܼޓ ޴ దగ ठరڴ సࠪనం ڒబܽद  ఇం݃ߖझ छ޳ ܼࠊ ࠪߖࠫ ܾ  ࡌ
ఇవछ బޔݡంړ ޴ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࣌ߤ ࣋ए छ కएࡅ ߤఫంࣾ ܼࠊ ࡛ ऒߕࣆ  ల ޳छ షदం m piߖऴవత కޓ ࡌ
ఇవछ బޔݡంߕࣆ , ޴ऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ తపओ ݡ ऒߕࣆ , ओߩన࠼సࠪనం అ ړ తపओ ݡ  మనం గత తరగࡹޒ m m 
ओߩనࣄ۫ ఉనऒ ݡ ओߩ ऒߕࣆ ݦఉం ڴణంڷߘఅ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ  ݡ  m sine x x ܼࠊ ߤࣄ ޳ࡶ ࠑ ڕమన ޴సࠪనం, ఇ ړ
సࠪనం తపओ ړ వలऱ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ܼࠊ ए࣋ ߤ࣌ ࡱࠪߖࠫ  छ ऒߕࣆ ߖࡹ ߤఫంࣾ ܼࠊ ࡛ 1 ߝఅ ࡱ m 0
ङߙ మࡔట࡛ ࡅకए ऒߕࣆ  ల ޳छ ఇవछ ࡌ బడ࠼ޑ.  ఎߩओ సࠪనం, ప ړ ޴ߝఅ  ࠉ ݡ ऱ࣒ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳  న࣒ eta m pi m࠳ 
ऒߖदࢲߖక ܼޓ ߤࣄ అం݄ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ݀ झ࠹݅  नࠈం࡮  छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇకए డ ۩࡯క ࢗడࡱओ   ప ऱ࣒  am a m 
న࣒ 1 ప࠳ ऱ࣒ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 2࠳ 
అం޶వలన ࡹߖ޳ అం݄ ఈ ࢙ߩన ࠳న࣒ అޙ࠼  ఇߩओ పऱ࣒ ݡ అపరऐ ڴరణం߄ࣃ ,޴ఉం ڴ   ణం m m aࠪࡍప ࡏ
ఇకए ڴరణం߄ࣃ డ ࠼ߦం݋ వࡰࠫ ߤऱࠬ ట࡛ ࡅకए  ऴకమం మ࡮ ࠾ࡍంࠈन छ޳  ऒߖڜ నࣄ۫ మనం ࡹ ऱ࣒ڒ గత ࡌ   a 
రణ సంఖङ߄ࣃ छ޳ ࡱ नࠈం࡮ ࡌ  ఒకܽ కం݄ ۧ࡮ తڕए వڴ ఉంܿం޴, అం݄ ڕܼޓ ߘܼޓ ߤࣄ అంచߕ ࢘యవ۪ऐ   a 
ऒߖदࢲߖక ܼޓ షदߖక ޳ࡶ नࠈం࡮ ऱࡏࣃ  छ޳  नࠈం࡮ ࡌ छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, అంښ޶ మనం ఇకए డ అڕ 1 ߖ m d m m 
సࠪనం అߖ ऴ࠳ ࠭ࣃ࢐న࣒ 1 ࠬ సࠪనం ࠳న࣒ 2 ࠬ ఈకछ ఈకछ ࠬ 1 ࡽ కएࡅ ߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ బܽदڒ .సࠪనం ړ 2 ࡽ  
కߖషद ޓऴవత ࡅకए  కߖషदం ޳ ߖࠫ ܼޓछ ఇవछ ࡌ బޔݡంࡏࣃ ޴ऱ ࡮ంࠈन  ఆ޳ ࠹छ సࠪనం పऱ࣒ ࡌ  సࠪనం  m 1 ڕ న࣒࠳ 
 ప ऱ࣒ ڵࠪ ࠾ࡍన࣒ 2 మ࠳  णࠪ ڵࠪ షदࡍంۨ ఏࠫܽ  ఈ గࡍڷ  णࠪ  ࢐సफړߖ࢐ మనڕ అऴࡽ ఉం࡯ޙ  ޴కࣄ۫ ڴన޴ అޙ࠼ i 0 
ఈ ࠪڵ णࠪ కङܔ అ࢑ ࠾ࡍంۨ ఏࠫܽ మࡍڷ  ం ࢑షయంࡹ ఎకए డ సంభࣃ࢑फ కङܔ ࠾ࡍమ  ࠼ ం అం۪ల ࢑షయంࡹ మనڕ 
మధङ ࣒ࠪߖࠫ  ڴషदంࡍగ , ࣆࡱޘ  ఖۨऐ తంڴ సంభࣆ࢑फందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, అޙ࠼ ఈ సందరग ంࡹ గࡍషदం సڴࡍठ  జరగ޶ 
ల మధङࠪߖࠫ ݡంࡓ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ గࡍషद ޓऴవత ࡅకए बࣃ ऴవతޓ  ऒߖ޵ బܽदڒ ࡯ߕھߘక ࡮ఎ ߘలߕ  
भ޳۫ ం ڒబܽद  మనం ࢘ڒ ࡯࠻ۯ ࡏబܽद మనం ࢘ڒ ࡯࠻ۯࡏబܽद మనం ఫంࣾڒ ࡯࠻ۯ ࡏ࢘ ߘ ߤబܽद ఇకए డࡿࢗ ڕभ ం 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ भ޳۫  ం ޳ ܼࠊछ మన వదभ ఉనऒ ࡌ ऒߖदࢲࡍऴవత గޓ  రߖ  प࠼ంచడం 0ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అం݄ 0ړ d 
సࠪనంڴ ఉం۪࠭ޑ అం݄ ޳छ కएࡅ ܼࠊ ࡌ ऒߕࣆ  ऒߖ޵ ࡏࠬ సࠪనం ړ ए࣋ ܼࠊ బܽदڒ ݟయంۯ లభతరంࣆ  छ ࡛d d 
छ޳ ए࣋ ߤࣄ ܼࠊ ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ڴ న࣒࠳ ܼࠊ ࣒ڒ ܼࠊ పߦ ݡంࡓ ఒకܽ ࡌ छ ऒߕࣆ ܼࠊ ࡛  ܼࠊ ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ
࣋ए छ छ޳ ࡛  ఈ ڴషदంࡍऴవత గޓ , సࠪనం ڕܼࠊ ܼࠊ ߤܼ ޴ࡃ߱࡯ڵࠫ బܽदڒ రణం߄ࣃ ܼࠊ ߤࣄ రణం ఒకܽ߄ࣃ ࡌ
సࠬకరړߖހ అڷߘణంڴ ఉంܼࠊ ߤܼ ݦ సࠪనం  ܼࠊ ఇ޴ అޓంऴ޴య సࠬకరణం, ఇࢩ࢑ ޴ ऱషހతघ కంڴ 
పࡍషए ङڣసం ޴ఇ ,޶ంచబడࡍ పరంڴ పࡍషए ङࡲ࣍ ࡽక߸ڴऴ ޳ࡶ ޴ంޔݡంచబࡍ షߤझ छ޳  షएࡍప ࡌ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబࡍ
ఇకए ߘߝ డ ۫ߧంۨన޴ ऴڴ߸కࡲ࣍ ࡽङ షߤ ఇ޴ ۫డంڒ ݟబܽद ఈ అࣾం ࢗంట ߰ࡐం޴ంచబݟనࡓ ܼࠊ ޴ంݡ ఉߕऒ   ࠼
ऱߦ ܼࠊ ࠾ࡍమ ܼࠊ ߤܼ ఉనऒ ࡹڷలం రంߗ బܽदڒ ࡱ ߤన ఫంࣾࣄۯ ݋ दࣃ ޴ఇ ,ܼࠊ ߤܼ ࢑ ంࡃࡍ࢘ ݭషߤ, ఇకए డ ܼߤ 
छ޳ 2 ܼޓ ߤܼ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ 0 ܼޓ औߖఇ ࡌ औߖన࣒ ఇ࠳ ऱࢁऱ మࢀࢗ ړܾߖ   ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ0 ݟంߘ ܾߖ
అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఇܼޓ ߤܼ ޴ ఫంܼࣾࠊ ߤܼ ߤ వࡓझ ࣒ ఈ అࣾం ܼࠊ మ࠾ࡍ ఇړ ޴ సࠪనం అం݄ y x y 
ఇకए ࠾ࡍసࠪనం  మ ړܼࠊ ܼࠊ ߩ࢙ బܽद ఎడమڒ  సࠪనం ړ ܼࠊ ݞږ ࠾ࡍమ ܼࠊ డ ఎడమ ࢙ܼࠊ ߤܼ ߩ x y x y 
ఇకए ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ ڷలం రంߗ డ ڒ ܼࠊ ߩ࢙ ݟڕబܽद ఈ ࡓంݟంܽ ࡅకए  ఖండన అం݄ అࡓ ࢑ంݢ ఒࡱ࢑ ښవߘ కڵ࡯ 
ఉనऒ ओߩ ఇకए ڕహరణ޳ఉ ,࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ڕ࢓޶ంࠉ ఖండన ݡ డ ఒక ࠼ߦం݋ ఉం޴  ఖండన ఇకए డ ఖండన 
बࣃ  నం ఉం޴, ఇకए డ ఖండన ࠉం࢓޶ ఉంڒ ޴బܽद ఇ࢑ మనڕ గࢲࡍदړߖ సంబం߅ంۨన పࢲࡍए फࣃ޴అం ߘలࡌ  బܽदڒ ࠼
ڵࠪ  షदࡍన గࣄ࡯ޘ ڕమన ޙ࠼షदం 0 అࡍదܽ గ࠴ णࠪ ڵࠪ , णࠪ ڵࠪ దܽ࠴  णࠪ  సంఘటనࣆ۫ ߘफߕऒ ࠭. ࣊ంऴటࡽ 
झړࠪ కएࡅ ࠪ  ऴపڒ ߩ࢙ ޒబܽद ఈ గࡍషदం 1.43 వదभ సంభࣆ࢑फం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ ࠪڵ णࠪ  2.46 వదभ సంభࣆ࢑फం޴ pi pi 
ऒߕफࣆ۫ బܽद మనం ఏࠫڒ ࠭, ఇకए డ ఈ ۨڣࡔऴړߖޑ ఈ ࢑इపం ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ఈ గࡍషद ࣃब झړࠪ ఏࠫܽ ࡱߕ ࠪ 
మ࠾ࡍ ఈ గࡍషदం ߕࣆऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ 1.43 ܼޓ 1.43    ࣆࡱޘ ڕమన   ߖफందࣆవదभ సంభ࢑ ܼޓ  pi pi ݡ
మܼޓ  ࠾ࡍ వదभ వۯऐ  మڵࠪ ࡗ णࠪ झړࠪ ޴బܽद అڒ సࠪనం ړ ࡏఆ ڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ  बࣃ ࠪ బܽद మనం piڒ ࡱߕ
ఇకए డ ۫డవ۪ऐ छ޳ ܼࠊ  ఇవछ ࡌ బݟన పࢲࡍए  pi pi ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం 2.46 మ 2 ܼࠊ సࠪనం 1.43 1 ܼࠊ  0 ࡱࡌ
ఎంڕ޶ ࠭ఖङ కएࡅ షदంࡍదܽ గ࠴ బܽदڒ ޴న࠳ ङޑऴవత ऴపޓ  ࠪऒ యం ړ సࠪనం అ࠴ ޴ߝదܽ గࡍషदం ࡅకए ऴవత  i1ޓ 
కएࡅ షदంࡍదܽ గ࠴ వ ఇకएࡱ࢑ ఈ ޴వ ఇࡱ࢑ ऴవత ఈޓ  డ ࠴దܽ గࡍషदం ࡅకए  i 1 i 0 i 1 ڴణంڷߘఅ ڕऴవతޓ 
ఉంܿం޴,  ఇ޴ ఈ గࡍషद ࠪڵ णࠪ ऒߕࣆ  ऒߕంܿڕߘలݞ۫ మనం ߖఎంత అ ޴ంۨ ఇ߅సంబం ړ  దܽ i࠴ బܽदڒ ࠭
గࡍషदం ࡅకए छ޳ ऴవతޓ  ఇవछ ࡌ బޔݡం1  ޴ అߕࣆ ޴ߝऒ ए࣋ ߤࣄ ړ छ ࡛ వ࠼ߦ ߤం࡛ࠂ ݋ ऴړ߯ ޓ సࠪనం, i i 
ఎం޶కం݄ ఇܼࠊ  ޴ ࣋ए छ ङࡲ࢐ ܼࠊ షधࡍన గݟంచబڵ࠙ ޜ ࡛  పࢲࡍए రం ڒబܽद ఇߤࣄ ޴ ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ܼࠊ ࡛ छ  ޜ ࡛
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ घࠫޛ ڷࡱߕ  ऒߕࣆ ߘߝ  ޴फంࣆऱ వࡏࣃ ࡏఆ ޴ एڕతం కం݄ తࢡ ޶ఐ ࡹ వ ఉనऒ  
ऒߕࣆ బܽद ఇకएڒ  డ ఈ ࡱ࢑వ ߘߝ ఇకए డ ۫࣋ߧफ ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వ గࡍషद ࣊ంऴటړࠪ ࡽझ एڕతం కం݄ తࢡ ޶ఐ ࡹࠪ వڴ 
ఉంܿం޴ , అం݄ మనڕ ऴపڒశవంత࠳న ࣊ంऴటړࠪ ࡽझ ࠪ మڵࠪ ࠾ࡍ णࠪ  ఇ࡮ߩ࢙ࡏ ఉߕऒ ڵࠪ  ంऴదంښ  ࠼ णࠪ  l 
ڵࠪ ࡽంऴట࣊ ߗڒ ,࠼ఉంܼ ڴశవంతంڒऴప అ࢑ ,޴ఉం ڴబలࣖనం ڴంࣾ߮ࣃ णࠪ ,࠼ఉంܼ ڴబలࣖనం ࡮ۧ फ అ࢑࣋࡯߱ ޜ
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అ࢑޻ధంࡓ ࡏࠬ ڴండవ ࠪڵ णࠪ కएࡅ ߖ ࠭࠲ ,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߘ ए࣋ ߤ࣌  छ i 0 ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ڴ ࡛ 2.46 pi 
एࢲࡍండవ పࡓ ऒߖࡌ  మࡓ ࠾ࡍం࠼ߦ ݡంڷࡱߕ ݋ ఆ࠴ ࡏతफం ࣋ए छ ऒߕࣆ ڕࠪ  .ంۧ࠭ڵ࠙ ޜ ࡛  pi ݋ం࠼ߦ 
ఇࣆफంߕࣆ ޴ऒ  ఒకܽ ఆࡏ ఎߕࣆ ߘߝ ޴ࠫߖऒ  అం݄ ࡓంࢡ ݡతం కం݄ తڕए వ ఒక ࠼ߦం݋ ఆࡏ ఎࢡ ޴ࠫߖతం ޓऴవత 
ڵࠪ బܽदڒ णࠪ छ޴ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡱ झړࠪ ࡽంऴట࣊ ࠾ࡍమ  ࠼ఉంܼ ڴషदంࡍయ గޓ एڕత ࡮ۧ ऴవతޓ फ࣋࡯߱ ޜࠪ వڴ 
ఉంܿంܔ ޴కङ ం అం۪ల సందరग ం  ఇߩओ ڵࠪ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ݡ णࠪ  వలऱ޶అం ࠾ࡍంۨ మࡍڷ 
ओߩఇ ࠭࠲ ऒߖڴࡆऴప ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ݡ ऒߖڴࡆऴప ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ బܽदڒ ,ంܼ࠭ڕࣆۯफࡏڷ ݞږ   ڕफࡏڷ 
ऐ۪ޘ ऒߖڴࡆబܽद ऴపڒ ,ం޳ంڕ भ޳۫  ం  ఇ޴ మనం ۨవࣄ۫ ڴࡍన ऴపࡆగం.  తరగڒ ޒబܽद ఒక ۩࡯క߯ ࡶజ࡛ ߩంజం 
ఉం޴, ఇకए డ ۩࡯క ఉం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ߭దभ ޷రంࡹ ఉనऒ రణ సంఖङ߄ࣃ  ల ऴࣅए ߯ ߤ  జ࡛ࡶ ߘߝ  ޴ంޔ޶ంۮ ࢑इపం ړ
కएࡅ ంజంߩ  ࢐ङ సం ఒకܽ ߘంࡓ ݟంࡰࠫ ݡऱࠬ టర ऱ వరڕ ఇ ऐۧ  ߘంۧߧ۫ ڴంజంߩ ܽߦమంద ߖߖ޳ ߘߝ ߗڒ ,ߘ
ఎం޶కం݄ ఇకए డ ఎపరऐ కएࡅ ࡏ  ࢐ङ సం ۩࡯క ࢗడࡱओ ऱࠬࡰࠫ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ ޳ࡶ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ  టర ऱ ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ 
ఉంܿం࡯۩ . ޴క ࢗడࡱओ ऒߖ܉ంߩ జ࡛ࡶ ܽߦమంద ߘߝ ښ޶అం ,޴ఉంܿం ڴమందం ڴంࣾ߮ࣃ ంజంߩ జ࡛ࡶ   
ऱࠬࡰࠫ ݡంࡓ ޴ఇ ,ߘంۧߧ۫ టర ऱ ऴకమం ࡅకए  పࠪࡍణంޜ ऴకమం ࡅకए  సంఘటన మ࠾ࡍ ఈ ۩࡯క వదभ ࢑इపం 
ओࡱడࢗ ݋ऱࣄ  .క࡯۩ యగలۯ ܿࠈभࡏన సࣄ۫ ڴࡍమనం ۨవ ޴ఇ ,޴ంޔ޶ంۮ రऐࠪ ߘ డం ޳छ एࣅమనం ऴ ࡌ ߯ ߤ  
కߧߖంݟ ۯऴ߷ࣾߤ నߘߕ࠮ ࠪరऐ గల࠭ ڒబܽद ऴࣅए ߯ ߤ   కߧߖంݟ ۯऴ߷ࣾߤ నߘߕ࠮ ऴࣅए ߯ ߤ  ఈ ڒబܽद ݟऴ߷ࣾߤ 
న޳ ߕ࠮छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴,  ఇߩओ नࠈం࡮ ࡱࠪߖࠫ ఈ ݡ ऒߕఉ ڴణంڷߘఅ ޜణంڝ ߖࡹܼޓ ڕ యࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭
ఇవछ ݞږ ܼޓ ࡽڵం࠻  బݟంڒ ޴బܽद ఇ࠴ ޴దܽ ࠫڕࠪߖ అڷߘణంڴ ఉం݄, ఇܼޓ ޴ వߤ అޙ࠼, ఇܼޓ ޴ వߤ 
అܼޓ ,ޙ࠼ వߤ ఇవछ బޔݡం޴  కߘక ఇࡓ ޴ంݡ ఇ޴  ఇకए డ ߖࡰయ࡛ ࢗడࡱओ छࡌఆ త ݡంࡓ  త l l mini the l 
బܽद ఇకएڒ డ ࡓంݡ ఇڒ ޴ङ एࣅऴ ޴ߝఅ ࡽటߧ l l l ݡంࡓ బܽदڒ ऱࡏవంద ࣊ంܾࠬట ࡏఒక ࠬట ޴ఇ ޴దभ߭ ࡮ۧ రం޷ ړ ߤ
 అࡓ ߖంܼޓ ݡ ఒకܽڴ ऴ࢐యవ۪ऐ नࠈం࡮ ޴ఒకܽ, ఇ ܼޓ ޴ఒకܽ అం݄ ఇ ܼޓ ࡱంతݟంࡓ  . नࠈం࡮ న࣒࠳ న࣒࠳   छ޳  ࡌ
మࡖక ࢙ߩ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇకए డ ߖకర ࠴తफం ނڝయ ࢑భజన 2 ࡮ంࠈन  a l 2 ݟంߘ తۯ޶అం ࠾ࡍమ ࠑ 
नࠈం࡮ छ޳ ࡽఆ ࠑ  नࠈం࡮  ࡌ ఇవछ ړ ࡽఎ ߖ ߤషࡔయ࡛ ࣊పߖࡰ ړ ఈ ڕࠪ   ంݟ , అం݄ మనం  ఎࠑ ࡽ ఎ޳ ࡽछ 2 ࡌ 2 l 2 2 
नࠈం࡮ नࠈం࡮ ޳ࡶ ࠭ࢡऴ࢐ ߖసࠪనం అ ڕ  అ޴ߝ ఎڒ ࠑ ࡽङ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ ࠹ఎ ࡽటߧ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  ߘంۧߧ۫ 
ఎం޶కం݄ ڜలవడం ޳छ डࡌ޼తరంగ ޒంڒ ࡌ ङ ऒߖ రߖ  प࠼ంచڒ ړߖݞంޒ తరంగ޼ర डङ ం   ఒక ऴపࡆగంࡓ ࡹం࢑ ݡభజనߘ l 
లవవ۪ऐڜ एࣅऴ ࠭࠲ , లవవ۪ऐڜ ߖ ݡంࡓ ࢑భజన ంۨڵࡆఉప ߖ ప࡛߮ ࠆڴసం ऴڝ ߤ  ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ ऴࠆڴ ߮ప࡛ ߘ l
ऴࣅए ओߩఅ ݟంచంړޒఅ ڴ ߤ వ۪ऐڝࣆࡱޘ ఏࠫ ࡏࠬ ݡ   అ޴ߝ ఇకए డ ࢘ࡏ మ࠳ ࠾ࡍऴ࣎ڝए  ۃం࡯ࢗంۨ ऴܼڵࡆఉప ߖ ߵ
ए࣎ڝऴ࠳ ओࡱడࢗ క࡯۩ ంۨڵࡆఉప ߖ ߵ లవవ۪ऐڜ ߘ ओࡱడࢗ క࡯۩ ࠭࠲ , లవవ۪ऐڜ ߘ ࡽఎ ࠾ࡍఎ మ ߘ  ఎం޶కం݄ 
ఇ࡮ۧ ޴ ߰డڴ࢓ ఉంܿంࡶ ,  ޴జ࡛ తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ రߖ  प࠼ంచړߖݞ ࣋ए లవవ۪ऐڜ ڴలభంࣆ ంۨڵࡆఉప ߖ ࡽ .  
తరంగ޼ర डङ ం ࠳ऴࠬڝట࡛ కం݄ 1 ࠳ऴࠬڝట࡛ కం݄ ۧ࡮ తڕए వڴ ఉం࠳ ߖߖ޵ ,     ޴ऴ࣎ڝए కएࡅ ݋ऱࣄ ందړ ߵ ओࡱడࢗ   ఈ 2 
కएࡅ ࡏటࡰ  ఆచరހతघ క ڜలతۯ ࡱయడం ޳छ రߖ ࡌ प࠼ంచవ۪ऐ  , ఆ߯ ఇకए డ ఎ࣋ए छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ ߵ  ޴ఇ ࡌ
రߖ प࠼ంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴  ఇߩओ ङݡڴఅండ࡛ ऴ ࡮ۧ ݡ झࡏڝ ݋ࡃ లࡹ ఒక ऴށࠪߦక ऴపࡆగం.  ࣄంࣄ ࡽڵऱ݋ 
ऒߖڴࡆऴప ߤࣾ߷ऴݟ  ఉపڵࡆంۨ ڒంޒ తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ రߖ  प࠼ంచంݟ సڒ ࡔబܽद మనం మࡍంత ࠭ంࡿࢗ ڕ޶भ ం ఇߩओ  ݡ
డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపړߖڴࡆ వ޳भ ం డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపߖڴࡆऒ  మࢁऱ   ۫޳भ ం ఇ޴ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం, ఇకए డ మనڕ సࠪంతర 
ఇకए ݋ఒక ࢘࢟ ऴఫం ڕబܽद మనڒ  ޴ంజం ఉంߩ సࠪంతర ޒంڒ డ ఉనऒ  ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ంܿంڕࡏۯ ڕల࡮࠮ ݡంࡓ 
 నవసరంڒ ࢟࢘ ߤऱ߮ ޴ంܿంڕࡏۯ  ݋బܽद ఒక ࢘࢟ ऴఫంڒ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ ݋ऱࣄ ݡంࡓ ޳ࡶ ࡱ߄రంऴ ݡంࡓ ݡంࡓ
ఇకए ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ݞږ ڴర తరంڒࡿڿ ޴అ ޶ࡶ డ ࠼ߦం݋ ఒకܽ మࡓ ࡱ ࠾ࡍంݡ దశڴࡱ పࡍగށంచబడ࠼ޑ  
మ࠾ࡍ ఏߕ޼ ఏకపࣾ ࠉం࢓޶ వదभ ޓऴవత ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ఒక ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇకए డ ࠼ߦం࡯࢐ڝࡏۯ ߘ ݋.p i 
ࡓ ڷࡱߕ  ऱܿ ߕࣆऒ ए࣋ ࣒ڒ  छ द࡮ݥ ࡛ సࠪనం, ఇకए ޜ2  డ ࡮ݥद న࣒ దశ వङ࠳ ऱࡏࣃ  ङޑ సం ࠳న࣒ i k r 2 r 1 r 2 r 1

द࡮ݥ  ޴ంޔݡంచబށڷ ޜంకంࡌबࣄ దశ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ݞޙ ޠߦ ࡽदకߧ࢐సफవ ఆ న࣒࠳  అ࡮ ޴ߝంࠈन  r 2 r 1 k k 
छ޳ న దశ వङ࠳సࠪన ړ 2 ࡌ ङޑ ऒߖࣃ  ఇࣆफం࡮࠮ , ޴ల޷ ߘరం ࢑భజన ޳छ फ, ఇకए࣋ۯ  ࡏ࢘ ࡌ డ ఈ ڝణం ܼޓ pi d d 
అޙ࠼, ࠪర ठం వङ ङޑ సం ఇ޴ మనం ఇకए డ ۫డగڼ࡯ అదనߩ ࠪరठ వङ ङޑ సం అߖ ఇకए డ ۫డవ۪ऐ .  ఇ޴ వరڕ ఉనऒ  
అదనߩ కణం ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴ ఒకܽ ߗڒ ఈ అదన࢑ ߩషయం ఒకܽ కం݄ ࡓంݡ ߭దभࣆۯ ڴ޴फం޴ ఈ r r r 
అదనߩ ࠪరठం ࡓ ݞޙం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ఉం݄ ࡏࣃऱ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మߦ  ࠾ࡍపం ܼޓ ఇ޴ r r d sin theta d 
द࡮ݥ బܽदڒ ܼޓ ߤࣄ ऱࡏࣃ రం޷ ߩవలऱ ఈ అదన޶అం ࠾ࡍమ ܼޓ ݞږ  ణంڝ బܽद ఈڒ ܼޓ కएࡅ   ߭దभ e d d 
नࠈం࡮ సంڝ వలࡱ࢑ छ޳  ओߩసࠪనం,  ఇ ړ ݡంࡓ ړࡹ ࡌ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  ఎంڕ޶ ऴڒ ߘࢡ࢐బܽद ࡮ݥद  d sin theta pi
छ޳ ݡంࡓ సओ ߖసࠪనం అ ࡌ షदమޔ࢓ం޴  pi by lambda in d sin theta delta by two is equal to pi 

ఇߩओ కएࡵ ఈ ࠭࠲ ݡ ओߩనࣄۯ ࡱ  by lambda d sin theta ߘఈ గణనల ࠭࠲ ,ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ݡ
ओߩనࣄۯ ఎపరऐ  ࠭࠲ ݡ ࡛ ల ࡅకए  పࠫࡍత ࢗడࡱओ ऱࡹదశ ࠭࠲ ߖܽ࢒ ,޶ࡶంచށగࡍప ߘ  ఉనऒ  ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ 
࡛࣎झ ఇకए  ࠾ࡍంۧ࠭   మށగࡍప ڴࡱ  డ  ࠼ߦంࡱ࡮࠮ ݋ ߰ం޴కڴ ఉߕऒ ఈ వङ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ ڔ फకరణߘ ఎ1 ࡮ s 2 2
߰ందడం ऴߦరంࠚంۧ࠭,  ఇకए డ ఉనऒ ओߩఎలऱ ࡱక࡯۩  ओࡱడࢗ తࠫࡍప ݢ ఉనऒ ڵ࡯క ߘ ओߩ డ࡮ऱ  ऴపޒ ऴړߦ दకࣄ ࡽऱڕ ݋ 
పࠫࡍత ࢗడࡱओ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ పࠫࡍత࠳నߩओ డ࡮ऱ  మన࡯۩  ࣆࡱޘ ڕక ࡅకए ओࡱడࢗ   అߩओ  a ړࡹࡱఅమ ݡ
వۯऐ బܽद ఈ ఎపరऐڒ ࠼ఉంܼ ࡱऴప࠙࢐ ߤࣾ߷ऴݟ  छ޳ ࡏ ऐۯవ ࡌ ఈ ఎపరऐ ,޴ంޔ޶ంۮ ࢑इపం ޒంڒ  छ޳ ࡏ ऐۯవ ࡌ  
కङܔ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ࢑इపం ݞږ ޒంڒ ం నߕ࠮ వ  ऴࣅए ߯ ߤ  ఇ ఇం݃ߖझ ङࠌदࣄवݟ ܾ షࡓ  ߤం࡮࠮ ݡల 
వదभ ݟऴ߷ࣾ޳ ߤछ ఇకए ޴ంޔ࢓ऴప࠙࢑తమ ࡌ డ ࡓంݡ రంऴࡓ ޳ࡶ ࡱ߄ంࣄ ݡऱࡱ ݋ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࣄ ݡऱ݋ ల పࠫࡍత 
పߖހࠪࡍऒ  పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ऴࣅए ߯ ߤ  ఇం݃ߖझ ङࠌदࣄवݟ  ܾ షߤ ఇవछ బޔݡం޴  ఈ రకం i 
కएࡅ  వङ ڔ फకరణ ߤࣄ ࡗ܋ ࣋ए छ ए࣋ ܼࠑ ܼࠊ ࡛ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ సࠪనం , ఈ వङ ړࠪڴ ࡛ ڔ फకరణ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం  i cos 
ఇకए ࠭࠲ డ ࣄۯన చరऐ ల పړ߅ࡍ ࠫంۨనߖڒ ޴ ఫࡱޑ࡯ మనڕ ࠭ఖङ ऐࡍచ ࠭࠲ బܽदڒ న࢑࠳ फࣃ ࠭  ఇకए డ ఫࡱޑ࡯ 
కߘక ఆߤࣄ ܼޓ ࠆ ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ݟంߘ ܼࠊ ࡛ छ ए࣋ ࣒ڒ ࡹ ࡛ छ ऒߕࣆ ړࡹࠪڴ ࡛ ఇకए ,ݟంచంߖగమ ߖసࠪనం అ ړ డ   ఈi 
ओߩమనం ఇ ߖఅ ނߧऴవత పంޓ ࡹߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ దܽ పదం࠴ పదం తపओ ߤࣾ߷ऴݟ నࣄ۫ ݦ  మࡖకܽ ޶ڒ.   పࠪࡍణం 
కएࡅ  ఎపరऐ కएࡅ ణంࠪࡍప ڴరణంڒ ࡏ ए࣋ ࣒ڒ ఈ ڴరణంڒ క࡯۩  छ ఇకए ࠪڴ ࠪڴ ࡛ డ ࡮ ࠑంࠈन  a a pi d ݟంߘ 

द࡮ݥ ఈ ޴ఇ ,޴फంࣆవ ړࡹ नࠈం࡮ ߖ छ޳  బܽद ఇకएڒ ܼࣜ  ޴फంࣆవ ړࡹ ࠑ ݡంࡓ ࡌ డ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ sin theta pi d sin t
द࡮ݥ ए࣋ ࣒ڒ  छ తపओ ࠪڴ ࡛  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇߩओ झߖఇం݃ ڕమన ݡ ङࠌदࣄवݟ ܾ షߤ ఉం޴, ఇ޴ ఒక ఫంࣾࡓ ߤంݡ 
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ఫంࣾనऱ ఉతओ ए࣋ ܼࠊ ߘߝ ,फޒ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ߤࣄ ࡗ܋ ࡌ छ ए࣋ ࣒ڒ ࠾ࡍమ ܼࠊ ࡛ छ ఈ ఉతओ ޴ఉంܿం ࡮ఎ ޴ఇ ࠪڴ ࡛  ࡮फ ఎޒ
ఉంܿం޾ మనం ۫డవ۪ऐ  ޾ఉంܿం ࡮కర ऴప࠙వం ఎߖ ߘߝ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ޴దܽ࠴ బܽदڒ ,
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ए࣋ ߤ࣌ ߘߝ బܽदڒ ߘ छ ऒߕࣆ ࡹܼࠊ ࡛ ए࣋ ܼࠊ   ,సࠪనం ړ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ ࡌ छ ए࣋ ࣒ڒ ࠪڴ ࡛ छ ࡛ 
नࠈం࡮ ޴ߝఅ ࠪڴ  బܽदڒ ࠪڴ छ޳  द࡮ݥ ܼޓ ߤࣄ ݟ ܼޓ ߤࣄ ࡌ नࠈం࡮ ,సࠪనం ޜܼࠊ   छ޳  नࠈం࡮ ࡌ  ఒక ܼޓ ߤࣄ ఎ d 
నऒۨ ࡮ۧ కం݄ ޴ߝఅ ,ܼޓ ߤࣄ దࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ,   ఇࡓ ޴ం࡯۩ ݡకల మధङ  ࢑భజన మ࠾ࡍ అࢗ ޴ߝడࡱओ   a dd a 
న సంఖङ࠳࢑లࣾణ  ݋ऱࣄ   మన ࡆߖ࢑గం ڝసం ࠪऴత࠲, ఇకए డ ࡅకए రణ సంఖङ߄ࣃ   a ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ߤవ ݋ం࠼ߦ 
ऱࠬࡰࠫ ݀ ట࡛ మڝ ࠾ࡍసం ߄ࣃరణ సంఖङ  ఒక ࠫࡰऱࠬ ట࡛ ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬ࣋࡯߱ ޜ  ࡏफ ۧ࡮ d d a 
ۨనऒ దߖ సओ షदంڴ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ కߘక ఇ ఈ ऴ࠴ ࠆڴదܽ ࠙ߖڴऒ  ఇకए డ ߦऱ   దܽ w࠴ ߘߝ బܽदڒ ݟయంۯ ݋
ऴߦ ߘ ࠆڴऱ भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद మనం ఇపओ ऱߦ ߖ ߤࣾ߷ऴݟ ࠆڴఈ ऴ ښܽ ఇకए ߘߝ బܽदڒ  ࠭ࣃۯ ݋ డ ࢘ࡔ రంߘڷ ఉపڵࡆంۧߘ  
दࢲࡍऴవత గޓ బܽदڒ नࠈం࡮ ڴషदంߖక ࠾ࡍమ ࡱ  వదभ ఇ޴ సంభࣆ࢑फం޴ మߖ޳ ࠾ࡍ ࣏షदవ పࣆ ࡮ۧ ࡏޓߖషदంڴ 
ఉంܿం޴ మࡖక ࢙ߩ మన࠴  ڕదܽ ఫంࣾ޳ ߤछ नࠈం࡮ న࣒࠳ ࡌ  ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ండవ ఫంࣾߕࣆ ߤऒ  ޴బܽद    ఇڒ 
ए࣋ ࣒ڒ छ ए࣋ ࣒ڒ ࠪڴ ࡛ छ ऒߕࣆ ࠪڴ ࡛  మ࠾ࡍ ఒకߖ޳ మధङ ఇకए ߘ ߤండవ ఫంࣾࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ  డ ߦऱ  ݋
भ޳ۯ ం.  ࣃब ए࣋ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ छ ࡛ మధङ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ   మ࠾ࡍ ఒకܽ ఇࣆ ޴షद࠳నߕ ޴ ऴࠆڴ cos 
ఉండక߱వ۪ऐ ڴషदంࣆ ࢑ధङ࢙ షदࣆ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ޴ఇ ߗڒ  ం ఇ0 ޴ మ࠾ࡍ కߖషद ࠪڵ णࠪ  ڴసࠪనం ࠪڴ బܽदڒ ࡱ
ఉనऒ ओߩ दࢲࡍగ ݡ ओߩసంభ࢑ంۨన ࡱ ए࣋  ࣆࡱޘ ڕమన ݡ छ m pi cos m pi ࠪڴ బܽदڒ సࠪనం ړ ࠪڴ బܽदڒ ࠪڴ ࡛
మనڕ గࢲࡍद లߘ ఇࣆफం޴ అం݄ ࡮ంࠈन  వదभ ޳छ ڵࠪ ࡌ णࠪ फࣃసంభ࢑ ࡱ नࠈం࡮ ޴బܽद ఇڒ ࠼  వదभ ޳छ ऒߕࣆ ࡌ  d d 
नࠈం࡮ छ޳ , ऒߕࣆ ޴ఇ ࡌ नࠈం࡮  , వదभ ࡓండవ ࠪڵ णࠪ  సంభࣆ࢑फం޴ థ࡛ न ࡮ంࠈन ऱ d t wice lambda by d dࡏࣃ ݡ࠮ 
छ޳ ओߩఇ ࠾ࡍమ  ޴फంࣆసంభ࢑ ࡌ ऐ࡯߱ ޜߖ޵ ߘߝ ݡ  d ࡮ۧ కం݄ కం݄޶ఎం ߘంۧߧ۫ ڕ޶ఎం ڴఇంత ࢘గం ޙ
߭దभڒ ޴బܽद ఈ సంఖङ దभ సంఖङ߭ ޴फ ఇ࣋࡯߱ ޜ  మ࣒ڒ ࠾ࡍ ࣋ए छ ఒక ߭దभ సంఖङ ࠪڴ ࠪڴ ࡛  అం݄  ܼࠊ మࠪڴ ࠾ࡍ 
ఒ࡮ښ ఉనऒ టऱߤ࣌ ޙ࠼  ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ फ࣋࡯߱ ޜܼࠊ ࡛ छ ࡛  ࢘గంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿం޴ .  ఇకए డ ఎకए नࠈం࡮ ݡఉం ݩ  అ޻ 
࣋ए ऒߕఉ ࡹ ࡽ ए࣋ ޻అ ߘߝ బܽदڒ ߘ ऒߕफࣆߧ۫ ࡹ ࡽ ఇకए  ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ߘ డ ޳छ नࠈం࡮ ࡌ కం݄ a a޶ఎం ޴ఉం ڴ
ۨనऒ नࠈం࡮ బܽदڒ ޴ छ޳  नࠈం࡮ ࡌ फ ߭దभ సంఖङ࣋࡯߱ ޜ కङܔ ޴ఏࠫటం݄  ఇ ޴నࣄ۫ బܽद మనంڒ   ం ܔకङ ం అం۪ࡱ d 
తపओ  మࡖకܽ ڒ  ޶ڒబܽद ܔకङ ం అం۪ߤ࣌ ࡱ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛ అం۪ࡱ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒ࡯۩ ښక ࢑इపణ నߕ࠮ 
కएࡅ ߖ޵ తం࡯కర ఫߖ  తం ఏࠫܽ࡯కర ఫߖ ࠾ࡍమ ߕ࠮࢑इపణ న ڴరణంڒ  ఉతओ ల ఉతओ ߤఫంࣾ ݡంࡓ బܽदڒ फޒ  फޒ
ల ఉతओ ߤఫంࣾ ݡంࡓ బܽद మనంڒ నऒڕࣆޓ ߖफޒ ओߩ ఒక  ఉతओ ߕ޼ఏ ࡹ ߤఫంࣾ ߕ޼ఏ  ݡ కర 0ߖ బܽदڒ ޴ంޔ࢓फ  అޒ 0
ఫ࡯తం ఉంܿంڒ ޴బܽद ڶ ߘ ݋ߜ ߘߝయߖవछ ంݟ  ఇߩओ ఇకए ݡ డ త޶పࡹ ݋ࢴ ࡍ ఫߖޑ࡯ऒ  ఇ ऐۧ కए۪ ߘߝ బܽदڒ  ߘ ల 
ఇకए ߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ కం݄޶ఎం ߘࣃڶ ޜఖࡔ డ ޓऴవత ࢙߄࢑ङ ఒక ఎనछ ړߖ లߵ వࡵ పࣆۯߖफం޴ మߖ ࠾ࡍకర ࢙࢑ధङ ం 
ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޓऴవత ࠪޕࡏ    గࡍషदంڴ [సంڶతం ] గࡍషदంڴ తڷठޔం޴  తڵ ठంచడం ఎం޶కం݄ ݟऴ߷ࣾߤ 
ऱ݀ߧం࠻ ङ బܽद ఇకएڒ  ޴ంޜठڷత ݭ డ ఇం݃ߖझ ܾ 0 మ࠾ࡍ మࢁऱ మనڕ ఎడమ ࢙ߩన అޓ ޻ऴవత ࢙࢑ధङ ం ఉంܿంڒ ޴బܽद 
ఇ޴ అం۪ నߕ࠮ వࡵ కߧߖంߖ ۯకర ޓऴవత ࢙࢑ధङ ం, ߗڒ ఇ޴ అం۪ల ࢐ङ ߧ फޜ ఉంܿంܔ ޴కङ ం అం۪ల ࢑షయంࡹ 
ऒߗఇవ ,ݞంڕڒ ࢐ङ న࠳बరࣄ  ߧ फޜ ఉంܼ࠼, ఇߩओ ࢐ङ ݡ ߧ फ ऴړంړ޴ పޔ߱ݟంڒ ޴బܽद ߦ ߘߝऱ ఇకए ޴నࣄۯ ݋ డ ޓऴవత  ڝణం
ऒߕࣆ ߘߝ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ܼޓ ߤࣄ ޳ࡶ ܼޓ  ఇܔ ޴కङ  నߕ࠮ ఇߩओ ఖङ࠭ ݡ  బܽदڒ ޴޴ంړ ޴న࠳
ఇకए ߘߝ ޶ऱ ࠭ంࢇࢗ ڕ޶ం࠭ ߘߝ డ ࠭ంࣄڶ ڴ޶న ۨڣࡔऴߖޑऒ  ఉం۪ߘޑ మ࠾ࡍ ఒక ߭ दܿ ఇࣃफ ఇకए  ߘ డ మంۨ 
అߖޒࠝߘ కڵ࡯ంచړߖݞ చకए ऴతం  ఇకएۨڣࡔ నࣄڶ ڴ డ ఉంڒ ޴బܽद ఇߧ۫ ߘߝ  ޴ంۨన޴ డࣄ ࡽࠋऱݟ ݋ऴ߷ࣾߤ 
ङߦ ట࡛ऒ  ࠪ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ఇంట࡛ ఫߤࡓझ ङߦ  ట࡛ऒ ङߦ ߤࣾ߷ऴݟ ߖߖ޵ ࡏࠬ  ట࡛ऒ రదరजߦ ޳ࡶ ڴ  కంߦ ڴङ ట࡛ऒ  ఇంట࡛ ఫߤࡓझ  
ङߦ ట࡛ऒ  మݟ ࠾ࡍऴ߷ࣾߦ ߤङ ట࡛ऒ లవవ۪ऐߧ ڴ  .   ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ వదभ తరంڴలࣇ ߘప࡛ ߱  లڴతరం ࣋ۯ ܘ
߱ ప࡛ࣇ छ޳ ߤష܊ కङܔ ޳ࡶ ࢑इపం అం݄ ,࠼ޑందబడ߰ ݢంࡓ ࡌ ం ڒరణంڴ మనం ޓऴవతߘ ఎ࡮ ߰ం࠭ޑ޶ 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ߖߖ޳ ߘߝ డࣄ ࡽࠋऱݟ ݋ऴ߷ࣾߤ అࣃࡱߧ ߖफ ఉనऒ ڵ࡯క ߘߝ కం݄޶ఎం ߘ ऒߖऴప࠙࢐ ߤࣾ߷ऴݟ   
పࡍగణనߕڕࣆޓ ړࡹऒ ࠭. ఒక ࡍߖ भషद ࢑భజన ڝసం ߖ޵ऒ   d ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ޴ߝఅ ࡏంۧ޴ం߰ࡐ ڴऴగతफ܉ ࡮ۧ 
ఎڡझ  ప࡛ ࡓ ߖࡹంࣄ ݡऱ݋ ల మధङ  ࢑భజనࡓ ڷࡱߕ ڕ ऱܿ సࠪనం. అ޴ߝ ఎపరऐ ओࡱడࢗ ݋ऱࣄ ܌࣌ ࡏ  కం݄ ڷࡱߕiment d 
ࡓ ऱܿ ఎڕए వ , ఆ߯ ࠬࡏ ۫డగڼ࡯టߩओ ࡓ ࠆࣔ ޴అ ݡ ऱܿ ࡮ంࠈन ࡓ ࠆࣔ  ޴ఇ ,ݟడం۫ ߘఖࡔవऴక ڷరం࡯ߗ ࠑ  ऱܿ ࡮ంࠈन  d 
ओߩన࠼ऱ అࡏࣃ ݡంࡓ ړݡ࠮ ࠑ డ࡮ऱ కङܔ  ం అం۪޳  ࡱछ ࡓ ݡంࡓ ࡌ ऱܿ ޓऴవత ࠫࠪߖ ఉంܿం޴, అ޴  ప ऱ࣒  d phi m 
సగం ޳छ ओߩన࠼అ ޴అ ࠾ࡍసగం మ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡌ డ࡮ऱ  మనڵࠪ ڕ णࠪ  pi m pi m pi m బܽद ఇ࢑ڒ ࠼ఉంܼ ࡱ

नࠈం࡮ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ړ छ޳  नࠈం࡮ ऱࡏࣃݡంࡓ ࡌ छ޳  नࠈం࡮ ऱࡏࣃ ݡ࠮ ࡌ छ޳  మన వదभ pi ࡌ d d d 
ఉం޴ ఇకए డ ఉనऒ ڵࠪ  णࠪ ఇకए ࠾ࡍమ ࡱ డ ఉనऒ  ఎనछ లߵ ఇݟ ߤऴ߷ࣾߦ ߤङ ట࡛ऒ  ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ  ,޴ంޔߩ۫ ߖ 
ङݡࠪ ङࠪ ࡎఈ ࣊కండ ޳ࡶ ࣋ۯ ݋ࡶ ڵ णࠪ కएࡅ   గࡍషद ޓऴవతߘ ऴప࠙࢑తం ݟ ࣋ۯऴ߷ࣾߦ ߤङ ట࡛ऒ  ݦఉం ڴరణంڒ 
ఇం݃ߖझ ङ߄࢑࢙ ܾ ऒߖ కङܔ   అం۪ల࠴  ߘదܽ ࠪङ ङݢ ܘऴ߸ం ࡽంऴట࣊ ߖࡹ ߵ ङࠪ ࡎకండ࣊ ࡹ ڵ णࠪ  అంܼݟ  .ࡏऴ߷ࣾߤ 
ङߦ ట࡛ऒ ओߩఇ ړ  ङޙఈ ऴప ݡ క సందరग ంࡹ అڕڝߘంݞ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఇకए డ ۫డంݟ,   ఇڒܔ ޴ङ  ంۨనంత߅సంబం ړߖ
వర޳ ڕछ ࡓ 4 ࡌ ऱܿ ࡮ంࠈन  అޔ࢓ం޴  ఇ޴ ఇకए డ గࡍషद ࣃब नࠈం࡮ ߗڒ ࡯ݞऱ ఉంࢀࢗ ړ࠼ ࡓ 4  ऱܿ ఈ d ted a maxima 
ओߩన࠼అ ݋ం࠼ߦ ࡓ 4 ܼޓ ݡ ऱܿ ࡮ంࠈन  అ࠼నߩओ नࠈం࡮ ޴ఇ ݡ छ޳  छ޳ 4 ࡌ  అం݄ d d d a ޴ంޔݡంచబڵ࠙ 4 ࡌ
ఇ࡮ ݞږ ޴ంࠈन ఇకए  ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ 0 ߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ ࠾ࡍసࠪనం  మ ޜ డ ࡮ంࠈन  వదभ ݟऴ߷ࣾڷ ࠪߖࠫ ߤంݞa 
ࡓ ڷࡱߕ ࡹ࢑షయం బܽदڒ  ,޴ంޔࢂࢗ ऱܿ సࠪనం,  మనߕ ڕలठవ ఆర न࡛ ڵࠪ  णࠪ కएࡅ ࢑इపం ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޶ࡶ   d 
ऒߕࣆ ఇకए ߘߝ ښ޶అం .޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ డ ऴࣄࠫ ߖߖ޵ ,ߘࢡ࢐झ ం࡛ࠂ ۃ फ ఆర न࡛  అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ  కం݄޶ఎం  ,ࡏ
࢑इపణ నࡅ ߕ࠮కए ऒߕࣆ ߤࣾ߷ऴݟ  ऒߕࣆ    ఇకए డ ఉనऒ ऒߕࣆ ޳ࡶ ޴फంࣆڵలޛ ߘऴవతޓ    ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴फంࣆۯ 
ఇߩओ ల ఉతओ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ޙ࠼అ ݡ फ.  ఇకएޒ డ ࠼ߦ ڷࡱߕం݋ ఐࡓ ޶ ऱܿ అߩओ షद ఇకएߖఐదవ క ݡ డ ڷࡱߕ d 
घࠫޛ ऱࡏࣃ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ नࠈం࡮ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ޴ ఇకए ࠪߖࠫ ఒక ࠑ  డ ܔకङ ం ࠫܔ ࠪߖకङ ం ࠫࠪߖ మݟ ࠾ࡍऴ߷ࣾߤ a d 
ఇకए ࠪߖࠫ డ అޙ࠼ కࡓ 5.  .޴࣋࡯ ऱܿ ఒక ܔకङ ం ࠫࠪߖ మݟ ࠾ࡍऴ߷ࣾࡓ ࠪߖࠫ ߤంݢ ఇకए డ కࣄ࡯ ఉం࢑ݦ d 4 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ గࡍషद ޓऴవతߘ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠫࣄࠫ ࠪߖझ ంۃ ࣊కండࡎ గࡍషदంڴ ఉం޶ڒ ޴ݦ,  ఇ޴ 
ऒߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍలభం మࣆ ࡮ۧ  ۫డటం ޳छ అర ڴలభంࣆ ࡮ۧ ࡌ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  ఫంࣾనऱ ݡంࡓ .
ఉతओ ఇకए  ࡹफޒ డ ఒక ࠭ఖङ నऒۨ ࡮ۧ కం݄ ޴ߝన అంశం ఏࠫటం݄ , అ࠳  కదలడంa d ڴరం޷ ݋ం࠼ߦ ఉం݄, ఈ ڴ޴
ऴߦరంభమޔ࢓ం޴  మ࠾ࡍ అ޷ ޴రంڴ కޔࡱ޶నऒ ओߩ  దܽ࠴ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ రం޷ ࡮ۧ ࠪߖࠫ ߤࣾ߷ऴݟ ݡ
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ڵࠪ ߤࣾ߷ऴݟ णࠪ एڕఎ ࡮ۧ ڕమన ࡹ వ అం۪ࡱ ఉߕऒ ڵࠪ ߤࣾ߷ऴݟ ࡽంऴట࣊  .࠼ णࠪ  , ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ࣒ښ ࠾ࡍమ ࡹ
ఒక࢘ళ కం݄ ۧ࡮ ۨనऒ మధङ ܼޓ ߤࣄ   ,ఉం݄ ڴ޴  ߭దभ సంఖङ छ޴ ࡹ ڵࠪ యޓ णࠪ  ఉంܿంڕܼޓ , ޴ సࠪనం, a d 
సࠪనం, ప ڕܼޓ ऱ࣒ नࠈం࡮ న࣒࠳  కएࡅ ࢑इపం  .సࠪనం ڕ ऒߕࣆ దܽ࠴  కङܔ ఆ߯ ࠾ࡍమ  ࡱ ం నߕ࠮ ఇ࡮ 
కࣆߧߖफం޴, ఇߜ ޴మघ ऒߕఉ ࡮ۧ ޶ం࠭ ߝڕࡏۯ ړ0 ޶ం࠭ ߝڕࡏۯ ړ0 ߗڒ ޴ంޔࢂࢗ ߩ࢙ 0 ڴ޴  ߩ޳޳ ࡹ10 ࠼
సࠪనంڴ ఉంݦ అߝక అం۪ߩ޳޳ ࡱ ఒޓ ښऴవతޜ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ఇంట࡛ ఫߤࡓझ ऒߖڴ࠙ బܽद ఈڒ ࠼ఉంܼ ڴ࡮ ߤ߸   
ࠪऴత࠲ ۫࣋फ మనం ࠾వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ ఇంట࡛ ఫߤࡓझ  ऴపߖڴࡆऒ फనऒࣆ۫  ऱܿ కߧߖ फ࣎ ం޴. ऴపڒశవంతంڴ ఉనऒ  
అం۪ల ࢐ङ ߧ फࡹ, మనం అం۪ ࢙ߩ కޔࡱ޶నऒ ओߩ ङߪకం  ޴ఇ ,ݡ ట࡛ ޳छ కङܔ నݟంచబ޴ం߰ࡐ ࡌ ం నߕ࠮ డࡽࠋ 
కएࡅ ۃయం ݋ऱࣄ   డࣄ ࡽࠋऱ݋   ఇంట࡛ ఫߤࡓझ ङߦ  ట࡛ऒ  అߘߝ ߖ ఇంతڕ ࠭ంߧ۫ ޶ంۧߘ. అం۪ల అం۪ల ऴపڒశం 
తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ ఇݟ ޴ऴ߷ࣾߤ ఎڡ߾ द ల ڒరణంڴ   ఎపరऐ ओࡱడࢗ తࠫࡍప ࡏ కएࡅ   పࠫࡍత ࢗడࡱओ  ړࡹగణనࡍప ߘ
ఇకए ࡏࠬ ޴బܽद ఇڒ ޴ంܿంڕࣆޓ డ ۫డగ࢑ ڼ࡯ధంߝڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޓऴవత ߘంݟ తڷठޕ ఉంܿంࡏࠬ  . ޴ 
అం۪ࢇࢗ ڕऱ޵ڜभ ښంऴద గࡍషद ޓऴవత తڷठߝޕ ఉంܿం޴, ఇߩओ ࢑వర  ࠭࠲ ݡ फనం߯ ڝపంڴ ఉనऒ  ऴߦథࠫక ఆࡹచనڕ 
फࣃవ ڵࡍޒ కएࡅ ࢑इపం ࡹగంࡆऴప ࡹలࢡగࡆऴప ࡏࠬ ࠭ ऒߖߦڝ   ऴపదࡍज ంۧలڕߘం݄, ࠬࡏ ऴࣅए  ߘలࡌ޷ దभ߭ ڕ ߤ
కڵ࡯ ఉండږడ޶ మڕ ࠭࠲ ࠾ࡍం࠙ڒర ߤࡵझ फࣃڵࡆఉప ߖ  ࠭ మڕ ࠾ࡍం࠙ڒర ࠂకࡽ ߮ऱࡹ ߤ ऴࣅए  ࠭ޑఉం۪ ߘ ߤ
అ࠭࠲ ߖ ఇపओ ओߦۮ  ښܽ झߤࡵ  .࠭ भ޳۫ ޾ఉంܿం ࡮ఎ ߕ࠮బܽद అం۪ల నڒ  ం, ڒబܽद మనం ఇߩओ  ݡ
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ߘ వ ړ ߵల ࣊టࢡగࡆఒక ऴప ݡ ऐۧ ఇకए ,ߘ డ పࠪࡍణం ࡅకए  క߯ a࡯۩ 
సࠪంతర ڒంߩ ޒంజం  మ࠾ࡍ ఇకए డ ߤࡵझ  ఒక ڕం࠙ڒరంڴ ఉంܼߤࡵ  .࠼झ  మనڕ సࠪంతర ړరހలߘ 
࣋కࡍంచడంڕࠪ ࡹ సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࢑࢑ధ   ڕܼޓ సంబం߅ంۨన ޓऴవత పంނߧ ఇకए డ ࢑࢑ధ x 
సమనछ యంޜ ఇకए డ ޓऴవత పంړނߧ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ ࢑࢑ధ  ࣃब एࣅబܽद ऴڒ ࡱߕ ߯ ߤ  ఉం݄ x x p ݋ం࠼ߦ 
యవ۪ऐۯ ࡏࠬ   ఇޓ ޴ऴవత కࢲߖदړߖ అڷߘణంڴ ఉందߖ ۫డంڒ  ,ݟబܽद ఈ ߤࡵझ కएࡅ  ఉనऒ ࡹ ߤऱ߮ ࡽకࠂ   ऴࣅए ߯ ߤ  
झߖఇం݃ ޴ఇ  ,޴ఉంܿం ߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ ܾ నߕ࠮ మ࠾ࡍ ఏࠫܽ  ߧ۫ ߘߝంۧߘ, మనం ߸ߵऱ  2d ߗڒ ߖఅ ޴फ ఇ࣋ۯ 
మనం ऴࣅए ऱߵ߸ ߖ ߤ झߖफ, ఇం݃࣋ۯ  ڵࠪ ܾ णࠪ ࣒ మ࠾ࡍ ఇం݃ߖझ కए۪ ࣒ࠪߖࠫ ܾ ऒߕఉ ࡱ యߖ మనం ۫డగలం, ఇకए డ 
झߖݥ ݋ݞ ࣝ ߘߝ ܾ అం݄ ఇం݃ߖझ ܾ ఎڕए వ మ࠾ࡍ తڕए వ అߧ۫ ߖంచ݋ݞ ړߖݞ లߘ ఉపڵࡆంۧߘ  ۪కए  
एڕऴవత తޓ ంऴదత అం݄ࣃ వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ۪కए ఇకए ޴అం݄ ఇ ޶ࡶ  డ కߖషद ޓऴవత  ఎం޶కం݄ ఇߖ ޴రంతర 
࢙࢑ధङ ం ڒబܽद ࠭࠲ ఖۨऐ తంڴ ऴపڒశవంత࠳న మ࠾ࡍ ۩కܽ ऴపڒశవంత࠳న మ࠾ࡍ ۩కܽ అۮ ߖపओ  ޴ఇ ߖڒ ࠭ࡶ
࢑ధङ࢙ ऴవతޓ రంతరߖ ం ڒబܽद ࣃ ݋ݞంऴదత పړߖހࠪࡍ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ ఇకए డ ޓऴవత ࡅకए ఇకए ݋ం࠼ߦ  డ p 
ఉనऒ ڴణంڷߘఅ ړߖ޵  ఒక ޓऴవత కࢲߖदړߖ అڷߘణంڴ ఉం݄, ࠭࠲ ఇకए డ ఈ ࢗడࡱओ ऒߕफࣆ۫ ߘ  ࡽబܽद  ࣊ంऴటڒ ࠭
व݋ࠑ ऴ߸ంࡅ ܘకए ओࡱడࢗ  ओߩఅ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕऴవతޓ దܽ࠴  नࠈం࡮ ݡ  సࠪనం mima sin theta a ޜ
మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త  ࡮ంࠈन एڕత ࡮ۧ ఎ ఒకܽ కం݄ ࠑ  వ      ఇకए డ ఉ܉ण ओߩఇ ߩం࠼ छ޳ ܼޓ ߤܼ ݡ नࠈం࡮ ࡌ  సࠪనం ڕ
ఇకए డ ఇ޴  ఈ ࠉంࣃ ࢓޶ब నం ࡅకए बࣃ  నం ఇకए డ ښంऴద గࢲࡍदړߖ సంబం߅ంۨ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए రం  ఇకए޷  డ ښంऴదంw 

ఆ߯ ڵ࠙ ޜంచబݟనߩओ छ޳  సࠪనం ܼޓ ߤܼ ܼޓ ߤܼ ڕࠬ ݡ छ޳ ࠭࠲ ࡌ छ޳ ࠭ࣃۯ సమం ࡌ w f  ࡌ f w f aw 
नࠈం࡮ छ޳ సࠪనం ޜ नࠈం࡮ ࡌ छ޳ సࠪనం ޜ एࣅఅం݄ ఏࠫܽ ऴ ࡌ ߯ ߤ  సరళ ࢗడࡱओ , దయࣄۯ ఇపओ ܽ f aw f a ww 

వరࡅ ܼޓ  ࠭࠲ ڕకए ऒߕफࣆ۫ ߖނߧऴవత పంޓ ڴ߅࢑  ࠭. అނڝ ޴య పంڴނߧ ఉంߗڒ ,޴ ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ  x 
కएࡅ ऴవతޓ ంటࢗ  సరళ పంނߧ సరళ పంࣆ۫ ߖނߧफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡓంݟంܽ మధङ  ࢑భజన సరళ ࢑భజన 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘ࢑భజన అం݄ ఏࠫ݇ క ࢑భజన సరళ యނڝ ޶ڒ ࠭ , ఇ޴ ۨऴతంࡓ ࡹంݡ ఉంܿంڒ  .޴బܽद w 
మనڕ ఇకए డ ऴࣅए ߯ ߤ  ఉనऒ  ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంࡅ ܘకए ओࡱడࢗ య࡛ߖࡰ  नࠈం࡮ ޴ఇ ,޴ఉం ݡంࡓ  ࡓ ݡంࡓ ړࡹ ऱܿ ړ w f
సࠪనం , దయࣄۯ ఇకए డ ۫డం࡮ ݟంࠈन फޑవృ ߘߝ  బܽद అం݄ڒ సࠪనం ړ ړࡹ ర ఎపరऐڒ w f ޶ऱ ࠭ంࢇࢗ ړ ࡛ 2w 
ఇకए డ ఈ ࣊ంऴటࡽ ࠪङ झړ ओࡱడࢗ ࠪ ࡓ 2  ऱܿ ࡮ంࠈन ఇపओ ߘߝ    ,޴ఉం ࡹ కएࡅ క࡯۩ ښఒ ښܽ  దరࣆڣफߦۮ ڕࠬ ߘओ  f ߘ
ఉనऒ ࡹ޶బܽद ఇంڒ  సంఖङ లڕࠪ ߘ పࡍచయం ۯయߖڜ ߘߝ ړߖݞऒ  ఉ޳హరణ࢐ڝࣆޓ ࡱలڕߘంܿߕऒ  ߤࣾ߷ऴݟ .ߘ
ऴపࡆగంࡹ మనం  ݟऴ߷ࣾߤ ऴపࡆగం ࠴ ࣄۯదܽ ࡓంࠪߖࠫ ݡల మధङ  ࢑భజన࣋࡯ڜ ߘफ ڒంޒ తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ  
ࡍڷ फంచవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ఒక ࣄంࣄ ࡽڵऱݟ ݋ऴ߷ࣾߤ ऴపࡆగంࡹ ఒక ఉ޳హరణ ࡶజ࡛ ڒంࡅ ޒకए  సࠪంతర ߩంజం 
ऱࠬࡰࠫ  .޴फంࣆక߯ సంభ࢑࡯۩ నڛࡏడ࢙న ఇ߰ ڴరణం߄ࣃ టర ऱ ࢗడࡱओ  , ऴࣅए ߯ ߤ  గమߖంۨన ऱܿڴ ࣊ంऴటࡽ    గࢲࡍध 0.1 ړߖ
ఇ࠴ ࡮ߩ࢙ࡏదܽ ޓऴవత కߖషद  మధङ  ࢑భజన 13 ࠫࡰऱࠬ టࡏऱ ఉం݄ ۩࡯కڕ మߩ࢙ ࡗన ఒక ࠬట޷ ࡏరంࡹ ఉంۨన 
ऴࣅए ߯ ߤ  ࢑इపణ నߕ࠮ గమߖంచబޔݡంࡶ  .޴జ࡛ ࡅకए  తరంగ޼ర डङ ం ڒబܽद  ఇࣄ ޴ంࣄ ࡽڵऱݟ ݋ऴ߷ࣾࡅ ߤకए  
అߧऱښష࢑ ߘ ߤవࡍంۯ ఉ޳హరణ. మనం ߖ޵ऒ  ప޳ۯ ߖभ ం ڒబܽद సమసङ అర ߘ बం ڕࣆۯం޳ం ڒబܽद ఇకए డ ۩࡯క ఉం޴ 
ओࡱడࢗ క࡯۩ బܽदڒ  ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ۩࡯క ࢗడࡱओ  ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ࠫࡰऱࠬ ట࡛ ړ సࠪనం అం݄ a 0.1 a 
ఇకए ޴ఇ  ޴ంజం ఉంߩ జ࡛ࡶ సࠪనం సࠪంతర ړ ݋ం࠼ߦ డ సంఘటన మ࠾ࡍ ఇ࢑ ޴इపణࡹ ڕనޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ 
एࣅరం వదभ ఉంۨన ऴ޷   ࠭࠲ ߯ ߤ फࣃ۫ ߖނߧऴవత పంޓ  ࠭  ࠬటڕࡏ సࠪనం  ఈ వంద ࣊ంܾࠬట࡛ ఒక l 1 l 
ࠬటڕࡏ సࠪనం   అߖ ఇవछ బݟన޴ ऴࣅए ߯ ߤ  మనం ࣄంڒ ࡽڵరణంڴ మనࣆࡱޘ ڕफం࡯۩  ޴క మనڕ ఇ࡮ంܽ ݟऴ߷ࣾߤ 
నߘߕ࠮ ߰ంޔ޶ంڒ   ޴బܽद ఇకए డ మހڝ ࠾ࡍల పరంڴ ఇ࡮ ޴ంࠈन छ޳ ڕ नࠈం࡮ ࠾ࡍమ ࡌ ఇకए ڕ డ ࠳న࣒ a 
नࠈం࡮ छ޳ ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕ नࠈం࡮ న࣒࠳ ࡌ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ    ڒంޒ తరంగ޼ర डङ ం l 
ఏࠫ݇ ߖర प࠼ంచమڒ ࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖంޒ తరంగ޼ర डङ ం ڒబܽद మనڕ ఇకए డ ࠫࠪߖ ఏࠫ ڒ ࣆࡱޘబܽद ܼޓ అం݄ ఏࠫܽ
బܽद ఇకएڒ డ ߘంݟ ఇకए ఇవछ  ܼޓ ణంڝ ړݟ బݟంڒ ޴బܽद ܼޓ ړߖ޵ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ࡮ ܼޓంࠈन సࠪనం ఇకए ޜ డ 
࢑భజన ఇవछ ఈ ڕࠪ బݟం޴ ఇకए డ ఈ ࢘ࡏ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद మన࢑  ڕభజన ޳ࡶ ion 2w 2w 2l 2w 13 
ऱࠬࡰࠫ టర ऱڕ సࠪనం  ڒబܽद దయࣄۯ ऴపశऒ ओࡱడࢗ ݟऱ ۫డంࢁమ ߘ కएࡅ 0.1   ߰డ࢙న ఇڛࡏన ۩࡯క  1 ࠬట࡛ mm l 
एࣅన ऴݟఉంచబ ࡹరం޷ ߯ ߤ  ࢑इపణ నߕ࠮ గమߖంచబޔݡం޴. ऴࣅए ߯ ߤ  గమߖంۨన ऱܿڴ ࣊ంऴటࡽ  గࢲࡍध ࡮ߩ࢙ࡏఇ ړߖ
ఉనऒ షद మధङߖऴవత కޓ దܽ࠴   ࢑భజన  ࠫࠬ అޙ࠼  ࠬట࡛ ڕ అం݄ ߖࡰయ࡛ అం݄  ࠫࠬ ఇނڝ ޴య ࢑భజన 13 1 13
అޙ࠼ అ޴  ࠫࠬ ఉంڜ  ޶ڒ ޴ݦంత ݟऴ޳ࡶ ڶ ࣊కࡅ ߘకए ంత ఆ࡛एڜ  ऱࠬࡰࠫ ޴అ ޾޻ంܽ࡮అ  ޳ࡶ  ట࡛ ࡹ ఉండ13,޶
ఇڴࠬࠫ 13 ޴ ఇవछ బݟం޴, ఇ޴  ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డ వరڕ సరళ ࢑భజనࣆۨࣇ ߘफంڒ ޴బܽद ఈ ڝణం ܼޓ మనڕ 
 ࡽఎ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ޜఈ సగం ܼޓ ߤܼ బܽदڒ సࠪనం ܼޓ ߤܼ బܽदڒ ܼޓ  ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ
మ࠾ࡍ ఎࡽ ఇܘ ఇܘ ఈకछ ङڒ ܿ ࡽ ఈకछ ࡽటߧ ం࠼ߦ ࡏఅం݄ ఆ ࡽݟంࡓ ࠑ ࡽఎ ࠑ ࡽ ऱܿ ఐ޶ ఇంࡹ޶ సగం  ࢑భజన ll 
࢑భజన  ఒక ࠬట࡛ ڒబܽद ఇࡰࠫ ޴ऱࠬ ట࡛ పదࡓ ݡ࠮ంࡰࠫ ݡऱࠬ టࡏऱ ڒబܽद ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ 3 ࠬటࡏऱ మ࠾ࡍ ఇ޴ ed 
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ఇకए డ 1 ࠬట࡛  ڒబܽद ఇܼޓ ߤܼ ޴ మ࡮ ܼޓ ࠾ࡍంࠈन छ޳ సࠪనం ޜ a aa ޜ ݞږ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
नࠈం࡮ నݟంచబڵ࠙ ऱࠬࡰࠫ ߤవ ݋ం࠼ߦ సࠪనం ޜ ట࡛ ࠼ߦం݋ వߤ ఇߤ݃ ߤ పవ࡛ ࠳న࣒ ऴࡰࠫ ޓऱࠬ ట࡛   ڒబܽद ࡮ంࠈन  
సࠪనం ڒబܽद ࡮ంࠈन న࣒ 3 ఇకए࠳ న࣒ 3࠳ సࠪనం  10 పవ࡛ ړ0.1  డ 6.5ړ సࠪనం ڒబܽद ఇࡓ ࠑ 13 ޴ంݡ ఆ࠼ߦ ࡏం݋ 
ఐߘ ޶ంۨ ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ࡰࠫ ݡ࠮ऱࠬ ట࡛ అం݄ ఇߩओ ऒߗఅ ࡱ ట࡛ࠬ ݡ  ࠬట࡛ ࡹ ࣔరంڵ࠙ ޜంచబݞन  బܽदڒ ࠼
మనڕ ఒక ࠬట࡛ ఉంڒ ޴బܽद అߗऒ  ࠬట࡛ ࡹ ఉߕऒ फࣃऱ వࡏటࠬ ࡮ۧ ڕబܽद మనڒ ࠼ 6.5 ڕవర  ݟంߘ  బܽदڒ ࠼ 0.1
0.65 అޙ࠼ మనߘ 0.65 ڕం10 ݟ పవ࡛ ࠳న࣒ ఉంܿం6  .޴ ࠬటࡏऱ 0.5 ߘం10 ݟ పవ࡛ ࠳న࣒ 6 ࠬటࡏऱ ڒబܽद ఇకए  ݦ
ऴࣃ࢐फ నర޵ బܽदڒ ߘ बం  ࠳ऴࠬڝటࡏऱ అం݄  ࠳ऴࠬڝట࡛ లڕ  సࠪనం ࠬߠߕ  ޳ࡶట࡛ లڕ సࠪనం ڒబܽद 6.65 0.65 650

650 ࡹలࢡగࡆऴప ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ڷరం ߩࡏఎ ޴ߖఅత  ࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ړߖ޻ ڷఈ రం   ࡱ ట࡛ࠬߠߕ  t  
ఉపڵࡆంۯ  కߧߖంݭࡓ ۯ కల࡛ డࡶ ݭࡆజ࡛ ల ࡅకए ర޼రణ తరంగ߄ࣃ  डङ ం ڒబܽद  ࠬߠߕట࡛ ఎߩࡏ రంڷ డ650 ݭࡆ
ర޼తరంగ ޒంڒ ڕబܽद మనڒ జ࡛ࡶ डङ ం  ࠬߠߕట࡛ ڴࡱ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ సओ షदంڴ ఇڒ  ޴ంޒ తరంగ޼ర डङ ం  వంܽ ۨనऒ  650
సంఖङ లࡍڷ ߘ फంచ࡮ ړߖݞङ  యంݟ࣎   ,ం޳ంڕࣆޓ హరణ޳క ఉࡖబܽद మనం మڒ ,ࡔగం  సࡆఒక ऴప ڼ࡯యగۯ ࡹ ࠗ
ङ࡮ ంߵ తరంగ޼ర डङ ం ఉపڵࡆంۨ ࢑इపణ ऴపࡆగం߯ ఒ࡯۩ ښకࡓ ࡹండవ ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం ࡮ంࠈन  ట࡛ࠬߠߕ 589 
࣊ంऴటࡽ గࢲࡍध ఉనऒ ࡮ߩ࢙ࡏఇ ړߖ ల  మధङࠪߖࠫ దܽ࠴ ݡంࡓ   ࢑భజన ఐࡰࠫ ޶ऱࠬ టࡏऱࡍڷ ڴ फంచబݟం޴, అం݄     
కएࡅ  ࢓డ߰ ࡽకࠂ झߤࡵ రڒం࠙ڕ  కएࡅ  ߯ ߤऱ߮ ࡽకࠂ   పࢣࡍలన ऴࣅए ऱࠬࡰࠫ ޶ఐ ޴అ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߘ ߤ టࡏऱ15 ڴ
फࣃࡱڜ ओࡱడࢗ క࡯۩ ంܾࠬట࡛࣊  .ࡏ రߖ ߘ प࠼ంచం࡯۩ ,ݟక ࢗడࡱओ ओࡱడࢗ క࡯۩  రߖ ߘ प࠼ంచంڒ ݟబܽद మనڕ 
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇߩओ న చరऐࣄۯ మనం  ݡ బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕ డ ఉంࠂ  ޴కࡽ ߮ऱڒ ࡹ ߤబܽद మనం
ऒߖޑऴۨڣࡔ న ఈߧ۫ एࣅऴ ߤऱ߮ ࡽకࠂ ࠾ࡍమ ޴లం ఉం࠮ ఒక ڕబܽद మనڒ ,ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ  ߯ ߤ  ऴࣅए  ޴ంݟఉంచబ ߤ
झړࠪ ࡽబܽद ࣊ంऴటڒ ఉనऒ ࡮ߩ࢙ࡏఇ ڕࠪ ల మధङࠪߖࠫ దܽ࠴ ݡంࡓ   వङ ङޑ సం ۮపओ బݟంࠂ       .޴కࡽ ߰డ15 ࢓ 
࣊ంܾࠬటర ऱ ڕం࠙ڒర ߤࡵझ కएࡅ  ߯ ߤऱ߮ ࡽకࠂ   పࢣࡍలన ޘరߘ ఉంۨనటऱޙ࠼ ఈ ࢑భజన ఐࡰࠫ ޶ऱࠬ టࡏऱڴ 
ࡍڷ फంచబݟం޴, ఇ޴ అం݄ 15 ࣊ంܾࠬటࡏऱ మనڕ ఇవछ బޔݡం޴ మనࡓ ڕంݡ ఇవछ బݟం޴ తరంగ޼ర डङ ం మ࠾ࡍf f w 
ओࡱడࢗ క࡯۩ ࡏࠬ రߖ ߘ प࠼ంచమߖ అڒ ࡏڴݟబܽद ఒక ࣄऱࢗ ݋డࡱओ एڝߘక ߘ వలࣄ ఉంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇపओ  ڵ࡯క ښܽ
ఉߕऒ ऒߖ޵ బܽदڒ ࠭  మࢁऱ ߰ం޻ బߘߝ ࡱ޶ ఇకए घࡏ߷ ఈ ݦ  w a a ޳ࡶ   సࠪనం 2 ࠭࠲ బܽदڒ ߘంۧڵࡆఉప ߘ࡮
छ޳ नࠈం࡮ ࡌ ࡓ 2 ړࡹ ऱܿ ڕ సࠪనం అం݄ మనం ߖ ߖర प࠼ంۧڒ ࡯బܽद అࡓ 2 ޴ߝ ऱܿ 15 ړ ࣊ంܾࠬట࡛ f  a a ff
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद  ࣊ంܾࠬట࡛ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇߩओ नࠈం࡮ ࡹ ంܾࠬట࡛࣊ ݡ छ޳ ݡంࡓ ڴంచڵ࠙     ڴ 15 ࡌ w 
ఇకए  ޴ఉంܿం ݡంࡓ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ డڕ రంݟ అం݄ ఐࡰࠫ ޶ऱࠬ టࡏऱ ڒబܽद ࡓంࡰࠫ ݡऱࠬ టࡏऱڴ w w 5 
ఇవछ బݟం޴, ఇ޴  ఇవछ బݟం15 ޴ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ڒబܽद ࠬڕ సࠪన࠳న అߖऒ  బܽद fڒ ޴ంచడం మంۨڵࡆఉప ߘటऱߖ࠿ 
ࡓ 2 ऱܿ అࡏࣃ 2 ޴ߝऱ 15 ࣊ంܾࠬటర ऱڕ సࠪనం ڒబܽद 15 ߘం࡮  10 ݟంࠈन नࠈం࡮   ऱ 589 5 ఎనࠢ aࡏన࣒ 2 ࠬట࠳ పవ࡛ ࡹ
घࠫޛ ऱ ఇవछࡏటࠬߠߕ ޴ బݞन घࠫޛ న࣒࠳ పవ࡛ ޴అం݄ ప ,࠼ టరࠬ ޴ ऱߘ ఐࡰࠫ ޶ऱࠬ టర ऱ ఐ࢑ ޜ޶భ܊ంۧڒ  ,ࡏబܽद 
ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఐ޶  ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠫࡰऱࠬ ట࡛ ࠳న࣒ ࡰࠫ ݡ࠮ऱࠬ టࡏऱ ڒబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  w ڴ࡮ࠬ 
సరࢁకࡍంచవ۪ऐ   ఇకए డ ఇ޴ ఐࡏࣃ ݡ࠮ ޶ऱ ޔࢂࢗం޴  మߘ 3 ࠾ࡍం6 ړ2 ݟ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣔరం10 1 ࡹ 
పవ࡛ ࠳న࣒ 10ߖ  ఇకए డ వࣆ࢘࡯޴फం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మన10 ڕ పవ࡛ ࠳న࣒ 9 ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ 1 ࠳న࣒ 1࠳ 1 ޜన࣒ 1 
ర޶भ అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ 8ߖ వ࣋࢘࡯޴फ, 6 ߘం࠳ ړ10 ړ 589 ݟన࣒ 8 ࠬటర ऱ శړ फߖ޵ ࠭࠲  ړऒ యవ۪ऐۯ లభతరంࣆ   బܽदڒ 
ంచవ۪ऐށڷ ޜ6 ࡏࠬ ప 48 ړ8 ړ4 ړబܽद 6ڒ 54 ړ9 ړబܽद 6ڒ  ऱ࣒ ओ߯࠭ ޶ంۨ ఐߘ ࡏఆ ݡ࠮ ࠢ࠻ 5  బܽद ࠭߯ओڒ    ఐ޶ 
బܽद ࠭߯ओڒ  ఐߘߝ ޶  పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఎ޴ࠫߖ ࠬటర ऱ శړ फ ޳ࡶ ࠭߯ओ  ఐ࠼ߦ ޶ం ऱܿ ࠭߯ओ  ݟంߘ 10 ݟంߘ ڷࡱߕ 
న࣒ 6 ࠬటర࠳ ऱ శړ फ ڒబܽद ఇ࠳ ޴ऴࠬڝటࡏऱ ڒబܽद   ࠬࡏ ऴ࢐యవలࣄన అవసߖࡌऒ  బܽद సࠪ߄నం ఇ࠳ ޴ऴࠬڝటࡏऱ ڒబܽद 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ  ऒߕࣆ    ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  ऱࠬࡰࠫ న࠳సࠪన ړ ట࡛ ݡ࠮ ఐࡰࠫ ڷࡱߕ ݡ࠮ ޶ऱࠬ టࡏऱ 
ऒߖఅ ڕࠬ బܽद ఇకएڒ ࡯ݞచయం ఉంࡍప ޜటऱߖ࠿  డ ࠬటర ऱ పరంڴ ఏߕ޼ ఒకܽ ࠬటర ऱ పరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
ऱࠬࡰࠫ ޴ఇ ࠾ࡍऱ మࡏటࠬڝऴ࠳ టࡏऱ ڒబܽद ࠬࡏ గమߖంచం࡯۩  ݟక ࢗడࡱओ ऱࠬࡰࠫ 0.1 ڴࡏࠪࣆ ޴ఇ ڴరణం߄ࣃ  ట࡛ 
అߘߝ ߖ ऴపࣃफ ऒߕफࣆ࢑ एڕం తۮంڜ కం݄ ߖ޳ ޴బܽद ఇڒ  ߘ వ ڒబܽद ఇ࠼ߦ ޴ంߕࣆ ݋ऒ ऱࠬࡰࠫ ޶ఐ ݡ࠮  టࡏऱ ޳ࡶ 
ऒߕڕࣆޓ ߖంܽݟంࡓ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ఈ ࡓం߄ࣃ ݡరణ ఉ޳హరణ࠭࠲ ߖܽ࢒ ,ࡱ లࣾङ ం ߕڕࣆۯऒ ࠭  ऴప࠲యం 
ఉనऒ  సంఖङ ల రߖڒऒ  మڒ ࠾ࡍంޒ తరంగ޼ర डङ ం ࡯۩ ޳ࡶక వంܽ ࡯ޘయߖ పހࠪࡍలࡍڷ ߘ फంచݟ ړߖݞऴ߷ࣾߤ ऴపࡆగం
ఉపڵࡆంచబޔݡంద࢐ ߝసफߖ࢐ऒ ओࡱడࢗ  వడంڝࣆࡱޘ  ర޼తరంగ ޒంڒ ڕࠬ  डङ ం ࣋࡯ޘफ ఇߩओ  ంతࡍమ ࠭࠲ ݡ
࠭ంࡿࢗ ڕ޶फ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ फޑవృ ࠭࠲ ݡ ర ఎపరऐڒ फޑవృ ڴరణంڒ ࡏ ర ఎపరऐڒ  ߘ࢑इపణ  ڴరణంڒ ߤࣾ߷ऴݟ ࡏ
फޑవృ ߘߝ బܽदڒ ,ంܼ࠭ڕࣆޓ ర ఎపరऐڒ ऒߕफࣆࡍ࢑వ దట࠴ ࢑इపం అం݄ ఏࠫ݇ ڴరణంڒ ࡏ ఒకए ښఒ ߘ࢑इపణ ఆ   ,ߘ
ࡍߖ ڕక మన࡯۩ ࡹ ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ښఒ ݟంڝࣆۯ फࡏڷ ڴరణంڒ भషद ࢗడࡱओ  ޒంڒ సࠪంతర ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘక࡯۩ 
ओߩంజం సంభ࢑ంۨనߩ కएࡅ ߅࢒ ݡ  ఈ ࢗడࡱओ   తڵ ठనం޶న ڒంޒ ఈ ޴శ࢑ ࡹइపం ۮంޔ޶ం޴, ఇڕࠬ ޴ గࡍషद 
 చయంࡍప ࡮ఎ ߖ ߤࣾ߷ऴݟ ߘߝ ఆ߯  ޴ంజం ఉంߩ సࠪంతర ڕఅం݄ మన ,޴फంࣆ޴అం ߘషदతߖక ࠾ࡍమ ߘऴవతޓ
ऒߖ܉ంߩ ߘకల࡯۩ ݡంࡓ ߘߝ ,ߘࣃۯ చయంࡍప ߖ ࡽڒࡎ ߠࢡۯ  కޒफࡍంۯ వరڕ అ࢑ ఇڛࡏన ۩࡯కڕ వۯऐ  వరڕ 
పࡍచయం ߘࣃۯ, ఇߩओ फޑవృ ࠭࠲ ݡ ర ఎపరऐڒ ऒߕफࣆ۫ ߘࡏ फޑవృ ڕࠬ ,࠭ ర ఎపరऐڒ  ޒంڒ ఉం݄ సࠪంతర ࡏ
ఎపరऐ  .  ޴फంࣆంజం వߩ ࡍߪ ࡏ फۨࡍޘ ڴనߩओ ఎపరऐ ݡ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࡏ ࡍߪ ంజంߩ  फڷ ڴంޔࢂࢗ ݞంࡏࠬ ߗڒ ޴ 
పߖހࠪࡍऒ  తڵ ठంۯటߩओ ఎపరऐ ࡏࠬ ݡ ओߩనࣄ࢘ࣄ࠮ ߘࡏ ఎపరऐ ݡ కएࡅ ࡏ  అߩ ޴ంߖ܉ऒ  కޒफࡍంచడం ऴߦరంࣆࠚफం޴, 
అం݄ అߩ ޴ంజం ࡅకए ఎపరऐ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࠚరంߦంచడం ऴ߅ࡗߖ ߘలڴ࠙   ޴నڛࡏఇ ࠾ࡍమ ޴నڛࡏఇ ࡏ
అ࠼నం޶న  మࡖక ࢙ߩ వۯऐ एڕంత ఎࡍమ ړࡹడߗ తށగڣࡔ ࣋ޓࡍ޳ ڕ࢑इపణ ޒంڒ  వڴ కޔࡱ޶ం޴.  నڒ ߕ࠮బܽद 
ఇకए డ ࢑వࡍంచబݟంڒ ޴బܽद వృޑफ छ޳ రڒ రం ޳छ फޑవృ ,ݟరం ڕ࢑इపణ ࡌ ర ఎపరऐڒ  ంజంߩ ޒంڒ సࠪంతర ߯ࡏ
సంఘటన ఇకए డ ࢑इపం జޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ మࡖక ࢙࠾࢐ ࡏࠬ ߩ నߧ ڴߕ࠮లవబݦ ఒక అ࢐సफ࢑క నߘߕ࠮ 
फࣃ۫ झߖఒక ఇం݃  .ࡏ ڵࠪ ܾ णࠪ  మࠪߖࠫ ࠾ࡍ తࡌछ త మࢁऱ ࣊కండڵࠪ ࡎ णࠪ  ంశڣࡔ ఒక ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠪߖࠫ 
ऒߖڴ࢑࠙ ऒߖڴ࢑࠙ ఒక ࡹఖࡔ ఈ ࡏࠬ ం݄, అం݄ڕࣆޓ  ऒߖڴ࢑࠙ ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫    ޜ࢑ࠪనం ఈ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ 
ओߩۮ ڴܿߦ ठڴࡍస ޴ం, అ޳ంڕ  కࣆߧߖफంࣄ  ޴ంࣄ ࡽڵऱݟ ݋ऴ߷ࣾߤ ऴపࡆగం వࡵ ఇ࡯۩ ޴క ړߖ܉ߖ ఈ ࡓంݡ ఈ a 
వృޑफ ర ఎపరऐڒ కएࡅ ࡏ  ࢐ङ సం ࡓం࢐ ݡङ సం మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ ఇం݃ߖझ  ఉంݟ  ޴वࣄदࠌङ షߤ ఇకए డ ࡅకए  a ty v 
కएࡅ ܼޓ ڴ߅࢑  పంړ फ߰ࡐ ࡹం޴ంచబݟం޴, ఇకए డ వృޑफ छ޳ రڒ రం ڒరణంޓ ڴऴవత పంނߧ ఉంܿం޴, ఇకए డ ࡮ంࠈन  v 
छ޳ छ޳ ࡌ ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڴܼޓ ߤࣄ ݡంࡓ ࡌ  ఏࠫ݇ pi ߕ࠮బܽद ఈ అ࢐సफ࢑క నڒ ఏࠫܽ ߕ࠮ంత నߦఈ ऴ ݡ

Pru
tor
@
IIT
K



भ޳۫ ం ࢑इపం ࢑వరހతघ క ࢩ࢑ ऱషణ ఇకए డ ࠪ చరऐ ల పړ߅ࡍ ࠫంۨన޴, అޙ࠼    వృޑफ छ޳ రڒ రం ޳छ ࣟ ߤ߷ऴ ࡌ ఫ࡛ 
छ޳ ߕ࠮ంత నߦన ऴ࠼అ ނߧऴవత పంޓ ڴరణంڒ ߤࣾ߷ऴݟ ఇవछ ࡌ బݟనߕࣆ ޴ऒ  ఈ i i ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ
ఫޑ࡯లڝࣆࡱޘ ߘవడం ࠭ఖङ ం. ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽ ߘం࠴ ݟతफం ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ j v v v 
కएࡅ  ఈ అం݄ ࠴దܽ ఆర न࡛ కएࡅ  झ࣊ࠏ  झ࣊ࠏ అం݄ ߤఫంࣾ ࡽ ङޙఒక ऴప ߤఫంࣾ ࡽ క ఫంࣾߤ అߘߝ ߖ j1 j1 
एࡖ߮ ऒߕ बࣃ ఈ ࠾ࡍమ   ߘ झ࣊ࠏ ڕࠬ ޶య࡯ޘ ڕమన ࡹ࠼  తం࡯ఫ ڒఇం ڕࠪ ߗڒ ,޶య࡯ޘ ంۨࡍڷ ల ߤఫంࣾ ࡽ
ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡯࢐ڒ  ఎంڕ޶ పࡍచయం ࣆۯफߕऒ फࣃయܑ࡯ޘ ڕࠬ ࡹషంࠫߖ ఒక ߠ  ߖނߧऴవత పంޓ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ
ऱߦ  ఉనऒ ڵ࡯క ࣒ࠪߖࠫ వదभ 3.832 .޴ంޔठڷऴవత తޓ ڕࠬ फ࣋ۯ ߤ  ऴܽࠌङ షړ3.832 ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡓంݡ v v 
బܽद మనం ఇకएڒ ߤఫంࣾ ڡऴܽ࠱ࣄ ఒక ݞږ ޴సࠪనం, ఇ ړ7.016 ࡮ߩ࢙ డ ࠳న࣒ 3.832 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 7.06 వదभ వ ऐۧ ࠭ 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ۫ߧంۨనޓ ޴ऴవత పంނߧ  ఇకए డ ޓऴవత  గࡍషदం ఇ3.832 ޴ వదभ 0 మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇ7.016 ޴ మ࠾ࡍ v 
ఈ ޓऴవత పం࡯ڴ ߖނߧ నߕ࠮ అࣃࡱߧ ߖफ ఇకए ,ࡏ డ ऴࣅए ߯ ߤ  సంబం߅త ޓऴవత నߕ࠮ ఇకए డ ۫పబޔݡం޴, ఇకए డ 
ऴవత మధङޓ ఇకए ߘߝ ޴ఉంܿం ޕठڷత ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴషदంࡍగ ࡹ డ ۫ߧన సࡍహ޶भ సࡍహ޶भ ఈ ࠼ߦం݋ లڕ 
అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ , ఇతర ࠪటలࡹ ఈ ऴߦంతంࡓ ࡹంߕࣆ ݡऒ ల మధङ  ఈ ࡓంߕࣆ ݡऒ ల మధङ  సࡍహ޶भࡹ మనڕ 
ఉనऒ ए࣒ݟ ࡯ڴ ߖߖ޵ ࠾ࡍంతం మߦఈ ऴ ޴  అంܼࡏ, ఇకए డ ఉనऒ  ఎ࠼ऴ࣒ݟ ࡎए ړతం శࢡ 84 ߩ޳޳ ࡹߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ    फ 
అ࢐సफ࢑క ࣒ݟए ए࣒ݟ వలऱ అ࢐సफ࢑క޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ  కएࡅ   ࢐ङ సం  ࣃओ  ڴ޴న࠳సࠪన ڕ ݋
పࡍగށంచబޔݡంݟ  .޴ऴ߷ࣾߤ నࡅ ߕ࠮కए ओࣃ  ఖङ࠭ ࡮ۧ ݋ం࠼ߦ ఈ ښ޶అం ,܌࣌ ݋  ߘల ߤషښऱߧఅ ࠭࠲ ,޴న࠳
फࣃ۫ ࠭   , త޶పࡍ తరగޔలࡹ ఈ అ࢐సफ࢑క ࣒ݟए కएࡅ   ࢐ङ ऒߖࣃ  మనం పࡍగށంۧ࡯    త޶పࡍ తరగࡹޒ ధనङ   ࡱ޳࢐
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