
 ఆߖ߇క ࠥޒకࢡवసफం అ࢑ ߖసफృతంߧ ڴలవబࡓ ࡹ ࣒ࡎࣄ ݦండవ ఉపߕङ छࣃ ڔࡍఅంద ࠬ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद గత 
ఉపߕङ సంߘߝ ࡹ చࡍऐ ంచࡍڷ ߖ޳ ࡃࠓంۨ ࠬ࢑ ڕసफృత ࡌࣃంߖࢡऒ  అం޴ంۧߘ మڕࠬ ࠾ࡍ సࠪనంڴ 
అం޴ంۧߘ.
झڡߖڒ࠱ ࡏࠬ   థࡗघ झڡనࠫݧ  మ࠾ࡍ ఎలवړ दܾࣄ మڻࠪ ࠾ࡍऒ ܽజ࠹ లࡹ చ࢑޴న ࡅ ߖ޳కए  ࢑సफృత ࡔߩࡐఖࡱ,
ఆߖ߇క ࠥޒక ࢡवసफం ࠭ఖङ ంڒ ڴछ ంటం ߸ڡ܊झ కएࡅ  ߩ  दܿక 
ओߧۮ ڕࠬ ߘߝ , ޴ఉంܿం ݟరప߄ల߯ ఆ࠻࢑ష ݡ࠮ న ऱܿ ߖڜऒ  ࠙వనڷ޴ ࡱమۯ ޒయబݞन  ڕహరణ޳ఉ ࠼
ఈړछ ࡎߦ दషࣇ ߤऴతం ࠭࠲ వߖڝࡱ޶ శړ फ ࡅకए ऒߖڜ   ࠙వనలߘ మనం ޒరసए ڕహరణ޳ఉ ,޴ఉంܿం ࣄంచవలࡍ
छڒ ంటం ڡߖڒ࠱झ కएࡅ పథం ࡹ   ࠙వన అߘమޒంచబޔݡం޴, అޙ࠼ ఇ޴ అࡅ ࢓ރకए  ࡹ ࡽడ࠵ ࡛ࠓ 
అߘమޒంచబడڒ ޶బܽद ࢑ ࠭࠲సफృత అవࡹకߖߕऒ ऒߕڕࣆޓ  ࠭.
 
ఈ܌ࡗ మనం ࡏߝऐ నऒڕ దం݇ࠂ ߘߝ ޑ ఎࡵवړ दڡ ఎڡ߾ द ࡍڷంۨ చరऐ ऒߕంܿڕߘంۧలࠚరంߦऴ ߘ  ߗڒ ,ߘ
సओ ڴ࢐సफవం మనం ޶కం݄ ࠭ంߖ޳ షदంڴ ఏࠫటߖ అడగడం మంۨڒ ޴ంࡅ ޒకए  తరంగ సछ ࠙వం ڝసం ఇߩओ  ݡ
తరంగ సछ ޒంڒ ࠙వం ࡍڷంۨ చరऐ ऒߕఉ ࡱࢡఅం ݡంࡓ ࡹ ऒߖఒకܽ అ ,࠼  రڒల తరంڴల߄ࣃ ڕరణ࠳న 
ధछ ڕనడం, మనھߘక ߘలހరణ లࣾ߄ࣃ ऒߕఉ ࡱڴతరం ߖ ऒߕఉ ࡱڴతరం ܽߗ ڕమన ,࠼  ڕమన ,࠼
తరంࡱڴ ఉߕऒ .࠼
 ఉ޳హరణڕ वࣄदంࡏࠬ ߘ ۃ క࡯޴ంۨనߩओ ऒߗఅవ ݡ ऒߖڜ   ఒక ޾ఏ అ࢑ , ࠼ంܼڕపం۪ ߘలހరణ లࣾ߄ࣃ 
ऒߗఅవ ࠾ࡍమ ࡱ ݭ࠵ కࣕ࠮ࣃ ࡹణంڝ కङܔ  ం ݟऴ߷ࣾ࠴ ߤదࡷన ߖ࢐ܽ ऴపదࡍज फࣃ ऒߗఅవ ޙ࠼అ ,࠼  
ఒకڜߖ޳కܽ ࠚనऒ ంڴ ఉంܼ࠼ ఉ޳హరణߖࡹ࡯ڴ ڕ ధछ  ࡱڴతరం ߖ
ఘనపࡌ޳ब లڣࡔ ࡹంశ కంపన తరంࡱڴ  బڣࡔ ޳ࡶ ࡱࡰ޴ంశ ޚࡹన ࣄ తరంࡱڴ ఉపࡍతల తరంڴల ߘంݟ 
నऒࠚ ࡮ۧ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद అవߗऒ నऒࠚ࢑   లࣾހలߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠭࠲ ࠾ࡍ తరంగ సछ ऒߖ࢐࠙  
ధృ࢒కࡍంచమߧۮ ߖओ నߩओ  ,ݡ
మనం ఏ ࢑ధంڴ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࡍߖ ఆ ࠵ भషद తరంړߖڴ సంబం߅ంۨన ऴపޒ అంߖࢡऒ  ࢐సफవంڴ ధృ࢒కࡍంۧ࡯ మ࠾ࡍ
తࡌछ త మన࡯ऒ  మనం ఒߧओ ం۪࡯࢐ڝ.
ङ޶࢑   దయࣃए ంత తరంڴల ࠪڡझ ऒߖ࠻࢑ష ڴజంߖ ࠭࠲ వ࣋फ ړߖ࠻࢑ష ݟఐ ࡽࢗ   పࡍషए  ంۧ࠭ࡍ
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంڴల వర पపటంࡹ ఒక ۨనऒ  ࠙గం తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ మనం ࣃࡱߧफ  ,ޙ࠳జߖ ޴బܽद అڒ ࠭
ऒߖఅ ޒంڒ ङ޶࢑  దయࣃए ంత లࣾހలߘ తరంڴࡱڴ ऴపదࡍज ఖङ࠭ ޴అ ,࡯ڴంచగలࡍక࢒ధృ ࠭࠲ ߖफందࣆ  న࠳
࢑షయం ڒబܽद మనం ۫޳भ ం అߖऒ घࡍటݟ ࢟࢘  ओߦۮ ڕలڴࡆऴప ߤషߝ లం݄ ݃ం߮ऱߘ ݋ ۫డడ࠲ ऴށࠪߦక 
ऴపऴړయ అߖ మ࠾ࡍ అ޴ డࣄ ࡽࠋऱܔ ݋కङ ం అߖ మనం ఎࡍڷ ࡮ फంచగలం, ڒబܽद మనం ఇߩओ అం݄ ࡯࠻ۯ ఏࠫ ݡ
డࣄ ࡽࠋऱ޶࢑ ߖࡹ ݋ङ దయࣃए ంత తరంڴల ࢢ࢑షदతߘ ۫డటం ۨవڜ ࡹࡍంత సమయంࡹ ऴపࡆగం ࣃۯफ  ߘ
झڡఎ ݋द࣋ ࡽࠋడ ߘߝ ړߖ܉ߖ  ߭ ళࢗ ంۨࠫ ڕ ݋ం࠱ࡍ ऱߕޔࠓऒ  గంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋక డށࠪߦకం݄ ऴ޶ఎం ߘ
మనం ధృ࢒కࡍంۧలߖ ఆࢢంۯ అߖऒ  లࣾހలߧ۫ ߘంచ޶, అޙ࠼ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం ࡅకए  ޜ ࡽڒࡎ 
ऴߦరం޳ࠚभ ం.
ڵࣕ  ठߤझ घࡌߖ  ణం߯ ఆ߄రపݟన ࣅए ణ ఇకएࣾ࢒ ڡܽࠪ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అߖऒ  తరంڴల߄ࣃ ڕరణం ڒబܽद ࠬࡏ 
ఎడమ࢙ߩ ۫డగڼ࡯ ऴߦథࠫక ࡱ࡮࠮ ఏߩ࢙ ࡮ۧ ࢓ࡶ ࢒ అ޴ తరంڴలݡ࢑ ߘదల ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ s1 s2 
అࡓ ߝంݡ ࣋ऱࡱ ݋ ఉߕऒ छ޴ ࡱ ݋ऱ࣋ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠼ फࣃۯߖప ڴࡱ࡮࠮ యޓ छ޴ ,࠼  ݢంࡓ ࡱ࡮࠮ యޓ
ऴߦథࠫక ړߖ࡮࠮ సంబం߅ంۨనڒ ࢑బܽद అ࢑ దశ పరసओ ర సంబంధం కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ऴప޴ ޒछ  లం࠮ యޓ
సछ ߖ޳ ంత వృޑफ ఉతओ ߘలڴర తరంڒ .޴फంࣆۯ फޒ
  ఒకڜߖ޳కܽ మ࠾ࡍ అڵࠪ ࢑ णࠪ  మࠪߖࠫ ࠾ࡍ నߕ࠮లߘ ఉతओ फࣃۯ फޒ నऒۨ బܽद అ࢑ڒ ࠼  ࠼ఉంܼ ڴ࢑
బܽद ఎకएڒ ࢑ధछ ޙݧ ంసక ܔకङ ం ఉంܿం޾ అకए డ ࣇప࡛ ߰ घࡌߖ ,޴ంޔݡపబ۫ ߤష܊ తघހ క ܔకङ ం ఉనऒ  
ऴపڕࠬ ۲ܼޒ కߖషदంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఇ޴ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం࠴ ߖ޳ ޾తफం ۨऴతం.
 ఇߩओ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ మనం ఏࠫ ݡ ࠭ అం݄ ߖ޵ऒ మనం ఖۨऐ ࡹ࢑షయం ޒంڒ ऱࢀࢗ ܽ޳  తంڴ ఏࠫ 
ధృ࢒కࡍంۧలڕߘంܿߕऒ ङڒܔ ऱࢀࢗ ڕకߘࢗ బܽद మనంڒ ࠭ ऒߖ  ప࣋࡯ࢣࡍफ నߘऒ एړనࢗ  ళࢗ  ऱߖవछ ంݟ , మనం ۧ࡮ 
࠭ఖङ .࡯࢐ڝఉం۪ ࡹदࢳదృ ߘలޔࠫࡌߦ న࠳
  ఒకړߖ޳  మ࠾ࡍ  అࡓ ߝంࣄ ݡऱ݋ ల మధङ ఖङ࠭ ڕరం మన޷  ల మధङ ݋ऱࣄ ޴ࡍప޶త , ޴న࠳ రం.s1޷  d2
एࣅఉంۨన ऴ ڴలంబం ࡏࠬ  ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕࠪ ݞږ రం޷ ,ߤ  ޴న࠳అవసర ڕమన ޴డవ࠮ ࠾ࡍమ ޴న࠳
తరంగ޼ర डङ ం ߄ࣃ ޳ࡶరణంڒ ڴంࡅ ޒకए  ऴ߹ڙछ झߗ  
, తరంగ సంఖङ  మ࠾ࡍ ऴ߹ڙछ झߗ  మధङ  వङ ङޑ సం తరంగ సంఖङ  మ࠾ࡍ ऴ߹ڙछ झߗ వ۪ऐڒ  .
తరంగ సంఖङ ޳ࡶ    మ࠾ࡍ ࢘గం ۧړ ࡮ ऱషदంڴ ఉండవ۪ऐ ఇకए ߗڒ  డ సంబంధం ఏࠫ݇ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఈ 
ऒߖలޔࠫࡌߦ ంܽړۨ ڔతझ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ మనం ࠲యడۯ  ࠭, అޙ࠼ అړࡹڷࡱࢗ ޴ వۨऐ నߩओ  మనం ݡ
ఆ ޔࠫࡌߦ ݡ࠮ల ࡍڷంۨ ۨంޒంచడڕڒ ࠲ంݞ మనం ఆం޾ళన ۮం࡯޳.
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ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴వణత ఇ߇ల ऴހరړ ݡంࡓ  ङߙ ޴ߝవణత అ߇ऴ ݟంڝफం۪ࡏڷ ޴న࠳ టࣄ࡯ޘ ڕ ߤన ࢑షయం 
మڒ ࠾ࡍం࢐ ޒङ దܽ వङ࠴ ంۨనߖగమ ߖफߧ ړ फ ߙङ టڒ ݞږ ߤబܽद అతڷ ߖ޳ ߘంࢇࢗ ݞच  జంߧऴ ߖޒంڒ 
ऒߕڕࣆޓ ऒߖఅ ߘఅత ࠾ࡍమ ݡ ంܽߗ పࡍషए .ݡڴ࡯ంచగࡍ
  ఏݡ రంࡱڷ మ࠾ࡍ ఇంڒ అతߘ గమߖంۨనపओ కएࡅ ޒంڒ ߘఅత ,ڔܽ రओڒ  एࣆ ల࡛ ޳ࣄम ంߖޑऒ  
࢑శछ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘలހరڒ న࠳బల ࡮ۧ ړߖݞంచࣄ నపओ࠼అ ,ݡ ڵࣕ ڔܽ ठߤझ  ऴప޴ߦޒంۧڒ  ݡంࡅ ޒకए  ఇ ࢘࢟ 
ङߙ ࠾ࡍన ऴప࠙వం మ࠳రߦఅ ࡎయޣ టࡅ ߤకए  ߰ܽदతߖߕऒ రओڒ  एࣄ म޳ࣄ ޒంڒ ޳ࡶ ࡽ ంߖޑऒ  ࢑శछ फࣇࣄ  ߝ
ఉߕऒ రओڒ , ࡏ ࣒ కల࡛ ޣయࡎ మޣ ࢟࢘ ࠾ࡍయ޳ ࡎछ రओڒ ࡌ एࣆ ల࡛ ޳ࣄम ంతం ऴపڒరం అߝక ࠚ࢑నऒ  అంచࡱߕ 
ఉߕऒ .࠼
  ఒక ࠪధङ మంڒ ߖࡹంࢁڣ ޒ సबలంڒ ࡹంޒ ࢘గం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంߖߖ޵ ,࡯ݞ మనం ږ࢐ङ झ࡛ڝ ࠆఆ ࠹  అߖ 
फࣃࡱߧ ङߙ ,࠭ టڒ ߤలంڒ ࡹంߖڴ࢘ ޒऒ రࠪ ړߖݞలవڜ  ठం ࢐ , ޶ࡶసफߙ ړߖ࢐ङ టۯ ࡏ࢘ ߤయబݟన ࡓంݡ 
ంతర࡮ ऱݟ࠭ ߖڜࣆޓ ߘ ऴపࡆగం ݡࢡۯ.
ऒߖڜ   వందల ࠬటࡏऱ మࡍ࢐ ࠾ࡍ ऴࡹࡍ࢐ ݋ڵ ఒక݋ࡷ ࡏ ఆۯ ߤయړߖݞ అంڶకࡍంۧࡏ మ࠾ࡍ మࡖక వङ ړ फ ࡛ڒࡍ न 
సओ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࣄయవలۯ షदం࢑ࠪ ڴన ࢘ߖڴऒ  లڕవ࠾ ޴బܽद ఇڒ ޴న࠳రߦఅ ࡮ۧ గం࢘ ޒంڒ ޶ࡶలవڜ 
డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం ࠪऴత࠲.
 ࢐సफړߖ࢐ సమసङ రߖ ߯ प࠻తघ కం࢑ ڴజయం ߅ࣃంۧ࠭ ڒబܽद ࠻ۯ ࠭࠲లڕߘంܿనऒ  ࡗమ ߝవణత అ߇ऴ ޴
పࡌ޳म ऒߖ ऐࡌۯ ߖ ߘߝ కం݄޶ంచడం, ఎంݟܔ  t ߤషܑࡕల߱  ߘ
ࠬ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ నऒࠚ ڴभ޴ڜ   ߘߝ ,޴మంۨ ڕߕ యడంۯ వృతంࡌనߩ ࡹޒన పదम࠳
ऱ݀ߧం࠻ ङ ङ޶࢑ ړߖ࢐సफ࢐ ,ߘంచݟܔ ߘల ݭ फࣃݟܔ ߘలޑइऴ ޠ  ࡮అ ࡹఈ సమయం ࠭࠲ బܽदڒ ߘ
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ऒߖڴࡆऴప ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ తంށజగࠊ ంۮంڜ ߘ  ߘߝ ޜߖ޳ ࠾ࡍమ ࡯ంۧࡍ࢑వ ڕࠬ 
ऴߦరంࣃࠚफ ङ޶࢑ బܽदڒ ,ߘ దయࣃए ంత తరంగం ࢑షయంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏంࡏڷ ޾फ۪ޘ ڕऐ  ం , ఆ߯޳ంڕ
ङ޶࢑ ࠬ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంతతछ ం߯ ࠬ అధङ యనంࡹ ऴపࡆగ ڒం࢑ ߖޒవࡍంచڜ ړߖݞనࣃగంݟ.
बࣃ ࡹసबలం ࢁڣ   నऴభంశం కࡓం߾ ݋రࡅ ݦకए  ఇండࣾࣇ ߤऴతం ࠪڡझ అధङ ࡏࠬ ంۨࡍڷ లހసࠬకర ࡽࢗ  యనం 
ङ߄అ ࡍన ۨవࣄۯ యం మ݋ߕ ࠭ ݋ࡐ ࠾ࡍ ఎߧझ ߯ ݋ߕ ߤ࡮  పߖڴ࢘  ޒࠫࡌऒ  కڵ࡯ ఉందࡏࠬ ߖ గమߖంۧ1,ࡏ
ఇ݋ߕ ࠭ ݋ࡐ ޴ ఎߧझ ङڣసం ࠾ࡍమం మࡹ࢑ కం݄ ߤ࡮ పరం1 ڴ ఉంܿంڒ ޴ంޒ ࢘గం తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇ޴ 
ఈ పࢣࡍలన ఆ߄రంڴ సంڣङ పర࠳న పࢣࡍలన అڙࠪ ߖझ छ ङ޶࢑ ޴ߝఅ ޒంڒ  ࡏఊࣕంۧ ࡽ దయࣃए ంత 
దృڵछ షయం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡏږऐ నऒ ऒߕఉ ࡱޔࠫࡌߦ ݡంࡓ  యࡏڷ ࡏࠬ ߖफం۪ڕం݄ ఇ޴
घࡍప ߕ ܽ࢑ܾ ऴ߹ ओ࣋ ࣒ పࡍघ ܽ࢑ܾ, ఇ޶࢑ ޴ङ రగమङߦ ߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖޑइऴ ޠ త, ఇߕ ޴ 
రగమङߦ త ڒబܽद ڒంޒ ࢘గం ߯ߖ޻ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ 
కएࡅ సबలం ࢁڣ  అయࣃए ంత లࣾހలߘ మనం ऴږరంࣃࡱߧ ڴफ ࠭, ఇ݋ߡ ࠭ ޴ మ࠾ࡍ ఎߧझ  ߖఅ ߤ࡮
फనऒࣆࡱߧ కएࡅ సबలం ࢁڣ  ङ޶࢑  కएࡅ లހలࣾ ޠ  అయࣃए ంత లࣾހలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ 
झޑఉ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ హం కڵ࡯ంచ޶ మڙࠪ ࠾ࡍझ छ .޻అ ޴నࣄۯ ࡽ
 మనం ڒంޒ అࣆࡱߧ ߖफనऒ ङ޶࢑ ޴ దయࣃए ంత వర पపటంࡹ ࠙గ࠲ తపओ  మࡖకܽ ڒదߖ ఊࣕంచړߖݞ మ࠾ࡍ 
అంచߕ ࢘యړߖݞ అతߖऒ  ,޴ంࣄޓࡍ޳ 
అޒࠥ ޙ࠼క ࢡवసफంࡹ మనం తర۪޶ڒ ڴ, ఎలऱߩओ .࠭ޑऴప࢘శ߭డ ࠲ऴతࠪ ߘలހࠪࡍలవగల పڜ ݢ
ఠङߦ ࠬ ࡏࠬ  ऒߖڒసफߩ ఠङߦ ,फ࣋࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉  రछߖ ఒక ޴ߝఅ ݋ߕ ࠭ ,޾फంࣆۯ సफకం ఏࠫߩ చనం ࠮ ޶ڒङ ݋ߡ 
రछߖ ۨంచబޔݡందߖ శࡎరం ޔࠋۮం࢐ , ޴సफړߖ࢐ ఇ޴ ఒక ߖరछ చనంڴ ఇవछ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఒకࡏࠬ ࡍࣃ 
రछߖ ߖ ݋ߕ ࠭ చనంڴ ఇۨऐ న తࡌछ త ࠬࡏ ఎలऱߩओ झߧఎ ݢ రߖ ߘ ߤ࡮ प࠼ంచవ۪ऐ , ఇ޴ ఖۨऐ తంߖ࠿ ڴ ऱܿ 
మڜ ࠾ࡍలతల߯ ࡏڝझ ङ޳࢑ ߖڒ ޴ߖࡶలవڜ ޴ఏ  ࠾ࡍమ ޴నڵలవదڜ ࠾ࡍమ ޶ڒ   ంۨࡍڷ ߖ޳ ࡐबలందࡏ
ఇకए ࠾ࡍమ ߖంచమۨࡹం ఆۮంڜ డ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ ఆۨࡹంచమߘߝ ߖ ఆ छࣔ ऒߕफࣆߖ  లߕజࡆऴప ࠪ ߗڒ ,ߘ
झ࡯޳ంۮ ళన޾సం మనం ఆంڝ న అవసరం ڒ ޶ࡶంޒ ࢘గం మ࠾ࡍ ࢘గం.
ఆసనऒ ޴ߝఅ ޒంڒ   ంڜ ڴలవగల పࠪࡍణం ఎం޶కం݄ ఇ޷ ޴రం ڕڒంࣄ ݞగऒ నऒڕࣆޓ ࡽ  సమయంޜ 
 ࠾ࡍమ ݋ߕ ࠭ ߘߝ ߗڒ ,ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޳ ࣄۯదయ ߗڒ ޴నڵలవదڜ ޴బܽद అڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙
ఎߧझ నపओࡶలవڜ ߘల ݋ߕ ߤ࡮ ङ޶࢑ ߕ ޴ఠం ఉంߦ ఒక ࡹ޶ఇం ڔܽ దయࣃए ంత इऴతం ఒక సంړ ऱషद࠳న इऴతం, 
అం݄ ࡓం࠻ ݡంߧऱ݀ ङ ऒߕఉ ࡱ ݭ एࣃఅయ ࠾ࡍసबలం మ ࠾ࡍసమయం మ ޴ఇ , ࠼ ంత इऴతం ࡅకए  ఫంࣾߤ 
అ࠼న ޶࢑ङ హङࠈ ఎܿవంܽ ړࡍ࢐ అందం ߖ޵  इऴతం ޠ  ڴࡱ࡮࠮ కܽڜߖ޳ఒక అ࢑ ,޶ࡶ లం అవసరం࠮ 
పࣃۯߖफ  బܽदڒ ࠼
एࣃఅయ ߕ ంత इऴతం ࢐సफ޶࢑ ړߖ࢐ङ ओ߮ۮ ڕࠬ ߖफందࣆޓࡍ޳ ړߖޑइऴ ޠ  ߷రߖ ݦయࠪړߖ ధనङ  ߘߝ ,ࡱ޳࢐
ऴࢢ޻ߦక ఆ߄రపడܼߖऒ ߮ ࣒ݟ ޙ࠼ంۨనటऱڵࡆఉప ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߘఉంచగల ݞږ  ऱ࣒  వన࠙ ߝఅ ݋ంࡓక ݋ం࠱ 
ङ޶࢑ కएࡅ इऴతం ޠ  ఉతओ నऒ ం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ అయࣃए ంత इऴࣆޓ ࡍ޳ ړߖޑफం޴, అ࢑ 
ఒకڜߖ޳కܽ ఆࣔరం ڕࣆޓంܼ࠼ మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంత తరంగం ࡅకए  లࣾణం ఏࠫటం݄, ࡓంࢗ ݡక द࡛  
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इऴࡱޑ ఒకڜߖ޳కܽ ڴࡱ࡮࠮ పࣃۯߖफ .࠼
 అం޶వలऱ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ సछ తంऴతంڒ ࢓ࡶ ڴబܽद ࢐ܽ పరసओ ర ఆ߄రపడటం ఏࠫ݇ మనం ఎ࡮ అర बం 
కएࡅ ऴపۧరం ࠾ࡍతర۪దనం మ ڕߕ ࡏࠬ , అం݄ ࡯࢐ڝࣆۯ ఇ࣋ ߘశ޴  फ, ఈ ࡓంࡱޔࠫࡌߦ ݡ అం݄ అ޴ 
ఒక  ߮ऱߠ࠵ ߤऴڝమܽߠ࠵ ࢟࢘ ڡऴڝమܽڡ ߮ऱߤ ࢘࢟ అߩओ ړఎలव ڕߕ ࡏࠬ ݡ दࡽ߹ ڡन ఇ࣋ फ అంࣆࡱޘ ޑफంڒ ޴బܽद 
फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړࣄ ݋ߕ ఇ ߘߝ फࣃऴ࢐ ߘߝ అం݄ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ݋ݞ ߘ  os kn r t n ޴ߝబܽद అڒ ߘ
ऴపۧరం ࡅకए बࣃ ޴ߝఅ ࡹశ޴  నం ࠬ సమయం ࠬ ࢘࢟ నంబ࡛ ڒబܽद ࡮ంࠈन छ޳   సం r t k k 2 piڝ ࡌ
వङ ڔ फకరణߘ ऴ࢐యߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఒނڝ  ޴ࠬ ڴ࠲య ߲నఃߩనङ ం 2 తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ అړ ࢑ pi nu kc
సࠪన࠳న ఒڴ࠲ సంబంߖ߄ऒ  సంతృߧफపࣃࡏफ ऐࡏߝ బܽद మనంڒ ࠼ थ܉ ߝڕ నం ఏࠫటం݄ అంతࣾࡍంࡹ ऴపޒ 
కࢗ ݡంࡓ వదभ ࢓޶ంࠉ द࡛ ఉనऒ ࡱ  పओ కܽ సछڜߖ޳ఒక అ࢑ ڔܽ తంऴతంڴ ఉండ࢓.
 
एࣃఅయ ߕ ంత इऴతం ڵ࠙ ޜࣄంచబݟన ޶࢑ङ కएࡅ इऴతం ޠ  పࠪࡍణం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత 
इऴతం ࡅకए एࣃశ అయ޴ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪంతరం ړ ࠉ ࣒ڒశ ऴ޴  ంత इऴతం ࡅకए ࡔߖ ߘశ޴  भࣆࢢफం޴  e n 
ऴపۧరం ఎం޶కం݄ ߘߝ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࡅకए ఇ ߘశ޴  ऐۧ ऒߖހࠪࡍప ߖ޳ దܽ సంబంధం࠴ ࠾ࡍమ ߘ  
పࡍషए .࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ݞږ ߖఅ ࠼ఉంܼ ڴలంబం అ࢑ ,࠼ఉంܼ ڴకܽ లంబంڜߖ޳ఒక అ࢑ ړߖ࢐సफ࢐ , ޴फంࣆࡍ
 ఒకڜߖ޳కܽ మ࠾ࡍ ۨవరړ0 ݞږ ݋ݞ ڴ సࠪనం అం݄ ߕ తరంగం ఈ ࡍߖ भషद ޴శ࢐ ࡹङ फనऒࣆߧ టऱޙ࠼, r e n 
ఉ޳హరణ޶࢑ ߕ ڕङ एࣃఅయ ߕ ఉం݄ ࡹశ޴ इऴతం ఈ ޠ ంత इऴతం ړߖ޳ లంబంڴ ఉంߖߕ࢑ࠪ ݦऒ  
۫డߕޔࠓऒ .ߘ
ࡍߖ బܽद మనం ఈڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړߖ޳   भషद ޴శࡹ ऴ࣒ڒ ఇ ఈ ࡍߖ भషद ޴శړ ࡹ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ b n 
మ࠾ࡍ తరంగం ऴపۧరం ࣇۯफ కएࡅ ޒంڒ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ߝ  తరంగ లࣾߖހऒ  ధృ࢒కࡍంۧలڕߘం݄ 
మڒ ࠾ࡍంࡍڷ ݞږ ߘߝ ޜޒ फంۧ࡯  ߱లܑࡕషڒ ࡹ ߤరకం ۯయగలڒ ࡯ڴబܽद మనం ࠻ۯలڕߘనऒ  ޻అ ޴
కएࡅ గంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋబܽद డڒ ࢩ࢑ ࠪ  ऱషణߩ ߘనࡌవృతం ޳ۯभ ం ڒబܽद డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం ۧڴࠈ ࡮ అర बం 
ङ܉ బܽदڒ ޴ంݟబڝࣆۯ అర ڴࠈ ޒࠫ ब࠳ంڒ ޴బܽद ࡯۩ ߘߝకߘ ఇకए డ ऴࣃ࢐फ ఇకए  ߘ డ పంڕफࡱ ఉߕऒ  ޴ఇ ,࠼
ఇకए ࡱހరړ ޒంڒ ݡంࡓ బܽदڒ లం࠮ ߕ ޴క ఇ࡯۩ ޴లభం, ఇࣆ ࡮ۧ ڕߕ డڕ వࣃफ  ڴక޴బܽद ߰ంڒ ࠼
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ऴࣅए ఇకए ߖ ߤ డ ऴ࢐యߖవछ ంݟ మߘߝ ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦంߖ ݋ ۫డߕޔࠓऒ ఇకए ߘ డ ఇߕ ޴ p 
అߖ ఎకए ओߩۮ ݩ ఇకए ࠾ࡍం మ޳ంڕ డ వۯऐ ࡍߖ రణం ఈړ ޒంڒ  भషद ࠼ߦంࡹ ݋ ऴపۧరం ۯయޜࠓం޴ ఈ సऱݭ࠼ 
సࡔ ఈ ݞږ ߤࡷ ఈ ࡍߖ भషद ࠼ߦంޜࠓࡌ ࡹ ݋ం޴ ఇߕ ޴  మధङ d d 2 ࠑ ޴ఇ  ࠑ ޴రం ఇ޷ ޴బܽद ఇڒ ࢓޶ంࠉ  d 
2 అߕ ޴ దగ ठర ఉనऒ ऒߖࡌ޷ ఈ ࠾ࡍమ ޴ फࣃࡱߧ ߖఅ ߘߝ  ऒߖࡌ޷ ఈ ߘ  అࣃࡱߧ ߖफ  yi y ߘߝ బܽदڒ ߘ
ڝऴ࠳ ۃం࡯ࢗऴܼ ߕ ޴ࡃࠓయۯ ए࣎ క݃ݟ ߕ޼న ఏࣄవలڒ ڕߕ ࡹశ޴ ޳ࡶ ంచడం࡯తర ߖ ߵ द࡛  మ࠾ࡍ y y 
కएࡅ ఇకए ࣄۯబܽद దయڒ ,ݟడం۫ ޾ంޔࡏࠪ ࡮ऴవత ఎޓ ڴ߅࢑  డ ߕ వదभ ఉనऒ  అߖऒ  ఏࠫ݇ ࡱ ట࡛ࠬࡌߦ 
గమߖంచంݟ ఈ ࠬࡌߦట࡛ ࡱ అߗऒ  ऴށࠪߦక࠳న࢑  మࡓ  ࠾ࡍం࡯۩ ݡకల మధङ s1 ޴ఇ ࠾ࡍరం మ޷  s2 d 

అࣾం ࢗంబݟ ఉం޴, అߕ ޴ దగ ठర ఉనऒ एࣅऴ ࠾ࡍమ ࡱక࡯۩ ఈ ࠾ࡍమ ޴ మధङ ߤ ङڒ రం޷  -y ޴ఇ ࡽటߧ d x 
అࣾం ࢗంట ఉంܿం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ޴శߘ ऴపۧరం ࡓ ࣋ۯంړ ݡరހలߘ కڵ࡯ ఉంܼࡏ ఈ ޴శ ఈ n1 n2 
సంఖङ   అతङ ంత ఇ  ࡓంࣄ ݡऱ݋ ల మధङ  ࡱ ݋ऱࣄ రం޷ 
మ࠾ࡍ ऴࣅए మధङ ߤ లऐ߱ ޜరం޷ ࠾ࡍరం మ޷  వ۪ऐ  అߝ అర बంࡹ అޒశړࡆ फڴ ఉం޴, అ࢐ ޙ࠼సफړߖ࢐ y 
అ޴ జరగޔࠓం޶ڒ ޴ దయࣄۯ ఈ ڒङ एڕఎ ࡮ۧ ࡽటߧ వ అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ  ۨనऒ  d ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ కం݄ ޴
ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕࠪ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍక࢒ధృ ࠭࠲ కం݄޶࢑షయం ఎం న࠳ ంۨనߩओ ऒߖڜ ޴ఇ ݡ  సమసङ లߘ 
సృࢳदంచޜࠓం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࡓంݡ ࣋ऱ݋ ల మధङ యడం ࣏కరङڶ ߘతڶ ఒక ݟంߘ  ంڴ ఉంܿం޴ 
మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖఅ ޴ऴతం ఇۨڣࡔ ޴ఇ ߘ  తరంڴలڕ ఒక ߄ࣃరణ ۨڣࡔऴతం ڒబܽद ߘߝ n 
ఇߩओ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ఏࠫ ݡ ఇకए ,ߘ డ ߱లܑࡕషࢗ ߤక द࡛  ऴړంద ߘߝ ఇకए డ ߱లܑࡕషڒࢗ ߤद࡛ ߖ 
ऴ࠻࢐లڕߘంܿߕऒ छ޳ వణత߇బܽद ऴڒ ߘ ङ޶࢑ వణత అం݄ ఏࠫܽ అం݄߇ऴ ࡌ కएࡅ इऴతం ޠ  ఒక ޴శ ఇ޴ 
సంऴప޳యం , ఉ޳హరణڕ జరघ एࣃపదం అయ ߝఅ ࡱڒసफߩ ߤ ంత इऴߖޑऒ  ऴ߇వణ ޴శڴ ఉపࣆڵࡆफߕऒ  ఒక ,ࡏ
సమయంࡹ బంధం ޳छ పओھ ࡌ एࣃఅయ ڴశ޴ వణ߇సफకం ऴߩ  ంత इऴߖޑऒ  కڵ࡯ ఉంߗڒ , ޴ అࣆۯ ޴फం޴  
పࡌछ ङ޶࢑ కం݄޶ఎం ޶ࡶ एࣃఅయ ݟంߘ इऴతం ޠ ంత इऴړߖޑ ఎࡿࢗ ࡮ऱ ࢩ࢑ ߕ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹ ऱషణ ڝసం 
ऒߖڜࡍమ ڕߕ  ࢑షڒ ࡯࢐ڒ ࡱ࠻బܽद ߘߝ 
ఇకए ޴ࡃࠓయۯ డ ఒక ڶతڶ ߘయడం మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠻ంܼࠊ ࡽڵ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕफࢂࢗ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ   ߘ
ఇకए డ ఒక ڶతڶ ߘయړߖݞ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠻ంࡽڵ ఆ࡮औ  అࣃࡱߧ ߖफ  న࣒ pi pi࠳ 2 ࠑ 2 ࠑ ޴బܽद ఇڒ ߘ
ఆ࡮औ  అޔ࢓ం޴, ఇ࠳  ࠑ ޴న࣒ ܼࠊ అޔ࢓ం޴, ఇߩओ झڡఎ ߘߝ ݡ  ऴ߭షߤ లߘ ऴ࢐యడం ఏࠫటߘߝ ߖ pi 2
ऴ࢐యనవసరం ޶࢑ ޶ࡶङ एࣃంۨన అయ߅సంబం ړߖ޵ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ంత इऴతం ڝసం మన޶࢑ ڕङ  ࡱޑइऴ ޠ
ఏ࢑ ఉߕऒ వదभ e e 1 0 cos k n1 r t ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ړ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ݋ݞ న࠳సࠪన ړ1 ߘߝ బܽदڒ ࠼
ऴࣃ࢐फ  e 2 e 2 0 cos kn  2 r t ߕߞࡹఅం݄ మనం ఏ సమయం ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ݋ݞ ࠾ࡍమ ߘ
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ऴ࢐యߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ߘߝ ఏࠫ ࣃۯफ ߮  ߘߝ ,ߘ ऱࡹ ߤ  మ࠾ࡍ  లߘ పࡍషए फࣃࡍ xy n1 ݟంߘ కల࡯۩ ߘߝ ,  ߘ n2
चࢇࢗ టߩओ ऒߕڕࣆޓ ߘశ޴ ݡ నࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ  ऴࣅए एࣅऴ ߘߝ ࠾ࡍమ ߤ ߯ ߤ  కޔࡱ޶నऒ ओߩ  x y b ݟంߘ ݡ
ऒߕڕࣆޓ ߘశ޴ औ࡮ంۨ ఆ߅సంబం ړߖఅࣿ  ࠾ࡍమ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࣄۯబܽद దయڒ ߘ  మހڝ ܼࠊ ࠾ࡍలߘ x 
రछߖ ۨంۧߘ , అࡏڷ ߘߝ ޴फం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद మనం ఇߩओ ऒߕޔࠓఏࠫ ऴ࢐య ݡ ऒߖ޳ ࠵  పࡍషए  ࣒ڒ ంۨ , ఈࡍ
ఆ࡮औ  ఐ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ߤ࣌  కࢗ ݋ߖ࠿ ߖ܋  द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ ఉనऒ ࡹశ޴ ޴ߝఅ ࡹశ޴  ࠭ కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛  x j y 
మ࠾ࡍ అܼࠊ ࣒ڒ ޴ߝ  ప ऱ࣒ తపओ ܼࠊ ߤ࣌   మߘߝ ,޶ڒ ࠬࡔ ఈ ࡍߖ भషद పదमࡹޒ పހࠪࡍలߖ ߘరछ ۨ࣋फ n 2 i e
1 మ࠾ࡍ మధङ  వङ ङޑ సం ఉంܿం޴  ఏࡓ ߕ޼ం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ ࣄ࡯ޘన޴ d 2 
औ࡮ఆ ࣒ڒ औ࡮ఆ ߤ࣌  సం వङڝ ܼࠊ ߤ࣌ ܼࠊ ࣒ڒ  ڔ फకరణలߘ కھߘనడం ޳छ ङ࡮࠮ వదभ ޴ఇ ࡌ ంకనం r 1 
ओߩۮ ߖందݟయబۯ ऒߕޔࠓऴ࢐య ࡮మనం ఎ ߖߖ޵ ࠾ࡍం మ޳ంڕ ం  ࠭࠲ ఈ ߖ ݋ࢴ మࢁऱ ۫డߕޔࠓऒ ం 
 d 2 ࠑ ޴फంࣆవ ݟంߘ ߖ޵ ܼࠊ ࣒ڒ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ݟంߘ ࣒ڒ ఈ ܼࠊ ࣒ڒ బܽदڒ ܼࠊ ࡽڵం࠻ ߕ ޴బܽद ఇڒ
రం ఇకए޷ డ ఉం޴ ఇకए డ ޷రం ࠳న࣒ 2 ࠑ ఇకए డ ఉం݄ ࠬߖߖ޳ ߘߝ ࡏ పకए న ఉంۨ నߘऒ  d 
అߘమޒంۧలࣆ࢑࠙ ߖफߕऒ సం వङڝ ߘ ڔ फకరణߘ ऴ࢐యంݟ, అߕ ޴ దగ ठర ఉనऒ ङߙ݃߱ࣝ   cos alpha ޜ ࣒
న ऴపకएݟంచబڵ࠙ ఉనऒ ߝ తపओ ߩ࢙   మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ߘߝ ఇకए డ ߖ ߕ ఉం۪ڒ ߘޑబܽद ࣝ߱݃ߙङ ࣒ d y 
తफం ࣋ए࠴  ߖ న࣒࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ޜ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మߘߝ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉߕऒ వర  ߘ ठߖ࡮࠮ऒ  d 2 d 
ఉంచړߖݞ మనం ࣄۯనదంޢ߯ ޑగర࣒ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంచడం ࠪऴతڒ ࠲బܽद అߤ࣌ ߕ ޜ ߤڙ݇ ޻ ఆ࡮औ  
అ޴ మࡖకܽ ߙ݃߱ࣝ , ޶ڒङ న వङݟంచబڵ࠙ ޜ ࣒ కం݄y d 2޶ఎం   ޴న࣒ ఉంܿం࠳ ڴࡏ޶బܽद ఎڒ ߩ࢙ కࡔޒ
కల మధङ࡯۩ ݡంࡓ ߘߝ ऒߕफࣆࡱڜ ߖߖ޳ޒంۨ ऴప߅సంబం ڕ ऒߕफࣆऴ࢐ ߘߝ బܽदڒ లం࠮ ߕ ޴అ , ߘ  బܽदڒ ߘ
ऒߕޔࠓంచ܊࢑భ ޜߖ޳ ߖߖ޳ ߘߝ ए࣋ ޻రం అࣔ ߕ ࠾ࡍమ ߘ छ ࡛ ప ऱ࣒  శړ फړ ࣋ए छ  d g ܼࠊ ࣒ڒ ޴ంݟయబۯ ࡛
న࣒  ప࠳ సగం ఈ ࡹ࢐ܽ ڼࡍజ ࡹ࢑షయం ܼࠊ ߤࣄ ऱ࣒  అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࠬࡏ మࡍంత y dd by 2 y d 2 
ऴړంړ޴ వۧऐ ऒߖࡌ޷ ࡃࠓడ۫ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ  ߭ంۧࡏ 
ప  ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ 2 ࠑ న࣒࠳ ޴బܽद 2  ఇڒ రం޷  ޴ఒక వదभ ఉం ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  d y d y d ߘߝ ,޴ంޔ࢓అ 2 ࠑ 
ऒߕޔࠓऴ࢐య ߖߖ޳ ओߩఇ ߗڒ , ߘ ण܉న ఉࣄۯ ߘߝ ݡ నऒۨ ߘߝ ࠾ࡍం݄ మڕफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ߘߩం࠼  d 
పހࠪࡍల࢑ ߘసघ ऒߕޔࠓంచࡍ एڕత ࡮ۧ కం݄ 1  ޴అం݄ ఇ ߘ వ ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ ఉ܉ण  కޒࠥ ޴ఇ ޶ڒ ߩం࠼
పࣄࡍबޒ ۨనऒ నऒۨ ޴దभ߭ ࡮ۧ లధనం࠮ ޴ ऒߖڜ ޴ ऱࠬࡰࠫ  టర ऱ ऴకమంࡹ ఉండవ۪ऐ  మ࠮ ࠾ࡍలధనం d t d 

ऒߖڜ  ࣊ంܾࠬటర ऱ టߘऒ ల ࣊ంܾࠬటࡏऱ ޳ࡶ అంతకం݄ ఎڕए వ ڒవ۪ऐ  అం޶వలऱ ޜ࢐ܽ సంబంధం ఉనऒ  ߭దभd 
అంశం ఉంڒ ,޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ۫࣋फ ఈ ࠳న࣒ ࣾ߮ࣃ ݞږ ࠑంڴ తڕए వ పࠪࡍణంࡹ ఉంܿం޴ , y d 2y 
ఎం޶కం݄ ࠬࡅ ࡏకए ऴవత తగޓ కం݄޶ఎం ࡏࡶళऱࢗ ڕవలࡱ࢑ దभ߭ ࡮ۧ  ठడం ऴߦరంభమޔ࢓ం޴ ࠬ నߕ࠮y 
߮దڴ ࠪరడం ऴߦరంభమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ పࠫࡍతం ࣃۯफ కएࡅ  ࡏ  ۨనऒ  బܽद ఏࠫ yڒ ڕవలࡱ࢑ 
జޔڷࡏం޴ అం݄, ڒङ నऒۨ ࡮ۧ దܽ పదం࠴ फ ఈ࣋࡯߱ ޜ ࡽటߧ ऒߖబܽद అڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴  ఆచరހతघ క d
ऴపࡆజߕల ڝసం ఇ޴ ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, అ޻ మన޳ ڕछ भ޳޴ࡍంత సڜ ࠾ࡍమ ࡌ  బంధనల d dߖ  ࡯
ऴపڒరం ࠬ అంద޴ ڔࡍछ పద ࢑సफరణ ࡍڷంۨ ڒ ࣆࡱޘబܽद ޴छ పద ޶޴भࠈ ऱܿ దయࣄۯ ఇకए డ పۯ ߖయంݟ ࠬ 
సమߖ࠻ऒ  ఇకए డ వృۯ ޢయߖవछ ంݟ, అߤ࣌ ޙ࠼ ఆ࡮औ  ࢑షړߖ࠻ వ࣋फ ࠭࠲ అޒ తڕए వ ऴకమ࠳న 
ऒߖ޳ప ۃంࢳߖ࢐-ߤߕ  మࢁऱ ఉంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭ ࣔరం ࡍߪ फڴ ఆ߅పతङ ం ࣆ࠼࡮ۮफంڒ  ޴ङ  d ࡱ ݋ऱࣄ  ࡽటߧ
మ࠾ࡍ ऴࣅए ల మధङ ߤ ङߙ ߗڒ రం޷  మࡔట࡛ ࡹ మనڕ ఉం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ కం݄ ߭దभ޴ ఎం޶కం݄ y y d 
ऒߕޔࠓంచ࡯తర ߖߖ޳ ࡏࠬ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࠑ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࡏ ऒߕޔࠓऴ࢐య ߘߝ ޻అ ߘ  y d  ࠾ࡍమ ߘ
ఆసړ फకరంߤܼ ࡏࠬ ,ڴ ఆ࡮औ छ޳ ݞږ ߘ छ޳ ࡌ एړࡵ ࡌ ంۨనటऱࡏࠬ ޙ࠼ ఖۨऐ తంڴ ఇ޴ ߰ంޑ޶రࡏࠬ ߖ y d 
ण܉బܽद ఈ ఉڒ ,࡯࢐ڝࣆࡱޘ औ࡮ఆ ߤ࣌ ߩం࠼ औ࡮ఆ ߤܼ ߘ  ࠬ ,޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖݞऴ࢐య ڴసࠪనం ޜ
ఠङߦ ओ߮ۮ ࡏࠬ ࡱڒసफߩ   ,అందం ఏࠫܽ అం݄ ߖ޵ ߗڒ ݟయంۯ  ޻అ ޴
ఇకए డ ࡏږऐ నऒ ओߩఎ ߘߝ ߖన࣒ అ࠳ 2 ࠑ 2  సం వङڝ ܼࠊ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ,޶ࡶంచڵࡆఉప ݢ ڔ फకరణߘ ऴ࢐࣋फ 
ఈ ࠳న࣒ 2 ࠑ  ప ऱ࣒ ऱ y d y dࢁమ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړܼࠊ ࣒ڒ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ 2 ړ  y 
 ప ऱ࣒ ण܉ఉ ߕ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕܼࠊ ߤ࣌ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ 2 ړ  న࣒ d࠳ ࡏࠬ ࡹߩం࠼ y d
छ޳ फࣃऴ࢐ ࡌ ప  ޳ࡶ 2  ࡌ ऱ࣒ छࡌప 2 ࠑ  వङ ޻ठ అڴࡍస ߘߝ బܽदڒ ޶ࡶ ڔ फకరణߘ ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ࠭࠲ y d 
సࠪంతర ړరణ ఉ܉ण కङܔ క࡯۩ ݡంࡓ ࡹߩం࠼ ం దృڵछ షߖ࠻ऒ  చࡍऐ ऒߕफࣆ మߖ ࠬ 
ऒߕޔࠋۮ ڕࠬ ࡱڒసफߩ ,࠼
 అంߘߝ ښ޶ ఈ అޒశړࡆ फ ۨऴߖޑऒ  ऴ࢐యڒ ړߖݞరణం ఇ޻ ఊహڕ అంద࢑ ߖధంڴ ఈ ࡓంݢ సࠪంతరం࢓ࡶ ڴ 
ऒߕޔࠋۮ బܽद మనం ఏࠫڒ ࠭, 
ఎకए ࡱఖࡔ సࠪంతర ݡంࡓ డ కࣄ࡯నߩओ ంచవచऐށగࡍప ڴసࠪంతరం ߖ࢐ܽ ݡ ऒߕޔࠋۮ ࠭࠲ ߖ  ݡంࡓ ,࠭
సࠪంతర ࡔఖࡱ అనంతం వదभ ࠪऴత࠲ కࣃࡱफ ऒߖబܽद అڒ ࠼  ఆచరހతघ క ऴపࡆజߕల ڝసం ఈ ࠮లధనం d  
అనంతం వࡵ మంۨ޴ అం݄ ۨనऒ నऒۨ ࡮ۧ ࡮ۧ ࠑ  ړన࣒ 4 శ࠳ ݟంߘ న࣒ 3 10࠳ ݟంߘ 10 ޴ फ వరڕ d d 
ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ࠥޒక ࢡवసफంࡹ మనం ఎߩओ ऒߕࣆ రपߪసం ݢ వङ ޜరप అనంతంߪసం ޳ࡶ  వహࡍంచ࠭ࡶ.
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ఒక సంఖङ ऒߕޔࠓయۯ ࡮మనం అ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޶ڒ ణంࠪࡍన పڵలవదڜ ޴ߝఅ 0 ޶ڒ  ం అߝ ఉ܉ण  ty  ߩం࠼
ङ޶࢑ ࡹబܽद ఈ సమయంڒ ࠼ޑరࠪ ڴ࢑ధం ښఒ ࠾ࡍమ ߕ , కएࡅ इऴతం ޠ  పࡱހࠪࡍ ࠪऴతݞޙ ࠲ n1 n2 
ఉంܿం޴.
 మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంڒ ݋బܽद ߘߝ ۨంޒంచవలࣄం޴ మߘߝ ࠾ࡍ వङ ڔ फకరణߘ ऴ࢐యడం ऴߦరంࣃࠚफ  బܽदڒ ߘ
ఇߩओ వङ ߕ ߘߝ ݡ ڔ फకరణߘ ऴࣃ࢐फ ओߩఇ ࣒ڒ ࡗ܋ ߤఇ వ ޶ڒ కܽࡖమ ޴ߝఅ ߤఇ వ ߕ ߘ  k r ݋ݞ వలంښ ߘߝ ݡ
छ޳ 2 ߖ న࣒࠳ ఆ࡛ ప ݋ݞ ڙ ࣒ڒ ݋ߕ ఇ 2 ఇ 2 ࠾ࡍమ ܽ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߘऴ࢐యగల ࡌ ऱ࣒ d ܽ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ 2 ࠑ ݟ 
అޔ࢓ం޴ ఇకए డ ఈ ఆ࡛ ޷రం ߘంݟ ఇకए డ ࣃࡱڜफ ऒߕफࣆۯ ߩంݟܔ ࡽయࡍदڝࢗ ߘߝ ࡏ फనऒࣆۯ ߘߝ ޙఅం ߘ  ޴
 r1 r2 r ࠪ ޴ఇ ࡹగంࡆఈ ऴప ࠾ࡍమ ޻ఇ ޴నࣄۯ ߘߝ బܽदڒ ߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఇ  ޴బܽद ఇڒ ఆ࡛ ߕ
వङ ڔ फకరణ మࢁऱ ߘߝ ఈ ۨڣࡔऴࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖޑऱ  ޴లం ఉం࠮ రణ߄ࣃ ఒక ࣋ۯ దలݡ࢑ ߘ ߤషࡃݟࡔ ޴ఇ ,࡯
మ࠮ ࠾ࡍలం ऴ߇వపరచబడక߱ࡓ  ޙం޴ ݡछ ఉతओ ߘ ߤఅ ݞږ ࡱ࡮࠮ యޓ फࣃۯ फޒ नܘࡕల߱ ࠼ ߖఅ ࡱހరړ 
ओߦۮ లం݄, ߱లܘࡕन పओۮ ߖఅ ࡱހరړ  ఇకए ޙݟయబۯ ܘࡕలం ߱ల࠮ ࠾ࡍమ ړߖݞ డ ߱లܑࡕషߤ మ࠾ࡍ 
ఇకए డ ߱లܑࡕషߤ ఒ࡮ښ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࣊టڕߕ ߵ ߱లܑࡕషߤ ఎڡ߾ द లߘ ప߅ࢬࡍంచړߖݞ సߘߝ ,޶߱ࡍ 
ఇంڒ ఏ࡯࠻ۯ ߕ޼झ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡍڷ ߖ޳ ߘߝంۨ త࢐ࡏత వࣃफ  ڴवసफపరంࢡతށగ ߘߝ ࡹఈ సమయం ߘ
పࣾࡗం݋ߕ ڴ మ݋ߕ ࠾ࡍ అߖ ఉం۪ߕޔऒ  फ e1 d2 e1࣋ڜߖ࠻࢑ష ߵసం ఈ ࣊టڝ జనంࡆమన ऴప ߗڒ ߘ

ङ޶࢑ తफం࠴ ߕ బܽद మనంڒ ,࡯ంۧ޴నంࠚమనం అ ߖఉంద ڴసࠪంతరం ړ ऒߖޑइऴ ޠ  फ naught e2࣋ۯ 
తߧओ ం۪ߝڕ అవڒశం ޶ࡶ.

అ޴ߝ ఇ వߤ ప ऱ࣒  ఇ ݀ ఇ వߤ ప ऱ࣒  ఇ ݀ ࡅకए ߰ ప࡛ࣇ  తపओ ߤష܊  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ శړ फ ࠴తफం   et 
ङ޶࢑ ङ޶࢑ తफం࠴ వదभ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ , ࣆࡱޘ ڕమన ߖఉంܿంద ݟరప߄इऴతం߯ ఆ ޠ కएࡅ इऴతం ޠ  
పࠪࡍణం శړ फ ࣃంऴదత మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߘߝ పߖހࠪࡍऒ एړࡵ  ంۨనߩओ ङ޶࢑ తफం࠴  ݡ  e 1 ߘߝ इऴతం ޠ
మࡅ ࠾ࡍకए  పࠪࡍణం ࡅకए  చޔరऴࣃలݟܔ ߘంచడ࢐ܽ ,޶ڒ ࠲ ऴ࣒ڒ ట࡛घ  d 2 ߘߝ ంۨࡍڷ 
ۨంޒంచవలࣄ ఉంܿం޴ , శړ फ ࣃంऴదత ޓऴవతڴ వङ క फమޔ࢓ంࡏࠬ ޴ ऴࣅए ߯ ߤ एڕఎ ߤషࡃݟࡔ ࣋۫  వ శړ फ ࣃంऴదత
ఎڕए వ ޓऴవత ఎڕए వ ࢐ङ एڕफ ఎߧ వ శړ फ అం݄ మనం ࡏڷफం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद మనం ۫డ޴ࡃࠓ ఏదߕ࠼ నߕ࠮ 
࢐దనڒ ߖࡹరణం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ .
  ఖࡏऐ  ఫంࣾߤ అޓ ޙ࠼ऴవత ޶࢑ङ కएࡅ इऴతం ޠ  పࠪࡍణం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, అޙ࠼ అ࢑ పߪࡍరకర࠳న 
फࣃࢳ߱ ߘऴతߦ యߖ మనం ࡏڷफం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद ߕ ࣋ए छ ࡛ न ݭ࠵ ఈߤࢗ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  et mod e2 
తపओ ݋ݞ ݞږ ऱࡏࣃݡంࡓ  మࡖకܽ ڒదࡏڷ ࡏࠬ ߖफం۪࡯࢐ڝ.e2 
దగ ߕ   ठర ఉనऒ  ఒక ࢑షయం ఏࠫటం݄, ߘ ߖ޵ంݟ మనం ࡏߝऐ ࡍߖ ఒక ࡏࠬ , ఏࠫటం݄ ޴ߝڕ भషद సమయంࡹ 
ओߩఎలऱ ڕߕ ,޶ڒ ࠲ంచడం ࠪऴతݟܔ ߘऴవతలޓ ݡంࡓ ఆ ޾फంࣆవ ޒంڒ షం ఏࠫߖ ࣋۫ ߘ ߤషࡃݟࡔ కङܔ ݢ  
పదం ఉంܿం޴, అ࠭࠲ ޙ࠼ సమనछ ऒߖ࠻ फࣃۯ ݭంࠪݟ  ऒࣃ తࣾణ ࠭࠲ ࠭  రణ߄ࣃ ߝఅ ࠭ࡶڝࣆޓ ݋ࢲ ߵ
ओߩరణం మనం ఎలऱڒ  ޳ࡶ గంࡆऴప ݋݄  ࡱ ࡽࠋల డڕవ࠾ ޴కం݄ ఇ޶࢑షయం ఎం నࣄవలڝफం۪ࡏڷ ݢ
दࣃ 12 ࡏࠬ ండ࡛ न దగ ठర ޳ࡶ ࠬ ఉనऒ త తరగࡹޔऱ ओ࣊ ۯంߧߖక ࠭࠲ ࡱڴࡆऴప ࡃࠓయۯ  वక दంڒ ࡹంޜޒ 
వङ వహࣃࡍफ ࠭, ఇకए డ 10 ߘం10 14 ݟ పవ࡛ ߘం15 ݟ పవ࡛ వరڕ ߲నఃߕߩङ కएࡅ 14 ݟంߘ 10  ࠼ఉంܼ ࡱ  శړ फړ 
అం݄ ڒంޒ తరంగం 10 ߘంݟ ࣊కࡏࣃ 14 ڕߘऱ శړ फݩ ړలనం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ మన కంܽړ ఆ సओ షदత ޶ࡶ మ࠾ࡍ 
మన కంܽړ ఆ ࡍజࡲङ ష޶ࡶ ߤ, ఇ޴ అߖऒ  ۨऴࡲޑ మన దృࢳदࡹ ఇర࢙ వంޔ వరڜ ڕనޑڷࣃయޔࠋۮ ߖం޴.
కएࡅ ߤన࣒ వ࠳ అం݄ ޴ండవࡓ   శړ फ࠼ߦ ړం݋ వߤ݃ ߤ అ࠳ ޴ߝన࣒ పద޳ࡶ ݡ࠮  పవ࡛ ࣋࡯߱ ޜफ ప14 ޜ޴
దभ సంఖङ߭ ࡮ۧ फ࣋࡯߱ ࡛ڒࡍ బܽदڒ  न ۯయ݇ࠂ ࡃࠓऴڡ߸ڴ ߮ऱ݋ ࠪ వదभ ڒ ޶ࡶబܽद మనం సగܿ ۨऴߖޑऒ  
పओۮ ऒߕޔࠓ ం ࡱࡌ߄࡮࠮ అసంబదमంڴ ఉߕऒ ओߩఅ ,࠼ ऒߗలޑఏࠫటం݄, ఆ ۨऴ ޴ࡃࠓజరగ ݡ ߱ ప࡛ࣇ   ܘ
झߖఇం݃ ڕࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబ࢘ڵݟక ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ  ߖߖ޵ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴఅదనం ࡱܾ
అసంబదम సంకలనం అంܼޓ  ࡏऴవత ߗڒ అ࢑ ఒక ߄ࣃరణ ࠮లం ߘంݟ వۨऐ నటऱޙ࠼ అ࢑ పరసओ ర సంబంధంn 
కڵ࡯ ఉం݄, ఉ޳హరణڕ ऴߦథࠫక ࠮లంࡹ ఏ޴ జߕڵࡍ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ సߝޕࡱ߱ࡍ ఉంܼ࠼ 
, ఈ ऴ࣒ڒ ట࡛घ కएࡅ   ऴప࠙࢐లࡏࠬ ߘ ఈ ఇంట࡛ ࡹ ۫డటం ڜనࣃڵࣃफ కङܔ  ࡯ݞఉం ࡮అ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡏ  
నߘߕ࠮ ۫డగ࠭ޑڷࡱ, త޳छ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭࠲ ࡌ ࠭ అం݄ 
ల వङڒ ంۨన߅సంబం ڕలߕలݩ ࡮ۧ ߘߝ వࡹ߅ సగܿߘ కڵ࡯ ఉండవలࣄ ఉంܿం޴, అޙ࠼ అ޴ ఒక వङ వࡹ߅ 
సగܿڕ సޔ߱ࡍం޴ మ࠾ࡍ ऴపޒ ఒకए .ࣆࡱޘ ړࡍ
 వङ వڕࠬ ߅ సڒ ړߖڴరߖڒऒ  ఇࣆफం޴, అڕࠪ ޴ ఎలऱߩओ ए࣋ ߕ బܽदڒ ࢑షయం నࣄ࡯ޘ ݢ छ ࡛ न ఏࠬ ఉండ޶ et 
ఇకए ߘߝ ߗڒ డ సగܿ ࡏڷफߘ సగం ఇ 1 చదరߩ పऱ࣒  సగం ఇ 2 ࣋ए छ ࡛ न ఇ 1 ࣋ए छ ࡛ न అߖ ఉం۪ߘޑ, నߘऒ  
ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ ఒక  తߩओ  వङ ڔ फకరణ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ न సగం ఇ ఒక ߕࣆऒ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  సగం ఇ ࡓంߕࣆ ݡऒ  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  
ఈ సࠪన ۪కए ࠭࠲  ߕ యడం࢘ ߕఅంచ ߘసమయ సగܿ ࠾ࡍమ ݋ݞ ߤసగܿన ఇ వ ࠾ࡍమ ࠭ޑఉం۪ ߘ
పߖ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇపओ ఈ వङ ښܽ ڔ फకరణߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ఇం ڴߩ޳޳ ࠭࠲ ,࠭ ऱ݇  ఉߕऒ ࠭, మనం wo 
ऱ࡮ందࣄయవలۯ ࢐ङ ޒణࠫڝޒऴ ڴभ޴ڜ   బܽदڒ ,యడంۯ మం࠻
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ऴ࣒ڒ ట࡛घ కएࡅ  ङ࡮࠮  ంకߖߕऒ కङܔ  ం పదం అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ కङܔ బܽद ఈڒ ,ࡏ ం పదం అږߘలం޳ࡶ ڴ 
ऴࡹ ࣒ڒ పۯ ߖయవ۪ऐ  ऴపࡆజߕల ڝసం ఇޓ ޴ऴవతߘ ߭ం۪ޔం࢐ ,޴సफړߖ࢐ ఇޓ ޴ऴవతߕࣆ ߘऒ  ޴फంࣆۯ ړ
ఒకܽ, ఇకए ࡹల࠻࢑ష న࠳లږޒऴప ޴బܽद ఇڒ డ ڒంޒ మڒ ࠾ࡍంޒ ۩కܽࣃޓࡍ޳ ړफ  ޴ంޜڷࡏజ ޻అ ,࠼
మھ ࠾ࡍపओ ङߙ  ట܉ ߤऴగతफڴ ఉండܼڒ ړߖరణం ڒవ۪ऐ  ऴపޒ ఒకए ఇవछ ݋ࡷ ڕߕ ࡐ ంݟ అߖ 
ओߦۮ లڕߘనऒ ओߩ छڵఒక దృ ޴అ ߘఅత ,ߖڕఊࣕం۪ ߖޒంڒ న ఆࣄ࡯ޘ ڕࠬ ݡ షయంڴ 
ఉండږడదڕߘంܿߕऒ छڵఅం݄ ఒక తరంగ దృ ,ݡ షయం ࢐సफړߖ࢐ ऴపజࡱ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపߖڴࡆऒ  ۫డ޶ࡶ 
 cos k te 2 e 2 ݋ݞ ڙ ࣒ڒ ݋ߕ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ 2  ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ݟ న࣒࠳ ఆ࡛ ݋ݞ 0 ݞږ ࡍస ߕ బܽदڒ
ఆ࡛ పऱ࣒ ఉతओ ݋ݞ ࡍ࢐ ܽ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ 2 ࠑ ݟ  ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆޓ ߖफޒ ఇపओ ߘߝ కం݄޶ఎం ߘ  ߖ࢐ܽ ښܽ
ए࣋ ࠾ࡍమ ߘంۧݟܔ छ ऒߕంܿڕࡏڝ ߘߝ బܽदڒ ߘࣃۯ ࡛ ङ࡮࠮ ߖ ݋ݞ ߘ ంకనం ۯయంڒ ݟబܽद ఈ e1 e2
పࠪࡍణం ఏࠫܽ అం݄ ఇ݋ݞ ޴ ఇ 2 0 తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇڕࠬ ޴ ధछ  పదం, e 1 0 ߖڒࡏ޶ఎ ޜలڴతరం ߖ
ఉ޳హరణڕ ఇڕࠪ ޴ మڕߕ ࠾ࡍ ࠭ఖङ  ڴबరంࣄ ࡱހవ߇ऴ ࡹవంܽ సమయం ߤషܑࡕల߱ ߤన పదం  ߮ऱ࠳
ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ అڕߘం݄, ࡓంڒ ݡరހల ڝసం వङ ڔ फకరణߘ ऴ࢐యߕޔࠓऒ  ంۨࡍڷ ߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ
ۨంޒంۧ࡯झ న అవసరం ڒ ޶ࡶబܽद ఈ సమయ సగܿ ࡓంݡ ఖࡏऐ  ఫంࣾనऱ ఉతओ కएࡅ फޒ  సమయ సగܿ తపओ  
మ޶ڒ ࠬࡔ.
 
ऐࡏబܽद ఈ ఖڒ  ఫంࣾߤ ఇకए డ వࣆफం޴ ఈ ࢐దన ఇకए డ వࣆफంڒ ޴బܽद ߘߝ ऴߦథࠫకంࡓ ڴంݡ ఫంࣾనऱ cos 
ఉతओ घࡏ߷ ఒక ړफޒ ङ࡮࠮ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,޶ࡶ వడంࠓऴ࢐య ߘߝ ߖఉంద ࣄవలڒ ࡮ ంకనం ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ 
ङڒܔ ప  ݋ݞ  ޴ఉం ڕߕ బܽदڒ ంܼ࠭ھߘక ߘలޔबࣄࡍంۨన ప߅సంబం ړߖ ऱ࣒  cos k r d t ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ 2 ࠑ 
అߘߝ ޴ߝ ఏ ऴకమం࠳ ݋ݞ ࡹన࣒ ࠳ 2 ࠑన࣒ ఒڴ࠲ అߖ ऴࣃ࢐फ  cos k r d t p ޶ࡶ ߩపܽदం ޴ߝఅ ߘ
ङ࡮࠮ వదभ మనం ݋ం࠼ߦ ంకనం ࣆۯफనऒ ङ޶࢑ ݡంࡓ వదभ ݋ం࠼ߦ  నऒࠚ ࡱޑइऴ ޠ ంڴ ఉంܼ࣒ڒ  ࠼ ఎ ࣒ڒ p 
ప ࠉ న࣒࠳ ఎ ࣒ڒ అం݄ ࠉ ऱ࣒ ఎ ప ࣒ڒ  ऱ࣒ వङ ߝతం అۨࡍపࣆ ڔࡍఅం݄ ࠬ అంద ࠉ  ڔ फకరణߘ ఇߩओ  ࠭࠲ ݡ
ఉపڵࡆం۪ڕంܼ࠭, ఇ࣒ڒ ڕߕ ޴ ఎ ࠉ ࣒ڒ ప ऱ࣒  cos b a sin b ࡏపం ఇదभߦ న࣒࠳ ޴फంࣆఇ ࠉ ߤ࣌ ఎ ߤ࣌ 
ర޶भ ࣃۯफ  ࠭࠲ బܽदڒ ࡏ
ఈ ߷ర࠹ ల పరంڴ ऴ࠻࢐లڕߘంܿߕऒ ऒߖڒరڒ సగం ߘߝ బܽदڒ ࠭  ߰ందߕޔࠓऒ  Lhs ߘ࢐దనల ߘߝ ,ߘ
ऒߕޔࠓంచݟܔ ऒߕޔࠓయ࢘ࣄޓ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ ठङࡏదట ఆ࠴ ߘߝ బܽदڒ ࡱ࢐దన  ߘ  ߘߝ फ࣋ݟܔ ߘల ݋ం࠱
ఏࠫ ߰ందߕޔࠓऒ ఎ ప ࣒ڒ ߘ ऱ࣒ ङ߷  ߖܽ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ఆ࡛ ݋ݞ ڙ ڕߕ ࠉ  క द࡛ ఇవछ ޜ  2 ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޜࠓ
߰ందߕޔࠓऒ छ޳ 2 ߖ ݋ݞ న࣒࠳  ߘ k dot d by 2 k d ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ݋ݞ బܽद 2ڒ ޴फంࣆۯ भ޶ర ࡌ k r t 
అం݄ ߘߝ 
ओߩనࣄ࢘ࣄޓ ߘబంధనలߖ ݡంࡓ ऐۯవ ݡ  పదం మనڕ ࠭ఖङ ం ڒబܽद ఇߘߝ ޴ ߰ం޴నߩओ  ڴణంڷߘఅ ړߖ޵ ݡ
ఉంܿం࠳ ޳ࡶ ݋ݞ ޴న࣒ ఒڴ࠲ మ࠳ ޳ࡶ ݋ݞ ࠾ࡍన࣒ ఒڴ࠲ అࡓ ߝంݡ ప޳ల࢘ࣄޓ ߘయంݟ, k t k t 
అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ర޶भ ࣃۯफ ऒߖఅం݄ అ ࠼  ऴࢢ޻ߦక ఆ߄రపడటం అޔ࢓ం޷  ޴రంڴ అ޴ మనం g o 
झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ న ࢑షయం ڒబܽद ڕߕ చకए వङ ߖ ڔ फకరణ 2 ࠑ ప ऱ࣒  cos d d dk d ߕ ޴ఇ ,޴फంࣆవ ݋ݞ 2 ࠑ 
ఎڡझ  ऴ߭షߤ అం݄ ߖ޵ ߘߝ సమయ సగܿړࡵ ߘए ంۧ࡯, ఇ޴ సమయం తపओ  మߖ޵  ޶ڒ ࠬࡔ సగܿ ఇߩओ  ݡ
झڡదܽ ఎ࠴  ऴ߭షߖ ߤ ۫డంݟ, ఇ޴ ऴ߹ڙछ झߗ छ޳ ڴ࠲పవ࡛  ߯ ఒ  ݭయࡍߨ ڴ࠲ఒ ࠑ  లనం 2 pi 2ݩ ࡌ 2
అޔ࢓నऒ ओߩ ఒక వङ ݡ వࡹ߅ సగܿ ఖࡏऐ  ఫంࣾ޳ࡶ ߤ ఒక వङ వߤ࣌ ࡹ߅ ఫంࣾࢀࢗ ړ0 ߤऱనߩओ   ޴ంޔڷࡏజ ޴ఇ ݡ
ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉం ࡯ڵࠫ ڕߕ ޻అ ,޴ఉం ࡯ڵࠫ పదం ߝఅ ݟ ݋ݞ ڙ ࣒ڒ ࠆࣔ ڕߕ బܽदڒ 0  ڕమన ڴࡍవۨ ݡ
సం వङڝ ऴవతޓ ڔ फకరణ ఉం޴ మޓ ࠾ࡍऴవత ڝసం వङ ڔ फకరణ ޳छ ఏࠫ ఇవछ ࡌ బޔݡం޾ అ޴ 
छ޳ ݭ࠵ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ఇ2 ࣋ए ݭ࠵  छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ఇ 1 ݋ݞ ఇ 2 మࠆࣔ ࠭࠲ ߖߖ޵ ࠾ࡍ ఇ 1 0 e1 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࡗ܋ ݀ ఇ ࠆࣔ  छ फనऒࣆ۫ బܽद మనంڒ ࠭ࢡࡌ ߖఅ ݟ ݋ݞ ࣒ڒ ࠆࣔ ࡛  సࠪۧరం ߯ߧ ݋ం࠼ߦ 
ఎకए డ ఉంڒ ޴బܽद నߘऒ  రంݟ  ఈ ۨऴ࠼ߦ ࠭࠲ ڵࡍޒ ړߖޑం݋ ߯ ఆసړ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ అࣾం ߘంݟ p y y 
అం݄ ఆ సࠪۧరం ఇకए ߘࣃۯ ߘߝ ࡹరం޷ డ ఉం޴ అߝ సࠪۧరం ఇకए డ ఉంࡏࠬ ޴ ऴపజࡱ ۫డగలࡏ 
బܽद ఈ పదం అకएڒ డ ڕࡶం݄ ࠬࡏ చޔరऴసంݞږ ޶ڒ ܿߦ ޜ ఏకޓ ޒࡎऴవతߘ ߰ంࡏޑ޶ ࣋ए छ ࡛ न ࠬࡏ e2 
ఒక ߠ࠵ऴڝమܽڡ ߮ऱߘ ࢟࢘ ߤ పంߕޔߩऒ  అం݄ ఏࠫܽ k d ݋ݞ బܽद ఈڒ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ޴అ ,ࡏ
झߤद࣊ݟ ޳ࡶ కࢗ  द࡛  అࣾం ࢗంట ఉందࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ࠬڕ ఆ࡮औ  y k d ݋ݞ ࢐లం݄ ఈڒ ݋ࡔ ܼࠊ ޳ࡶ 
छࡌప ࡏయగలۯ ࡏࠬ తపओ ޴ఇ ޶ࡶ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ߤ࣌ ߖߖ޵ ߘߝ ఆ࡮औ  అࣃࡱߧ ߖफ  kd ߤ࣌ ࡏࠬ ޳ࡶ ߘ
ఉండవ۪ऐ ࣄऴ࢐ ߖఅ ܼࠊ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ   ఏࣃࡱߧ ߕ޼फ తపओ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘ  మࡖకܽ ޶ڒ మߤ࣌ ࠾ࡍ kd 
ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤܼ ߩ޳޳   వࡵ ఉంܿం޴ మڕࠪ ࠾ࡍ వۨऐ ంߤ࣌  ޴ ఆ࡮औ సం ఒక వङڝ  ڔ फకరణ మ࠾ࡍ అࠑ ޴ y 

తపओ  మࡖకܽ ڒదࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ݟబܽद దయࡏڷ ࣄۯफం۪ڝంݟ అ޴ߝ లంబ ޷రం ऀޒజ సࠪంతర ti y d 
औ࡮ఆ ߤ࣌ రం޷  అߤܼ ޴ߝ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤܼ నݟంచబڵ࠙ ޜ బܽदڒ సࠪనం ޜ  అ޻ మనం మ࠾ࡍy d ha  ve 
ఇߕ ޴ వङ ڔ फకరణ ڒబܽद ߘߝ ఇߩओ కएࡅ ݡ కएࡅ ऴవతޓ ڴ߅࢑  వङ ޴ޔ  ڔ फకరణߘ ߰ంߘ޳, ఇࡓ ޴ంࣄ ݡबర࠳న y 
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పࡱ޳ సగం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ए࣋ 0 ݟంߘ ࠆࣔ  छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ݋ݞ 0 ࠭࠲ ఇ 2ݞږ ߖ e 1 0 e 
వ0  ࠭ࣃ࢘࡯޴ మ࠾ࡍ బࣗڒ 2 ࢡరకం ఉం޴ ఎం޶కం݄ ఇ2 ޴ ఇ 1 ݋ݞ ఇ 2 ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ 1 ߘం2 ړ2 ݟ 
ऒߖڒరڒ  సరఫࣃۯ ࡌफ ऒߕޔࠓయۯ ࡌసరఫ ࠭࠲ ޻అ ,ߘ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ ࡍߪ ߕ ޴అ ݡ फ వङ ڔ फకరణ ڒబܽद ࠬࡏ 
తపओ ఇ ࣋ए ڴࡍసߖ छ ࡛ न అ޻ ఇం݃ߖझ ܾ ప ऱ࣒ झߖఉం݄ ఇం݃ ݋ݞ  ܾ ఒ࡮ښ ఉంܿంڝ ߗڒ ޴ణం ݋ݞ e1 e2 cos k 
నऒࠚ ړܼޓ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇށڷ ޜ ߖ ޴ంڒ ۯऱ࢘ࡕݥ ڡࣄషߤ.e 1 0 dot e 2 0 cos kdy d
 
ఇకए ߘߝ ࠾ࡍమ ࡹࡎయޣ ࢟࢘ డ ࡏߝऐ నऒڕ ऒߖڜ ޴ కङܔ ޜలڴరణ తరం߄ࣃ   ऴపߖڴࡆऒ ࢩ࢑  ऱࢳంచడం ࠪऴత࠲ 
 ޶ڒ
కङܔ ޜలڴతరం ޒంڒ ,  ऴపߖڴࡆऒ  ఎࢩ࢑ ࡮ ऱࢳంۧࡹ మ࠾ࡍ అర बం ڝࣆۯవడం ࠪࢗ ߖܽ࢒ , ࣆࡱޘ ڕక द࡛  
తరంࡱڴ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕఉ ࡱࡰ޴బ ړߖ࢐సफ࢐ , ࡏ కࢗ అ࢑ ࠼ द࡛  ࢐࢟  అ޶࢑ ࢑ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑలߘ 
కڵ࡯ ఉనऒ ఉనऒ ڵ࡯క ߘలޑइऴ ݡంࡓ  ం޶న ఇߩओ ࢩ࢑ న࡯ڵࠫ ݡ ऱషణ ࠬ࡯࠻ۯ ࡏझ ంద࡮ऱ ڵࠪ ޳ࡶ ࠪߖࠫ  णࠪ  
 ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ޶ࡶ అవసరం ڴజంߖ ޴కం݄ ఇ޶లభం ఎంࣆ ࡮ۧ నడంھߘక ߘలޔबࣄࡍసం పڝ
ऴ࢐యࠓవడం ޶ࡶ.
छ޳ ࠪ   छ޳ ࡏࠬ ࡌ కएࡅ 2 ࡌ पࡌߪ  ంకం ڷణڒరం అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  అ޴ గࡍషदంڴ ఉంܿందࡏࠬ ߖ kdy pi 
फࣃۯ ݭంࠪݟ  ,ࡏ
ఎం޶కం݄ గࡍషदం2 0 ڴ వదभ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత అ޴ߝ వదभ కߖషदంڴ ఉంܿం޴.cos pi cos pi 3 pi 
 ఇࡱ࢑ ޴వ ࠳న࣒ 1ڕࣆޓ ߖంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޳ ޴छ छ޳ 2 ࡌ ओߩన࠼రం అڒణڷ ࡌ  pi ߖ0 ޴అ ݡ
फࣇࡏࠪ ࡮ఎ ߖ ࠬ ࡏࠬ ,޴ంܿంڕࣆޓ  ఉంܼࡏ అ߯ߖ޳ߝ ఆ߄రపࡏࠬ ,ݟ తపओ ऐࡏఖ ࠬ ڴࡍసߖ  ఫంࣾߤ y
ऐࡏࠪ ߘవࡱ࢑ .ࡏం݀ ఉంܼڕ
ऒߕޔࠓంచ࡯తర ࡮ఎ ࠭࠲ బܽदڒ  ం అ߯ߖ޳ߝ ఆ߄రపࡏࠬ ݟ గࡍషदంڴ ఇ 1 0 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ 2 ࣄ  छ ࡛ 0 ࣋ए छ ࡛ 
 ప ऱ࣒  ఈ ڒछ ంܾܽ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद మనం ࢇࢗऱ ޓऴవత కం݄ ۧࡓ ࡮ ऱܿ ఎڕए వ ఉంܿం޴.
 కھߘనࣆ۫ ߘࠪߖࠫ ࡏࠬ ޳ࡶ ړߖݞफనऒ టऱޙ࠼  ఈ ݋ݞ ఈ ࡓంݡ ప޳ల ߘంݟ వۯऐ  e 1 0 e 2 0 
సహߖࡌڒऒ  ఖۨऐ తంڴ ర޶भ ࣆۯफం޴ , ఇ޴ ऴށࠪߦక ࢩ࢑ ऱషణ, ࡓ ߕ ߗڒంߕࣆ ݡऒ  ఉం݄ e 1 0 e ڴసࠪంతరం ړ
ࠪऴత࠲ ఇߩओ ۪  ߘయగలۯ ऱ߮ ߘߝ ݡ द݀  ߱లܑࡕషޜ ߤ ߱లܑࡕషޜ ߤ ఆڝݡంڒ ݟబܽद ఇ  ݋ݞ ఇ 1 0 2 0 
అ޴ߝ ఇ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऒڵࠪ  ङ݀ కङܔ కށࠪߦऴ ޴ߝసࠪంతరం అ ݭ  ߖޒबࣄ 
ओߩఇ ,޴फంࣆۨࣇ ऒߖڴࡆऴప ޴ంړఈ ऴ ߘߝ ݡ ऒߖڴࡆంܽ ऴప࡮అ ࠾ࡍమ ݟంڝߘనࢡۯ   ఎ࠻ۯ ࡮లߖ޳ ߝ 
.࠭ޑ޶ంۮ ళన޾ంۨ మనం ఆంࡍڷ
  ఇకए డ ۩࡯క ఉంڕߕ ޴ ఇకए డ ۩࡯క ఉంߘߝ ,޴ మࢁऱ అޒశړࡆ फ ࣆۯफߕऒ ओߩఇ ࠾ࡍమ ߘ ఇకए ࡱހరړ ݡ డڕ 
వࣆफߕऒ యߖ అڕߘం޳ం, ߘߝ ఏࠫ ࣃۯफ ऒߖߕ࢑ࠪ వణ߇ऴ ࠬ ߘߝ అం݄ ߘ ओ߮ޒ   ఒక ڒంऴܼపलߘ ߤ ఉం۪ߘޑ, 
ఇకए ߘߝ డ ఒక ڒంऴܼపलߘ ߤ ఉం۪޳ࡶ ߘޑ ఇంߩۮ ڴࠈ ڒओ ఇకए ޒంڒ  ం޳ంڕ డ అߤ ߱ లڴ ܘࡕ వ फ࣎ ం޴ 
ఇߩओ  ޴అ ,ߘޑఉం۪ ߘ జ࡛ࡕల߱ ߘߝ ݡ
ङ޶࢑ ߕ ऒߖޑइऴ ޠ  ఈ ޴శࡹ ऴ࢒߇కࣆࡍफందۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇకए డ అ޴ ऴ࣒ڒ ߱లۯ ܘࡕయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ 
ఇకए డ ޶࢑ ߕङ ओߩఇ ޴ఉంܿం ڴదमంࡏ࢑ इऴతం ޠ ,ం޳ంڕߘనࢡۯ ߘߝ ߖవࡶ ڴసࠪంతరం ࡱހవ߇ऴ ݡంࡓ ݡ
అ࢐ ࢑సफړߖ࢐ వङ ऒߕఉ ڴక సࠪంతరంࡔޒ ڡऴ߱డ ࣒ڒబܽद ऴڒ ࠼ द పړߖ޳ ఇߩओ  ఇ 2 0 ݋ݞ 0 ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
ओߩఅం݄ ఇ ޴ంޔ࢓ణం అࠪࡍన࣒ ఇ 1 0 ఇ 2 0 ప࠳ ݞږ ఏࠫܽ పऱ࣒ ޴అ ݡ  పߖ޳ऒ  ߰ం޻ బ࠳ ߘߝ ࡱ޶న࣒ 
పߖ޳ऒ  ߰ంߕޔ޶ऒ ఎకए ڴషदంࡍऴవత గޓ బܽदڒ ߘ డ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद  
ఆ ࢐దన ࠳న࣒ 1 అޓ ޙ࠼ऴవత గࡍషदంڴ గࡍషदంڴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఈ ࠳న࣒ 1 ఈ ࠳న࣒ 1ߖ ర޶भ ࣆۯफం޴ 
ओߩఅ ޳ంࣄۯ ࡮అ  ޙ࠼అ ߘߝ బܽदڒ फనऒࣆవ ݟంߘ ޒంڒ ߘߝ ݡ  ఒక దృڵछ షߖ࠻ऒ ऒߕफࣆ۫  నࣆࡱޘ ڕߕ ߖ
झڡࣕ బܽदڒ ࡍߦ ݭڴ ޴  दకࡽ అߝ ఈ కߖހऒ  కھߘనऒ  ࢑షయం ࠬరందߝ࢑ ࡐ ఉంܼڒ ࡏబܽद ࠬࢀࢗ ࡏऱ ޓऴవ࠳న 
ऴపڴࡆతघ తघڴࡆऴప ޙڵݟఅ ߖݟڕ క࠳నޔࠋۮ ڕࠬ ޴ం޴  ఇకए డ ۫డంۃࣕ ߘߝ ݟझ  ڕߕ ޾ڒ ߘࢡ۫ ߖ 
छڵదృ ڴజంߖ ޴ఇ ,޶య࡯ޘ షయం అߖ ࠫమघ ऒ࡯ ओߧఒ ࡏࠬ  ం۪ڝవࡏࠬ ړߖݞ ऴపޒ ఒకए  ఆࣄफߖ అధङ యనం 
కङܔ ࡏࠬ ,࡯࠻ۯ ం ߦటߘ 
ओߩనࣄ۫ फనऒࣆవ ݟంߘ గంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋవ డ࠾ జంߖ ࡮ۧ ޴ఇ ݡ తపओ ޴ంۨన߅సంబం ړޒంڒ ޴ఇ ,޴  n 
మࡖకܽ ڒక߱వ۪ऐ ఇపओ ޴ఇ ߗڒ , छࢡ࢑ ڔܽ  ࠾ࡍమ ޻ప޻ప ڕवసफం మనࢡకޒࠥ ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ړߖࣃ
ࡍߪ ంۨన߅ࠓ ऱࡏࣃ࡮ۧ फ ऴపదరज న ࢑షయం ޶ڒ, ఎం޶కం݄ మనం ఆ ఊహࣃۯ ߘफ ࠭.
एڕۨ ࡏࠬ  ऒߕఉ ࡱక ఆపదߝఅ ࡃ߱ڕ ओߩమనం ఇ ,࠼ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ంۧ࠭ࠚరంߦవడం ऴڝݡఆ ݡ  ,ߘ
फࣃ۫ ऱࢁమ ߖ ݋ऱࣄ ࡽࠋఈ డ ߘߝ ఇకए ߘߝ ,ߘ డ ఒక ߖ࡮࠮ऒ  ऴߦరంࠚంۧߘ, అ޴ ऴ߇వపరచబడڒ ߖంߖޒ ఉతओ फޒ
 అ࢑ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ऴపۧరం  ߘޑఉం۪ ߘలހవ߇ऴ ݡంࡓ ۯంࡍऴపస ߘలހరړ ޒంڒ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ
సछ ߘలހవ߇ऴ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ࠼ޑ߱ݟర߯ పޘ తంऴతంڴ సమࡶఖనం ࣄۯ సछ తంऴతంޒ ڴపओ వ۪ऐ , త޳छ  ࡌ
అ࢑ ఒ޴ ښశࡹ ऴ߇వߖހऒ  ఉతओ ऒߕࣆ ݡంࡓ బܽद ఇڒ ࢓యగలۯ फޒ ऒߕࣆ ړ  సࠪంతరంۯ ݞږ ڴయవ۪ऐ  ޳ࡶ 
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అߕࣆ ࢑ऒ ऒߕࣆ ݞږ ړ వङ ړ యవ۪ऐۯ ڴక సࠪంతరంࡔޒ .
ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒ ఇ࠳  నపओ࠳ఏ ߖ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ߘߝ , एړߟ ߘశ޴ ڔܽ పओۮ  ऒߕफࣆऴ࢐ ړߖݞ  ښఒ కం݄ అ࢑޶ఎం ߘ
फనऒࣆవ ݟంߘ లం࠮ ం޶న ࣄऱࢗ ݋డࡱओ  అޔ࢓ంޓ  ޴ऴవత ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿం࠮ ޳ࡶ ޴డవ ఎంߧక 0 s ame 
 శ e20޴ ऴపۧర ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڴలంబం అ࢑ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ0 ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݞږ ݋ݞ
అࡹ࢐ܽ , ޙ࠼ ఒకܽ లంబంڴ ఒక ޴శࡹ ఉంܿం࢑ࠪ ޴నం లంబంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఇతర ޶࢑ङ  इऴతం ޠ
సڴࡍठ వङ ओߩఇ ࡹ࢑ࠪనం ޻అ ߗڒ ,޴ఉంܿం ࡹశ޴ కࡔޒ కङܔ ࡏࠬ ݡ ం న߯ߕ࠮ మనం ڵ࠭ ߝڕࣆޓంࡱߩ 
కङܔ ం పࣄࡍबޔలࣃࡏࠪ ߘफ ऒߕࣆ ఒక ࠾ࡍబܽद మڒ ࠼ ऒߕࣆ ݡంࡓ ఇ ڴసࠪంతరం ړ  ऴށࠪߦక పࣄࡍबࡱޔ 
సవࡍంచబడ࠼ޑ.

కएࡅ కएࡅ ࠪߖࠫ ల వదभ 2܉ށڷ ݭ࠵   సڷ ࡍణڒల వదभ ऴށࠪߦక పࣄࡍबࡱޔ ఏࠫܽ , 22  0 ړ pi pi e 
ऴపޒసࠪంతరంݞږ ڴ ఉం݄, ఇߩओ ڵࠪ ݡ णࠪ  మ࠾ࡍ కߖషद పࣄࡍब࠼ޑࡏࠪ ࡱޔ, అ޻ జరగޜࠓం޴ మ࠾ࡍ  
झࡏڝ అదృశङ ڴफࡍߪ ߕ࠮న ݞږ ఉం݄ ڴలంబం 0 ړ  మޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇతర ࠪటలࡹ ऴށࠪߦక డࣄ ࡽࠋऱ݋e20
కङܔ ం అధङ యనం ߩ޳޳ మరణం వరڜ ڕటदబݟన ऴపࡆగం ࢐సफړߖ࢐ 
కएࡅ ޒంڒ  అదనߩ లࣾހలߘ అߝछ ऒߖࢡڒఅవ ڕࠪ ړߖݞంచࢳ  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అవసరం అߖ దయࣄۯ 
 ݟంڝफం۪ࡏڷ
ࠂ ࠭࠲ , ఎ݇ࡵवړ दڡ ऴప࠙వం ࠵ ࡛ࠓ ޳ࡶడࣄۯ ࡽనߩओ ఒకए ޒऴప ࡹఈ ऴపకటనల ݡ बࡌఅ ࡔ࢘ ܽ ऒߖ  
߰ందߕޔࠓऒ ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕࠪ ల߯ ऴశదम ۫పడం࠻࢑ష ఈ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ం ڒబܽद ࠬࡏ ࠬ తరగޒ గࢀࢗ ړ޴ऱ ఏࠫ
ङ߄ߦఉ ࠬ ߖయమۯ గంࡆఒక ऴప ࣄۯదయ , ࡯࠻ۯ యవచऐۯ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ݟఅడగం ߖݟ࠾  ޳ࡶ ߖ
వۨऐ ړఐఐܽ ݟళऱంࢗ ڕలࢡࡿక ߖࡹసࠬపం ࠬ ޙక߱ࡶయۯ ࡏࠬ , అۯ ࡮యమߖࡍ࢐ ߖ అడగంݟ మ࠾ࡍ అ޴ 
అంత ڛ࡯ޙన ࢑షయం ڒదࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  ,ࡏ
ఎం޶కం݄ అ޴ ఎంڕ޶ అం݄ ఈ ޷రం అ޴ߝ ࣊ంܾࠬట࡛ ࡹ ۨనऒ నऒࠚ  ం మ࠾ࡍ అ޴ జరగ޶  ߱లࡕజ࡛ d 
 ,ߖన ప࠳లభࣆ ڕࠬ ఉంచడం ߖ జ࡛ࡷఎన ޳ࡶ
త޳छ औߖڒ ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ࡱڴࡆఈ ऴప ࡌ గࡔషۯ ࡹ ߤయక߱వړߖݞ ఒక ڒరణం ڒవ۪ऐ .
దశ వङ ,޶ڒ ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ޴ఇ ,ݟడం۫ ݇ࠫ࠲రణڒ ړߖ࠻ࡌऱ, అంతࢀࢗ ڕకߘࢗ ,ంۨۨࡹం ఆۮంڜ ࡏࠬ   ङޑ సం 
ఉనऒ ం޶న, ఈ దశ వङ ङޑ సం ࠪర ठం ޜݞޙ ఉతओ  ޴ంޔ࢓फ అޒ
ఉతओ ߕڽ࡮ఎ ࡏࠬ బܽदڒ రठ వङࠪ ߖరపడ߄ల߯ ఆ ݋ऱࣄ ݡంࡓ  ޙڵ࡯యగۯ फޒ ङޑ సం, ࠭࠲ ࠪ పࣃ ,࠭ࣃۯ ߖघ ࡛ द 
ऴపڴࡆతघ ఇకए ,ࡏࣃۯ ࡏ࠻త ߘట࡛ లࠬࡗ߾ ంܽ ఇంట࡛࡮అ ړߖ࢐సफ࢐ ࡱڕ డ ࢑షڴࠈ ࡮ۧ ࡱ࠻ 
లझګ࠳ దमࣄऴప ࡮ۧ ఒకܽ ࡹ࢐ܽ ࠼ޑంచబడޒయంऴߖ పओھ బܽद ఈڒ ట࡛ࠬࡗ߾ ఇంట࡛ ߤ  ऴపڴࡆతघ  ݡڕ
࢐సफڜ ړߖ࢐లవగݡڴ࡯.
 అߦర࠳న ఖۨऐ తతछ ంڒ ޜంޒ ࢘గం మ࠾ࡍ అతߘ ఈథ࡛ ڕ సంబం߅ంۨ ࠝࠫ ࡅకए ऒߖڴ࢘   ߘ ߤషࠫ ۯ࡯ڜ 
పओھ ఒక ޴ఇ ,޶ڒ ࠲పటदడۯ పओھ   ऴపࡆగం, ఇࢥ ޴నङ  ఫ࡯తం మࡏࠪ ࡹߖ޳ ࠾ࡍओ  ఉంڙࠪ ߖߖ޵ ,޴झ ండ࡛ 
ఇంట࡛ ࠬࡗ߾ట࡛ అࣃࡱߧ ߖफ .ࡏ
 
తపओ ࡏࠬ వङ ࡮ݦఉం ڴరం޷ ࡮ۧ ࡱޔۯ ఏࠫటం݄, ఈ ߭దभ ޴࣋ۯ ڴࡍసߖ వసबߘ ࠪరऐ డం.
ఉంచవ۪ऐ ߘ జ࡛ࡕల߱ ړߖ܉ߖ  ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ  డ ۫ߧంۧలڕߘంܿనऒ  బܽदڒ వణత߇ంగ ऴ࡯ షदࡍగ ޴ఇ ޴
ల వङ ࠹జߧऴ ࡏࠬ వసबߘ కڵ࡯ ఉߕऒ రࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  ࡏ
బܽद ఇకएڒ డ ఒక ڒంߩ ޒంజం ఉం޴, ఇకए డ ఒక ࣄ ࠹ࠊओ ଊట࡛ ఉం޴ అంࡹ޶ సగం ఇకए డޔࢂࢗ ڕం޴ అ޴ 
అకए డޔࢂࢗ ڕం޴, అ޴ ऴపࠉޒంࣆࠉफం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ऴపࠉޒంࠉంۯ నࣃ۫ ߘߕ࠮फ  ݡంࡓ ࡏ࢐ కం݄޶ఎం ࡏ
छࡔ࢘ ठࡌࠪ ࡏ ऱࡹ  ऴపށ࠻ంۧࡏ, ఎం޶కం݄ ࠪరठంݞޙ ࡹ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ࠪరठంݞޙ ࡹ ఉంܿం޴ 
ఎం޶కం݄ ఒక దశ వङ ङޑ సం ఉంܿం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫డ޴ࡃࠓ అ࣒ڒ ޻ ࣋ए छ द࡮ݥ ࡛ ए࣋ ߤ࣌ 2 ࠑ ࠀ  छ द࡮ݥ ࡛  
క݃ݟ ࠬ ࡏࠬ బܽदڒ  ࠑ ࠀ द࡛ ߱ ప࡛ࣇ ߘలڴతరం ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏఉంۧ ߖ  ओߩనࣄۯ ܘ ఈ తరంగం 2 ݡ
ఇకए డڕ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డڕ వۯऐ  తరంగం మ࠾ࡍ ࠪరठ ߘݞޙ సృࢳदంచࡏࠬ ړߖݞ ఏࠫ ࣃۯफ  ޴ఇ  ࡏ
రऐࠪ ߘ࢓డ߰ ࠼ۯ ߖߖ޳ఒక ࡹߖ޳ఒక ࡹలߘప ݡంࡓ ࡃࠓయۯ ࡏࠬ ޳ࡶ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ యంݟࠬ ంݟ 
మܔ ࡏࠬ ࠾ࡍకङ ం నڝ ߕ࠮సం అࡏޑڷݡ ఇߩओ దभ వङ߭ ࡮ۧ ޴ఇ ݡ వసब మڒ ࠾ࡍబܽद ఇߩओ  ࠬ ࡏࠬ ݡ
ఎనࡷజ࡛ ߖ ఉంచవ۪ऐ .

ࠬ ߱లࡕజ࡛ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ߮ప࡛ ࡹ ݋ࢴ సࠪంతర ࣃद ండ࡛ न కంݟష࠻ ߤంܾపరࡽࡵ అߖ ఊࣕంۨన࢑  t 
వङ కङܔ ࠾ࡍమ ࡏంచగలࡍక࢒ధృ ࡏࠬ ߖఅ ޒबࣄ కࡔޒ ం నߕ࠮ సڴࡍठ అదృశङ మޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ࡮ۧ ޴ ఇܾవల 
ధృ࢒కࡍంచబݟన ࢑షయం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉߕऒ ఇకए ࡱޑ࡯ఫ  ࠼ డ ఉతओ కङܔ నݟయబۯ फޒ  నړ ࡮ۧ ߕ࠮ ऱషदంڴ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ చࡍऐ ంచడం ࠪ పړ߅ࡍ ࠫంۨనڒ ޴బܽद ߘߝ ࠫమघ ऒ࡯  అడగగڵ࡯నదం܉ ߖ࢐ܽ ޑऴగతफڴ 
ప࡯ࢣࡍంۨ , ܔకङ  నݞޙ ࡹߕ࠮ ఉందߖ ۫డటం ఇ߄ࣃ ޴రణ ߖڒऔ గࡔషߤ అ࠼నߩओ  కܽڜߖ޳ఒక ݢంࡓ ݡ
సࠪంతరంڴ ఉߕऒ फޑకܽ వృڜߖ޳ఒక ߘఆ అం۪ల ࡏࠬ ,࠼ फࣃ۫ ߘర అం۪లڒ  ࡱڶऴݟ 45 ߖߖ޳ ,ࡏ
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ओߩనࣄۯ ऒߕޔࠓయۯ ࡏࠬ ޻అ ,ࡏޑ޶ం߰ ߘఖలࡔ న సరళ࠳అంద ࡏࠬ ݡ  ࡱڶऴݟ 90 ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡏ
ओߩనࣄۯ फࣃ۫ ߖߖ޳ ࡏࠬ ݡ నऒࠚ ڴफࡍߪ ߩ޳޳  ࡏ నऒࠚ ڴफࡍߪ ߕ࠮న న࠳ ంڴ ఉంܿం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 45 
ఉతओ ߖ ڴࡏߝ ऱࢁమ ࡱڶऴݟ ऒߕޔࠓయۯ फޒ l ࠹సदࣄ జ࡛ࡷజ࡛ ఎనࡕల߱ ߘߝ ࡹగంࡆబܽद ఈ ऴపڒ  ࠼ ens 
మߘߝ ࠾ࡍ ऴࣄ࢐న సࠬకరހల మధङ  సڴࡍठ ఏࠫ జޜڷࡏం޾ సڴࡍठ స߱ࡍల޶ࡶ, ఎం޶కం݄ నࡱߕ࠮ 
నऒࠚ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠬࡏ కߗసం ݋ݞ ఉతओ ऒߖࣆ ړ फ పదంޒ తతछ ం ఉనऒ ऱܿ ۫డవ۪ऐ .e1

ऐࡏߝ ࠭࠲ బܽदڒ  నऒڕ జరऒ ߤకࡍ࠱అ ޴ఠం ఏࠫܽ, ఇߦ  झڡ܊߸ ࠆఆ ࡽ e2   ࠭࠲ ,తంڵڒ న ఒకݟంచబࡍऴప۪ ࡹ 
ऒߖఅ ڕࠬ फࣃ޴అం ߘచనలࣇ  ࠭, ఇకए డ ڕࠬ ࠭࠲ అం޴ంۯ అߘబంధ ࡍܾ࠱యߘ ࡽ కڵ࡯ ఉంܿందߖ 
ఆࣆࢢफߕऒ ࠭.
 
మనం ఖۨऐ తంࣃۯ ڴफ ం అం݄ ޶࢑ङ దయࣃए ంత ړ࢑రణం ࡅకए  తరంగ ޳ࣄम ంతం మ࠾ࡍ ऴపޙङ  ࡮ۧ ޒంڒ ంۨړ
ఘన࠳న ޶ߕߩల߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ అߝ మన నమघ కంࡹ మనం ࣆరऀతంڴ 
ఉండగల࠭.
 ऴ߇వణత߯ ఖۨऐ తంڒ ڴంߖޒ ఏ ࢑ధంߙڴ అర बం ࡶڝࣆۯమࣆۨࣇ ߖफంߤࣔ  ޴ ఏࠫ ఒక అలߗڒ ڴ ఇపओ  ڔܽ
మనం ऴపڴࡆలߘ ఎࡗ޶ए ऒߕޔࠓ ࠭ , అߖ ޴జం ޶ڒ అ߮ۮ ߖओ  ऴపࡱڴࡆ అంతڕ ࠫంۨన࢑ ఉߕऒ  ࠼
మ࠾ࡍ
 అంࣄ࡯ޘ ڴࠈ ߘߝ ښ޶న ࢑ష࠻ల࢑ ߘవࡍంచ࡮ۧ ړߖݞ సమయం ۨࢗऐ ంచܼڒ ړߖరణం ఇߩओ  మనం ఏࠫ ݡ
ళࢗ ంۨࠫ ړ࢐ܽ నࣄ࡯ޘ ڴࠈ  ࡹ࠻ۯ ऱంڒ ݟబܽद ऴపڴࡆలޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ڒబܽद ࠭ڵంߩ ఇపओ పओۮ ښܽ బݟం޴, 
అ߯ࠪߖࠫ ޙ࠼ పࣄࡍबޔలߘ ࠪరऐ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ గࡍషद శړ फ ఇ ࣋ए छ  ޴అ , ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ڕ ࡛
త޶పࡍ షరޔ ఎం޶కం݄ ࠬޕࡏࠪ ࡏ ఉంܼࡏ  అం۪ల ࡅకए ࢐ङ ޳ࡶ ऴవతޓ   ߖޒबࣄ షदࡍగ ݞږ फߧ
ఖۨऐ ޴అ ,޴ఉంܿం ڴశవంతంڒऴప ڴऴవంޓ ఎంత ߗڒ ޶రࠪ ڴషदంߖక ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡏࠪ తంڴ ఇ ࣋ए छ ࡛ 
म޳ࣄ తరంగ ޒంڒ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݟరప߄వ߯ ఆࡱ࢑ ంతం ࣆరऀత࠳న ऴపڴࡆతघ క ޶ߕߩల߯ ఆ߄రపݟ 
ఉంܿం޴.
 ఇߩओ ࠂ మనం ݡ ఎ݇ࡵवړ दڡ ఎڡ߾ द ړ వ ऐۧ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ݅ࡹ ߤࡷ ࠹ ऴపڴࡆలࡹ ఎ࡮ంܽ ప۲ܿ ࡱࠪހࡍ 
ऒߕڕࣆۯ ࡍߖ ࡆ भషद ڒలऴకమం ఇవछ డం మంۨ޴ 
 ړߖ܉ߖ
ࠬ 12వ తరగߩ ޒసफకం ߘంߕڕࣆޓ ߘߝ ݟऒ మघࠫ ܌ࡗ ఈ ,ߘ ऒ࡯  వࣃ࢘࡯޴फ ऒߘన ߖఅ ߘ  చదవߖవछ ంݟ, త޳छ  ࡌ
త޶పࡍ ఉపߕङ సం ߘంߖ ߘߝ ݟజంڴ ऴపࡆగం మ࠾ࡍ ఐࣅ ߤदࡅ ߤకए  ࢑వరణߘ చࡍऐ ంచడం ऴߦరంࠚంచగలߘ 
࡛ࣛ  బܽदڒ द૽  కھߘనऒ  సంవతझ రం ࠂ ఎ݇ࡵवړ दڡ ఉ޳ठ ర ࠪڡझ ఆ 1887 ݟంచంࡍసߘఅ ߘలހసࠬకర ࡽࢗ 
సమయంߝࡹ ऴࡏࢡ࢐ మޢ ࡹ ࠾ࡍమझ ऒߕھߘక ߘ ߤदڒఎలव ߤ 1897 ߘ ݋ట࡛ ߮ऱࣄߦڙ ఒక ߘఅత ࠾ࡍమ ݡ jj 
ఉంۧݡ మ࢑ ࠾ࡍइపణݡࣃ۫ ߘ మ࠾ࡍ అ࢑ ऴపږޒలం۸࡛ ڴ ण ۯయబడޑయࡌߖ ߖम द૽࡛ࣛ ࡏంۧࡍ  ऴపࡆగం
శऐߖ ޳ࡶ म޴ࢤ ࡮ۧ తघ࠻ క࠳న1888 ߗڒ ,޶ڒ ޴ మ1902 ࠾ࡍ మధङ  హڡ࢐࡮ మ࡛ߕࡵ ࠾ࡍन ఒక ऴߖށࢩ 
ऴపదࡍज ంۧࡏ.
అధङ ޻ం࠭ڕఇంత ߘߝ  యనం ࡹ1905 1905 ,ࣄۯ వۨऐ న ఆ߮ సం࠙వङ త మ࠾ࡍ ऴ߹ڙछ झߗ  మధङ  ऴపࣄదम సరళ 
ऴపవర फనߘ ऴప࠼ࢡ۫ ࡱڴࡆ, ఆ తࡌछ త 1905 1905ࡹ ఐߗझ ଀ھ ݡ࠮ ߤపओ  పऴޑలߘ ऴࣄ࢐నం޶న ఆన࣒ 
ङڕࡌࠫ ޴ ࣒࡯ࠉࡌࠫ ల࣒ ఇయ࡛ అࣃࡱߧ ߖफ .ࡏ
झߗబܽद ఐڒ ఒకܽ ࡹ࢐ܽ   ଀ߤ తన ޳ࣄम ంߖޑऒ  పరంڴ అం޴ంۧߘܼࠂ ݡऱ మ࡯ࠫ ࡹ1915 ࠾ࡍऱߤڒ ఈ ऴపߖڴࡆऒ  
అߦర࠳న ఖۨऐ తతछ ంߩ ޜనࡌవృతం ࠼ࢡۯ మ࢐ ࠾ࡍసफߦ ړߖ࢐ऱ ంࡅ ڡకए ऒߖڒంࡌबࣄ   సछ తంऴత పదमࡹޒ 
రߖ प࠼ంۧڒ ,࠼బܽद ߘߝ ఈ ࡍߖ भషद ࠼ߦం݋ వదभ ఆࣃ࢘ߧफ  ޙ࠼అ ,ߘ
ओߧۮ ߤऱక࡯ࠫ ࡹ1915 నߩ ߘߝ ߖߖ޳నࡌవృతం ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ .ߘ
 ࠫసद࡛  ఐࣅ ߤद޳ࣄ ߤम ంړߖޑ మ࠾ࡍ మనం ऴపڴࡆతघ కంࣄ۫ ڴన ړ࢐ܽ మధङ పओھ   ఒపओ ందం ఉనऒ పओ  ݇ࠂ ڔܽ
ఎࡵवړ दڡ ఎڡ߾ द ߖ నమघ డం అࣃధङ ం ఎం޶కం݄ అ޴ ఒక ޳ࣄम ంతం ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠪ అవڴహనࡏ࢑ ڕదमం 
మ࡯࠻ۯ ࡏࠬ ࡹ1951 ࠾ࡍझ ంద࡮ऱ మధङ 1950 ࠾ࡍమ 1920  ࠲యడۯ మంࡹ࢑  పओھ ऴపపంచమంతܼ ࡹలంڒ  
పߕڕࣆۯ۲ܿ ࡱࠪހࡍऒ బ࡛ࡌ ړߖݞంచࡍకڶఅం ߘ࢑వరణ ߤदࣅ ߤఐ ޙ࠼అ ,࠼ द ࠫ࡯ऱߤڙ  సంవతझ 45 ࡱࡌ
పܽदంࠂ ,޴ ఎ݇ࡵवړ दڡ ऴప࠙వం మڒ ࠾ࡍछ ంటం ڡߖڒ࠱झ నమघ ߘ  డం తపओ  మనࡔ࢘ ڕ ࠪర ठం ࡶదߖ అھ ޻పओ  వङ ړ फ 
ओߦۮ .ݡ
 మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࠫమघ ऒ࡯ फࣃڵࣃనڜ  ࠭ Pru
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