
 ఆߧदڡझ  ߯  ఉపߕङ స ࠪݢङ छࣃ ڕ ࡽ గతం, ࠭࠲ గత ߖڜऒ  ఉపߕङ झڡदߧఆ ࢟࢘ ࡹలࣃ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ऒߕफࣆ ࠭ ࢘࢟ 
ఆߧदڡझ కङܔ ࡹ  ం మ࢑ ࠾ࡍइపం అࡓ ߝంݡ ࠭ఖङ छڵన దృ࠳ ష࠻ల ࡍڷంۨ ఈ 
ऐࡍమనం చ ܌ࡗ ంۧ࠭ ऴ߇వణత ࡍڷంۨ ఇڒ ޴ంࡅ ޒకए  ࠭ఖङ .న లࣾణం࠳
 ࢘࢟ ఆߧदڡझ  ߱లܑࡕషࡅ ߤకए  ఈ ࠪݢङ కएࡅ ޒంڒ అంశం ࡍవۨ ۯంࠚల ڕమన ࡹ ࡽ  ࠭ఖङ  బܽदڒ న లࣾణం࠳
ఈ ఉపߕङ సంڒ ࡹంࡅ ޒకए  ऴ߇వణ ऴ߇వణత ࡍڷంۨ మనం చࡍऐ फࣃ ࠭, 
ऴ߇వణత అం݄ ఏࠫܽ మڒ ࠾ࡍంࡅ ޒకए भ޳۫ ޾ఉంܿం ࡮ఎ ޒबࣄ  ం .
కएࡅ ޒంڒ    ऴ߇వణత అ޴ߝ ऴపࠉޒంబం ޳छ కएࡅ ޒంڒ మనం ࡹ޳ం߰ ࡮ఎ ߖޒంڒ వణ߇ऴ ޒంڒ వణ߇ऴ ࡌ  
ऴ߇వణ ࣄबߖޒ ఎం࡯࢐ڝࣆࡱޘ ڕ޶ మߖ ࠾ࡍరछ ۨంۧ࡯ అߖ ߖరछ ۨంచబݟం޴,  ఇ޴ ऴࠌసद࡛  ࡹణంڝ 
ऴపࠉޒంࠉంచడం ޳छ ऐࡍంۨ చࡍڷ ऴపۧరం ࠭࠲ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹకతలޒښంࣃ ޻ం߰ ߖޒంڒ వణ߇ऴ ࡌ फࣃ ࠭.
 ఒకܽ ޳ࡶ అంతకం݄ ఎڕए వ ߱లࡕజ࡛ ల ޳छ కएࡅ ݋ࡷ ڴ޶ం࠭ ߖޒంڒ వణ߇సమతల ऴ ࡌ  ऴ߇వణంڴ 
పओۮ వ۪ऐ కएࡅ ޒంڒ బܽदڒ    ऴ߇వణత అڒ ޴ߝంࡅ ޒకए  లࣾణం , ఇڒ ޴ంࡅ ޒకए  ࠭ఖङ  tޒంڒ న లࣾణం࠳
కएࡅ ޒంڒ  ࠭ఖङ నऒޔࡏࠪ ڴగం࢘ ޴న లࣾణం, ఇ࠳ ङ޶࢑  एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑలݟږ ޜన 
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంగం మ޶࢑ ࠾ࡍङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴࡱޑ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ మ࢐ ࠾ࡍङ  फߧ
.࠼ఉంܼ ڴలంబం ڕశ޴
ङ޶࢑  దయࣃए ంత ޳ࣄम ంతంߖߖ޵ ࡹ అధङ యనం ڒ , ࡏࢡۯం޶࢑ ޒङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑలߘ కڵ࡯ 
ఉంܿం޴, ఇ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉంܼ࠼ మڒ ࠾ࡍంޒ ऴపۧరం ࡅకए  ޴ߝవణత అ߇ऴ ڴలంబం ڕశ޴ 
కएࡅ ޒంڒ ङ޶࢑  కएࡅ इऴతం ޠ కएࡅ లనంݩ  .޴फంࣆۨࣇ ߘశ޴ 
ङ޶࢑  కएࡅ इऴతం ޠ కएࡅ లనంݩ   ఈ ऴపకటనల అర बం ఏࠫ݇ మనం ۫ࣃफ  ఒక ޒంڒ ࡱڴతరం ޒంڒ ࠭
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంߘߝ ߖڴ ఇకए డ ۫ߧంۧ޴ ߘశ࢐ ࡹङ ङ޶࢑ ۯంߧ దయࣃए ంత తరంߖڴऒ  మనం ఇకए డ x 
ఇకए ڷలం రంߗ ంۧ࠭ߧ۫ డ ࢙࢑ధङ ం ޶࢑ङ కࢗ इऴత ޠ द࡛ ङ߄࢑࢙  ऒߖ दࣃ ߤఇ ߕ޼ఏ ޴ంޔߩ۫  ంట ఉనऒࢗ ࡹ  x 
ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࢗక द࡛   మ࠾ࡍ ఎߩࡏ రంڷ అయࣃए ంత इऴత ࢗక द࡛ కएࡅ  ङ߄࢑࢙  ऒߖ  బܽद ఈ ntڒ ޴ంޔߩ۫ 
एࣃఅయ ߖࡹऴతంۨڣࡔ ంత इऴత ࢗక द࡛  అࣾం ࢗంట ఉనऒ ऱܿ మనం ۫డవ۪ऐ  ఇకए డ ఇ޴ అࣾం ఇ޴ అࣾం z x y 
మ࠾ࡍ అࣾం ޶࢑ङ ࢑ధङ࢙ इऴత ޠ ం  ޴శࡹ అޜڷࡏ߭ ޴ం޴ మ࠾ࡍ తڷठޜంܿߦ ޜߖ޳ , ޴ అయࣃए ంత z y 
इऴతం ޔࡏࠪ ڴ ݭ࠼࣎ߙ࣌ ݞږంߗڒ ޴ లంబంڴ ఉంܿం޴ మ޶࢑ ࠾ࡍङ एࣃఅయ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ంత 
इऴతం ࡓంݢ ऴపۧర ޴శڕ లంబంڴ ఉంܼ޶࢑ ࠼ङ एࣃఅయ ࡹశ޴ इऴతం ޠ ంతంڴ ఉంܿం޴  इऴతం ޴శࡹ y z 
ఉం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ చࡍऐ ంۨన ऱܿڴ ऴపۧరం ޴శࡹ ఉంܿం޴, ऴ߇వణత అ޶࢑ ޴ߝङ కएࡅ इऴతం ޠ  లనం xݩ 
కएࡅ బܽद ఇకएڒ ,޴फంࣆۨࣇ ߘశ޴  డ ఈ ࡍߖ भషद ۨڣࡔऴతంࡹ మనం ఇߩओ ङ޶࢑ నߧ۫ ݡ దయࣃए ంత తరంߖڴऒ  
మనం ఇకए డ ఎߩࡏ ఎߩࡏ రం߄࢑࢙ ڷङ ల ࡍڷంۨ మరۨ߱࠭ޑ.
 అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  మనం ޶࢑ङ ङ߄࢑࢙ इऴత ޠ ऒߖ  ࠪऴత࠲ ప࣋࡯ࢣࡍफ , ޶࢑ङ మనం ۫డవ۪ऐ ߖइऴతం అ ޠ   v 

ఉనऒ ࡹశ޴ ం޶న ఇ࢑ࠪ ޴నం ࢑ࠪనం ࠪऴత࠲ పࠫࡍతం ۯయబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴ߇వణ y xy xy ay 
తరంగం ఇ޴ ऴ߇వణ తరంగం ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  మࡍంత ܉ऴగతफ޳۫ ڴभ ం ऴ߇వణ ࣄबޒ ऴ߇వణ ࣄबޒ ఇߩओ  ay ߘߝ ݡ
అయࣃए ంߖޑऒ  వࡽ߹  ߘࣃ࢘࡯޴न ࢙࢑ధङ ం మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ޶࢑ङ ङ߄࢑࢙ इऴత ޠ ऒߖ  ࠪऴతߧ۫ ࠲ంۧߘ 
మ࠾ࡍ ఇߩओ ओߩనࣄ۫ ࡹశ޴ ఒక ڴలంబం ࡏࠬ ,फ࣋۫ ݟంߘ శ޴ ࡏࠬ ݡ ऐۯవ ڕߩ࢙ ࠬ ݡ  ఒక తరంగం x 
ఇߩओ ङ޶࢑ ࡹశ޴ ఈ ݡ .޴ంޜࡏࠪ ڴ ݭ࠼࣎ߙ࣌ इऴతం ޠ
 ऴపۧరం ޴శڕ లంబంڴ ఉనऒ  సమతలంߖ޵ ࡹऒ  ۫డంڒ ݟబܽद ఇకए డ ۫పబݟన޴ ఇ޴ ఒక ࢑ࠪనం ߭ࡓओ ంݭ x 
అ޴ߝ ऴపۧరం ࡅకए ఉనऒ ڴలంబం ڕశ޴ ऴపۧరం ࠾ࡍశ మ޴   ࢑ࠪనం ఇ࢑ࠪ ޴నం ࢑ࠪనం ऴపۧరం yz yz 
ङ޶࢑ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ మనం ڴలంబం ڕశ޴ ङ޶࢑ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ࡹశ޴ इऴతం ఈ ޠ  इऴతం ޠ
ओߩఅ  ޴ంޜࡏࠪ ڴలంږޒऴప ޴అ ,޴ంޜࡏࠪ ڴలంږߘࣃ  కం݄޶ఎం న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍమ ࢟ܽڵߜ ࢟ܽ܊ߦ ݡ
ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࠼࣎ߙ࣌ ߘడۨࣇ ڴ ࢟࢘ ࡽంచవచऐ ړवࡵఎ ڕహరణ޳బܽद మనం ఉڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖ दࡽ߹ ڡन ڜంతe 
࢐ङ ऒߕࣆ సࠪనం ړफߧ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ ޳ࡶ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ߖ .e t kx tk 
  ऴపۧరం ࡅకए  మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ ऴపۧరం ࡅకए  x kx tt ڴ࠲సమయం ఒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ బܽदڒ శ޴ 
నङߩయ ߲నఃނڝ ం ڒబܽद ఇړ 2 ޴ సࠪనం ނڝయ ߲నఃߩనङ ం అ޴ߝ తరంగం ࡅకए  ߲నఃߩనङ ం, ఇ޴ pi nu nu c 
छ޳ नࠈం࡮  సࠪనం ࡌ  అڒ ޴ߝంޒ ࢘గం మ࡮ ࠾ࡍంࠈन  అڒ ޴ߝంޒ తరంగ޼ర डङ ం ڒబܽद ఇ޴ ప ऱ࣒  x ࡹశ޴ 
ऴపۧరం ޶࢑ ࣋ۯङ దయࣃए ంత తరంగం ڒబܽद ऴ߇వణ ࣄबޒ అߖ ఇకए డ ۫పబݟంڒ ޴బܽद ఇకए డ ऴ߰ߘ ߤࣾܐ 
ప࣋࡯ࢣࡍफ ޶࢑ङ ङ޶࢑ ࡹ ߤࣾܐऴ߰ ߗڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ࡹޒइऴతం ఈ పదम ޠ  ڴలంږޒऴప ڴలంږߘࣃ इऴతం ޠ
నऒޔࡏࠪ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭, అޙ࠼ ఈ ࡹ ߤࡷ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڕ ڡࡓݧ లంబంڴ ఉనऒ  ࢑ࠪనంࡹ ऴ߰ߤࣾܐ y 
ऴపۧరం అ޴ߝ ఒక ࡔఖ ڒబܽद అܿవంܽ ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంߖڴऒ नܘࡕऱ ߱లࡎయߖࡰ   ࢘࢟ అࣃࡱߧ ߖफ  ,ࡏ
ऴపۧరం ޴శڕ లంబంڴ ఉనऒ  ࢑ࠪనం޶࢑ ࡹङ కएࡅ इऴతం ޠ  ऴ߰ߤࣾܐ ఒక ࡔఖ ڒబܽद ఏߕ޼ తరంగం ࡅకए  
ऴ߇వణ ࣄबߖࡰ ߖޒయ࡛ ڴ ߱లܘࡕन  ࢘࢟ అࣃࡱߧ ߖफ .ࡏ
 ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࡅకए కएࡅ నڜ  కएࡅ క࣒ࡹ   ऴ߰޳ ߤࣾܐछ ړवࡵఎ ޴ఇ ࡏࠬ ࡌ दࡽ߹ ڡन ࡅకए  ࡏࠬ ߖన అڜ 
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۫డవ۪ऐ , ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࡅకए ओߩన ఎలऱڜ   ޴ంޔठڷఆ߯ త ,޴ంޔࡏࠪ ڴషदంࡍగ ޴అ ,޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ ఈ ݢ
మ࠾ࡍ ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴంߗڒ ޴ అ޴ అ࡮ ఉంܿం޴  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࡅకए కएࡅ ऴపۧరం ޴ߝన అڜ   ڕశ޴ 
లంబంڴ ఉనऒ  ࢑ࠪనంࡹ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ڒࢗद࡛ ࡅకए కएࡅ నڜ  కएࡅ క࣒ࡹ   ऴ߰ߤࣾܐ, 
ఈ ߖరछ చߖߕऒ झࡏڝ ఈ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޶ࡶ న అవసరంࣄవలڝफం۪ࡏڷ  కएࡅ వణత߇ऴ ࡹ  ఏࣄ ߕ޼बߖޒ 
࢑వࣆࡍफం޴.
 
फޑవృ ޙ࠼అ ޒంڒ नܘࡕల߱ ࡽदకߧ࡯ఎ ޒంڒ వణ߇ర ऴڒ ऒߕఉ ࡱޔबࣄ వణ߇࢑࢑ధ ऴ ߖఅ ݋ࡷ   ࠾ࡍమ ࠼
అం޶వలన ఇߖ ޴రछ ۨంచబݟం޴  ఇకए డ ఇవछ బݟన ఐషڒ ߤంࡅ ޒకए  ऴ߇వణ ࣄबࡍڷ ߖޒ फంచడంࡹ 
సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ऴߦథࠫకంڴ సరళ ऴ߇వణ ڒంࡍڷ ޒంۨ చࡍऐ फࣃ ࠭, ఇߩओ ऒߖڴఒక తరం ߘߝ ݡ  
ऒߕڕࣆޓ ఇకए ,ߘ డ ޶࢑ङ ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔࡏࠪ ࡹశ޴ ޴ఇ ࡹశ޴ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ इऴతం ޠ ङ޶࢑ ݡ  xz zޠ
इऴతం  ޴శࡹ ఈ ࢑ధంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿం޴, సओ షदంڴ అయࣃए ంత इऴతం ޴శޕࡏࠪ ࡹ ఉంܿంߗڒ ,޴ z y 
एࣃఅయ ߘߝ ంత इऴߖޑऒ ओߩబܽद మనం ఇڒ ޶ࡶంచߧ۫   ڴలంబం ڕశ޴ ऴపۧరం ࡹ࢑ࠪనం ఒక ߘ ߤࣾܐऴ߰ ݡ
۫࣋फ, అߩओ ङ޶࢑ ݡ  వణ తరంగం, ఈ z߇య ऴڥࡔ ఒక ޴బܽद ఇڒ ࠾ࡍశ మ޴  ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ इऴతం ޠ
తరంగం ఒక ڥࡔయ ऴ߇వణ తరంగం అޙ࠼ ఇ޴ ఇߩओ नܘࡕల߱ ݡ  ࢘࢟ , మనం ఈ ߖߕ࢑ࠪऒ  ۫࣋फ ఇߩओ  z ݡ
ङ޶࢑ इऴతం ఇకए ޠ డ  ߮ ऱߤ  ߮ ऱڕ ߤ పࠫࡍతం ۯయబݟం޴, ఇకए డ ۪కए ల ࢑ࠪనం ࣆۨࣇफం࢑ࠪ  ޴నం xz xz xz 
మߘߝ ࠾ࡍ ఇߩओ ߮  फ࣋ߧ۫ ࡹ ߤనल࠱ݧ ݀ ߖ ߤఆ ߮ऱ ݡ ऱࡹ ߤ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࠪޕࡏ ఉంܿం޴ ऴߦథࠫకంڴ x xz 
ऒߖ޵ ߘߝ ओߦޒ ڴ࡮ ޣ  ओߩఅ  ߘ ओߩశ ఇ޴ బܽदڒ ޴ఇ ޴࣋۫ ࡏࠬ ݡ ఇకए ݡ డ ڵڒతంࡏࠓ ࡹनࡹ ఉం޴ s y 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ޴శࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޶࢑ ޴ङ కएࡅ इऴతం ޠ  ࢙࢑ధङ ం మ࠾ࡍ z x 
ङ޶࢑ ߮  इऴతం ޠ ऱڕ ߤ పࠫࡍతం ۯయబݟం޴  అం޶వలऱ ߖࡰయ࡛ ڴ ߱లܘࡕन नܘࡕల߱ ߤऱ߮ ߖ ݋ࡷ   xz ߖఅ ݋ࡷ 
߮  ߖࡹ ࢟࢘ ఈ ࡱߕలݩ नࡽ߹ ఇ ,ࡏఅంܼ ݞږ ऱړ ߤ పࠫࡍతం ۯయబݞन ఇకए ࠼ డ ఇࡓ ޴ం࠱ݧ ݡనलనߧ ࡽకऐ ࡛ xz 
మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ߖܽ࢒ ߮ऱߤ ߱లܘࡕन फࣃࡱߧ ߖఅ ݋ࡷ  नܘࡕల߱ ڴ య࡛ߖࡰ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡏ  ߤऱ߮ ޳ࡶ 
߱లܘࡕन  అం݄ అ࢑ ޻షయం.
 ఇߩओ ߱ ߤమనం అ ݡ లܘࡕन भ޳۫ ڴऴగతफ܉ ంۮంڜ ߖ ݋ࡷ  ం మ࠾ࡍ ߮ऱ࠭࠲ ߖ ݋ࡷ ܘࡕ ࡽ߱ ߤ 
అࠚనంࣆ޴फߕऒ రङࣇ ޴ంۨనߧ۫ ߘߝ బܽदڒ ,࠭  ఎలवړ दڡ బࡽख ऱࠂ ޳ࡶ  ङ࡮ ݋ం࣊ࡗ ంߵ వంܽ ߄ࣃరణ ࡮࠮ల 
ऐۯవ ݟంߘ  
అߤ ߱ లܘࡕन కएࡅ ݋ࡷ ݋ࡷ  ऒߖ܉ంߩ   ऴపకృࡹޒ ऴ࢒߇కࡍంచ޴ߖ.
  ఈ అߤ ߱ లܘࡕन ఇకए ߘߝ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ݋ࡷ  డ ۫ߧంۨన޴ ܼ࡛ऐ  మࠈ ࠾ࡍङ టࡎ ܼ࡛ऐ ङࠈ  టࡎ ܼ࡛ऐ  
ऐۯవ ݟంߘ దभ సంఖङ߭ ߵకం ࠹ࠊ ړߖ܉ߖ ంజంߩ ޒంڒ  ఇ࢑ ࡱ ࢟࢘ ݋ంߜం߱ڒ దల ఇ࢑ڷࡏ߭ ల ࢟࢘ ݋ంߜం߱ڒ ࡹ
ఉ޳ठ छ޳ లڴ࠙ ࢑࢑ధ ߖࡹށࡍ ङࡃదలݡ࢑ ࡌ  తరంࡱڴ ఈ ܼ࡛ऐ  బࡽख  ݋ం࠱ల߸ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݋ం࠱ల߸ ࡹ 
కएࡅ  ࢑࢑ధ ࠙ࡔ࢘ ࡱڴछ फࣃఇ ߘల ࢟࢘ ݋ంߜం߱ڒ ࡏ ऒߗఇవ ,࠼  సछ తంऴత తరంݡ࢑ ࡱڴదల ࣃۯफ .࠼
  ߸ల࠱ంࡅ ݋కए  ࢑࢑ధ ࠙ࡱڴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߘߝ ఇకए డ ۫ߧనڒ ࢑ం߱ߜంࡱ ࢟࢘ ݋ ఇߩओ ంజంߩ ޒంڒ ݡ
߭దभ సంఖङ छࡔ࢘ ࡱڴతరం ݋ంߜం߱ڒ , ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ࢟࢘ ݋ంߜం߱ڒ ࡹ టరࡶࣄఓ ڡఅܼࠫ ࡏ ऱ ޳छ  ࡌ
ङ޶࢑ ల࠮ ऱࡏటࡶࣄఓ ڡ࢑࢑ధ అܼࠫ ࠼ޑయబడۯ దలݡ࢑ దయࣃए ంత ړ࢑రణం ࡅకए  ࢑࢑ధ ࠙ڴల ߘంݟ 
అܼࠫڡ ఓࡶࣄటࡏऱ ࡽ߱ݧ ޳ࡶझ  ఆܽࡶࣄంࡽ߱ݧ ۃझ छ޳  ఇకए ࢡఈ ࠙వన బࣗ ࡌ డ మన ࣃब  म޴వృࠚఅ ڴभ޴ڜ ړ࠼
నऒۨ అ࢑ ޙ࠼అ ,޴ంޔ޶ంۮ  ۨనऒ  ఓࡶࣄటࡏऱ, ఇ޶࢑ ࢑ङ దయࣃए ంత ړ࢑రߖހऒ  మ࢑࢑ ࠾ࡍధ ࠙ڴలߘ 
फࣃۯ దలݡ࢑ छࡔ࢘ ࡱ ࢟࢘ ݋ంߜం߱ڒ బܽदڒ ࠼ టరࡶࣄఓ ڡఅܼࠫ ࡏ ऱ ޳छ  వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ޑ࢓దలݡ࢑ ࡌ
ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఒక ࡍߦ द అߖ ఇకए డ ۫ࣃߧफ ठ޳ఉ  ߘ ङڕ ۯంࡍ ల࡛ ఓࡶࣄట࡛ బࣗࢡ ߱లܑࡕషߤ ߮ऱߘ ߤ కڵ࡯ 
ఉండవ۪ऐ   ఈ ޴శࠚ ڕనऒ వణ సమతలం ఉండవ۪ऐ߇న ऴ࠳  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ ऴߖ ߤࣾ࣊ ࣒ڒ ۫࣋फ అࣾం x 
ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ऴࣆ۫ ߖ ߤࣾ࣊ ࣒ڒफߕऒ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ y z x  
బయటڕ వۨऐ నߩओ ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ , ݡ  ࡮ऱ ఇߘషࠐऴ࢙ ڕమన ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ݟవపరచబ߇ऴ ڴయంڥࡔ ܽ
ऒߖڜ ,࠼ఉంܼ ޕࡏࠪ ऒߖڜ ࡹశ޴  ऒߖڜ ࡹశ޴   ࢑࢑ధ ހڝలࡹ ఇతర ప޳లࡹ ऴ߇వ࠻ ࡱހదృۨऑ కంڴ y z 
ఉంܼ࠼.
झ࢟࢘ ݋ంߜం߱ڒ   ఇకए ޴బܽद ఇڒ  డ ࢑వࡍంచబݟంڒ ,޴ం߱ߜం݋ తరంߘ ݟ ࡱڴంࡔ࢘ ݟछ టరࡶࣄఓ ڡఅܼࠫ ࡏ ऱ 
छ޳ छࡔ࢘ అ࢑ ࡱڴ࠙ ఇతర ߖࡹలం࠮ ࠼ޑ࢓దలݡ࢑ ࡌ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘలߕలݩ ࡏ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
కల࠼క ࠻దృۨऑ కంڴ ऴ߇వణ ߩంజం ޳ࡶ ऴ߇వపరచڒ ߖంߖޒ ఏరओ ఇకए ߘߝ వలऱ޶అం ,޴फంࣆࡏ డ 
࢑వࣆࡍफߕऒ ऱࡹހڝ ࢑࢑ధ ޳ࡶ వణ సమతలం߇ऴ ࡱ ట࡛ࡶࣄ࢑࢑ధ ఓ ,ߘ  కరߖ బܽदڒ  ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘఖࡔ 
ఫ࡯తం ࠻దృۨऑ కంڴ ऴ߇వపరచబݟన ڒంڒ ,ޒబܽद ࠬࡏ ऴߘ ߤࣾ࣊ ࣒ڒ మࢁऱ ۫ࣄనటऱޙ࠼, నߘऒ  ఇకए డ 
వछߖంచߧ۫ ంݟ, అߩओ ऒߖڜ ࡹ࢐ܽ ݡ  ఇݩ ࡮లనం ۯయవ۪ऐ ऒߖڜ ࡹ࢐ܽ ,  ఈ ࢑ధం࢑ࠪ ڴనంࡹ ఉండవ۪ऐ  
దృۨऑ࠻ ޴బܽद ఇڒ కంڴ ऴ߇వణ ڒంړޒ ऴߖޒߦధङ ం వࣕࣆफం޴ మߖߖ޵ ࠾ࡍ అߤ ߱ లܘࡕन  ݞږ ߖఅ ݋ࡷ 
फࣃࡱߧ ߱ ߤబܽद అڒ ,ࡏ లܘࡕन छࡔ࢘ ࡹశల޴ ࢑࢑ధ ݋ࡷ   వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలߕలݩ లڴ࠙ ࡏ
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ऒߖڜ ߖߖ޵ దృۨऑ࠻ ऱࡏࣃ కంڴ ऴ߇వణ ڒంޒ అࣃࡱߧ ߖफ ߱ ߤఅ ڴరణం߄ࣃ ޳ࡶ ࡏ లܘࡕन फࣃࡱߧ ߖఅ ݋ࡷ   ,ࡏ
ఇߩओ ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ڒࢗद࡛ ߘ ۫࣋फ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन అࣃࡱߧ ߖफ .ࡏ
  కߘక ఇ޴ ఈ ޴శ इऴతంޕࡏࠪ ࡹ ఉంܿం޶࢑ ޴ङ కࢗ इऴతం ఒక ޠ द࡛ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   ఎలऱߩओ   c ݡంࡓ ݢ
లంబ ࠙ڴలޜ పࡍషए ङ޶࢑ ڕబܽद మనڒ ,ݟంచంࡍ  ,ఉం݄ ޕࡏࠪ ࡮इऴతం ఇ ޠ
షएࡍప ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ ߖߖ޳ ంచవ۪ऐࡍ బܽद ఈ ࠙గం ఇకएڒ , డ ఒక ࠙గం మ࠾ࡍ ఒక ࠙గం ڒబܽद ఇࡍ ޴వ࡛झ  
అ࠼నߩओ ఇకए ݋ంߜం߱ڒ  ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ޴ఇ ݡ డ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ڒం߱ߜం݋ ఇకए డ ڴ ࢟ܽڵߜ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అంۯ޶త మనڕ లࠚంڒ ޴ۯం߱ߜం݋ ఇޕࡏࠪ ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇޕࡏࠪ ࡮ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ఒక ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࢙߄࢑ङ ऒߖ  ఇڒ ࡔࠪ ࡮ం߱ߜం݋झ छ޳  ంచవ۪ऐۨࣇ ڴసࠪనం ࡌ  ޴బܽद ఇڒ 
ఎలवړ दߘߝ  ڡ ఇకए డ ఈ ࢗక द࡛ కएࡅ   ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ߖ ऴ࠻࢐లڕߘం݄, ڒङ ऒߖڴ࠙ ంతڜ ࡹ ߵ  కڵ࡯ ఉనऒ न, eࡽ߹  y y 
ङڒ ఇకए ߵ డ ޴శࡹ ఉనऒ కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛ ప  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴బܽद అڒ  ऱ࣒ ङڒ  ఎకए  ߵ డ y y y zy cap ey z ez z 
అ޴ߝ ࠙గం , ࡹ࢐ܽ ऴపޒ ఒకए ܽ ఊڵసޜݡ࡮ం޴ ఒకܽ ఇݩ ࡮లనం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ఇݩ ࡮లనం z 
బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆۯ డ ۫పబݟన ऴపޒ ࠙గం ఇ޴ ఈ ࠙గం ޳ࡶ ఈ ࠙గం అߕ࠼ ఏ࠻ ߕ޼దృۨऑ కంڴ ఆࡍ߄త 
షएࡍప ࡹశ޴ ࠾ࡍశ మ޴ ࡱڴ࠙ ߱ ߤకర అߖ ࠾ࡍమ ࠼ޑంచబడࡍ లܘࡕन ఇకए ߘ ݋ࡷ  డ ఒక ࠙గం x y y 
మ࠾ࡍ ఒక ڒం߱ߜంࡐ ݋పంࡹ సࠪనంۨࣇ ڴంచవ۪ऐ , అޙ࠼ ఇ޴ సࠪన࠳న ऴߖޒߦధङ ం.z 
ङ޶࢑   छࡔ࢘ इऴతం ޠ ऱࡹశ޴ ࡏ దృۨऑ࠻  కంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠻దృۨऑ కంڴ ఆࡍ߄త ऴ߇వހల ࡅకए  
ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࢗక द࡛ झ ధङߖޒߦన ऴ࠳సࠪన ࡹశల޴ ࠾ࡍమ ڴࡱڴ࠙ ࢐ܽ  ంࡹ పࡍషए ఇకए ,࠼ޑంచబడࡍ డ y z 
అߤ ߱ లܘࡕन .޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڴ࠙ సࠪన ݡంࡓ ݋ࡷ 
ऒߖకం݄ అ޶ఎం ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡹణంࠪࡍప ࡱڴ࠙  దృۨऑ࠻ ࡹశల޴  క ऴ߇వࡱހ ఉߕऒ  ࠾ࡍమ ࠼
అం޶వలऱ సగܿన మనࡓ ڕంࡱڴ࠙ ݡ సࠪనంڴ ఉంܼࡓ ,࠼ంݡ ఆࡗफڿన޴ ࡽశలࡹ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼, 
ఇ࢑ మ޴ ࠾ࡍశల޶࢑ ߖࡹङ కएࡅ इऴతం ޒంڒ इऴత ޠ  సࠪన ࠙ڴలߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼.y z 
ओߩబܽद ఇڒ  ధङߖޒߦऴ ړ ࠭࠲ ݡ ం వࣕࣃफ ࠭  ఈ పదमࡹࡏޔࡱࢗ ࡹޒ ఓలۯ ܘࡕయబݟంڒ ޴బܽद ऴ߇వణ unp
కएࡅ ޒంڒ  ऴߖޒߦధङ ం ڒబܽद ఇకए డ ߘߝ  ఇకए డ అࣾంޜ ऴړంڝ ޴ఆࡍ नࣄ ݋ߝసदߘ ࠹ ऴపۧరం ࡅకए  x ڴశ޴ 
࠙࢑ంۨ ࠭࠲ ఇపओ ܽవరڕ ऴ߇వణ ڒంړޒ ऴߖޒߦధङ ం వࣕంۨన చరऐ ల ࡌࣃంߖࢡऒ  ఇకए డ ۫ࣆߧफߕऒ బܽद yڒ  ߘ
ఇకए డ ࡏࠓनࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనڕ ऴ߇వణ ڒంޒ అం݄ ఇ࡮ ऴߖޒߦధङ ం వࣕࣆफం޴ అం݄ ఇ޴ z y 
ऴపۧరం ࡅకए ङ޶࢑ ࠾ࡍశ మ޴  ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ڴ࢑ధం ޻అ ޴फంࣆۯ లనంݩ ࡹశ޴ इऴతం ޠ  ऴపۧరం y z x ޠ
కएࡅ  ऴ߇వణ ڒం޴ ޒశ  ߹ࡽन ఇకए డ ڵڒతం ࡅకए  సమతړߖ࡮ లంబంڴ ఉంܿం޴,
 అంښ޶ ఇڴ ݋ݞ ޴ ۫పబݟం޴ మ࠾ࡍ అߤ ߱ లܘࡕन  y z ڵ࡯క ߗంܽݟంࡓ ݋ంߜం߱ڒ ࠾ࡍమ ݋ంߜం߱ڒ ݋ࡷ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అߤ ߱ లܘࡕन d ݡంࡓ ޴ంۨనߧ۫ మనం ,޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡮ఇ ࡹ ݡంࡓ ࢟࢘ 
 x axyxyz ࡏࠬ ߖఅ ߤࣾ࣊ ࣒ڒफ, ऴ࣋۫ ࡹశ޴ ࡏࠬ फ࣋۫ ߖ ߤࣾ࣊ ࣒ڒऴ ݟంߘ శ޴ ఈ ࡏࠬ  ఉం݄ ࡹ ߤనल࠱ݧ
फࣃ۫ ߮  బܽदڒ ࢑ࠪనం  ࡏ ऱࡹ ߤ మనం ۫ࣃफ  మన yz x ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ڕబయట ݟంߘ తంڵڒ ޴బܽद ఇڒ ࠭
వదभ ऴ߇వణ ڒంޒ ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ ऴ߇వణ ڒంޒ ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ ఇڴ࢓ࡱߖ ޴ ఉంܿం޴ y z 
మ࠾ࡍ ߱లܘࡕन ంచవ۪ऐۨࣇ ߖ ࢟࢘   ఈ డࠈ ݭݥ࣌ ࡽࠋణం వదभ ఉనऒ నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ ࡱހࠈ ݡంࡓ  ऱܿڴ 
అߖऒ ړకం݄ ఎలव޶ఎం ޴फంࣆవ ۃంݟ࣌ ࡽࠋణం , డࠈ ݭݥ࣌ ࡽࠋడ ࡱހࠈ  दࡽ߹ ڡन ఒకޙࡍࠪ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ࡍࣃ మࡖక
సమయం ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴం޴,
 అంښ޶ ఇ޴ ఎలऱߩओ ధङߖޒߦऴ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ޜలހࠈ ݭݥ࣌ ࡽࠋడ ݢ ం వࣕࣆफం޴ ߱లܘࡕन  
దృۨऑ࠻ ޳ࡶ కంڴ ߱లܘࡕन  ࠪర ठంޜ సࣔ ऴ߇వణ ڒంޒ 
ఇߩओ ऴపశऒ ࡍప޶త ݡ  ऴ߇వణ ڒంߖޒ ఎ࡮ ߰ం࡯޳ అ޴ߝ ߱లܘࡕन  ڴࡏߝ నం߄సࠪ ޴ߝఅ ࡯޳ం߰ ࡮ఎ ߖ ݋ࡷ 
࠭ంڕ޶ ఉంܿం޴ సࠪ߄నం ऴ߇వణకం ޳छ ߱ ߤఅ ࡌ లܘࡕन छ޳ యడంۯ ࣒ߦ ߘ ݋ࡷ  నం ఇకए߄సࠪ ࡌ డ 
ఉం޴, ఇߩओ ऒߕజ࡛ ఉࡕజ࡛ ߱లࡕల ߱లڒ࢑࢑ధ ర ݡ .࠼
  పࡍకరం ޳ࡶ పࡍకరం ޳ࡶ ߱లڒ ࣋ۯ ܘࡕం߱ߜం݋ అం݄ ࠬࡍߖ ࡏ भషद ऴ߇వణ ࣄबߖޒ ऴߦరంࠚంۨనటऱޙ࠼ ఇ޴ 
ऴ߇వణ ࣄबࡖ࢘ ߖޒకړߖ޳ ࠪరऐ గల޳ࡶ ޶ అ޴ ऴ߇వపరచڒ ߖࡶంߖޒ ߱లۯ ܘࡕయగల޶, అం݄ ࠬࡏ 
అߤ ߱ లܘࡕन కएࡅ వణత߇फ , ऴ࣋ۯ ం۶࡮ ߘ ݋ࡷ   అ݋ߩ ݋࢓ ߮ऱߤ ߱లܘࡕन  లڒ࢑࢑ధ ర ,޴ంޔ࢓అ ݋ࡷ 
ऴ߇వణ࢑࢑ ࡱڒధ ఆ߄రంڴ ఉంܼ࠼.
 పࣇ ߖऴతం అޒ తڕए వ ఖ޶ࡎ మ࠾ࡍ అతङ ంత ࢑సफృతంڴ ఉపڵࡆం݋ࢴ ۯ ߱లࡕజ࡛ ޳ࡶ ࡱ ߱ల݋ࢴ ݭ࠼ࡌ 
ఇ߄ࣃ ࢑రణ ߕ ,ࡱ ݋ࢴ దగ ठర ऴపࣆफతం ߗڒ ޶ࡶ ݋ࢴ ఇ࢑ ۨనऒ  ڴ࢑సफృతం ࡹలలࢡగࡆऴప ߖܽ࢒ ,ࡱ ݋ࢴ 
ఉపࣆڵࡆफߕऒ ओߩఇ ࡏ ऐࡍం చۮంڜ ంۨࡍڷ ߖ޵ ݡ भ޳ ం.
झߤࡓజ࡛ ܼలࡕరణ ߱ల߄ࣃ  ఇకए ߘߝ బܽदڒ జ࡛ࡕల߱ ݋ࢴ ޳ࡶ ݋ࢴ ݭ࠼ࡌబܽद ߱లڒ ݋ࢴ  డ ۫ߧంۨనߘߝ ޴ 
ऒߖڜ  అ࢓ރలߧ۫ ߘంۨన ڒ ݋ࢴబܽद ߱లࡍߖ ݭ࠼ࡌ भషद ߰డ࢙న ڡࡍ࠱ࡰߦ ࣆࡱھ అ࢓ރల ߘ ݋ࢴ కڵ࡯ 
ఉంܿం޴, ఇ࡯ߦ ࢑మ࡛ ࢐ ࡱసफ࡯ߦ ړߖ࢐మ࡛ ࡮ ࡱంߤ۰ ۃ అࡱ࢓ރ.
 అ޳ࡶ ࡱ࢓ރ అ࢓ރల సంఖङ ڴߩ޳޳ ࡱ࢓ރఅ ڡࡍ࠱ࡰߦ ࣆࡱھ బܽद ߰డ࢙నڒ ࡱࣆࡱھ డ࢙న߰ బܽद ఇ࢑ڒ 
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ఉంܼ࠼  ࢙࡛ ऴڴ࡮ ݭڵ అమరऐ బݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࡯ߦమ࡛ అ࢓ރలߗऒ  సమࡶఖనం ۯయబݟ 
ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ , ఈ సందరग ంߖߖ޳ ࡹ సమࡶఖనం ࣋ۯ పదमࡱޔ ఉߕऒ  ݋ࢴ ݭ࠼ࡌబܽद ߰లڒ ࠼
नݞయబۯ ఖనంࡶసమ ڴ࡮ ݭڵऴ ࡛࢙ ݭڵऴ ࡛࢙ ߩ޳޳ ఇ࢑ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల࢓ރఅ ڡࡍ࠱ࡰߦ ߤ۰ ۃం࡮ .࠼
 ఇకए డ ऴݭڵ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక ऴڒ ݭڵబܽद ఇ޴ ఒక ࢙࡛ ऴ࢐ ڴ࡮ ݭڵటߖऒ ంܽߗ సమࡶఖనం ۯయబݟం޴, 
ఇߩओ ఉనऒ ڴసࠪంతరం ڕࣆࡱھ డ࢐ܽ߰ ݡ  ߱లܑࡕషڒ ߤం߱ߜం݋ ఇߩओ ߱ ߤఈ అ ݡ లܘࡕन  ڴ࡮ ݋ࡷ 
ం݄ నషद߱ޔڷࡱࢗ .޴ంޔ
  ఇ࡮ంܽ సంఘటన ڒబܽद ఇకए డ ࡓంݡ ఆࡗफڿనڴ࠙ ࡽలݟږ ޜన అߤ ߱ లڴ ܘࡕ ۫పబݟం޴, ఇకए డ ࠭࠲ 
అࢗ ࢓ރంట ఉనऒ  ఒక ࠙ߖڴऒ  మ࠾ࡍ 
ఈ ࣆࡱھలڕ లంబంڴ ఉనऒ  అڕ࢓ރ లంబంڴ ఉనऒ  మࡖక ࠙ߖڴऒ  పࡍషए .ంۧ࠭ࡍ
 
నషदం ޳ࡶ అ݃ߘङ ఇకए ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓రڷ ړߖदࢲన ޴అ ޳ࡶ ޴ంޔ࢓రڷ ڕ ߤషࡃ డ లంబంڴ ఉనऒ  ࠙గం 
ఎܿవంܽ నࢲदߖऒ  చ࢑۫డ޶ అం݄ ࠬߘߝ ࡏ అޙ࠼  ఇకए డ ߱లܘࡕन ओߩఅ ݋ࡷ   ncident ࡮ۧ ఈ ࠙గం ݡ
తڕए వ నషदంڷ ޜంޔࢂࢗ ݞంߗڒ ޴ ఇతర ࠙గం ࢳࢬ ڴࠈంచబޔݡంڴࠈ ޳ࡶ ޴ అ݃ߙङ  ޴ంޔ࢓అ ݋ࡃ
కएࡅ ݋ࢴ బܽदڒ  మࡖక ࢙ࡏࠬ ߩ ߰ం޴޻ ߱లܘࡕन  అڒ ݋ߩ ݋࢓బܽद ఈ ۨऴతం࢓ࡱߖ ࡹ ࠙గం  ߸గ࡛ అ݃ߙङ ݋ࡃ
एڕత ࡮ۧ జ సࠪంతర ࠙గంޒऀ నݟంచబࢳࢬ అం݄ ޴ంݟయబۯ వ నషदంڷ ݋ࢴ ޜంޔࢂࢗ ݞం޴ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ऀޒజ సࠪంతర అࣾం అంܼࡏ ऴ߇వణకం ࡅకए  ߱లࡕజ࡛ ࣒ߦ అࣾం ࡅకए फࣃࡱߧ ߖఅࣾం అ ࣒ߦ   ,ࡏ
ఇڒ ޴ంޒ ऴ߇వߖހऒ ऒߖఅࣿ ۯంޒమߘఅ ړߖݞయۯ ࣒ߦ  . ޴फంࣆۨࣇ 
  ఈ సందరग ంړ࠻ ޠߦ ࡹझ ఇకए ,޴ఉం ڴజ సࠪంతరంޒऀ ࣒ డ ࢓ࡱߖ ऴ߇వణత నࢲदڷ ړߖరޔ࢓ం޴, అޙ࠼ 
బܽद ఇకएڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݋ࢴ వణ࠭߇జ సࠪంతర ऴޒऀ డ ऀޒజ సࠪంతర అࣾం ࣒ߦ అࣾం అߖ 
ంత సओࡍమ ߖߖ޳ ,޴ంޔݡవబࡱߧ షदం޳ۯ ڴभ ం , ۨڣࡔऴߖޑऒ  మࢁऱ ۫޳भ ం ߱లࡕజ࡛ ڷంݞ ߱లܘࡕन  కࡖ࢘ ݋ࡷ 
ࠪర ठం ఇకए డ ߱ల݋ࢴ ݭ࠼ࡌ మ࠾ࡍ అߤ ߱ లܘࡕन ఎపओ ޴ߝఅ  ݋ࡷ   t ړߖఅࣿ ޠߦ ߖߖ޳ ࠭࠲ ڼ࡮ܽ
సࠪంతరంࡓ ڴంڴࡱڴ࠙ ݡ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ మޠߦ ࠾ࡍ అࣿړߖ లంబంڴ ఉనऒ  మࡖక ࠙గం ڷ ݋ࢴంݞ 
झړ࠻ ޠߦ ޴ంޔࢂࢗ ఉనऒ ڴగం లంబం࠙ ݦఉం ڴసࠪంతరం ڕ ࣒  ࠙గం ߅ࡗߖంచబݟం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
మన50 ڕ వࣆफం࠭࠲ ޴ ఇపओ ऐࡍచ ښܽ ంۨన ऱܿ࠭࠲ ,ڴ ఇపओ ऐࡍచ ښܽ ంۨన ऱܿڴ, ऴ࢒߇కࡍంచڒ ߖంࡹޒ ఒక ࢡతం 
ఒక ࢓ࡱߖ ࠙గం మ࠾ࡍ మࡖక ऀޒజ సࠪంతర ࠙గం అࡓ ߝంڴ࠙ ݡలߘ కڵ࡯ ఉనऒ ऱܿ ࠙࢑ంచవ۪ऐ  ࡹ࢐ܽ ,
ऴపޒ ఒకए ङ޶࢑ తంࢡ ࠢ࠻ వలऱ޶అం ࠾ࡍతం బలం సࠪన బలం మࢡ ࠢ࠻ తంࢡ ࠢ࠻ ܽ  इऴతం ޠ
అ݃ߙङ .޴ంݟయబۯ ݋ࡃ
  మࢡ ࠢ࠻ ࠾ࡍతం ఉޓफర पత అం݄ ڕߕ ఇ݋ߩ ߤ ఇం݃ߖझ ܾ ఐ ࡗ܋ ఉం݄, మࡖక ࢙ߩ మనڕ ఐ ࠑ ࡗ܋ ݀ 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࢡ ࠢ࠻తం ڒంߖޒ ߱లࡕజ࡛ ޳छ नܘࡕల߱ ߤऱ߮ ڕమన ߩ࢙ కࡖమ ߗڒ ,ࡏంۧ߅ࡗߖ ࡌ  ݋ࡷ 
వࣆफంڒ ޴బܽद ߮ऱߤ  ऴ߇వణ ࠪరठ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ऴ߇వణ ࢑ࠪనంޜ మࡖక ࢙ߩన ऴ߇వణ ڒంڒ  ޒబܽद zer 
ఇ޴ ప࢑ ࣋ۯ ߖధంڴ ఉంڒ ޴బܽद  ࠑ  అ޴ߝ అޓ ݋ߩ ݋࢓ऴవత, అ࢓ࡱߖ ޙ࠼ ࠙గం ࡅకए i 0 ࠭࠲ ߘషణࢬ  2
రߖ ऱࣾ ङ ం ࠭ࣃۯ, అ޴ అࣾం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ పओ .޴షణ ఉంܿంࢬ ڴभ޴ڜ ݞږ సంڝ గం࠙ ࢓ࡱߖ ڔܽ
 
࢐సफړߖ࢐ ఆచరణࡹ ఇߕࣆ ޴ऒ  కం݄ ࡓం޳ ݡछ एڕం తۮంڜ ࡌ వڴ ఉంܿంࢬ ࠭࠲ ߗڒ ,޴షణߖ ߘర ऱࣾ ङ ం i 
फࣃۯ ࠭ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఇ݋ߩ ߤ అޙ࠼,  అ޴ߝ మࡖక ࢙ࡅ ߩకए  అ݋ߩ ݋࢓ అߖ ఇߩओ మనం i i 0 by 2 ݡ
ऴ߇వߖހऒ ओߧޒ  ऒߕޔڷࡏޒ మనం ޴ఇ ޴ఉంܿం ࡮ఎ ޙ జ࡛ ఇకएࡕల߱ ڼࡍޒ బܽद మనంڒ ࠭ డ వࣆफం޴, అ޴ 
మనం ޠߦ ڼࡍޒ అࣾం ڒబܽद ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఎం޶కం݄ ޠߦ అࣾం ఉ޳హరణޠߦ ڕ అࣾం ఇ࡮ ఉం݄ అߩओ ݡ
మనం ఈ ࠻దృۨऑ క ऴ߇వణ ڒంߖޒ ఎలऱߩओ షएࡍప ݢ ంచవ۪ऐࡍ झړ࠻ ޠߦ  ࠾ࡍఒక ࠙గం మ ڴసࠪంతరం ڕ ࣒
ࠪరठం అࣿړߖ లంబంڴ ఉనऒ  మࡖక ࠙గం ޠߦ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉనऒ  ࠙గం మࡖక ࢙ߩ ఉంܿం޴, అޙ࠼ 
లంబ ࠙గం  ࠈऱ ओߩఇ ޙ࠼అ ,޴ంݟయబۯ ڡ కएࡅ వణత߇ऴ ݡ  అࣄ ݋ߩ ݋࢓बڒ ޒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ఇకए డ b  e 
ఇకए ޴࣋ۯ ࢑࣋फ, మనం࠙ ߖఉంܿంద ࡮ఇ ࡹణంڝ రठం అࣾం ఒకࠪ ߘߝ బܽदڒ ߘޑߩ۫ డ వۯऐ  ఈ ࠙గం ޒంڒ 
వࡵ మ࠾ࡍ మࡖక ࠙గం వࡵ పࡍషए .޴ంޔݡంచబࡍ
 న࠳వణ߇ऴ ڴ࢑ధం ఈ ڕమన ߩ࢙ కࡖమ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబ߅ࡗߖ లంబ ࠙గం , ޴ఉంܿం ڴలంబం ړߖ޵ 
ऒߖހవ߇ऴ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޒంڒ ओߧޒ  ऒߖހవ߇ऴ ߘߝ ޳ࡶ ޙ ओߧޒ   ݞږ ࢑ࠪనం వణ߇వదभ ऴ ݋ߩ ݋࢓అ ޙ
࠭ంޔڷࡏޒ ڴ޶ం࠭࠲ ޴ ߱లࡕజ࡛ ࣒ߦ అࣿߖऒ  ఇ࡮ కڵ࡯ ఉߕऒ  ݋ߩ ݋࢓వదभ ఈ అ ݋ߩ ݋࢓బܽद అڒ ࠭
߱లܑࡕషڴ࢓ࡱߖ ߤ ߱లۯ ܘࡕయబݟం޴, ఇߩओ ऒߖఅࣿ ޠߦ ࠭࠲ ݡ ओߦޒ  ࠭, ఇకए డ ۫ߧనޠߦ ޴ అࣾం, 
అߩओ పओޒ ࢑ࠪనం వణ߇ऴ ݡ బޔݡంࢡ 50 ߗڒ ޴తం ڒంޒ ఉంܿం޴ ఇపओ బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆవ ߩ࢙ ࡯అవత ڔܽ డ 
ऒߕࣆ ߘߝ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ టऱޠߦ , ޙ࠼ అࣾం ࡅకए  ऴభమړߖހ సంబం߅ంۨ ࡓంݡ సछ తంऴతంߕࣆ ߘߝ ڴऒ ڵ࡯క ߖ
ఉߕऒ ࠭ 
అర ߖ޳ ޙ࠼అ ࡏࠬ , बం ఏࠫܽ  ߱లࡕజ࡛ ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  ఆం۶ అߤ ߱ లܘࡕन  l ݋ࡷ 
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అߩओ ओߧޒ ࡏࠬ ݡ ओߧޒ ߖ జ࡛ࡕమనం ߱ల ޙ ۪ అࣾం ߘ జ࡛ࡕమనం ߱ల ޙ द݀ ओߧޒ   ,޴ంޔڷࡏޒ అࣾం ޠߦ ޙ
అޙ࠼ అ݋ߩ ݋࢓ వదभ ڒంޓ ޒऴవతࡹ ఎܿవంܽ ࠪࡏओ  ఉండ޶ అ࠭࠲ ߖ ఇపओ ఈ ऴపశऒ ښܽ  ڕ޶ఎం ڕ
సࠪ߄నం ఇ ऐۧ ࠭  ߱లࡕజ࡛ ޳छ  ݋ࢴ ݭ࠼ࡌల߱ ޳ࡶ ݋ࢴ జ࡛ࡕల߱ ߖޒంڒ నݟయబۯ ܘࡕల߱ ࡌ
ఉపڵࡆంచడం ఒక ࠪࡌठ లࡹ ఒకܽ, అޙ࠼ ऴపࠉޒంబం ޳छ ङࡃవణమ߇ऴ ࡌ  మࡖక ࠭ఖङ  ,޴కత ఉంޒښంࣃ న࠳
छ޳ ంబంࠉޒబܽद ऴపڒ ङࡃవణమ߇ऴ ࡌ भ޳۫ ߘకతޒښంࣃ ండవࡓ  ం.
 
ఇߩओ झڡदߧఆ ࡔ దట࠴ మనం ݡ కएࡅ ޒంڒ ࡹ ࣒߿ ఇంట࡛ ߤऱ߮ ߖࡹ   ఈ ߾ࡍ ࡽڒࡎऱࣾ भ޳۫ ߘ ߤ ం, ఇంతڕ ࠭ం޶ 
ऐࡍంۨ చࡍڷ ంబంࠉޒऴప ޒంڒ ࡹ ࣒߿ ఇంట࡛ ࠭࠲ ంۧ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࣊ऒ కएࡅ ࡽ  చ दܼ ऒߖ  ݞږ 
చࡍऐ ంۧ࠭ ڒబܽद ఇకए డ ࡔ ࠭࠲ పరంڴ ఇకए డ చࡍऐ ంۧ࠭.
కएࡅ రణం తరంగంړ   ऴపۧరం ޴శࣆۨࣇ ߘफం޴, ఇ޶࢑ ޴ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴ޴ ࡱޑశڕ లంబంڴ 
ఉంܼ࠼.
 ऴపۧరం మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴపۧరం ࡅకए బܽद తరంగం ఇకएڒ శ޴  డ సంఘటనڴ ఉం޴ , ఇߩओ ऒ࣊ ݡ కएࡅ ࡽ  చటदం 
ऴపڒరం మనࣄ࡯ޘ ڕన ఇ޴ అ޴ߝ సంభవం ࡅకए ఇకए ޴ణం, ఇڝ  డ ߄ࣃరణం మ࠾ࡍsine i by sine rr i 
సంఘటనల ޴శ మధङ కएࡅ ࠾ࡍక మۨࣇ భవనڔవऴ ణం, ఇ࢑ڝ భవనڔవऴ ޴ߝఅ ࠾ࡍణం మڝ   i r n1 n2 
छࡔ࢘ ݡంࡓ ధङࠪ ࡏ फనऒࣆ۫ సంڝ ంబంࠉޒऴప ޒంڒ ࡹ ࣒߿ ఇంట࡛ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡱࠪ  ఇంట࡛ ࣒߿ ఇߩओ ऒ࣊ ݡ  ࡽ
కएࡅ  చటदం ऴపڒరం ࣌޳ ߤछ छ޳ ݡంࡓ ࡌ  r n n n two one ݞږ ߖఅ ޴ఇ ޴ఉంܿం ڴఒకܽ ࡌ
ऴ࢐యబݟం޴, ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ ఒక ۨనऒ भ޳ࠚరంߦऴ ޜణంڝ  ం, ࠴దܽ޴ ఇకए డ నڒ ,ߩࡱబܽद మ࠾ࡍ ఇ޴ i 

ఇ޴ ऴపࣃరం ۯయబݟన ړరణం, ఇ޴ ऴపࠉޒంࠉంړ ۯరణం, ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ړ ޳ࡶరణం ఇకए డ ఒ࢑ ښధంڴ r 
ఉంܼڝ  ࠼ణం ڒబܽद ऴపࠉޒంࠉంڝ ۯణం ߖހڝ ߘߝऒ  మࡍంత ߭ంۨనటऱޙ࠼ సంఘటనల ړߖހڝ సࠪనం, ii 
ఇకए ࠭࠲ డ ࡔ ࡯ߗఖࣃ۫ ߘफ ࠭, ఇ޴ ఇకए డ ऴపࠉޒంࣆࠉफం޴ మߘߝ ࠾ࡍ మࡍంత ߭ంۨనటऱޙ࠼ ऴపࣃరం 
న తరంగం ఇకएݟయబۯ రంࣃऴప ޳ࡶ రణంړ నݟయబۯ డ ఉంܿం޴.
 

అ޴ߝ ऴࠌసद࡛ రణం ఇకएړ ۯంࠉంࠉޒऴప ࠾ࡍమ ߖफందࣆࡱߖ సంڝ  డ ఉందߖ , ऴపࠉޒంࠉంړ ۯరణం ఇకए డ b ib 
ఉనऒ झڡदߧఆ ࡔ  ऒߖހڝ ఒక ݟంߘ  అకए ࠭࠲ ޙ࠼అ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆޘ ڕफࡏڷ  డ చࡍऐ ంచߖ ibi rb 
࠭ఖङ ల మధङހరړ నݟయబۯ రంࣃऴప ࠾ࡍరణం మړ ۯంࠉంࠉޒऴప ޴ߝణం అڝ లన  ఈࢣࡍన ప࠳  ణం 90 ibڝ 
ఇకए ࡱڶऴݟ డ ఇݟ 90 ޴ऴࡱڶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠳ ࠭࠲న࣒ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ మघࠒ ࡏࠬ బܽदڒ ,   rb 90 ib 
ఇకए ߖన࣒ అ࠳ 90 ޴బܽद ఇڒ ޴ఇ ࡏࠬ ݟంߘ డ సओ షदంڴ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ అޙ࠼ ఇ޴ ib ib rb rb 
అޙ࠼ ߸గ࡛ ߘం࠳ 90 ݟన࣒ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మڒ ࠾ࡍబܽद ࣌ߤ࣌ ࠑ ߤ అం݄ ࣌ߤ࣌ ࠑ ߤ ib ib rb ib 
ib cos ib tan ib ࠾ࡍసࠪనం మ ړవలऱ 1޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴సࠪనం  ఇ ړ న࣒࠳ 90 tan ib n2 
సद࡛ࠌऴ ߖߖ޵  చటदం అࣃࡱߧ ߖफ కएࡅ సంఘటన ࠾ࡍమ ࡏ సद࡛ࠌऴ ߖ ణంڝ  फࣃࡱߧ ߖణం అڝ  సद࡛ࠌ ,ࡏ  ib
ङޙऴప ࡹణంڝ కత ఏࠫటం݄ ఇ޴ సࡔ ఇߘ ޴ంݟ వۨऐ ంࡔ  ޴ ఎంߧక  ݞږ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴࠌసद࡛  ics ߖణం అڝ 
 ܌ڴ ంతڜ ޴ఇ ޙ࠼క 1 అۨࣇ భవనڔవऴ ࡯ڴ ޴ఇ ڕహరణ޳క ఉۨࣇ భవనڔవऴ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠪ
వऴڔభవన ۨࣇక అ1 ޙ࠼.
5 అۮ ߖపओ వ۪ऐ , అߩओ ङܼ ݡ ib n21. ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ ߤ

అం݄ ܌ڴ వऴڔభవన ۨࣇక ڒబܽद మనం ऴࠌసद࡛ ࡍڷ ߘకۨࣇ భవనڔవऴ ܌ڴ ం݄ڕࣆࡱޘ ణంڝ  फంచవ۪ऐ  ,   n2 
అޙ࠼ ऴࠌసद࡛ ఉనऒ ࡹణంڝ   ऴపޙङ కత ఏࠫ݇ కڝߘए సद࡛ࠌऴ ࡹऴతంۨڣࡔ పܽߘ࠭ బܽदڒ ࡯࢐  
ऐࡍంۨ చࡍڷ ంబంࠉޒऴప ޒంڒ ߖవపరచ߇ऴ ࡹణంڝ भ޳ ం.
ओߩఇ ߘߝ  ऒߕफࣆߧ۫ ࡹ ߤషܑࡕల߱ ݋ࡷ ࡹऴతంۨڣࡔ ఈ ݡ ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ߘ డ ऴ߇వణత ࡍڷంۨ ఏࠬ 
ऒߖޑऴۨڣࡔ బܽद మనంڒ , ޶ࡶంచߧ۫ भ޳۫ ڴऴగతफ܉  ం, ఇ޴ ऴࠌసद࡛ ߱ ߤఅ ۯసంభ࢑ం ࡹణంڝ  లܘࡕन ,޴ఉం ݋ࡷ 
߱ ߤబܽद ఒక ࠙గం మనం అڒ లܘࡕन షएࡍప ߘ ݋ࡷ  .ంۧ࠭ࡍ
 
ఇకए డ ڵڒతం ࡱࢗపల ఉనऒ  సంఘటనల సమతړߖ࡮ లంబంڴ మ࠾ࡍ సంఘటనల సమతలంࡹ ఒక ࠙గం 
घࡌߕ రణ߄ࣃ కएࡅ సంఘటన ޴బܽद ఇڒ రణంړ ۯంࠉంࠉޒऴప ࠾ࡍసంఘటన మ ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ  l 
࢑ࠪనం మ࠾ࡍ మనڕ సంఘటన ࡅకए  ࢑ࠪనంࡹ ఒక ࠙గం ఉం޴ మ࠾ࡍ గమߖంۨన ࡅ ߖ޳కए  సమతړߖ࡮ 
లంబంڵڒ ڴతం ߘంݟ బయటڕ వۯऐ  ఒక ࠙గం ڒంޒ సంఘటన అ࠼నߩओ సद࡛ࠌऴ  ݡ ఇకए ࡹణంڝ  డ 
ऴపࠉޒంࠉంڒ ۯంޒ సంఘటన ࡅకए  ࢑ࠪనంߖڴ࠙ ߖࡹऒ  కڵ࡯ ఉండ޶, ఇ޴ సంఘటన ࡅకए  సమతړߖ࡮ 
లంబంڴ ఉంߖڴ࠙ ݦऒ  ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ ఇࡍߪ ޴ फڴ ऴ߇వణంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ऴపࣃరం 
ఇకए ߘలڴ࠙ ݡంࡓ ޒంڒ నݟయబۯ డ ࢓ࡱߖ ࠙గం కڵ࡯ ఉంܿం޴.
 ࢑ࠪనంࡹ ࠙గం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߖڜ ߖߖ޵ऒ फࣃࡱߧ ߖఅ ޒంڒ వణ߇ऴ ڴకంऀߦ ऱࡏࣃ  ޴కం݄ ఇ޶ఎం ,ࡏ
సद࡛ࠌऴ ޴ఇ , ޴ంݟంచబࡍక࢒߇సమతలం ऴ ڴరपంߪసం ޒంڒ ۯంࠉంࠉޒऴప ߗڒ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߗంܽݟంࡓ  ణంڝ 
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झࡏڝ ంۨࡍڷ కएࡅ   ఉ޳హరణ, అޙ࠼ మనڕ ࠭ఖङ  ݋ంߜం߱ڒ ߤऱ߮ ߤఇ ޴फంࣆۯ ޒంڒ ۯంࠉంࠉޒऴప ޴న࠳
చరऐ ࠪ ޴ߝనం అ߄సࠪ , ޶ࡶ కएࡅ   పړ߅ࡍ ࠫంۨనڝ ߖ޳ ߖڒ ޴స࠲ సంߪరपత ࡍڷంۨ ڕ ߘߝऱప फంڴ y 
࢑వࣃࡍफ బܽद ఇకएڒ ޶ࡶ ڕ޶న ࠙గం ఎంݟయబۯ రంࣃऴప ړޒంڒ ۯంࠉంࠉޒబܽद ऴపڒ ߘ డ ఇంట࡛ ࣒߿ మ࠾ࡍ 
 ޒంڒ ࠾ࡍమ ޒంڒ ۯంࠉంࠉޒऴప ޒంڒ నݟయబۯ రంࣃऴప ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮సంఘటన ఇ ޒంڒ
సంఘటన అ࠼నߩओ .޴ఉంܿం ޒంڒ నݟయబۯ రంࣃऴప ڕమన ݡ
 ఏߕ޼ ప޳ర बం߯ ޳ࡶ ఏߕ޼ ࠪధङ మంࡹ ऴపۧరం ۯయడం వలన ఇ޴ ࠪధङ మం ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠪధङ మం n 

ङ޶࢑ ޒంڒ బܽदڒ ݡంࡓ దయࣃए ంత తరంగం ڒబܽद ఇ޶࢑ ޴ङ ऒߖޑइऴ ޠ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇޕࡏࠪ ࡮ n 
ఉంܿంڒ ,޴ంޒ ఇకए డ ఒక ࠪధङ మంڒ ࡹంޒ సంఘటన అ࢑࠙ ߖంచబޔݡం޴ .
  ఇకए డ ޶࢑ङ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ इऴతం ޠ  ޒంڒ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒइऴతం ऴప ޠ
ࠪధङ మంړࡹ ऴప࢘ࢢంۨనߩओ ङ޶࢑ ݡ  ڴలంږޒइऴతం ऴప ޠ
ఉంܿం޶࢑ ,޴ङ ధङࠪ ڴరణంڒ इऴతం ޠ మం పరࠪ࢓ރలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ޴ పరࠪ޳ࡶ ࡱ࢓ރ మ࠾ࡍ 
అ࢓ރల߰ࡐ ޜం޴ంచబݟన ప޳ర बం మߘߝ ࠾ࡍ ۫࣋फ  వङ ړ फగత పరࠪ޳ࡶ ࡱ࢓ރ వङ ړ फగత అ࢓ރల వదभ 
ङ޶࢑ ओߩనࡶ इऴతం ޠ ࡛ۧ లږߘࣃ ంऴదంښ ݡ ण ښంऴదం మ࠾ࡍ ऴపږޒల ࡛ۧ ण ښంऴదం  ఒక ࠉం࢓޶ వదभ 
ఏڔభࣆ࢑फం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ङ޶࢑ ݡ इऴతం ఉనऒ ޠ ओߩ ऒߖ޵ ࡏࠬ ڕహరణ޳ఉ ,޴ఉంܿం ڴతటసबం ࢓ރఅ ݡ  
ङ޶࢑ ङ޶࢑ ࡏࠬ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ࡹइऴతం ޠ ऒߖޑइऴ ޠ  వࡍ फంపܑࣃफ వలం ఊࣔతघښ ޴ఇ ,ࡏ క పࣄࡍबڴޒ ఉంۨ ࡓంݡ 
 ߮ ऱటऱ మధङ  ఒక అߘ࢓ރ ఉంۨ, ఆ߯ ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ  వࡍ फంపܑయంڒ ࢟ܽ܊ߦ ݟబܽद ࠬࡏ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߖ వࡍ फంపܑ࣋फ, 
అం݄ ࠬࡏ ఇకए డ ڴ ࢟ܽ܊ߦ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߜగܽ࢟ ߖ వࡍ फంపܑ࣋फ, ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ఈ ޴శࡹ ఉంܿం޴ మߜ ࠾ࡍగܽ࢟ 
۸࡛ ण మࡖక ࢙ڕߩ కޔࡱ޶ం޴ మ࠾ࡍ ధߕతघ క ࡛ۧ ण ࡓండవ ఎలवڝदڕߩ࢙ ݭ కޔࡱ޶ంڒ ޴బܽद ఇ࢑ ఏࠫܽ i  
తघߕధ ࠾ࡍऱ మߘदڒఎలव ࠾ࡍమ ࡱ ݭदڝఎలव ݡంࡓ న࢑ߧ۫ కంڴ ࡛ۧ ण ۯయబݟన ߙङ ړ ऱయ࣒ ݟږ ޜన 
పరࠪ࢓ރ ఉం޴ మ࠾ࡍ అౖ߭ऱݭ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ڒరణంڴ ࡛ۧ ण ۯ ࡏ࢘ ࡱయబడ࠼ޑ మ࠾ࡍ ఇకए డ అܿవంܽ 
ఎంܾܽࡽ߱ݧ ߖ అࣃࡱߧ ߖफ ओߩకం݄ ఇ޶ఎం ࡏ . ޴ఉం ڵ࡯క ߖఒక ఎంܾܽ ޴అ ݡ
  ఇకए డ ߜగܽ࢟ ۸࡛ ण మ࠾ࡍ ఇకए డ ۸࡛ ࢟ܽ܊ߦ ण ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ఇࣆߧ۫ ࡮फߕऒ छ޴ ߖ޳ ߘ ऴ߇వ ఇߩओ  ߘߝ ݡ
దరࣆڣफ ࣋ۯफ ఇ޴ సदࡽ߹ ࣄݟ ݠन అߖ అڕߘం޳ం  ࡽ߹ ߘߝन ࡍ ߘవ࡛झ ओߩఅ ,ߘࣃۯ   ڴ ࢟ܽ܊ߦ ڕߩ࢙ ఈ ߘߝ ݡ
వࣆफߕऒ ࡎల ۸ږޒऴప ࠾ࡍమ ߘ णࡱ మࡖక ࢙ڕߩ కߘߝ ,ߘޑࡱ޶ మࢁऱ ࡍవ࡛झ ఇకए ڕߕ ఆ߯ ,ߘࣃۯ  డ ࢟ܽ܊ߦ 
ఇకए ࠾ࡍమ ࢟ܽڵߜ డ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ సమయం ࠪޔࡏనऒ  ఎలवړ दࡽ߹ ڡन సంఘటన 
అ࠼నߩओ ړवࡵఉం݄  ఎ ڵ࡯క ࡏࠬ ݡ दࡽ߹ ڡन అڷߘ࡮ڒ ޴ߝణంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ ధߕతघ క 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, అߩओ రऐࠪ ߖ ࢟ܽڻߜ ࢟ܽ܊ߦ ߘ नࡽ߹ ޴ఇ ݡ డంߜ ࢟ܽ܊ߦ ܿߦޜగܽ࢟ ࡏࠪ ߖऐ ޜవడంڝ
సࠪనం, ڒబܽद ࠪధङ మంࡹ ఈ ޶࢑ङ కएࡅ ޒంڒ इऴతం ޠ  ࢑࢑ధ ޶࢑ङ छ޴  ޴फంࣆߧࡔऴ߮ ߖߖ޻ इऴతం ޠ ऴࡱ࢐߇ 
छ޴ తࡍऴ߮ ޳ࡶ ऴڒ ࡱ࢐߇బܽद ऴ߮ߧࡔత ޴छ ऴࡱ࢐߇ అࣃࡱߧ ߖफ చరऐ ࠪ ޴బܽद ఇڒ ࡏ కएࡅ   పړ߅ࡍ ࠫంۨనߖڒ ޴
సంߪరपత ڜరڕ ࡮ۧ ߘߝ ڕऱప फంڴ మ࠾ࡍ ऴ߮ߧࡔత ޴छ ऴߖ࢐߇ऒ ఇకए ߘߝ  డ ۫ޙߧ ऴ߮ߧࡔత ޴छ ऴ࢐߇లߘ 
࢑వࣃࡍफ ङ޶࢑ ࡹసమయం ޒ࢐ࡏంܽ త࡮ఇ ߘ छࡔ࢘ इऴతం ޠ ऱࡹ࠻సమ ࡏ  t 1 ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ 
సమయంࡹ ఉంܿం޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ సమయం మޔࡏࠪ ߖ޳ ࠾ࡍనऒ ओߩ छ޴ అܿవంܽ ݡ ऴ߇వ t 2 t 3 
ఉ޳ठ నऒޔࡏࠪ ڴబܽद ࢘గంڒ ࡱࡌ  ఈ ږߘࣃల ऴపږޒల ऴపږޒల ږߘࣃల ږߘࣃల ऴపږޒలత 
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంగ ఉ޳ठ  బܽदڒ ޴फంࣆޓࡍ޳ ړߖࡌ
అ޻ ߲నఃߩనङ ం ࡅకए  అ޻ ߲నఃߩనङ ం ࡅకए  తరంగ ఉ޳ठ నङߩనః߲ ޻అ ޴फంࣆޓࡍ޳ ړߖࡌ ం ఇߩओ  em ࡽ߱ݧ ݡ
ఇకए డ ఉం݄ ఇࡔ࢘ ޴छ ऱࡹ࠻సమ ࡏ  ఉంܿం޴, అ޴ ޙ࠼छ ऴ߇వం ఇకए డ ప ऱ࣒ న࣒ పऱ࣒࠳ న࣒࠳   ప ऱ࣒  ڴ న࣒࠳ 
छ޴ ޻అ ޙࡍࠪ ऴ߇వం మ࠾ࡍ ఇࡃݟࡔ ޴షߘ ߤ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࡔ࢘ ߘߝ రంڒ  ߘޑߩ۫ ߘڷబܽद ఇࡹ࢑ ޴మ 
ङ޶࢑ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ߘ ߤషࡃݟࡔ ࡹశ޴ దయࣃए ంత తరంగం అߖऒ ङ޶࢑ ࡹశల޴  దయࣃए ంత తరంߖڴऒ  
 నࣄవలڝࣆࡱޘ మనం ޙ࠼࢑షయం అ లࡌ࢑వ ఇ࢑ ࡱఖࡔ ంۨన इऴతߧ۫ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۯ దలݡ࢑
࠭ఖङ ऒߕफࣆۯ ऴపۧరం ࡹశ޴ మࡹ࢑ ࢓ࡶ ࡱ नࡽ߹ ࢑షయం ఏࠫటం݄ న࠳ छ޴ ࡏ ऴ߇వ అࣾం ࢗంట ऴపۧరం ࣋ۯ 
इऴతం ޶࢑ ޶ࡶङ ࢑ధङ࢙ इऴత ޠ ం ޶࢑ ޳ࡶङ ࢑ధङ࢙ ޶ࡶ इऴతం ޠ ం ڒంړޒ అ޻ ߲నఃߩనङ ం ఉం޴, ఇߩओ  ࡽ߱ݧ ݡ
ఉనऒ ࡹޒۯ ޴బܽद ఇڒ ޶ࡶ नࡽ߹ ంటࢗ  సమసङ బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯సంబంధం క ࡮ఎ ڕ డ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन 
࢙࢑ధङ ం సంభ࢑ంۨనߩओ ఇకए ߘ ݭ࠼సऱ ݡ డ ఉం۪ࡔ࢘ ޳ࡶ ߘޑ సऱڕࣆޓ ߖ ݋ࡵ ݭ࠼ం޳ం ߘߝ ۨవڴࡍࣃࡍ 
మࢁऱ ऴࣆۯ ݞफߕऒ ङ޶࢑ ڕకం݄ మన޶ఎం ޶ڒ ࡮అ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ߘ ङ߄࢑࢙ इऴత ޠ ఒక సందరग ࡱ ం޶࢑ ࡹङ  ޠ
इऴతం ఇޕࡏࠪ ࡮ ఉంܿం޴ , మࡖక సందరग ం޶࢑ ࡹङ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ࡹశ޴ ఒక ڴइऴతం లంబం ޠ
ఇకए డ ࠪధङ మం ఇ޴ ఒక ࠪధङ మం  వऴڔభవన ۨࣇక ऴపࣃరం ۯయబݟన తరంగం అ࠼నߩओ  భవన n1ڔవऴ ݡ
కएࡅ కۨࣇ  మࡖక ࠪధङ మం ڒబܽद ఇ޴ ऴపࣃర࠳న తరంగం, ఈ ऴ߇వణత ࠪధङ మంࡹ జڵࡍన సంఘటన n2 
సद࡛ࠌబܽद ऴڒ  ޒంڒ ۯంࠉంࠉޒऴప  ޴ఇ ޒంڒ సంఘటన ޴ఇ 19 ޴ఇ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖఅ ڶऴݟ 90 ޴ఇ ࡹణంڝ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴࠌసद࡛  ړޒంڒ నݟయబۯ రంࣃऴప ࠾ࡍమ ۯంࠉంࠉޒऴప ޴ఇ , ޒంڒ నݟయబۯ రంࣃऴప ࡹణంڝ 
మధङ ࢑ధङ࢙ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍణం మڝ లڶऴݟ 90  ం  ఇకए డ ఈ ࢑ధంݩ ڴలనం ޴ ࣋ۯछ ऴ߇వం మࢁऱ ࠭ంڴ޶ 
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छ޴ ,޴फంࣆవ ڕफࡏڷ ऴ߇వ ఈ ࢑ధంݩ ڴలనం ࣆۯफనऒ ओߩ ङ޶࢑ ޳ࡶ ޶ఉండ ߤషࡃݟࡔ ఎܿవంܽ ݡ దయࣃए ంత 
తరంగం ࡅ ࡽ߱ݧకए  అࣾం ࢗంట ࢐ङ फనऒࣆۯ లనంݩ ࡽ߱ݧ ڴరణంڒ ఈ इऴతం , ޶ంచߧ ओߩ छ޴  ݡ ऴ߇వ ఈ 
࢑ధంݩ ڴలనం ۮంޔ޶ం޴, అߩओ ఇకए ,޶ఉండ ߤషࡃݟࡔ ࡹశ޴ ఈ ࡹశ޴ ఈ ݡ డ ఈ ޴శࡃݟࡔ ࡹష޶ࡶ ߤ 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ అࣾం ࢗంట ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఈ ڝణం 90 ݟऴࡱڶ అޙ࠼ ఇݩ ࡮లనం ޴ ࣋ۯछ ऴ߇వం ࡹߖ޵ 
తరంగ ࢐ङ ऒߖހవ߇ఇతర ऴ ߗڒ ,޴फంࣆࠉంࠉޒऴప ڵࡍޒ వణత߇వలऱ ఈ ऴ޶అం ࠾ࡍశ మ޴ ޴फంࣆఇ ߖफߧ  ऴపࣃరం 
యవ۪ऐۯ , ఈ ऴ߇వߖހऒ  ࠪऴత࠲ ऴపࣃరం ۯయవ۪ऐ , 
నపओ࠼న ࠙వన అ࠳తనߕ߇ం అۮంڜ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ,޶ంబం ఉండࠉޒ۲ట ऴప ߖంచࡍసߘఅ ࡏࠬ  మనం ڔܽ
న ࠭ఖङࣄవలڝࣆࡱޘ వరࡌ࢑షయం ప న࠳ फనం ۮం޴న ڒంߦ ޒऱ  ڵ࡯క ߘ ݋ంߜం߱ڒ ࠲ऴతࠪ ڴలంబం ڕ
ఉంܿంݩ  ޴లనం ࡅకए  ne, 
ऒߖࢡఅం ࡍవۨ ࡹߖ޵ ߘߝ ऐࡍచ ߘߝ ޶ం࠭ ߝڕࣆޓ  ంచదۨ࡯న ఒక అదనߩ 
ړఎలव ݋ం࠼ߦ दࡽ߹ ڡन మ࠾ࡍ ఇం݃ߖझ ܾ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन మࡅ ݋ࡷ ࠾ࡍకए  ఇం݃ߖझ ܾ 
ఈ ޴శڒ ࡹం࢐ ߖޒङ नܘࡕన ߱లݟవపరచబ߇ऴ ࡹశ޴ ఈ ࠾ࡍంపܑయడం మߧ  y yy ܘࡕల߱ ޴బܽद ఇڒ ࢟࢘ 
ړఎలव ޴ߝఅ ޴ఇ ޳ంݟయబۯ दࡽ߹ ڡन ߘ ऴపۧరం ޴శࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ ङڒ  ङڒ ߵ  ఒక x e y y y ࡹశ޴ ޴ߝఅ ߵ
కࢗ ݋ߖ࠿ द࡛ ऒߖڜ , फࣃۨࣇ ߖఅ ړࡹ ڴࡱ޶బ ړ ߖߖ޳ ऱ మనంࡏࣃ ऒߕࣆ  ࠭  x cap y cap z cap e jijk 
అ࢐ ޴ߝङ ట࡛घ ܘ߿ ޴ఇ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ ࠾ࡍफ మߧ ట࡛घ ܘ߿   అࣃࡱߧ ߖफ  kx t ࠭࠲ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ
ङ޶࢑ దయࣃए ంత ࢐ङ ంద అధङړऴ ࡯ړݟߧ ࠾ࡍफ మߧ యనం ࣄۯన ࡏڷ ߖ࢐ܽफڕࣆۯంܿߕऒ  ߘऴవతޓ ࡏࠬ , ࠭
ఇ ࣋ए ݭ࠵ ࡏࠬ ࢐లం݄ڝࣆࡱޘ छ ఈ సందరग  ޴फంࣆఇ ڕࠬ ࡛ ంߕࣆ ࡹऒ  చޔరऴړߖࣃ mod e mod sin kx 
ओߩऴవత ఇޓ ݦఉం ڴసࠪనం ړ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ తफం ࣋ए࠴ ݡ छ ࡛ ఒࡓ ڴ࠲ంނڝ ݡయ ߲నఃߩనङ ం ڒంړޒ t pi nu 
ఇڜ  ޴తफ࡮ۧ ࡮ۧ ޴ ߭దभ సంఖङ ऒ޳ప ݟంߘ ޴ప ړޒంڒ ޴ߝబܽद అڒ  ړశ ޴ప ޳ࡶ ڷࡱ फړ పߘࣜ޴ ࡛ࣛद૽  శړ फړ nu 
ఉంܿం޴ 
నऒޔࡏࠪ ڴగం࢘ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ  ఫంࣾڒ ߤబܽद ݭ࠵ ࣋ए छ  ߘసగܿ ߖ޵ ࡏࠬ  ޴फంࣆఇ ߘసగܿ ڕࠬ ࡛
ए࣋  ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯࢐ڝࣆޓ छ అం݄ mod e 0 ڴ࠲పం ఒߦ సగం అం݄ ࡹ޶ఇం ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡛ k k x 
ए࣋ ݭ࠵ ࡏࠬ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ छ  వణt x߇ऴ ࠭࠲ ޴फంࣆవ ڕబయట ޴ం݄ ఇڕࣆޓ ߖ ܘࡔవ࠻ ࠹݅ ,ߖڕࣆޓ ߖ ࡛
తరంߖڴऒ కङܔ ࡹ࢑షయం లతڜ ऴవతޓ ం݄ڕࣆޓ  ం ࢑షయంߖߖ޵ ࠭࠲ ࡹ చࡍऐ ంۧ࠭, అߩओ  e ߖ ࠭࠲ ݡ
फࣃۨࣇ ङڒ ࠭  జ సࠪంతర z zޒऀ ఈ ڕబܽद మనڒ వణత߇సࠪంతర ऴ ޴సࠪనం, ఇ ړߖڴవణ తరం߇ऴ ߵ
ऴ߇వణత ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴  ऴపۧరం ࡅకए ङڒ శ޴  ऒߕࣆ ఇ ߵ  ऱ ఈ xz kx tࢁమ ࠾ࡍమ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤࣄ 
సందరग ంޓ ࡹऴవత ݭ࠵ ఇ ߕࣆऒ  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అޔ࢓ం޴, 
మనం ఒక ڝణంڒ ࡹంߖޒ ఇకए డ ऴ࢒߇కࡍంۨన ڒంߖޒ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ సړߖڴ సࠪనం అޔ࢓ం޴ ఇߩओ ݡ
ఈ ڝణంࡹ ఇࡓ ޴ంڴ࠙ ݡలߘ కڵ࡯ ఉం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ޶࢑ङ వ۪ऐڒ ߅ߖޒइऴతం ऴప ޠ  ఇ޴ ޴శ ޶࢑ङ  x ޠ
इऴతం ڒङ छ޳ ߵ ࢐ङ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ ڴܼޓ ࣒ڒ ࡗ܋ ࡌ ऒߕࣆ फߧ  e y exe e y ࠾ࡍఒక ࠙గం మ ޴బܽद ఇڒ 
ఒక ࠙గం ࡅకए  ऴగహణశړ फ.z 
 అం޶వలऱ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ڒ ߘङ పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ ࡗ܋ ఇ ߵ ङڒ  छ޳ ܼޓ ߤࣄ ࡗ܋ ఇ ܼޓ ߤࣄ ࡗ܋ ఇ ߵ  y z ࡌ
ంచవ۪ऐۨࣇ అం݄ ఏࠫܽ ఇకए ܼޓ ܼޓ  డ ࠻ ܼޓంࡽڵ మధङ  ఉనऒ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ణంڝ   మࡍంత y 
డవ۪ऐ۫ ڴऴగతफ܉ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ   మࡍంత ܉ऴగతफڶ ڴయߖవछ ంݟ  ఇకए డ ܉ऴగతफڴ కߘక ఇ޴ ޴శ , ఇ޶࢑ ޴ङ  yޠ
इऴతం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ڝణం ܼޓ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇࢗ ޴ంట ࢗంట ఒక ࠙ߖڴऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, y y 
ఇߕࣆ ޴ऒ  అޙ࠼, ఇߕࣆ ޴ऒ  క ࠙గం.e eࡖమ ܼޓ ࣒ڒ 

ऒߕࣆ  z e  ݋ంߜం߱ڒ ఈ ࡹߖ޳ ంۨనߧ۫ ߘߝ బܽदڒ ܼޓ ߤࣄ ࡗ܋ ఇ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ࣒ڒ న࣒࠳ 90 
మ࠾ࡍ ఈ ࡓంڒ ݡం߱ߜంࡱ ݋ ఉߕऒ ऒߕࣆ ࡏࠬ  ఇ ࠾ࡍమ ܼޓ ࣒ڒ ࡗ܋ ఇ ݋ంߜం߱ڒ బܽद ఈڒ ࠼  ܼޓ ߤࣄ 
ए࣋ ݭ࠵ छ సࠪనం ఇ ࣋ए ړ ݭ࠵ ޴ం݄, అڕࣆޓ ߖ ࡛ छ ࡛ మࢁऱ ఇ ߕࣆऒ  ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ڴ ࡛ छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ 
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆవ ڴܼޓ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ ఇ࠳ ߤ࣌ ޴న࣒ ఒڴ࠲ ఇ࢐ ޴ङ ࢑ధङ࢙ फߧ ం  దశ పదం kx t 
ఎలऱߩओ ఇకए ߘߝ ,޴ఉంܿం ݢ డ ऴࣄ࢐న࢐ ޴ङ ओߩకం݄ ఇ޶फ ఎంߧ  ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡹܼޓ ణంڝ ఒక ޴అ ݡ
అం޶వలऱ మనం ߕࣆऒ  చޔరऴߖࣃऒ  సړߖڴ సړߖڴ అంࣃ޴फ ࠭ మ࠾ࡍ ࠭ం޶ మనం ఇ ߕࣆऒ  చޔరऴߖࣃऒ  e 
సړߖڴ ߰ం࠭޳ అం݄ ߖ޳ అర बం ఏࠫܽ అం݄ ޓऴవత ڒంޓ ޒऴవత ऴ߇వణ ࣄब߯ޒ ఆ߄రపݟ ఉండ޶, ఇ޴ 
ࠪధङ మం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ ओߩ ఒక ࠪధङ ޒంڒ ݡ మం ڷంݞ ߱లࡕజ࡛ ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ ओߩ  ߯ޒबࣄ వణ߇ऴ ݡ
ఆ߄రపݟ ఉండ޶.
 
అవߗऒ  ఒښ ఇ ߕࣆऒ  చޔరऴߖࣃऒ  సړߖڴ ఇࣃफ న చరऐ࡯ڵࠫ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ ऒߖڒరڒ ڕࠬ దశ పదం ࡹ  
సߖڴऒ  ఇࣆफంࡶ ,޴క߱ࡏࠪ ޙओ  దశ పదం ࠬڕ ఇవछ సమసङ ࠾ࡍసగం మ ݡనܿ  ޶ లࡹ సమసङ  న࡯ڵࠫ ࡹ
చరऐ ऒߖ޳మనం దశ ప ࡹ  వ࢘࡯޴యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
మనం ړࡵए ంۧలڕߘనऒ ओߩ छ޳ ݋ߩ ݋࢓అ ݡ छ޳ ݋ߩ ߤఇ ޳ࡶ ݋ߩ ߤఇ ࡌ छ޳ ݋ߩ ݋࢓అ ࡌ  ߘऴవతޓ ࣾ߮ࣃ ࡌ
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రߖ प࠼ంۨనߩओ రߖ ߘऴవతޓ ݡ प࠼ంచడం࢐ ࡹङ ङ߄࢑࢙ फߧ ऒߖ  ࠪऴత࠲ చࡍऐ ంచవ۪ऐ  .
  సగం ڒరకం ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
ऐࡍచ ڕ޶ఎం ߖߖ޵ ߘߝ ऒߕफࣆ ࢐ङ వలంښ మనం ߠ ङ߄࢑࢙ फߧ ऒߖ  ۫డవ۪ऐ సమసङ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ ,   ߘ
నऒڕࣆޓ ओߩ సओ ݡ షदమޔ࢓ం޴, ఇߩओ छ޳ వణకం߇మనం ऴ ݡ సమసङ ࣋ۯ ऴపۧరం ߖޒంڒ వణ߇సరళ ऴ ࡌ  ߘ
ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ڒబܽद ఏࠫ ۫పబݟం޴  ఇకए డ ޠߦ అࣿړߖ ఒక ڝణంࡹ ఒక ڝణం సంఘటన వదभ ߮ऱߤ ऴ߇వణ ڒంޒ 
ఉంڒ ޴బܽद ޠߦ అࣾం ఇకए డ సంఘటన ߮ऱߤ ऴ߇వణ ڒంޒ ఉంߖ޳ ,޴ సరళ ऴ߇వణ ڒంޒ ࠪరठం అࣾంڝ ޜణ y 
కएࡅ ߖ޵  ޴ంޔ࢓ఆ߯ ࠪరठం అࣾం అ ,޴फంࣆۯ ߘܼޓ  ఒక ࠙ߖڴऒ  ࠪऴత࠲ అߘమޒంచంڒ ݟబܽद ࠭࠲ ఇకए డ
చࡍऐ ంۨన޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక ޶࢑ङ ङڒ इऴతం ޠ పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ ࡗ܋ ࠾ࡍమ ߵ ङڒ  y z si  n theta y ࡗ܋ ఇ ߵ
ङڒ ఇకए ߵ డ ఒక ڒం߱ߜంڒ ݋బܽद ߘߝ ఇߩओ ऐࡍంۨ చࡍڷ ߖ޵ ݦ ంۧࢗ , ߘంట ఉనऒ  ࠙గం ఇ ܼޓ ࣒ڒ ࡗ܋ y 
మࢗ ߖ޳ ࠾ࡍంట ఉనऒ  ࠙గం ఇ ڒ ܼޓ ߤࣄ ࡗ܋బܽद ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ڒ ߘం߱ߜం݋ పऱ࣒  ay z ڴ ݋ంߜం߱ڒ 
ऴ࢐యవ۪ऐ   దశ పదం ߘߝ చࡍऐ ంۨన ऱܿ ࠭࠲ ޶ڒ ࠭࠲ అߖऒ  ۲ ऱܼ ऒߖ޳న దశ ప࠳రణ߄ࣃ   వ࠭ࣃ࢘࡯޴ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ޠߦ అࣾం ࢗంట ఉం޴ అం݄ ࠙గం ڷంࢗ ݞళच  y y z ߖڒ ޴ంޔݡంచబޒమߘఅ ړߖݞ
࠙గం ఈ ऴ߇వణకం ޳छ ࡍߪ ࡌ फ߅ࡗߖ ڴంచబޔݡం޴ అం޶వలऱ ఇకए డ ޶࢑ङ  इऴతం e 2 y cap e 0 cos ޠ

theta ޴బܽद ఇڒ ޴ంట ఉంܿంࢗ ండవ ࠙గం అࣾంࡓ ࠲దܽ ࠙గం ࠪऴత࠴ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ z 
ऴవత  ఇకएޓ బܽदڒ ڕబܽद మనڒ ޴ంݟంచబ߅ࡗߖ డ ݭ࠵ ఇ ݀ ࣋ए छ ࡛ ఉంܿం޴, y cap e zero cos theta 
ఇ޴ ఇ ࡗ܋ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ झߖఇం݃ ࡱసࠪనం , అస ڕܼޓ ࡛ झߖఇం݃ ݋ߩ ߤంۨ ఏࠫܽ ఇࡍڷ ܾ  ఇ i ݭ࠵ ܾ
వߤ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒకܽ ఇకए డ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ఇ ࣒ڒ ࡗ܋ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛  ఇ ࡗ܋ ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ  అం݄ ܼޓ ࡛
ऒߕࣆ వలం ఐ ఒకܽ ఇښ  ࣋ए छ ࡛ ఇం݃ߖझ సࠪనం, ఇకए ړܾ డ ఇ݋ߩ ߤ వదभ ఇ ߕࣆऒ  ࣋ए छ ࡛ ఇం݃ߖझ ܾ అ޴ߝ 
ऴ߇వణకం తࡌछ త అ݋ߩ ݋࢓ వదभ ఇ ࡗ܋ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ వదभ ఉనऒ ݋ߩ ݋࢓అ ݡంࡓ  ߘߝ బܽदڒ ܼޓ ࡛  ऴవతޓ 

࣋ए छ వదभ ఉనऒ ݋ߩ ߤఇ ړࡹܼޓ ࡛ సࠪనం, ఈ ࠭ఖङ ڕऴవతޓ  ऒߖ߄న సంబం࠳  మల࣒ ࡮ మల࣒ ࡮ cos 
అంܼࡏ, ఇకए డ ܼޓ అ࣒ߦ ޴ߝ అࣾం మ࠾ࡍ ऴ߇వణత మధङ కएࡅ ݋ࡷ ݋ߩ ߤఇ ࠾ࡍణం మڝ   ऴ߇వణ ࢑ࠪనం
ఇߩओ ओߩమనం  ఇ ޜߖ޵ ݡ ండవ సమసङࡓ ݡ  ߵఅ ڡ݄ ߘ
߱లܘࡕन ओߩఇ ,޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ జ࡛ లࡕन ߱ల࣒ڒऴ ݡంࡓ ݋ࡷ  ߱ ߤఅ ݡ లܘࡕन  ݞంڷ జ࡛ లࡕन ߱ల࣒ڒऴ ݡంࡓ ݋ࡷ 
ऴతం ఇకएۨڣࡔ బܽदڒ ޴ంޜࢂࢗ డ అߤ ߱ లܘࡕन  అࣾం ࣒ߦ ڴ࢑ధం ఈ ࡹ జ࡛ࡕదܽ ߱ల࠴ ޴ఇ ,޴ంޔߩ۫ ߖ ݋ࡷ 
కڵ࡯ ఉంܿం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ޴  ఒక ࣒ߦ అࣾం ړߖ޵ లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అܿవంܽ అమࡍకߘ ऴ࣒ڒन 
߱లࡕజ࡛झ  అంܼࡏ ऴ࣒ڒन అం݄ ऴ࣒ڒन ߱లࡕజ࡛ అం݄ ߱ࡽ  అࣾం ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ arize at pass 
ఉంܼࡓ ,࠼ంݡ ऴ߇వࡱހ ఒకڜߖ޳కܽ లంబం࣒ߦ ڴ అࣿߖऒ  కڵ࡯ ఉంܼ࠼ 
మڒ ࠾ࡍంޒ ఇ݋ߩ ߤ వదभ అߤ ߱ లܘࡕन సࠪనం  ఇకए ړ ,ޙ࠼అ ݋ࡷ  డ ఉం޴  ఇకए డ ఉం޴ i 1 i 0 i 1 i 2
మ࠾ࡍ  అ޴ߝ ఇޓ ߖࡹ ݋ߩ ߤऴవత, అ޴  అޙ࠼, ߱లࡕజ࡛ ܽ޳ ߘన తࡌछ త ޓऴవత i  3 i 0 i 0 by 2 
అޔ࢓ం޴, ߱లࡕజ࡛ ޳छ ओࡹڝ ऴవతޓ తంࢡ 50 ޒంڒ నݟయబۯ ܘࡕల߱ ࡌ ఇపओ ࠭࠲ ߖందޔ ऐࡍచ ښܽ ంۧ࠭.
  ఇకए డ అ݋ߩ ݋࢓ ఇం݃ߖझ ࡔߖ ߖఐ ݀ అ ߘߝ ܾ भ࣋ࢢफ, ఇకए డ ڒంڜ ޒనڵࣃనߩओ ओߩఇ ޴అ ݡ ऒߕࣆ ړݡంࡓ ݡ  
అޔ࢓ం޴ , ఇ޴ ߱లܘࡕन नܘࡕల߱ ݋ࡷ  ఇకए ޙ࠼అ ݋ࡷ  డ ޠߦ అࣾం ࢗంట ఉంܿం޴, ఇ޴ లంబంڴ y z 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ߱లܑࡕషࡍߪ ߤ फڴ అ݃ߙङ छ޳ జ࡛ࡕఈ ߱ల  ޳ࡶ ޴ంޔ࢓అ ݋ࡃ ޳ࡶ ޴ంޔݡऴగࣕంచబ ࡌ
ऒߖހవ߇ఒక ऴ ߕ޼మనం ఏ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబ߅ࡗߖ ओߧޒ  ऒߖ޵ బܽदڒ ޶ࡌ ޒంڒ ڕమన ޙ ం޳ఉం۪ ڴबరంࣄ 
మ࠾ࡍ మనం ڼࡍޒటߩओ ऒߖ޵ ݦ ओߧޒ   ch  y ړ అࣾం ࣒ߦ ޴అ ڴవరۨ ࠾ࡍమ ࣒ܐఅࣾం ఆం ࣒ߦ ޙ
సࠪంతరంࡍࠪ ڴనߩओ  y ݡ
ఉనऒ ڴలంబం ړ ओߩ ఉనऒ ڴలంబం ړ ఆ߯ ,޴फంࣆవ ޒంڒ फࡍߪ ڕమన ݡ ओߩ ओߩఅ ,޶ఉండ ޒంڒ ݡ  y ޒంڒ ݡ
 ߘܼޓ ࡽڵం࠻  ޴ఉంܿం ࡮ఎ ޙ࠼రठం అࣾం అࠪ ڼ࡮అ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ జ࡛ࡕండవ ߱లࡓ తफం࠴
తࣆۯࡏ࠻फం޴, మనం ऴ߇వంࡹ ఏߕ޼ ఒకߧޒ ߖߖ޳ओ వ۪ऐڒ ޴ఇ ޴అ ޙ వ۪ऐڒ ޴అ ޳ࡶ   డవ࠮ ࠭࠲ ߗڒ ,
ऴ߇వߖހऒ  పࡍచయం ࣋ۯफ ఇߩओ పओޒ ߘ జ࡛ࡕండవ ߱లࡓ ݡ డం ఊࣕంచడం ࣆలభం అޔ࢓ం޴.
 ఈ సమసङ ऐࡍచ ߘ ంచంڒ ݟబܽद ࠮డవ ߱లࡕజ࡛ ߘ పࡍచయం ࣆۯफߕऒ ࠭, దయ࠴ ࣄۯదܽ ߱లࡕజ࡛ ߯  
߱ ߤऴతం అۨڣࡔ లܘࡕन झߖఇ ݋ࡷ  రࠪ ߖ޵ ,ݟడం۫ ߘ ݋ంݥ ठం అࣾం ޴శࡹ ఉంܿం࠮ , ޴డవ ߱లࡕజ࡛ y 
పܽ సమసङߘ࠭ ߘߝ జ࡛ࡕండవ ߱లࡓ నߧ۫ ࡹ ऱܿڴ ఇకए డ ࠮డవ ऴ߇వణకం ޶ࡶ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  ఈ 
߱లࡕజ࡛ ࡶనߩओ  ,వణకం߇డవ ऴ࠮ ޴ఇ ޴ండవࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ऴప࢘శ߭ܽदన ࠭࠲ ݡ
ఈ ړ࠻ ޠߦझ ࣒ లంబం࣒ߦ ڴ అࣾం మڒ  ࠾ࡍబܽद అڒ  ݋ߩ ݋࢓బܽद అ޶ࡶ ݋ߩ ݋࢓, ఎం޶కం݄ మనం 0
ఇߩओ ऒߕޔࢂࢗ ݞంڷ జ࡛ లࡕन ߱ల࣒ڒऴ ݡంࡓ ݡ  జ࡛ࡕజ࡛ ఒక ߱లࡕజ࡛ ߱లࡕడవ ߱ల࠮ ޴ండవࡓ ߘߝ , ࠭
झړ࠻ ޠߦ ߘ జ࡛ࡕడవ ߱ల࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ओߩఅ ޙݟऴప࢘శ߭ ࡹణంڝ ܼޓ ޜఅࣾం ޜ ࣒ भ޳۫ మనం ݡ ం y 
అޓ ݋ߩ ݋࢓ऴవతߘ మనం ఇޜ ݋ߩ ߤ ऴߦరంࠚంۯ అޓ ݋ߩ ݋࢓ऴవతߘ అంచ޳࢘ ߕभ ం , ఇం݃ߖझ ܾ i 1 I 0 
ओߩబܽद ఇڒ వణకం߇ऴ ޴కం݄ ఇ޶తం, ఎంࢡ ࠢ࠻ ޴ߝऴవత అޓ ఉనऒ ޒంڒ వణ߇మన వదभ ऴ ݡ  i 2 y ࢓ࡱߖ 
࠙గం ࠪऴత࠲ ఉం޴ .
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 ధృ࢒కరణ ࡅకए  ऴ߇వణ సమతలంނڝ ޜయ ߘܼޓ త࣋ۯ ࡏ࠻ ऴ߇వణత ڷంޓ ޙࢀࢗ ݞऴవత ߕࣆऒ  i ,ݡంࡓ 
ఇకए డ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڝణం ܼޓ ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ ޓऴవత  ࠑ  ఇޓ ݋ߩ ߤऴవతڕ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ y i 0 2
ए࣋ ࣒ڝ छ झߖఐ ݀ ఇం݃ ڕమన ޙ࠼అ ܼޓ ࡽڵం࠻ ࡮ ల࣒ࠪ ࡮ ࣒ࡹࠪ అం݄ ܼޓ ࡛ ܾ ఉంܿం޴, ఇకए డ ఐ 
వ࣒ڒ ߤ ࣋ए छ ࡍమనం వ ޻అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ܼޓ ࡛ फంపܑࣃफ ࠭  ఇకए డ ఇం݃ߖझ  బܽद i zero by twoڒ ܾ
ఇకए డ ఇం݃ߖझ ए࣋ ࣒ڒ ܾ छ ओߩఇ ړࡹܼޓ ࡛ ऱ చࢁమనం మ ݡ दܼ ऒߖ  వࡍ फంపܑࣃफ ࠭, i zero by two malus 
ఇߩओ  y ڵవం ڴܼޓ ణంڝ వణత߇ంۨ ऴࠫ ړߖ޵ కం݄޶ఎం ޴फంࣆۯ ߘܼޓ ࡽڵం࠻ ޜవణత అࣾం߇ऴ ݡ
ఉంܿం޴  అࣾంޜ మనం ఇకए డڕ వۨऐ నߩओ రठ అࣾం మధङࠪ ࠾ࡍవణ సమతలం మ߇ऴ ݡ  ఒకܽ y ޴ణం ఇڝ 
వలऱ ఇకए޶అం ,ܼޓ న࣒࠳ 90 ܼޓ న࣒࠳ 90 ޴ఇ ޳ࡶ డ మࡖక ࢙ޓ ߩऴవత సࠪనంڴ ఉంܿం޴.I 4 
फࣃऴ࢐ ߘߝ   ए࣋ ࣒ڒ ړ3 ޴క ఇߘక ߘ छ ఇకए ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ3 ܼޓ న࣒࠳ 90 ࡛ డ ޓऴవత ఇకए డ ࣒ڒi i i 3 
࣋ए छ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ܼޓ న࣒࠳  ణంڝ ఈ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡛ డ ڷࡱߕ ߘߝ అߖ ऴޓ ߘࣃ࢐ऴవత ࡓం90 ࣒ڒ ݡ
࣋ए छ ऒߕࣆ ޜܼޓ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ ޓఈ ఐ ऴ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ छ  ࣒ڒ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴܼޓ న࣒࠳ ంࠢޛ ࡛
ऒߕࣆ ݡంࡓ ړࡹܼޓ ࣒ڒ ړࡹܼޓ తफం ࣋ए࠴ ܼޓ ߤࣄ , छ  వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ న࣒࠳ ంࠢޛ ࣒ڒ ࡛
ఇࠑ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ݀ ࠑ ࡗ܋  ޴ ݀ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఐ ࠑ ࡗ܋ ఎߤ࣌ ݋࠼ ࣋ए छ  ch is i ޴ߝఅ ܼޓ ܼޓ ݡంࡓ ࡛
థ࡛ ࠾ࡍఅࣾం మ ࣒ߦ न ߱లࡕజ࡛ ࡅకए  ߱లܑࡕషߤ ߮ऱߤ మధङ మధङ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ޴ణం, ఇڝ   ऴప࢘శ߭టदబݟం޴
జ࡛ ల మధङࡕन ߱ల࣒ڒऴ ݡంࡓ  ࣊కంݭ ऴ࣒ڒन ߱లࡕజ࡛ ల࠭࠲ ߘ ऴప࢘శ߭ दܼ ࠭, ఇ޴ ఇߩओ  తࠫࡍవదभ ప ݋ߩ ݋࢓అ ݡ
ऐۯవڕࣆޓ ߘऴవతޓ ऒߖހవ߇డవ ऴ࠮   ऴప࢘శ߭టदړߖݞ ࠭ం࠭࠲ ޶ ఈ ࡓంݟంܽ మధङ ऒߖހవ߇డవ ऴ࠮   
ऴప࢘శ߭ܽदనߩओ ओߩఇ ݡ సࠪనం i 4 ړڶऴݟ  ܼޓ   ޴फంࣆవ ݋ߩ ݋࢓త అࠫࡍప ڕమన , ޶ࡶ ݋ߩ ݋࢓అ ݡ 45
అ࠼నߩओ అం݄ ఇకए ,޴ఉంܿం ڴషदంࡍగ ݡ డ ऴప࢘శ߭టदబݟన ऴ߇వణకం ࡅకए  फ, y࣋ۯ ࡱڶऴݟ 45 ړߖణం అࣿڝ 
అߩओ i 0 ڴషदంࡍబܽद  గڒ ऴవతޓ   సࠪనం, అం݄ ړ ࠑ  ޴ఇ ,޴फంࣆవదभ వ ݋ߩ ݋࢓అ ޒంڒ షदࡍగ ڕమన ݡ 8 1 8 i 4
ఉంܿం޴ మړ0 ܼޓ ࠾ࡍ సࠪనం అ࠼నߩओ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ0 ܼޓ అం݄ ,޴ంޔ࢓అ ݡ  i 4 0 ڕమన ݡ
ఇ޴ ఉంܿం޴ అం݄ ࠮డవ ߱లࡕజ࡛ మࡓ ࠾ࡍండవ ߱లࡕజ࡛ ऴ࣒ڒ అڒ ࠼ޑ࢓బܽद అ݋ߩ ݋࢓ ఉంܿం0  ޴ 
 ల వదभڶऴݟ జ࡛ 90ࡕడవ ߱ల࠮ ࠾ࡍజ࡛ మࡕఈ ߱ల ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏޒ ࡮ఇ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ90 ܼޓ
ఉంܼ࠼, అޙ࠼ ఇړߖ޵ ޴ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మࢁऱ అ݋ߩ ݋࢓  అ݋ߩ ݋࢓ ఇకए 0 ޴ంޔ࢓అ  ݦ 0
బܽद ఇకएڒ డ అ݋ߩ ݋࢓  అޔ࢓ం0.޴
ओߩన࠼సࠪనం అ ړڶऴݟ 90 ܼޓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 ܼޓ  తం ఇకएށగ ߖఅ 0 ޴ߝఅ ݡ డ ۫ࣆߧफం޴ i 4 
క సంఖङߝఅ ڴరం߄वసफం ఆࢡకޒࠥ , ఉండవ۪ऐ ࡱ ఇకए ߘߝ ,  డ చࡍऐ ంۨన ߄ࣃరణ ࡵకए छࡔ࢘ ࡏࠬ ࡱ ऱࡹހڝ ࡏ  
ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘలހవ߇ऴ ݡంࡓ సओ ࡹऴతంۨ ࠾ࡍమ ࡱ జ࡛ࡕల߱ ݡ࠮   షदంڴ ఉం݄, ఈ సంఖङ లߗऒ  పߖ 
యవ۪ऐۯ బܽद ఇకएڒ  డ ߘߝ ऴ߇వణ ࢘࢟ ఆߧदڡझ  మ࠾ࡍ ఆߧदڡझ ङݢࠪ  ߯ ࡽ  చరऐ फࣃ࢘ߧఆ ߘ ధనङ ߘ  ࡱ޳࢐
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