
[సంڶతం] [చపओ ऱܿ]  గత ࡓంݡ ఉపߕङ झڡदߧఆ ࡹలࣃ  ߯  ఉపߕङ స ࠪݢङ छࣃ ڕ ࡽ గతం, ࠾ ࠭࠲వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ 
ऴపࡆగం ࡍڷంۨ చࡍऐ ంۧ࠭  మܔ ࠾ࡍకङ ం ࡅకए ऒߖڜ   ࠭ఖङ ङڒܔ మనం ܌ࡗ  ఈ ߘలހన లࣾ࠳ దగ ړߖ ठࡍ సంబంధం 
ఉనऒ  మࡖక దృڵछ షߖ࠻ऒ  చࡍऐ फࣃ फࣃࡱߧ ߖఅ ߤࣾ߷ऴݟ .࠭ కएࡅ ޒంڒ బܽदڒ ࡏ కएࡅ ࢑इపణ ޒంڒ   ߘ࢑इపణ ޒంڒ 
࢑వర దట࠴ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ फړߖߕ ఒక ࢑ధ࠳న ߖరछ చߖߕऒ  ఇࣃफ కएࡅ ޒంڒ బܽदڒ ߘ  ࢑इపం   అ޴ߝ ఒక అడनంړ 
छ޳ ޳ࡶ రం ࡅకए ࢐ङ ߖޒంڒ ړࡹడߗ తށగڣࡔ  ߧ फ ۯయߖݞऒ ంజం ఏకవరߩ ޒంڒ .޴फంࣆۨࣇ  पంڴ ఉం݄ ڒం࢐ ޒङ ߧ फ 
కएࡅ ޒంڒ   అం݄ ,޴ంޔ޶ంۮ  సంఘటన ߩంజం  ఏకవర पంڴ ఉం݄, అడनంࡅ ړకए ङ܉   న࠳శవంతڒబܽद ऴప ߖޒࠫ
మ࠾ࡍ ۩కܽ అం۪޳ࡶ ࡱ వల޳ࡶ ࡱ࠻ నߕ࠮లߘ ۫డవ۪ऐ    .  ఈ ఉపߕङ సం మ࠾ࡍ ऴړం޴ ఉపߕङ సం ڒబܽद 
కएࡅ ۃ࡯ దట࠴ ߘߝ  ࢐ङ ߧ फ ఏࠫ݇ ࢑వࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ కएࡅ ړఒక అడनం  ߘ ࢐ङ ޒంڒ ړࡹడߗ తށగڣࡔ  ߧ फ ht 
కएࡅ ړఒక అడनం ,޴ంޔ޶ంۮ ऒߖހరړ ޒంڒ ఒక సࠪంతర  ړࡹడߗ తށగڣࡔ   పࡍగށంచంݟ.       ఇߩओ  నڵࡍజ ߯ߖ޵ ݡ
ఇకए ߘక࡯۩ మనం ఒక ࡹڷࡱࢗ డڕࣆޓ ڕవ࣋फ, ఇకए డ ఒక పߞ޶న అం۪ ఉనऒ  ऴڒ܉ࠜޒర ఆڒర࡯۩ ߩక ఇకए డ ఒక 
సరళ అం۪ ఇకए డ ߖߖ޳ ࠭࠲ ऴړంߘ ޴ంࡌڕࣆޓ ݟవړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭, అం݄ ߩంߖ܉ऒ  అడनڵంచడం, ఆ߯ ߩంజం 
కޒफࡍంచడం  మనڕ లࠚంڣࡔ ۯగށత ߗడߗ ࡹడ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ޷ల సంఘటనࡓ ߘం࠱ݧ ݡనलࡹ ߤ ۫࣋फ ߖߖ޵
అࠚనం޴ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, మనం  ࡓం࠱ݧ ݡనलࡹ ߤ ۫࣋फ అ޴ మࡍంత సओ షदంڴ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद మనం ఉనऒ  
ऒߖޑऴۨڣࡔ ంజం ఇకएߩ బܽद సంఘటనڒ ݟంజం ۫డంߩ సంఘటన ߘޑߩ۫ ڕࠬ  డ ఉం޴ ఇ޴ సࠪంతర సంఘటన 
కएࡅ ంజంߩ సంఘటన ޴బܽद  ఇڒ ࠭ࣃۯ చయంࡍప ݟంߘ వڷ޴ ߘక࡯۩ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍంజం మߩ ऒߖڴ࠙   ఇ࡮ 
కޒफࡍంచడం ߅ࡗߖ ޳ࡶంచడం వలన ߩంజం ࡅకए एࣅऴ ޴ంޔڷࡏంత ࠙గం సంఘటన߯ జڜ  కएࡅ ంజంߩ ࠾ࡍమ ߤ  
࠙గం ڷ޴వ ߘంݟ ऴప࢘శ߭టदబݟన ۩࡯క߅ࡗߖ ޜంచబݟం޴, ఇ޴ ఒక అడनం࡯۩ ړక ఆڒరߩ అడनంړ, ఇࡔ ޴ ఆߧदڡझ  ޒంڒ ޳ࡶ 
కएࡅ ړࡓ  दߖ࡯య࡛ ऴపۧߖࡌऒ  పࡍగణనߖڕࣆޓ ړࡹ ఇకए డ ߘంݟ ऴప࢘శ߭టदబݟం޴, ఇకए డ మనం ఆࢢం޴ۯ సగం 
ऴపڒశవంతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ సగం ఉంܿం޴  ఇ޴ ۩కܽڴ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ऴߦంతం ఇకए డ ఈ ۪కए ల ࡔఖڕ 
వన ఉనऒڷ޴  ऴߦంతం ఈ ఎపరऐ छ޳ ࡏ వలऱ మనం ఇకए޶అం ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ߅ࡗߖ ࡌ డ ఒక ߗడߘ ߰ంڒ ,࡯޳బܽद 
కएࡅ ޒంڒ సంఘటన  ࠭࠲  సࠪంతర ߩంజంڴ పࡍగށంۧ࠭ ڒబܽद ߖ޵ వరڕ మనం తపओ  డߗ ࡯ݞఉం ڵ࡯క ڴࡍసߖ
మߖ޳ ࠾ࡍ ߯న మనం ऴపڒశవంత࠳న ऴߦంߖޑऒ  కڵ࡯ ఉం࡯ݞ అం݄ మనం ޓऴవత పంݞ۫ ߖނߧలం݄, మనం ఇ࡮ంܽ
 ࣊ दߵ  ఫంࣾߖ ߤ ۫డవలࣄ ఉంܿం޴, అޓ ޴ऴవత ఇకए డ ఏకڴޒࡎ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఇకए డ అ޴ . ఓࣣ ఇకए డ ࣃڶफ 0 ߘ
మ࠾ࡍ  ఇకए డ ఈ ఇం݃ߖझ ङࠌदࣄवݟ ܾ షߤ అం݄ ఏࠫ݇ ۫ߧంచంݟ,  ఇకए డ ఇߖझ  ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ݋ࡷ ݋ంݥ
࢑సफࡍంపܑࣆफߕऒ ऒߕफࣆߧ۫ ࠾ࡍమ ߘ  చయంࡍప ߘక࡯۩ ఒక ݟంߘ వڷ޴  ࠭࠲ ࠾ࡍసంఘటన మ  ޴బܽद ఇڒ ߘ
ऒߕफࣆۯ ऒߖఅ ޴నڛ࡯ޙ ڕవర ޴బܽद ఇڒ णݭࢗ ޴బܽद ఇڒ క࡯۩ ޴బܽद ఇڒ ,  ࠭ࣃۯ చయంࡍప ߘక࡯۩ ఒక ࠭࠲ బܽदڒ ࠭  
ఇకए డ ޘర߯ړ వࣃफ झڡदߧత ఆށగڣࡔ బܽदڒ  ࠼ కएࡅ ޒంڒ ޳ࡶ ݟంߘ  ړࡓ  दߖ࡯య࡛ ऴపۧరం ߘంݟ ఇ޴ ऴࣅए  ఏ ޙ࠼అ ߤ
ओߩసంఘటన߯ అ ޒంڒ फࣃࢢఆ ߘడߗ ࠭࠲ ݡ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఈ ऴߦంߖޑऒ   ఈ ऴߦంߖޑऒ  అడनంߗ ړడ అࣃࡱߧ ߖफ  ࡏ
కएࡅ ړఅడनం ߘߝ బܽदڒ ऒߖ޳ఈ ప   ߖడ అߗ   ఉపڵࡆంۧڒ   ߘబܽद అడनంړ ఈ ۩࡯క ߗడ అడनంڒ ړబܽद ఈ ऴߦంతం  
ఇకए డ ڷ޴వ ऴߦంతం ڒబܽद ఇڒ ޴ంࡅ ޒకए ړࡓ  दߖ࡯య࡛ ऴపۧరం ߘంݟ అడनంࡅ ړకए ऱߦ ߖނߧऴవత పంޓ ߘߝ    ,డߗ   ݋
फ, మనం ఇకए࣋ۯ డ ߗడߘ మ࠾ࡍ మࡖక ࢙ߩ ऴపڒశవంత࠳న ڒంߖޒ కڵ࡯ ఉంڒ  ࡯ݞబܽद ఈ ޴శ అߖ అڕߘం޳ం.  x 
ओߩఅ ߤࣾࡓݧ एࣅऴ ߘߝ ݡ ߯ ߤ  ఇం݃ߖझ ङࠌदࣄवݟ ܾ షߤ ఇం݃ߖझ ङࠌदࣄवݟ ܾ షߦ ߖ ߤऱ झߖఇం݃ ࠆఆ ޴फ,   ఇ࣋ۯ ݋ ܾ x i x 
ङࠌदࣄवݟ షߤ ఆࠆ అߩओ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  ߰ం࡯޳  ఈ ߩంజం ऴࡹ ߤࣾ࣊ ࣒ڒ ఏకޓ ޒࡎऴవతޜ ఉనऒ టऱߘߝ ,ޙ࠼ ఈ i x, 
బܽद ఇకएڒ .0 ޴ంۨ అࠫ ߘऴవతޓ ఆ߯ 0 ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڵ࡯క ߘऴవతޓ ޒࡎఏక ڕవర ࢓޶ంࠉ డ ఏకޓ ޒࡎऴవత ఆ߯ 0 ߗڒ 
࢐సफړߖ࢐ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ నߘऒ फࣃޒమߘఅ ڕ޶ంۯంڵࡆఉప ߘڷరం ࡔ࢘   ంత iڜ ޴࣋۫  బܽद మనంڒ ࠭
ఇకए  ,޴फంࣆవ ړࡹނߧత పంށగڣࡔ ߖޒంڒ డ ڣࡔగށత ߗడ ఇకए డ ڒంޒ పంނߧ ఇڜ ࡮ంత ࢙߄࢑ङ ऒߖ ࠾ࡍమ ޴ంޔߩ۫ 
ఈ ߗడړࡹ ऴప࢘ࢢంచڜ ڕࠬ ړߖݞంత ڒంޒ ఉంܿం޴, ఇߘߝ ޴ ఆࢢంߗ ۯడ ऴߦంతం ఇߗ ޴డ ऴߦంతంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼
ఈ ߗడ ऴߦంతంڜ ࡹంత ڒంޓ ޒऴవత ఉంܿంڒ ړߖ޵ ,޴రణం ݟऴ߷ࣾࡅ ߤకए  దృڵछ షయం మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄, 
కएࡅ ړఒక అడनం    ޴ߝఅ ߤࣾ߷ऴݟ ࢐ङ ߖޒంڒ ړࡹడߗ తށగڣࡔ  ߧ फ ۯయߖݞऒ ࢐ङ ߖޒంڒ .޴फంࣆۨࣇ  ߧ फ ࣋ۯ ࠪరठంࡹ 
ओߩఇ ߘߝ ࢐ङ ޒంڒ ఈ ݡ ߧ फ ࠪర ठం సࣔయం࢑ ޜవࡍంۧړߖ޳ ,ߘ ఒక అడनంړ ఉం޴ మڒ ࠾ࡍంޒ ఈ ऴߦంࡹޑऱ  ړ
࢐ङ ऴవత ఇకएޓ తࠫࡍప ڕࠬ ښ޶అం ,޴ంۨంߧ డ ఉంߗ , ޴డޓ ࡹऴవత ߕࣆऒ  ࠾ࡍమ ޴ऴవత ఉంܿంޓ ంతڜ ࡹడߗ ,޶ڒ 
ఇݟ ޴ऴ߷ࣾڒ ߤరణంڴ ఉంڒ ޴బܽद   ߖ ߘߝరछ ۨంۨన ࢑ధం࢑ ڴइపం ࡅకए  దృڵछ షయం  ࢐కङ ం ڒబܽद ݟऴ߷ࣾߤ అ޴ߝ 
అడनంࡅ ړకए ࢐ङ ߖޒంڒ ړࡹడߗ తށగڣࡔ  ߧ फ ۯయߖݞऒ ओߩఇ  ,޴फంࣆۨࣇ  फࣃవ ڵࡍޒ ړߖޑऴۨڣࡔ మనం ఈ ݡ  బܽदڒ ࠭
ऒߖޑऴۨڣࡔ నࣄڶ ڴ޶ం࠭ ߘߝ  ఇకए డ ۫ڒ  ߘޑߩబܽद ఇకए డ సంఘటన ߩంజం సࠪంతర ߩంజం ఇߗ ࣋۫ ࡏࠬ ޴డ 
ठڴࡍక సߘࢗ ߖ޵ ߘߝ బܽदڒ డߗ తށగڣࡔ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡹతफం࠴ ంతڜ ޒంڒ ంత ࠙గంڜ ࡹޒంڒ  పߕऒ గం ࣄۯన 
బܽद ఇకएڒ ޴ంతం ఇߦడ ऴߗ డ ఈ ࡔఖ అߘߝ ޻ ఇకए డ ߭݃द ࡮ంܽ ڒంߖޒ కڵ࡯ ఉంߗڒ ࡯ݞ మనం ۫࣋ޓ ޴ऴవత  ఇకए డ 
ऴࣅए ߯ ߤ ङࠌदࣄवݟ  షڡࠈ ߤझ  ఇం݃ߖझ ܾ గࡍషध ఏకڴޒࡎ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ߘߝ ఇం݃ߖझ ऱߦ ߖܾ ऒߕࣆ फ࣋ۯ ݋  అ޴ ఏకڴޒࡎ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ బయట 0 ఉంܿంߗڒ ޴ మనం ۫࣋޴  ఈ అడनంࡅ ړకए  ࠾ࡍమ ޴ऴవత ఉంޓ ంతڜ ࡹడߗ తށగڣࡔ 
ఇ࠹ࠊ ޴ సరళ అం۪ వదभ ݟऴ߷ࣾࡹ ڕ ߤనޔ࢓ం޴, దయࣄۯ ఇࡓ ޴ంࡹ ݡ ఉందߖ ۫డంݟ మనం ఇకए డ ఉనऒ  d d 
మघࠒ फనऒࣆۨࣇ ࠭࠲ ޴బܽद ఇڒ  ంܼ࠭ڕࣆۯफࡏڷ ߘ  సరళ అం۪ ఇ࡯۩ ޴క  ۩࡯క ఆڒరߩ అడनంړ ఇకए డ సరళ 
అం۪ߖ కڵ࡯ ఉంܿంړߖ޵ ,޴ व࣊दߨ݇ ݋࠼ అవసరం ߗڒ ޶ࡶ సరళత ڝసం ࠭࠲ సరళ అం۪ߖ పࡍగށంۧ࠭ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ڒంڣࡔ ޒగށతంړࡹ ऴప࢘ࣆࢢफంߩ ,޴ంజం   ߯࠙గంࡹ ఉనऒ కएࡅ క࡯۩   ߯࠙గంࡹ సరళ అం۪ వదभ ࢑इపణڕ 
ఇకए ߘߝ న ۨవరޘవం ޴ంޔ࢓నࡹ డ ࠒమघ ऒߕफࣆࢢఆ ߖంۧనࡍ࢑వ ߘ एࣅబܽद ऴڒ ߘ ߯ ߤ  ఉనऒ  ऴవతޓ ంజం అంతܼߩ 
పంߘߝ   ߖނߧ ఇకए డ ߘంښ ݟవలం ఒక ۩࡯కߘ  ఇకए డ ߘంݟ ऴప࢘శ߭ दܼ నߖ అڕߘం޳ం, ߘߝ ఇకए డ ߘంݟ మࡖక 
ఇకए ߘక࡯۩ డ ߘంݟ మࡖక ࠈङ ఇకए ڕబܽद మనڒ క࡯۩ ఒక ޴ߝఅ ݋ڻ .ం޳ంڕߘఅ ߘࢡۯ చయంࡍప ߖ ۶ డ ۩࡯క వࣆफం޴
ఇకए ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆక వ࡯۩ ڕफ మన࣋ۯ చయంࡍప ߘక࡯۩ కࡖబܽद మనం మڒ డ త޶పۨڣࡔ ࡍऴతంࣆߧ۫ ࡹफߕऒ t  ߘ
ఇకए డ అߩ ޻ంజం సࠪంతర ߩంజం, ఇ޴ ఇంతڕ ࠭ం޶ ఒక ۩࡯క ఉం޴, ఇߩओ  ޴క ఉం࡯۩ ండవࡓ ݟంߘ ߯ ڕమన ݡ
ఇకए ޴బܽद ఇڒ డ ۩࡯కࣄޓࡍ޳ ڕం޴ మڒ ࠾ࡍంࡅ ޒకए ړࡓ  दߖ࡯య࡛ ऴపۧరం ڒంޒ సంఘటనڕ సంబం߅ంۨన޴ 
ࠪऴత࠲ అࣄ۫ ߖం޴ .  ఈ ڴङ फ ఇకए࣋۫ ࡏࠬ ࡹఆచరణ ߗڒ ߵ డ ڣࡔగށత ߗడڜ ࡹంత ࠴తफంڒ ࡹంޒ ఉంܿం޴ , 
అڼ࡮ ఇకए డ ఉనऒ డ ఇకएߗ తށగڣࡔ  డ అడनంࡅ ړకए ఇకए ࡹంతంߦఈ ऴ ࡏࠬ फ࣋࡯ڜ ߖނߧऴవత పంޓ ࡏࠬ ࠾ࡍడ మߗ  డ
ङ߄࢑࢙ ऴవతޓ ంతڜ ऒߖ फࣃ۫  ఉనऒ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡏ మघࠒ పܽߘ࠭ , ऴవతޓ ంۮంڜ ړࡹడߗ తށగڣࡔ   a ߘ
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బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆޘ ڕफࡏڷ డ ࠭ߘపܽ ࠒమघ ఇకए ,ߘޑߩ۫ ߘ డ ఒక  ࢙ߩన ڣࡔగށత ߗడڒ ړࡹంޒ ऴప࢘ࣆࢢफంڒ ޴బܽद 
ఇߩओ ओߩక ఇ࡯۩ ఒక  ߘంۧߧ۫ ߘక࡯۩ అం۪ ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ ړߖݞయۯ ߘߝ ݡ  ޒంڒ ړࡹడߗ తށగڣࡔ ݡ
ऴప࢘ࣆࢢफందߖ మనం ۫ࣆफߕऒ ࠭,  ఇ࡯۩ ߘߝ ޴క ࡅకए  ఈ ࢗడࡱओ నऒڕࣆޓ ߘ  సందరग ం ڒబܽद ఇ࡯۩ ޴క ޳ࡶ w 
फࣃڵࡆ࢐త ఉపࡏత ࠭࠲ नࠈం࡮ ݋ࡷ ࡹ  ࠭ కएࡅ   తరంగ޼ర डङ ం కం݄ ۧ࡮ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝw w w 

కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇ࢐ ࠹ࠊ ޴ङ సం మ࡯۩ ࠾ࡍక ࡅకए ओࡱడࢗ   తڕए వڴ ఉంܿం޴, అంښ޶ ఇߩ ޴ంజం dd 
కएࡅ ऒߖڴ࠙   అݡनڕంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ మనڕ కڵ࡯న ࢑इపణ ऴప࠙࢐లࣆޓ ࡍ޳ ڕफంݟ  .޴ऴ߷ࣾߤ ఎڡ߾ द ࡱ కߧߖంచడం
ऴߦరంࠚంۨం޴, ఇ޴ అకए డ ڕࡶం݄, మనڕ అంతܼ ޓऴవత ఏకڴޒࡎ ఉంڡࠈ ݦझ  రకం ऴపޒసओ ందన వۨऐ ం޴   మ࠾ࡍ 
ऴవత ఉనऒޓ ంతڜ ۯంࢢऴప࢘ ړࡹడߗ తށగڣࡔ ޙ࠼అ ,޴పల 0 ఉంܿంࡱࢗ ऱܿ మనం ۫ࣃफ ࠭,   మనం ߖߖ޳ మࡍంత 
తڵ ठ࣋ फ ఏࠫ జޔڷࡏం࡯۩  ޴క ࢗడࡱओ ओࡱడࢗ ݋ऱࣄ ࠭࠲  ڵంత తࡍమ ߘ ठ࣋ फ అ޴ మనڕ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ మనڕ w 
లࠚంࣄ ޴ۯంࣄ ࡽڵऱݟ ݋ऴ߷ࣾڒ ߤబܽद ఇకए డ ࣄ ߘߝంࣄ ࡽڵऱݟ ݋ऴ߷ࣾࣆߧ۫ ڴ ߤफߕऒ  దట࠴ ࡹऴతంۨڣࡔ బܽदڒ ߘ
۫డంڒ  ݟబܽद సࠪంతరంڴ అ޻ సࠪంతర ߩంజం ࡶత ࡓం࡯۩ ݡకలޜ సࠪనం, ߗڒ ఇߩओ కల మధङ࡯۩ ݡ  ࢑భజన 
నऒۨ ࡮ۧ ఠङߦ సफకߩ ߘߝ ,޴ ۨ ࡮ݦఉం ڴణంڷߘఅ ړߖڒసफߩ  ऒࣔ ऒߖ  ఉపڵࡆంۧߘ మ࠾ࡍ  అం޶వలऱ ۩࡯కࡱ a 
ۨనऒ  ࢑భజనۯ ࡏ࢘ ޜయబݞन ओߩఇ ޴ߝ࢑భజన߯ అ ࠼ ర޼తరంగ ޒంڒ ݡ डङ ం ࡅకए  ऴకమం మ࠾ࡍ ఆ߯  ఇకए డ a 
నߕ࠮ వంܽ ڡࠈझ एࣅऴ  ڴࡱ޶బ ړߖఉండܼ ڵ࡯క ߘ  ߯ ߤ  మన వదभ ఉనऒ  aa,޴ఉంܿం ڴషदంߖక ࠾ࡍషदం మࡍऴవత గޓ ޴
మనޓ ڕऴవత వࣆफం࠴  . ޴దܽ ࠫࠪߖ ఇకए డ మనం త࢐ࡏత ۫ࣃफ नࠈం࡮ ࠭ छ޳  ఇవछ ࡌ బݟం޴, అం݄ మనం ނڝయ 
పంߦ ߖނߧऱ కएࡅ ܼޓ ޴फ, ఇ࣋ۯ ݋ కएࡅ ܼޓ ܼޓ ޴ఇ ޴ఇ ޶ڒ  బܽद ఈ ఎపరऐڒ ,޶ڒ ߘߝ   ంۨ i x߅సంబం ڕࡏ
ऱߦ ߘߝ  i ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ࡮ఇ ܼޓ ࠆబܽद ఆڒ ܼޓ ޴ఇ ܼޓ ణంڝ ఈ ޙ࠼రణం అړ ంܽ࡮फ ఇ࣋ۯ ݋
ऒߖ޵  తछ రࣃ۫ ࡹफ ࠭, అޙ࠼ ࠭ఖङ ओࡱడࢗ క࡯۩ ࡏࠬ ఏࠫటం݄ ޴న࠳ ڵత ߘ ठంచడం వలన ࠬڒ ࡏంڣࡔ ޒగށత 
ళࢗ ړࡹడߗ ऱߖݞऒ  ۫డటڕڒ ࠲ంࡏࠬ ݞ ऴߦరంࣃࠚफ झߖఇం݃ ࡏ ڵࠪ ܾ णࠪ ࣒ మߖ ࣒ࠪߖࠫ ࠾ࡍ ۫డటం, ܔకङ ం 
࢑షయంߝڴ࡮ ࡹ ఇకए డ ࠪڵ णࠪ फࣃ۫ ߖవࡌ ऱࢁऱ మࢁమ ࡱ ڵࠪ ࠭ णࠪ నऒۨ ࡮ۧ ࡱ ڵࠪ  णࠪ एڕత ࡮ۧ ࡱ వ ఇం݃ߖझ ܾ 
झړࠪ झߖమనం ఇం݃ ߗڒ ࡱࠪ फࣃ۫ ߖ ࣒ࠪߖࠫ ܾ ऒߕࣆ ऴవతޓ ࡹడߗ తށగڣࡔ ࠭ నऒۨ ࠾ࡍమ ࡱ ڵࠪ  णࠪ   i  ࡱ
మݟ ߖߖ޵ ࠾ࡍऴ߷ࣾߤ అࣃࡱߧ ߖफ ర޼తరంగ   ࠾ࡍమ ࡏ डङ ం ࡅకए  ऴకమం ࡅకए  పࠪࡍణం࠭࠲ ޜ ఇకए డ ఒక ఇڛࡏన 
फࣃࡱߧ ߖఅ ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ߘߕ࠮ఈ న ࠭࠲ న޶ంۨనంڵࡆఉప ߘక࡯۩ ऒߖ޳࣋۫ బܽद మనంڒ ,࠭  ࠭ం޶ 
ओߩఇ ޴బܽद  ఇڒ ణࣾ࢒ ఇకए ݋ऱࣄ ݡ డ ఉం޴ మ߄ࣃ ݋ࡷ ࠾ࡍరణంߖ޵ ڴ ࠬద ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇࣄ ޴ऱ݋ ऴࣅए  కߘࢗ ߤ
ఉనऒ  ऴࣅए క ఉనऒߘࢗ ߤ  ऴࣅए ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ,ߤ డ ޓऴవత గࢲࡍद లࣃ۫ ߘफ బܽद ఇకएڒ ࡏ డ ࣊ంऴటړࠪ ࡽझ ࠪ ࣊ంऴటࡽ व݋ࠑ 
ऴ߸ంܘ ఉం܉ࠜ  ޴ల࣋࡯߱ ޜफ ۧ࡮ ఎڕए వ ޓऴవత ڒబܽद ߘࢗక ऴࣅए एࣅऴ ࡏࠬ ࡹ ߤ ߯ ߤ   ఇ࡮ంܽ సరళ ࡔఖ అం۪లߘ 
फࣃ۫  ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ࠾ࡍఅం݄ ఏࠫ݇ మ ߤࣾ߷ऴݟ ߘߝ బܽदڒ ࡏఅంܼ ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ࡏ
అం݄ ఏࠫ݇ పࡍచయం ߖ޵  .ߘࣃۯऒ  మࡍంత ࢑వరం޳۫ ڴभ ం, ڒబܽद మనం ࠴దట ࠾వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపߖڴࡆऒ  
కం݄ ఇకए޶ం ఎం޳ంڕࣆۯफࡏڷ డ ݞږ మన࡯۩ ڕక ఉం޴ మ࠾ ࠾ࡍవڕల ऴపࡆగంࡹ మనࡓ ڕం࡯۩ ݡకࡱ 
ఉߕऒ ऒߖڴࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ࠭࠲ ࠾ࡍబܽद మڒ ࠼   l ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆۯफࡏڷ 
ऴపࡆగం࡯߱ ޜऐ ఇకए ޙ డ ݞޙ ఏࠫ݇ ۫డంڒ ,ݟబܽद యంࡅ ۃకए  డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపߖڴࡆऒ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ     బܽदڒ ,ݟంڝ
అధङ ڴ࢑వరం ࡮ۧ ࠭࠲ యనం ࣄۯన ࠾వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపߖڴࡆऒ ऒߖ޵ దట࠴ బܽदڒ ߘంۧߧ۫ ߘߝ   ۫డంݟ 
࠙గం ڒబܽद ఇకए డ ࡓంࡱ࡮࠮ ݡ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం࠼ߦ ݡంࡱࡌ߄࡮࠮ ݋ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఆ߯ ఇ޴ s s s s 
एࣅన ऴݟఉంచబ ࡹరం޷ నऒۨ ࡱ࡮࠮ ߤ नݞయబۯ ࡏ࢘ ޜరం޷  ఇకए ,޴ఉం ڕమన ࠾ࡍమ ࠼ డ ࠪర ठం d d r 1 
߰డ࢓ అޠߦ ޴ߝ ߰డڒ ࢓బܽद ఏకపࣾ ࠉం࢓޶ వదभ ݞޙ ޠߦ ఉం޴ ఇకए డ ࡓం࡮࠮ ݡల మధङ  r  2 p ޴ఉం ݞޙ ޠߦ 
ఇకए డ ࡓం࡮࠮ ݡల ߘంݟ వۯऐ झߤࡓఫࡍ ޠߦ ړޒంڒ   ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ సంబం߅త దశ వङ ङޑ సం ఉం޴, ఇ޴ 

नࠈం࡮ న࣒࠳ ऱࡏࣃ छ޳   k r  2 r 1 k 2 pi k r 2 r 1 ܘ߿ ڕࠬ న࣒࠳ ంకంࡌबࣄ దశ , ݟంڝࣆۯफࡏڷ ߖఈ అ ࡌ
झߤࡓఫݟ द࡮ݥ   ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ   ఇకए డ ޓऴవత పంނߧ అ࡮ݥ  .࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖद కएࡅ  छ޳   ఈ giv en i ࠭࠲ ࡌ
వङ ڔ फకరణߘ ߰ం࠭޳ ఆ࡮ݥ ࠆद ऒߕࣆ ڷࡱߕ  ए࣋ ࣒ڒ  छ द࡮ݥ ࡛ ऱߦ ߖނߧऴవత పంޓ ࡏࠬ  ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ  फ i i࣋ۯ ݋
ఇ޴ ఇޔࡏࠪ ࡮ం޴, ఇޔࡏࠪ ڴ ݭ࠼࣎ߙ࣌ ޴ం޴ ఇ࡮ ऴపޒ అం۪ అޓ ޻ऴవతޜ ఉంܿం޴ ఈ వङ ڔ फకరణ ऴపڒరం 
మనڕ ऴపڒశవంత࠳న ۩కܽ వలࡱ࠻ ఉߕऒ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࠼ డ సంబం߅త ޓऴవత నߧ۫ ߘߕ࠮ంۧڒ ߘబܽद ړߖ޵ 
సంబం߅ంۨన ࡛ݞए  ޴ఉంܿం ڴశవంతంڒऴప ࡏ޶࠭ న࠳శవంతڒऴప ړߖޑంߦఈ ऴ ۃంࡍ న࠳శవంతڒऴప ࠾ࡍమ ۃంࡍ 
 ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ݟڕవ࠾  ࠼ఉంܼ ࡱఅం۪ ޳ࡶ ࡱ࠻న ۩కܽ వల࠳శవంతڒన ۩కܽ ऴప࠳శవంతڒऴప ڕబܽद మనڒ
ऴపࡆగం మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ కంߪङ ట࡛ ߰ࡐం޴ంۨన ۨڣࡔऴߖޑऒ  ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ޴ఇ ,ߘంۧߧ۫  ڕࠬ 
ऴపࡆగంࡹ ऴపڒశవంత࠳న ۩కܽ అం۪లߧ۫ ߘంۨంߘߝ  ,޴ ऴపڴࡆతघ క అమࡍక ࡅకए  ߘలޔࠫࡌߦ రణ߄ࣃ 
ऒߕڕࣆޓ छࡌత ࠾ࡍమ  ߘ త ߘߝ ఈ అం۪ړࡵ ߖए ంۧߘ  ఇకए డ ۫పబݟన నࡏࠬ ,   ࡱߕ࠮ ࣊ంऴటࡏߦ ࡽऒ ڴऴగతफ܉ 
ऐࡍచ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ంచ࢑ ߖషయం ఉంڒ  ޴ంऴܼ࣒द ఎڕए వ ऴపڒశవంత࠳న ࠭ࡏ޶ t 
ऴపڒశవంత࠳న ۩కܽڴ ఉంܿంࡏࠬ ߗڒ ,޴ మࡍంత ࠭ంࢇࢗ ڕ޶ऱ޵ڜभ ڒంऴܼ࣒द  పޔ߱ݟం޴, ఇࡏࠬ ޴ ۫డగڵ࡯నం޶న
ऴపڒశం తڕए వڴ మ࠾ࡍ తڕए వޔࡏࠪ ڴం޴, ఇ࡮ۧ ޴ ऴపڒశవంతంڴ ఉంܿంࡏࠬ ߗڒ ,޴ ఇకए డ ఉనऒ  అం۪ޙࢀࢗ ڕ
ऴపڒశం ߖరంతరం తڷठޔం޴. ۩కܽ ఒక݄ ࠫࠪߖ అం݄ అࠪߖࠫ ޻ అం݄ ఇం݃ߖझ ऒߕࣆ ܾ  ంట࡛࣊ ࡏࠬ ߗڒ ࡱ
ओߩऱనࢀࢗ ڴరం޷ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ एࣅऴ ݡ ߯ ߤ  ఉనऒ ओߩఅ  ޴ంޜठڷశం తڒभ ऴప޵ڜ ऱࢇࢗ ݟంబࢗ   శం xڒఅం۪ల ऴప ݡ
తڷठޔం࠭࠲ ޴ చࡍऐ ంచޓ  ޶ࡶऴవతࡹ ఈ ࢙࢑ధङ ం ࡍڷంۨ ఇߩओ फࣃ۫ మనం ݡ ࠭, ఇݟ ޴ऴ߷ࣾߤ వలऱ అߖ మనం 
फࣃ۫ ङ߄࢑࢙ ऴవతޓ ߖࡹన అం۪ల࠳శవంతڒऴప ࡹ࢑షయం గంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾  ,࠭ ऒߖ ܘऴ߸ం ࡽంऴట࣊ ࡏࠬ 
ओߩऱనࢀࢗ ڴరం޷ ݟంߘ ऒߖ޵ ࠭࠲ ڴరణంڒ ߤࣾ߷ऴݟ ݡ फࣃ۫  ओߩబܽद ఇڒ ࡔస ڴऴగతफ܉  ࠭ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  మࡍంత 
भ޳۫ ڴऴగతफ܉ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎంڕ޶ జޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ   ఇ޴ ఎం࠾ ڕ޶వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం  అߖ 
అڕߘం޳ం  గమߖంచదగ ठ ࠭ఖङ झࡓ࣎ ݋ం࠼ߦ ߖ ࠾ࡍఒకܽ మ ߘల ݋ऱࣄ ఈ ࠭࠲ ,࢑షయం ఏࠫటం݄ న࠳ 2 ڴ ࣒
పࡍగށంۧ࠭, అޙ࠼ ఆచరణࡹ ఏ ࣄऱ޳ࡶ ݋ ఎపరऐ ఎపరऐ , ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఉండద ڴ࢓޶ంࠉ ఒక ݞږ ࡏ  ޳ࡶ ޜࡏ
ऒߖڴࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ࠭࠲ ޴ఇ ࠾ࡍమ  ޴ంతం ఉంߦత ऴࠫࡍన పݟంచబ߅బంߘఅ ޜ ݋ऱࣄ  ࢩ࢑  ऱࢳంచడంࡹ 
తझړۨ ړߖڴࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ݟڕవ࠾ నࣄۯ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ ,޶ࡶంచబడށగࡍప ࡹయడంۯ  ऱܿڴ ఈ ࡮࠮ల 
పࠫࡍత ࢗడࡱओ ओߩబܽद ఇڒ  ޶ࡶంచށగࡍప ߘ ఇకए ݡ డ ఒڝए भ޳۫ ࡍࣃఒక ߘక࡯۩  ం మ࠾ࡍ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ࠮లం 
కएࡅ  పࠫࡍత ࢗడࡱओ  ऴప࠙వం ڒబܽद ߖ޵ऒ  త޶పࡍ సऱ޳۫ ࡹ ݭ࠼भ ం ڒబܽद ఇకए డ ߘߝ ఏࠫ ۫ߧంۧڒ ߘబܽद ఇకए డ 
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ఈ ۨڣࡔऴߖޑऒ भ޳۫  ం ఈ ۨڣࡔऴߖޑऒ కएࡅ ݋ऱࣄ   పࠫࡍత ࢗడࡱओ भ޳۫  ం ڒబܽद ఇ޴ ఒకܽ  ࠾వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ a 
ऴపࡆగంࡹ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం࡯۩ ݡకࡱ ఉߕऒ फ,   ఇకए࣋࡯ࢣࡍప ߘక࡯۩ ఒక ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ డ ࠮లం ࡅకए  పࠫࡍత 
ओࡱడࢗ  ఉం޴, అం݄   ఈ ۩࡯క߯ ޴छ లం ఇకए࠮ యޓ డ ޴छ  ࡎకండ࣊ ݦవࡱࢗ ݟంߘ ߖ޵  ޴फంࣆޒమߘలం అ࠮ యޓ
࢘࢟ ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎझ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ߖࡹ  త  ࠪరࠫࡍవదभ వదभ ప ݋ం࠼ߦ ࡱ  ठ వङ ङޑ సం ఉం޴ , ఈ ޷రం࣋࡯߱ ޜफ p p 
ఇ޴ ۨనऒ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴  అ࣋࡯ߧ ߖफ మ࠾ࡍ ఈ ޓऴవ ࠭ڵంߘ ߩంࠚ ݟనऒ కएࡅ క࡯۩ ޴న ࠪరठం ఉం࠳  ఎڷవ r 1 
ۨవర ࠉంړ ࢓޶ మ࡯۩ ࠾ࡍక ࡅకए ओߩఇ ߘߝ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ړ ݋ం࠼ߦ ߩంڵ࠭ వڷ޴  సం s pڝ క࡯۩ ݡ p 
పࠫࡍత ࢗడࡱओ ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ߖ  బܽद ࠪరڒ   ߘ ठంࡹ పࠫࡍత వङ ङޑ సం ఉంࡅ  ޴కए  పࠫࡍత ࢗడࡱओ  మ࠾ࡍ a a 
అం޶వలऱ ࡍ ޠߦఫߤࡓझ  ఉనऒ టऱޙ࠼, దశ వङ ङޑ సం ఉనऒ టऱޙ࠼ దశ వङ ङޑ సం ఉంܿం޴, అߩओ వదभ ఉనऒ ݋ం࠼ߦ ݡ  p 
ऴవత దశ వङޓ ङޑ సం ޳छ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔ࢓ऴప࠙࢑తమ ࡌ  ߭దभ࣋ۯ ޴फ ऴࣅए ࡍߖ ఒక  ޴ఉంܿం ࡮ఇ ߤ भషद ޷రం వదभ 
ఉంచబݟం޴ ఇߩओ एࣅऴ ݡ गࡌబܽद మనం ఈ సందڒ ,ݟంచంށగࡍప ߖందݟఉంచబ ࡹరం޷ దभ߭ ߤ ऒߖ  ఇకए డ ۫޳भ ం 
ండవ సందరगࡓ ంࡹ అۨڣࡔ ޻ऴతం అߘߝ ޙ࠼ ఇߩओ  ࢑భజన l l బܽद ఈڒ ߘంۧߧ۫ ߘణࣾ࢒ ంۨనࡍ࢑సफ ߖߖ޳ ݡ
߭దभڴ ఉనऒ ओߩ ओߩన࠼అ ޴࢑భజన ߭దभ ఈ ߘߝ ణࣾ࢒ ంۨనࡍ࢑సफ ݡ एࣅబܽद ఈ ऴڒ ޴దभ߭ ݡ ऐࡏږ ࡹరం޷ ࡮ۧ ߤ  ߖ
ఉంܿం޴, అߩओ ఇకए ࡱހరړ ఈ ݡ డ ࣄڶన అߖऒ ఇకए ࡱހరړ  డ ࣄڶన అߖऒ फࣃߧߖక ڴసࠪంతరం ߩ޳޳ ࡱఖࡔ   ,࠼
ఎం޶కం݄ ఈ ఇߩओ నపओ࠼అ ޴దभ߭ ࡮ۧ ݡ ఎపరऐ ޴మనం ఇ ڔܽ  ంజం lߩ సంఘటన ޴ఇ ݟణం ۫డంࠪࡍప ࡏ
మ࠾ࡍ ఎపరऐ ఇకए ࠭࠲ పలࡹ ࡏ డ ࢘ࡔछ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ࡏ  లߧ۫ ߘంۧ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ఈ ࠼ߦం݋ 
࡛࣎झ  లߘ సࠪన࠳న ࠼ߦ ࢁڣం࡮࠮ ݋ల వదभ ۫࣋ߧफ, మనం సࠪనంڴࢁڣ ڴ పࡍగށంۨనటऱ࢐ ޙ࠼సफړߖ࢐ 
అనంత࠳న ࠼ߦంࡱ ݋ ఉߕऒ త సంఖङࠫࡍమనం ప ߗڒ ࡱࡌ߄࡮࠮  .࠼ సࠪన అంతరం ఉనऒ ࡹ  ݋ం࠼ߦ 
ࢩ࢑ ం݄, ఆ߯ڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘల࡮࠮ ऱషణࡹ మనం ߖ޵ऒ  ऴߦరంࠚంచగల࠭, ఆ߯ మనం ߘ అనంࢗ ړߖޑళच  n ړߖݞ
అߘమࣃޒफ ࠭ అం݄ ऴߦరంభం࠼ߦ ࡹం࡮࠮ ݋ల సంఖङ  ఆ߯ ఇߖऔ ళࢗ ړܾߖ ऱړߖݞ అߘమޒంచబݟం޴, ఇߩओ  n n   ݡ
ऴࣅए ఉనऒ ࡹరం޷ దभ߭ ߤ టऱ࠼ߦ ࠭࠲ ,ޙ࠼ం࡮࠮ ݋ల ߘంࡱࢗ ݟవݦ ఈ ړరހలߖऒ ంܽߗ సࠪంతరంڴ 
పࡍగށంచవ۪ऐ ఏࠫటం݄ , ఇకए ޴ۯంߧߖక ڕ࢐త మనࡏత ࠾ࡍమ ࡱހరړ  . డ ࠴దܽ ړరߖހऒ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ۨవࡍ 
ऒߖހరړ  ప࣋࡯ࢣࡍफ మనڕ ఇకए డ అదనߩ ࠪరठం వङ ङޑ సం ఉందࣃ۫ ߖफ బܽद ࠪరڒ ࠭ ठం ݞޙ ఉంڒ ޴బܽद ړߖ޵ మ࠾ࡍ 
మధङ ړߖ޵  ఉనऒ  ࠪర ठ వङ ङޑ సం  ఇ޴ ఒక ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫంڒ  ݋బܽद ఇ޴ ఇకए డޔࢂࢗ ڕనऒ  సࠪంతర ߩంజం ఎం޶కం݄ 
ࡍߖ ߕ޼కం݄  ఏ޶ంۧ࠭ ఎంށగࡍప ߘలހరړ సࠪంతర ࠭࠲ भషद ڝణం ܼޓ వదभ సࠪంతర ړరހలߘ పࡍగణనړࡹ 
ఇకए ,޴ఉం ݋ऴఫం ࢟࢘ ߤऱ߮ ړߖ޵ ం݄ڕࣆޓ డ ఈ ړరړߖހ మధङ  ࠪర ठ వङ ङޑ సం ఉంޠߦ ޴ మ࠾ࡍ ఈ ޠߦ మ࠾ࡍ అ޴ 
ఈ ݟ ޠߦఫߤࡓझ  అܼޓ ޙ࠼ ఈ ࠻ంޒऀ ܼޓ ࡽڵజ సࠪంతర ڝణం అޙ࠼ ఈ ݟ ޠߦఫߤࡓझ  ۫పబޔݡం޴ , ఇޠߦ ޴ 
झߤࡓఫࡍ द࡮ݥ   అ࠼న ݟ ޠߦఫߤࡓझ द࡮ݥ   అࡏࠬ ޙ࠼ ఇۯ ࡮యవ۪ऐ द࡮ݥ  .  బܽदڒ ం۪ߧ۫ ߖసࠪనం అ ޜܼޓ ߤ࣌ 
ఇకए फࣃऴ࢐ ߝߝ ݦ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ࡮ݥद  అޜܼޓ ߤ࣌ ޴ߝ   సࠪనం   ڒబܽद ఇߩओ ࠲ऴతࠪ ߖ ࡛߸ ࠾ࡍమ ޴ࡍఈ ۨవ ߘߝ ݡ
ऒߕڕࣆޓ పవ۪ऐ۫ ߖఅ ߘ   ఒకܽ ࡹܽ࢒ ߗڒ సࠪన࠳న ࠪరठ వङ ङޑ సం ఉంڒ ޴బܽद ఏࡓ ߕ޼ంݡ ऴపకए ఉనऒ ߝ  st 
ల మధङހరړ  పࠫࡍత ࠪరठ వङ ङޑ సం ఉంܿం޴ , పࠫࡍత ࠪరठం వङ ङޑ సం ఉనऒ ओߩ కङܔ ࡹక ۨవరࡖమ ,ݡ ం ఉంܿం޴ p 
కङܔ వదभ ݋ం࠼ߦ ం ఉంܿం޴ మܔ ࠾ࡍకङ ం ࣆޓࡍ޳फం޴  దశߘ బܽद దశ߯ ఆ߄రపݟ ఉంݦ అం۪ వङ వసब మనڕ గࡍషद 
కएࡅ క࡯۩ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘషदతߖऴవత కޓ ޳ࡶ ऴవతޓ  పࠫࡍత ࢗడࡱओ కएࡅ క࡯۩ ,ڴరణంڒ   పࠫࡍత ࢗడࡱओ  
ల మధङڴతరం ,ڴరణంڒ  ࠪర ठ వङ ङޑ సం ఉంࣄ  .޴ऱࡅ ݋కए ఎపరऐ ݋ऱࣄ  కएࡅ ࡏ छ޳  రంߖࡹ ఏࡓ ߕ޼ం࠼ߦ ݡం݋ 
ఇకए ڕࠬ ߘߝ కం݄޶ఎం ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ܼ߯ޓ दࠆࢳ ܘ߿ త߅సంబం  ݦవࡱࢗ ݟంߘ లࡌ߄࡮࠮ డ ࠆࢳ ܘ߿द ߖ 
నߧ۫ ऱܿڴ ఇڒ ݞޙ ޠߦ ޴బܽद ࠬ޳ ࡏछ ओࡏࠪ ంۨన దశށڷ ࡌ द࡮ݥ  .ړߖݞంద߰ ߘ  kk ߘݞޙ ܘ߿ दࠆࢳ ܘ߿ ڕࠬ 
ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠆࢳ ܘ߿द అܼ߯ޓ ޴ߝ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠼ߦం݋ వదभ ఉనऒ  p ܼ߯ޓ ऴవతޓ 
ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴. ఇ޴ మࡍంత మ࠾ࡍ ఒ࡯۩ ښక ݟऴ߷ࣾࡅ ߤకए సం వङڝ ऴవతޓ ࡹނߧऴవత పంޓ  ڔ फకరణߘ ߰ందంݟ,  
ऐࡍచ ߘలనలߦ ߤࣾ߷ऴݟ ݡంࡓ ࠭࠲ ߗڒ ంۧలڕߘంܿߕऒ  లڒర ݡంࡓ ޳ࡶ ࡱڒర ݡంࡓ ࡱڴరం ݡంࡓ , ࠭
ఎపరऐ ݟంߘ లం࠮   ړߖ࢐సफ࢐ ߗڒ ࡱڒర ݡంࡓ .࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ڴథࠫకంߦऱ ऴߘࣾ߷ऴݟ ఎపరऐ ࠾ࡍమ ࡏ  ڕవర ࡏ
ఉనऒ ऒߖࡌ޷   బܽद ࢑इపం ࡅకए ऒߕఉ ࡱڴరం ݡంࡓ  ऐࡍంత చࡍమ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ फࣃ  లڒర ݡంࡓ బܽदڒ ࠭
ऒߕఉ ߤࣾ߷ऴݟ కएࡅ ࢑इపణ ݡంࡓ బܽदڒ ࠼ కएࡅ లڴరం ݡంࡓ   ࡏࠬ  ߗڒ  ࢑इపం ఒక݄ ڴథࠫకంߦऴ ࡱలనߦ ݡంࡓ 
పओۮ గࡓ ڼ࡯ంݡ ఉ܉ण ऒߕవదभ ఉ ࠪ ࡱߩం࠼ एࣅలన ऴࢣࡍప ࠾ࡍలం మ࠮ ޒంڒ    బܽदڒ ࠼  ఉం݄ ࡹరం޷ ࡮ۧ ߤ
ऒ࣊߾ऴ ࠾ࡍమ ߤࣾ߷ऴݟ అఫ࡛ ߤ߷ऴ ߖ࢐ܽ फࣃࡱߧ ߖఅ ߤࣾ߷ऴݟ ࡽ ऒߖ޵  ߘߝ బܽदڒ ,ࡏ भ޳۫ దట࠴  ం ڒం࠮ ޒలం 
మ࠾ࡍ అబणࡔछ షߤ ऴࣅए ఎపరऐ ߤࣾ߷ऴݟ ߤ छ޳  ࡱ ݋ఉం݄ ࢘࢟ ऴఫం ࡹరం޷ దभ߭ ݟంߘ ࡏ రం వదभڝࡏۯ ڕవడం  మ࠾ࡍ 
ऴࣅए ంచబడవ۪ऐށగࡍప ڴ ߤऱ߮ ߤ , అߩओ ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜపంڝ ࢑इపణ߯ ޴అ ݡ भ޳۫ ߖ మనం ߸గ࡛ ݡ ం 
బܽद ఇకएڒ డ ࠮లం ఎపరऐ అర ߖ޵ ޙ࠼అ ࡏ बం ఏࠫటం݄ ఇకए డ ఎపరऐ ఉనऒ ڴనంతڵత ޴అ ޙ࠼క  అ࡯۩ ఒక ࡏ ओߩ  ݡ
ఎపరऐ ఇకए ࡏ డ ࠮లంڴ ఉంܿం޷ ࡮ۧ .޴రంࡹ ఉనऒ టऱޙ࠼, ࢘࢟ ऴఫంࡱ ݋ ఇకए డ ࠼ߦం݋ ࡛࣎झ  అ࠼నపओ  ޴అ ,ڔܽ
వంߩ ఉనऒ  ࢘࢟ ऴఫం݋ ల࠴ ޜదలޔ࢓ం޴, అ޷ ޙ࠼రం ۧ࡮ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ ओߩటڼ࡯డగ۫ ࡏࠬ ݡ  ࢟࢘ ݡ
ऴఫంߩ޳޳ ࡱ ݋ సమతలంڴ ఉంܼ࠼ .  ఎపరऐ  ࢟࢘ ߤऱ߮ ڴߩ޳޳ ޳ࡶ ࡱހరړ సࠪంతర ߘలހరړ ࡔۯ ߘࡏ
ऴఫంڴࡱ ݋ పࡍగށంచవ۪ऐ , కߘక మనం ߖߖ޵ సࠪంతర ړరڴࡱހ పࡍగށంచవ۪ऐ  , అ࢑ ޻ధంڴ ऴࣅए  రం޷ ࡮ۧ ߤ
ఉం݄, ࡍߖ ࠭࠲ भషद ࠼ߦం݋ వదभ ޓऴవతߘ కھߘనడంࡹ ఆసړ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭. ఒక ࡍߖ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ߩۮओ  ం,   p p޳ంڕ
ఇకए డ ۩࡯క ߘం޳ࡶ ݟ ఇకए డ ఉనऒ  ఎపరऐ ऒߖఅ ࡱހరړ ݟంߘ ࡏ ऒߕफࣆవ ړࡹశల޴   ݋ం࠼ߦ కం݄ అ࢑޶ఎం ࠼
फࣃۯߖప ࡵల వ࡮࠮ एࣅऴ ޙ࠼అ  ,࠼ ఉనऒ ࡹరం޷ నంతڵత ߤ ओߩ ࡍߖ ఒక ߝڕࡏۯ ݡ भషद ࠉంړ ࢓޶ ra  ys   p
ంచవ۪ऐށగࡍప ڴసࠪంతరం ߩ޳޳ ߖޒల సࠫހరړ ߝڕࡏۯ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࢘࢟ ऴఫం݋ ల࢑ࠪ ߘనంڴ 
పࡍగށంచవ۪ऐ , ఇߩओ फࣃۯ వృతంࡌనߩ ߖ࢐ܽ ࢑న޴మనం చ ݡ छࡔఅబण ࠾ࡍలం మ࠮ ޒంڒ ࠭ షߤ ऴࣅए  ߤࣾ߷ऴݟ ߤ
ఎపరऐ ఎపరऐ ߤࣾ߷ऴݟ ݟంߘ ࡏ छ޳త ,޴రం ఉంܿం޷ రం ߭దभ޷ దभ߭ ݟంߘ ࡏ ఎపరऐ ࡌ ऐۯవ ڕవదभ ࡏ  ࢘࢟ ऴఫం݋  
మ࠾ࡍ ऴࣅए ओߩఅ ,޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴ ߤऱ߮ ߤ ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴపంڝ దࠬ ߤࣾ߷ऴݟ ޴అ ݡ  ߯ߖ޳కࡖమ ݡ
ओߩన࠼అ ݋ऴఫం ࢟࢘  .࠼ఉంܼ ࡱހరړ సࠪంతర ߩ޳޳ ల మధङ࡮࠮ ݡంࡓ ݡ   ࢑భజన జڵࡍనߩओ  లం࠮ ,ݡ
మݟ ࠾ࡍऴ߷ࣾߤ ఎపరऐ మధङ ࡏ  ࢑భజన మݟ ޳ࡶ ࠾ࡍऴ߷ࣾࣄ ޳ࡶ ߤऱ݋ వదभ మ࠾ࡍ పࢣࡍలన ۩࡯క అ࠼నߩओ  ݡ
࢑इపం మధङ ࠾ࡍలం మ࠮  ࢑భజన జڵࡍనߩओ ం  ఎపరऐ޳࢓޶ऱ చࢁమ ݡ एࣅలన ऴࢣࡍప ޳ࡶ  ࡏ  లనࢣࡍప ޳ࡶ  బܽदڒ ߤ
ऴࣅए ఇకए ޴ఇ ߤ డ ߩనࡌవృతం ۯయబݟం޳ࡶ  ޴ పࢣࡍలన  ऴࣅए  n ߘల వऴకత ݋ऴఫం ࢟࢘ ,޶ڒ ޴నంత ߭దभڵత ߤ
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పࡍగణన࡯࢐ڝࣆޓ ړࡹ మ࠾ࡍ ऴ࣊߾ऒ ण܉ఉ ࢟࢘ ߤऱ߮ ࡹ ߤࣾ߷ऴݟ ࡽ ओߩబܽद  ఇڒ ޶ంచబడڵࡆఉప ߩం࠼  ߖߖ޵ ݡ
भ޳۫ ం ࠮లం ࣾ߮ࣃంڴ దగ ठరڴ ఉం޴ మ࠮ ࠾ࡍలం అߖऒ  ల ݋ర ࢘࢟ ऴఫంڒࡿڿ ޴ఇ ޴फంࣆۯ దలݡ࢑ ߖޒంڒ ࡹశల޴ 
छ޳ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ంచగల ఒకۨࣇ మనం ࡌ  మ࠾ࡍ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇకए డڕࡏۯ ڕనऒ ओߩ ఇపओ అ࢑ ݡ  ڴరంڒࡿڿ ڔܽ
ఉంܼ࠼ߦ ࡏࠬ ,  ࠼ం݋ వదभ  ࠼ߦంړ ߝڕࡏۯ ړ߯ ݋రހలߘ ۫࣋फ ߖߖ޳ ࠭࠲ ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫంڴ ݋ పࡍగށంచ࠭ࡶ.p 
छ޳త ,࠼ޑపబడ۫ ࡱހరړ న࠳తࡎ࢑ప ߝڕࡏۯ ړ ݋ం࠼ߦ फనऒࣆࡱక ڕ࢓޶ంࠉ అ࢑ ࡌ ऱܿ ࠬࡏ ۫డవ۪ऐ  ࢟࢘ ޳ࡶ 
ऴఫం݋ ల వऴకతߘ మనం పࡍగణన࡯࢐ڝࣆޓ ړࡹ  మ࠾ࡍ తࡌछ త మనం ऴ࣊߾ऒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘలనߦ ߤࣾ߷ऴݟ ࡽ ࠭  
ఎపరऐ ߤࣾ߷ऴݟ ࠾ࡍలం మ࠮ छࡔఅబण ޳ࡶ ࠾ࡍమ ࡏ షߤ ऴࣅए తపओ ߘల వऴకత ݋ऴఫం ࢟࢘ ࢓ڒ నంత ߭దभ࢑ڵత ߤ  ڴࡍసߖ
పࡍగణన࡯࢐ڝࣆޓ ړࡹ మ࠾ࡍ ߮ऱߤ ࢘࢟ ఉ܉ण ऒ࣊߾ऴ  ޶ڒ ߩం࠼  t ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡంచబڵࡆఉప ࡹ ߤࣾ߷ऴݟ ࡽ
ऴ࣊߾ऒ కएࡅ ߤࣾ߷ऴݟ ࡽ ࢑వర బܽद మనంڒ లనߦ  फనం߯ ڝపం߯ దృࢳद ߭ߕޔݡऒ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఆచరހతघ క࠳న 
అమࡍక޳۫ ߘभ ం ఎం޶కం݄ ࡱࡌ޷ తڵనంత ߭దभڴ࢑ ఉనऒ ओߩ తघހఆచర ߗڒ ݡ క అమࡍకࡹ అࣃ ޴ధङ ం ڒదߘߝ ߖ 
ओߦۮ एڕఎ  .ߘ వ ࡌ޷లߘ కڵ࡯ ఉంݞలం݄, ࠬ࡮ ࡏङ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ గంࡆऴప ࡹ ࠗ రߖ అڕߘం޳ం, అߩओ  ݡ
ऴࣅए ఎపరऐ ࠾ࡍలం మ࠮ ࠾ࡍలం మ࠮ ࠾ࡍమ ߤ మధङ ࡏ  ߭దभ ࢑భజనలߘ కڵ࡯ ఉండటం ࣃధङ ం ڒ ޶ڒబܽद ఒక 
ఆచరހతघ క అమࡍక ऴఫం݋ ఆఫ࡛ ݟऴ߷ࣾߘ ߤ గమߖంచړߖݞ ఒక ఆచరހతघ క అమࡍక ఇకए డ ۫పబݟంࡖ࢘ ޴కߖ޳ a 
࠭ం޶ గమߖంచړߖݞ ఆచరހతघ క అమࡍక  , ࠮లం అߖ࡮࠮ ޙ࠼ऒ भ޳۫ ڴऴగతफ܉  ం, ఉ޳హరణڕ  మనం ࠼ߦం݋ 
࡛࣎झ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ మనం ఒక ڕహరణ޳ం݄, ఉڕࣆޓ ߖ  झߤࡵ ߖڜࣆޓ ߖ  కएࡅ   లం࠮  ޙ࠼ఉంۨనటऱ ࡹ ߤऱ߮ ࡽకࠂ 
ऐۯవ ݟంߘ ఇకए   ࡱހరړ  డ ࣄऱ޳ࡶ ݋ ఎపరऐ  fr ߖޒबࣄࡍసం ఆ పڝ ࠭࠲ బܽदڒ ࡱހరړ సࠪంతర ࡱހరړ ࡔۯ ߘࡏ
ఎࡖ޶ए ऒߕ झߤࡵ  .࠭ छ޳ ఉంచడం  ߘ  ఎపరऐ ݟంߘ లం࠮ ࡌ ఉనऒ ڕࡏ  మన ڕంۨనంతవర߅సంబం ړߖࡌ޷ 
झߤࡵ బܽदڒ ޶ࡶ నవసరంڒ దभ࢑߭ ࡮ۧ ࡱࡌ޷ ంۨ߅సంబం ڕ ߤࣾ߷ऴݟ ۃంࡵ ࡽకࠂ ڕ  फ ఉం݄  ࣊ంܾࠬట࡛ అం݄ 5 5 
࣊ంܾࠬట࡛ మ࠾ࡍ మ5 ࡗ అߩۮ ߖओ ఇకए ࡏࠬ ం.  ࣊ంܾࠬట࡛޳ంڕ డ ۩࡯కߘ ఉంచవ۪ऐ ఇకए ޳ࡶ  డ ఎపరऐ  ߘࡏ
ఇߩओ ఉంచవ۪ऐ ߩ࢙ కࡖమ ݡ , ఇకए డ ۨనऒ  ఎపరऐ फనऒࣆవ ݟంߘ ࡏ  ࢘࢟ ऴఫంݧ ڕࠬ ࡱ ݋వࡍ णంۃ ࢘࢟ ऴఫం݋ లߘ కڵ࡯ 
ఉߕऒ ओߩఇ , ࠼ ఇకए ߘߝ ݡ డ ۫ߧంۨనۨڣࡔ ޴ऴతం ఒక ࣊݋ అࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭. అߖऒ  ఒక ࡱހరړ ݟంߘ లހరړ 
ऐۯవదभ వ ܼޓ ణంڝ ऐۯవ ࡹణంڝ ܼޓ ޒల సࠫހరړ   సࠪంతర ړరހల సࠫޒ ఎంߖߖ޳ ߘߝ ڕ޶ ఎంڕ޶ 
ఎం۪ߕڕऒ ण܉కం݄ మన ఉ޶ఎం ߘ  బܽद pڒ  ࡯࢐ڝࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ ࡱހరړ సࠪంతర ڕమన ࡹగం࠙ ޶ం࠭ ߩం࠼
ړఆస ࡹనడంھߘక ߘల ݋ऴఫం ࢟࢘ ߤऱ߮ ࡔ ߝڕࡏۯ ړ ݋ం࠼ߦ ࠭࠲ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߖఅ ߘߝ బܽदڒ   ࠭  ݟంߘ లހరړ 
సࠪంతర ړరހల సࠫߖޒ పࡍగށంۨ , ఇకए డ ఒక ߤࡵझ एࣅఉంۨ, ऴ  ߘ  ߯ ߤऱ߮ ࡽకࠂ ߘ ߤ  ఉంۨޙ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए  ړݟ
ۃంࡵ ࡽకࠂ రం޷ फ అࠂ ߖߖ޵ ޙ࠼కࡽ ߮ऱߤ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭, ऴࣅए झߤࡵ ߤ కएࡅ   వదभ ߤऱ߮ ࡽకࠂ ߖࡹ ߤऱ߮ ࡽకࠂ 
ఉంచబޔݡం޴,  అߩओ ऒߖఅ ݡ ࡍߖ ఒక ࡱހరړ  भషद ࠉంښ ߯࢓޶ంऴ޵కࡍంచబడڒ ࠼ޑబܽद ߧ۫ ߖߖ޳ ࠭࠲ంۧ࠭  p 
ఒక ࡍߖ भషद ࠉం߯࢓޶ దృࢳद ښంऴ޵కࡍంచబݟం޴ ఇߩओ फࡿࢗ ڕ޶సం ఎంڝ ߖ޵ మనం ݡ ࠭, ఇ޴ ఏࠫܽ ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  p 
फࣃࡍ࢑వ ڴऴగతफ܉ ంۮంڜ ఇకए ࠾ࡍమ ߘ డ ࠭࠲ అۨڣࡔ ޻ऴڵࡍޒ ړߖޑ వࣃफ ࠭, ఉ޳హరణߤࡵ ߘߝ ڕझ  మ࠾ࡍ 
సࠪంతర ړరހల సంఘటనߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ ߤࡵझ  అߩओ ऒߗఅవ ࡹ ߤऱ߮ ࡽకࠂ ݡ ߯ ݋ం࠼ߦ ࡽకࠂ  फࣃۯ క࣒ࠂ  యߖ మనڕ 
ऒߖఅ ,ޙ࠼రం అ޷ బܽद ఈڒ ࣆࡱޘ ఇకए ࡱހరړ  డ ఉనऒ  ఈ ࠉం߯࢓޶ దృࢳद ࣃࡍࣃफ అࣾం ࠬద ఉనऒ ޴ఇ ,࠼  అߖ f o 
झߤࡵ ޻ऱ అࢁమ ߘߝ ఇకए ߖ  డ ߕڕࣆޓऒ నߖ అڕߘం޳ం.  సࠪంతర ړరހల సࠫޒ ఏటڝ ࡱ࢐ణం ܼޓ వదभ 
ऴపࣆށ࠻फనऒ  సࠪంతర ړరހల సࠫߗڒ ޒ ఇߩओ ऒߕफࣆށ࠻ऴప ࡹܼޓ ణంڝ ݡ ߯ ߤऱ߮ ࡽకࠂ బܽद అ࢑ڒ ࠼  ఎకए డ దృࢳद 
߭డ࠼ޑ, ఇࠂ ޴కࡽ ߮ऱߤ అߩۮ ߖओ ओߩం, అ޳ంڕ   w ࡮ఎ ࠼ޑद ߭డࢳవదभ దృ ݋ం࠼ߦ అ࢑ ߖڒ ࠼ޑद ߭డࢳదృ అ࢑ ݡ

ఇకए డ ऴ߇వం ڷంࢇࢗ ݞच ऒߖހరړ  झߤࡵ ޳ࡶ   మధङ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ڕ࢓޶ంࠉ ఒక ݟంߘ ࢓޶ంࠉ   ఇతర సࠪంతర e p 
फࣃۯ క࣒ࠂ ڕ࢓޶ంࠉ ఆ ࡱހరړ లం ఇకए࠮  ఉం݄ ڵ࡯క ߘߝ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ࣋ۯ క࣒ࠂ ࡱހరړ ޴బܽद ఇڒ ࠼ డp  
 లހరړ సࠪంతర ۯంށ࠻ऴప ࡮ం݄,  ఇڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖޒల సࠫހరړ సࠪంతర ޳ࡶ ࡱڴ࢑ࠪనం తరం ߘߝ
సࠫߖޒ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄  మߘߝ ࠾ࡍ ऴࣅए ఇకए ߘ ߤ డ ఉం۪ڕం݄, ఇ޴ ऴࣅए ऒߗబܽद, అవڒ ߤ  ఈ సమయంࡹ దృࢳद 
߭డ࠼ޑ ఎం޶కం݄ ړరణం ఇకए డ మధङ  ࡱࡏవలऱ ఇత޶అం ࠾ࡍమ ޶లగ޽࢙ వం߇ऴ ޳ࡶ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ 
అందࡐ ఆ ࠉం߯࢓޶ దృࢳद  ߭డڒ ࡏޑబܽद ఇࠂ ޴కࡽ ߮ऱߤ అߖ޳ ޙ࠼ అర बం ఏࠫܽ అం݄ ऴపړ ޒరߖހऒ  ߭ంచంݟ అం݄
ఈ ړరణం ఇకए డ ߖހڝऒ పओۮ ߖफందࣆۯ ܼޓ  ంݟ   ఒక ࡍߖ भషद ڝణం ߘܼޓ త࣋ۯ ࡏ࠻ అߖऒ  ࡱހరړ ల సࠪంతరހరړ 
ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉంܼ࠼,  అ࢑޻ధంڴ ఇకए డ మనڝ ڕణ ߘܼޓ త࣋ۯ ࡏ࠻ మࡖక ړరހల ࣊݋ ఉం޴ p 
ఈ సందరग ޙ࠼ఒకܽ అ ܼޓ ޴బܽद ఇڒ ంࡓ ܼޓ ࡹంڒ ݡవ۪ऐ ऒߗన࣒ అవ࠳    ఇకए డ ڜతफ ࠼ߦంࡹ ࣁݞ ݋ p    
झߤࡵ బܽदڒ ࠼ޑంచబడࡍక޵ంऴښ  ߯  సంభ࢑ంۯ సࠪంతర ړరހల ړరࠂ ࡱހకࡽ ߮ऱߤ మ࠾ࡍ సࠪంతర ࣊݋ ߯  
ఉంచబݟన ऴࣅए एࣅన ऴݟవదभ ఉంచబ ߤऱ߮ ࡽకࠂ ߤ ߯ ߤ छࡔ࢘  నऒࠚ࢑      .࠼ޑद ߭డࢳంటऱ వదभ దృ࠼ߦ ࡏ  ࡏ࠻త ߘలހڝ 
 ంత సమయంڜ సంڝ ߖ޵ ߘߝ ,޴ఉంܿం ࠳కృత޵ంऴښ ంటऱ వదभ࠼ߦ ࢑࢑ధ ߖࡹ࢑ࠪనం ܼޓ లހరړ సࠪంతర ࣋ۯ
ఎంۨࢗ ڕ޶ऐ ऒߕफࣆ కएࡅ ߕ࠮ऴవత నޓ ڴరణంڒ క࡯۩ కం݄  ఒక޶ఎం , ߘ ऒߖరపడܼ߄య ఆނڝ   మనం ߖర पࣃ࠼फ ࠭.
झߖఇం݃  ߘߝ ࠾ࡍమ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ङߦ ܾ ట࡛ऒ एࣅऴ ܼޓ ޒऴప ࠾ࡍమ ޙࠉۮ ߖఅ ݋ంݥం߭ݟ ܼޓ  ߯ ߤ  ऴపޙङ క࠳న 
ङޙऴప ߖ ݋ం࠼ߦ కంڕࡏۯ ڴంܿం޴, అߩओ కएࡅ ܼޓ ߘߝ ݡ  ఇకए డ ఆࡍڷ ߖܼޓ ࠆ फంచడం సޔ߱ࡍం޴, p i i 
అߩओ एࣅऴ  ߘޑ޶ం߰ ߘߕ࠮ऴవత నޓ త߅సంబం ߘߝ ݡ ߯ ߤ  అంߘߝ ښ޶ ఈ ۨڣࡔऴߖޑऒ  బܽदڒ ߘంۧߧ۫ 
࠭ంࣄڶ ڴ޶న ۨڣࡔऴߖޑऒ  ఇకए డ ఉం۪ڒ ߘޑబܽद ߘߝ అߖऒ ऒߖఅ ޳ࡶ ࡱހరړ   ల d ݋ऴఫం ࢟࢘ ߤऱ߮ ۯంށ࠻ऴప ࡹ 
फࣃవ ڵࡍޒ ऱࢁమ ݟంߘ ఎపరऐ  ߘ छࡌ࢑इపం త వదभ ࡏ త ఇࡱ ߤࣾࡓ ఎߩࡏ రంړ ڷరࡱހ సࠪంతర ړరހల సࠫߖޒ 
फࣃۨࣇ ऒߖހڝ ޜఅࣾం అ࢑ ,࠼ फࣃۯ ڴܼޓ  फࣃࡍక޵ంऴښ వదभ ݋ం࠼ߦ అ࢑ ,࠼ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ भ޳۫ మనం ݡ ం ڒబܽद  p 
బܽद ఇకएڒ ނߧऴవత పంޓ డ ࠂకࡽ  ߮ऱߤ ߯ छࡔ࢘ ݡ࠮ ڕࠬ  ނߧऴవత పంޓ  ऱࡹހڝ ࡏ  వۯऐ  బܽदڒ ߘంۧߧ۫ ߘలހరړ 
ఇకए ߘߝ డ ఒక ۨڣࡔऴతం ڒ ߘࣃڶబܽद  ߘߝ ఏకڒలంࡹ ఒక సओ షद࠳న ۨڣࡔऴߖޑऒ ऒߖఅ ߘߝ బܽदڒ ߘࣃڶ   ߘలހరړ 
ఇకए డ నߩࡱ రంࡹڷ సࠪంతర ړరࠉ ࡱހంڝࡏۯ ڕ࢓޶వడం ࠼ߦం݋ ߯  దృࢳद ښంऴ޵కࡍంۨన సࠪంతర ړరހలߘ o 
ఇకए ޴అ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ڴߩవం ߘలހరړ సࠪంతర ࡏࠬ ంటࢗ అࣾం  ࠲࢑షయ నࣄ࡯ޘ ڕంచడం మనࡍక޵ంऴښ డ ఒక 
ङޙఒక ऴప ޴అ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ࡹశ޴ ࡔ࢘ ߘలހరړ సࠪంతర ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ క ࠉంڕ࢓޶ 
బܽद ఇకएڒ ޴ంܿంڕࡏۯ డ ఇ޴ ऴࣅए ߯ ߤ  ఉనऒ  ऴపࠉ ޒంࠚ࢑ ࢓޶నऒ  p ڴణంڷߘఅ ړނߧऴవత పంޓ ࠾ࡍమ ܼޓ ణڝ 
ఉంܿం޴ ఇ޴ ޴శ అࢗ ޙ࠼ంట ޓऴవత పంނߧ కߘక  ࡅ ܼޓకए  అޓ ޙ࠼ऴవత పంړނߧ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  x x w i 
ఇకए డ ܼޓ  ఎపరऐ ऐۯవ ڕబయట ࡱހరړ ݟంߘ ࡏ ऒߖހڝ  झߤࡵ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ  కङܔ  ం ߝڕࣆۯ సࠪంతర ړరހల 

Pru
tor
@
IIT
K



మధङ  ఎܿవంܽ అదన޳ࡶ ݞޙ ޠߦ ߩ దశ వङ ङޑ ऒߖࣃ  పࡍచయం ۯయ޶  ఇ޴ ఒక ࠭ఖङ ࢐కङ న࠳ ం ڒబܽद ߘߝ ఈ 
ङڒ࢐ ऒߖ ऒߕంܿڕߘంۧలࡍ࢑వ ڴभ޴ڜ  एڕం ఎۮంڜ  ߘ వ ڒబܽद  ఇకए డ వࣆफనऒ ङߦ ߤࣾ߷ऴݟ  ట࡛ऒ  ఉంڒ ޴బܽद   
߯ ߤࣾ߷ऴݟ ऒߖߦڝ   గమߖంచړߖݞ ఇకए డ ఆచరހతघ క అమࡍకߧ۫ ߘంۧ࠭, ఇకए డ ఎపరऐ फనऒࣆంۨ వࠫ ڕࡏ  ߤࣾ߷ऴݟ 
ङߦ ట࡛ऒ  ఉం޴, ఇߩओ झߤࡵ ఒక ࠭࠲ ݡ ఇకए ࡏࠬ ࣆࡱޘ ࡮ఎ ڕమన ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ చయంࡍప ߘ  డ ߰ంޓ ޻ऴవత 
నߤࡵ ߕ࠮झ छ޳  झߤࡵ ,޶ڒ ऴప࠙࢑తం ࡌ  అం޴ంۨన ߤࡵझ छ޳  झߤࡵ ,޶ڒ ऴప࠙࢑తం ࡌ  ఎܿవంܽ అదనߩ దశ 
వङ ङޑ ऒߖࣃ   పࡍచయం ۯయڒ ޶బܽद ߤࡵझ  ఎܿవంܽ అదన޳ࡶ ݞޙ ޠߦ ߩ దశ వङ ङޑ ऒߖࣃ  పࡍచయం ۯయܔ .޶కङ ం 
ల మధङހరړ సࠪంతర ߝڕࣆۯ ऒߖ޵ ߘߝ  एڕం ఎۮంڜ  వ ࢑వࣃࡍफ ओߩఇ ߘ  ra ys  ݟంచంށగࡍప ߖޒసࠪంతర సࠫ ݡ
ఇ޴ ఒక ߤࡵझ  ߯  సంఘటన ڒబܽद ߤࡵझ  ఉంڒ ޴బܽद సࠪంతర ړరހల సࠫޒ ఉం޴, అం݄ సࠪంతర ړరࡱހ అం݄ అ࢑ 
 ߮ ऱߤ ࢘࢟ ऴఫం݋ ల ޳छ కएࡅ న దశ࠳बరࣄ అం݄ ݋ऴఫం ࢟࢘ ݋అం݄ ࢘࢟ ऴఫం ࠼ޑంచబడۨࣇ ࡌ  ఉపࡍతలం ڒబܽद ఇ࢑ 
ఇߩओ झߤࡵ ࡱ ݋ऴఫం ࢟࢘ ߤऱ߮ ݡ छ޳  ऒߗభవనం అవڔవऴ ࡌ  ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ ࠼ޑయబడۯ క࣒ࠂ క࣒ వదभࠂ ݋ం࠼ߦ 
ఎڒ ࠆబܽद అవߗऒ   ఇߩओ चࢀࢗ ݞంڷ ߖ޵ ,࠼ޑद ߭డࢳదృ ߩ࢙ ࠆఎ ݋ం࠼ߦ ݡ న తࡌछ త ఈ కనछ ࡍ णంړ ۃరހల స࠲घ ళనం 
छ޳ ࡍవऴక తరంగ ࠭ంద ޒల సࠫހరړ ओߩఇ ࡱ ݋ऴఫం ࢟࢘  ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ ऒߕఉ ڴవऴకం ݡ  ఈ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
ఇకए ޙ࠼క࣒ అࠂ ޴ఇ ,࠼ంܼڕࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ డ ࢘࢟ ऴఫంࣄ ݋बర࠳న దశ ࡅకए  ఉపࡍతߖ࡮ऒ ఇకए ,޴फంࣆۨࣇ  డ 
࢘࢟ ऴఫంࣄ ݋बర࠳న దశ ࡅకए  ఉపࡍతߖ࡮ऒ ऒߗఅవ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ   ۨవరڕ మన ࢑షయం࠼ߦ ޳ࡶ ࡹంړ ݋ f p
ऒߗఅ ߗڒ ࠼ంܼڕࡏۯ న దశ వङ࠳बరࣄ ࡹ࢐ܽ   ङޑ సం ఉనऒ టऱ޳ࡶ ޙ࠼ అదనం࢐ ڴసफړߖ࢐ అ޻ దశڕࡏۯ ࡹంܿం޴,   
అߩओ న దశ వङ࠳बరࣄ ఆ ݡ ङޑ సం ఇకए డ ߖరछ ࣕంచబޔݡంړ ޴రࡱހ దశࡹ ఉߕऒ ओߩఅ ࠼ ऒߖఅ ݡ  ڕదశ ࡱހరړ 
ఇకए ࠼ంܼڕࡏۯ డ ߤࡵझ  సࠪంతర ړరހల సࠫړޒ ఎܿవంܽ వङ ङޑ ऒߖࣃ అర ߖ޵ అం݄  ޶ంచݟܔ  बం మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ߤࡵझ झߤࡵ ఈ ڕ޶ఎం ڕऴత మనߦ  झߤࡵ ऴత అవసరంߦ  కएࡅ  एࣅరణ  ऴ߄ࣃ ߘߕ࠮ऴవత నޓ  ߯ ߤ  ړ
దగ ࡮ۧ ޴వడం, ఇࡌڕࣆޓ ठరڴ ఉనऒ  ऴࣅए ߯ ߤ झߤࡵ ఈ ࡹగం࠙ ޶ం࠭ ߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ  బܽदڒ ,వడంࡌڕࣆޓ ړ కएࡅ   
झߖऴత ఏࠫటం݄, ఇం݃ߦ ܾ నߘߕ࠮ ऴࣅए ߯ ߤ  ఆచరހతघ క ޷రం వదभ ࡌڕࣆޓవడం.  ऴపࡆగࢡలࡹ మనం ऴపߖڴࡆऒ  
రछߖ ࣕంచగల࠭ ڒబܽद అ޴ ఈ ࡓండవ ߤࡵझ కएࡅ  కएࡅ ܼޓ ނߧऴవత పంޓ ߖࡹ࢑ࠪనం బܽद ఈڒ ऴతߦ  i ړ 
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄ ࢑ ߗڒइపణ నࡅ ܼޓ ߕ࠮కए छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद మనం ఒ࡯۩ ښకڵࡍޒ ڕ i 
వ޳भ ం  ݟऴ߷ࣾߤ ఇం݃ߖझ ङࠌदࣄवݟ ܾ షڒ ߤబܽद ۨڣࡔऴతం ࡅకए  ఇతర ࠙ߖڴऒ ऴతం ఇకएۨڣࡔ दనܽ߭࡯޴వ ߘߝ  డ ఉం޴, 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ సంఘటన అ࠼న సࠪంతర ړరހల సࠫۯ ߖޒయړߖݞ ࠪऴతڒ ࠲బܽद దయࣄۯ ఇకए డ పంߖނߧ 
۫డంޓ ݟऴవత ట࡛ऒ ࡍߖ ఒక ߘߝ బܽदڒ  भషद ړరހల సࠫڝ ܼޓ ߖޒణంࡹ ऴపށ࠻ంۧ࢑    ߘవర फన ޓऴవత పంܼޓ ނߧ pa 
కएࡅ छ޳  ఇవछ ࡌ బݟన ޓऴవత పంܼࠊ ނߧ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ߤ࣌ ࡌ छ ऒߕࣆ ڕܼࠊ ࡛ సࠪనం, ఇకए ړ డ ޳ ܼࠊछ  i i piࡌ
नࠈం࡮ छ޳  ఇవछ ڴܼޓ ߤ࣌ ࡌ బޔݡంࣄ  ޴ऱࢗ ݋డࡱओ ణం ఇకएڝ ఈ ܼޓ  డ ڒ ܼޓబܽद ఇ޴ ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ऴవత aޓ 
పంނߧ కషदం ߗڒ ޶ڒ అ࠭࠲  ޴ కڵ࡯ ఉనऒ  చరऐ ల పړ߅ࡍ ࠫంۨనڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఫ࡯తం߯ ఆసړ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭  
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߘߝ ఈ వङ ڔ फకరణ ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఇకए డ ۯయడం ޶ࡶ, అࡅ ܼޓ ߘߝ ޙ࠼కए  ࡏࠬ ߖఅ ߘߝ 
ఊࣕࣆफߕऒ ఈ వङ ܼޓ  ߘ ڔ फకరణ ޳छ ఇవछ ࡌ బݟం޴, ఇకए డ ࡅ ܼޓ ߘߝకए ऒߕࣆ ऴవతޓ  ओߩసࠪనం, ఇ ړ  ޜړ ఈ ߘߝ ݡ
ఎ࡮ంܽ ޓऴవత పంߖނߧ ߰ంߘޑ޶ అݞ۫ ߖలڕߘంܿߕऒ ఒక వङ  ߘ ڔ फకరణ ࡅకए ऒߕࣆ బܽदڒ   అܼޓ ޴ߝ వదभnd i 
ऒߕࣆ ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ  ఇకए డ చࡍऐ भ޳ ం,  ڒబܽद ࡅ ܼޓ ߘߝకए కएࡅ ܼࠊ ,సࠪనం ړ  i  ڕܼࠊ ,సࠪనం ړ  i
సంబం߅ంۨన޴, ఎం޶కం݄ ܼࠊ అړܼޓ ޴ߝ సంబం߅ంۨనߕࣆ ,޴ऒ ए࣋ ߤ࣌ సࠪనం ړ छ ए࣋ ܼࠊ ܼࠊ ࡛ छ  i ޜ ࡛
ఇకए ,޴ంݟంచబڵ࠙ డ ࡮ ܼࠊంࠈन छ޳ సࠪనం ޜ ओߩఇ ڴܼޓ ߤ࣌  ࡌ ओߦۮ దట࠴ ߘߝ ݡ ऒߕࣆ ߘߝ ,ߘ  అం݄ pi 
ऒߕࣆ ऴవతޓ వదभ ܼޓ ओߩసࠪనం, ఇ ړ ऒߕࣆ వదभ ܼޓ ݡ ऒߕࣆ ܼࠊ   అࡹܼࠊ ޙ࠼ ఉం޴  ࣔరం ڒబܽद ఇ޴ 
రछߖ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद మనం ߕࣆ ߘߝऒ  అߖ ఎۮ ࡮పओ గలం ఎం޶కం݄ ޳ ߤࣄ ܼࠊछ छ޳ ܼࠊ ޳ࡶ ܼࠊ ߤ࣌ ࡌ  x ࡌ
ओߩఅ ,޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ0 ܼࠊ ܼࠊ  ߤ࣌ ऒߖ޵ ࡏࠬ ߖఅ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖసࠪనం అ ړ1 ޴ఇ ݡ ओߩफ అ࣋ۯ ࡏ࢘ వలంښ   ݡ
 బܽद cosڒ  1 ܼࠊ ࣒ڒ ޙ࠼సࠪనం అ ڕܼࠊ ܼࠊ ޙ࠼दనటऱܽ߭ ࡏࠬ ߖఅ ܼࠊ ࣒ڒ ࠾ࡍమ 1 ࠑ ܼࠊ  ޴फంࣆవ ڕࠪ
ऒߕࣆ సࠪనం ړ 0 ܼޓ సࠪనం ړవదभ 0 ܼޓ ऒߕࣆ బܽदڒ   అޓ ޴ߝऴవత  వదभ ܼޓ అߕࣆ ޴ߝऒ  i i i ܼޓ ,సࠪనం ړ
అం݄  ߕࣆऒ ङږఇ ܼޓ బܽदڒ సࠪనం ړ అం݄ అࣾం ࠬద ఉనऒ  ࡽڒࡎ  ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ   అం݄ ܼޓ ual to zero oi 
వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ऴవతޓ  ओߩసࠪనం ఇ ړ भ޳۫ ߖނߧऴవత పంޓ ߖ޵ ݡ ం ڒబܽद ࡓంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఉߕऒ  i ߤ࣌ ࡗ܋ ఒకܽ ࠼
࣋ए छ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ܼࠊ ࡛  ऴ࢐యగలܼࠊ  ߘ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ల ఉతओ ߤఫంࣾ ݡంࡓ ࡌ ए࣋ ߤ࣌ ࡹ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ఈ   ,ڴफޒ छ ࡛ 
ఎޔࡏࠪ ࡮ంڒ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ޾బܽद ࠬڕܼࠊ ࡏ సంబం߅ంۨ ߦऱ  pi ޴ߝఅ ܼࠊ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼࠊ 0 ޴फ ఇ࣋ۯ ݋
ओߩసࠪనం. అ ڕܼࠊ 2  ޴ߝఅ ܼࠊ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼࠊ న࣒ pi pi࠳ ߩ࢙ࡗమ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 3 ݡ

ओߩన࣒ 2 అ࠳ pi pi m piڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ߕ࠮బܽद నڒ సࠪనం ړ ܼࠊ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ 0 ܼࠊ ߤ࣌ ݡ
ए࣋ ߤࣄ छ ࡛ క࡛छ  ఉంܿంߕࣆ  .޴ऒ  మ࠾ࡍ  గࡍషद ࠪڵ णࠪ ऒߕࣆ  ڵࠪ  णࠪ  మధङ  ఇ޴ ఐ ߤࣄ ࡗ܋ ࣋ए छ  బܽद xڒ ߤషࡃࡍ࢘ ࡛
మనߕࣆ ڕऒ  ఉంڒ ޴బܽद ఇࡍߪ ޴ फڴ ࣏షदవంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߕࣆ ޴ऒ బܽद ఇకएڒ फࡏڷ  డ ఈ ࣃब ऒߕࣆ ࠼  , ఇ޴ i i 
चࢁమ ߖߖ޳ ߘߝ  ޴ఉంܿం ࡮ఎ ߤండవ ఫంࣾࡓ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ వछߖయڶ  ంݟ అ޴ ࣋ए छ ࡛ ఫంࣾߦ ߘߝ ߤऱ  a  cos ݋
ऒߕफࣆۯ झࡓవ ܼࠊ ޴బܽद ఇڒ ߘ బܽद ఇకएڒ ߯ ޓऴ ݡంࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ 0 ޴బܽद ఇڒ ࣒ డ ఇߕࣆ ޴ऒ , pi pi pi pi 
ఇࣃ ޴ब ऒߕࣆ ߘߝ ࠼ ऱߦ ߘߝ  फనऒࣆۯ ݋ పం  ࣋एߦ ࡗ܋ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ ޴ छ ऒߕࣆ  ߤదܽ ఫంࣾ࠴ బܽदڒ ܼࠊ ࡛  ఇకए డ i 
ڵࠪ णࠪ  వదभ వదभ ࡓంߕࣆ ݡऒ , వదभ ݡ࠮ వదभ ࡓంߕࣆ ݡऒ ऒߕࣆ ݡంࡓ వదभ ݡంࡓ   pi pi maxima pi pi ޴బܽद ఇڒ 
ए࣋ ߤ࣌ छ ࡛ ఫంࣾڒ ߤబܽद ࠪڵ णࠪ  ఇకए డ ߕࣆऒ ڵࠪ  णࠪ  ఇకए డ  మࡓ ࠾ࡍండవ ఫంࣾࡹ ߤ  ఇࡓ ޴ండవ޴  ఫంࣾߤ అం݄ 0
ఫంࣾనऱ ఉతओ ݡంࡓ ऱߦ ߘߝ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फ ఉంޒ ओߦۮ ߖఅ ߤదܽ ఫంࣾ࠴ నࣄۯ ݋ ए࣋ ܼࠊ ߤండవ ఫంࣾࡓ బܽदڒ ,ߘ छ ࡛ 
छ޳ ए࣋ ࠑ  ࡌ छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ  ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ڴ ڡ࡯ࠒࡌߦ ࡛ छ ࡛  ఇ࡮ ऴړంړ޴ పޔ߱ݟంڒ ޴బܽद ఇ1 ,1 ޴ x x 1 x 
ए࣋ ࠑ 1 ܼࠊ छ ࡛ అޙ࠼ ఇకए డ ߕࣆऒ बࣃ  ऒߕࣆ ܼࠊ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ఇకए ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ డ అనంࢀࢗ ړߖޑऱ ఆ߯ x x x
࣋ए छ నऒۨ  .޴ంޔ߱ݟప ڕవర ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ߱ݟప ڴఒకܽ ړ ࡛ ఇకए ࡱవࡱ࢑  డ అనంతం మڕࣆޓ ࡏࠬ ࠾ࡍం݄
కएࡅ ߖ޵  ޴ంޔࢂࢗ  ఉతओ ओߩफ  ఇޒ కएࡅ ఫంࣾనऱ ݡంࡓ ݡ  ఉతओ ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ फޒ కएࡅ ܼޓ ݡ  EA i ܼࠊ ޳ࡶ 
కएࡅ ऒߕࣆ  छ޳  ఇవछ ࡌ బݟంߕࣆ ޴ऒ  ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ܼޓ వదभ ߕࣆऒ  i i ړߖޑఅనం ޴కం݄ ఇ޶సࠪనం ఎం ړ
ऒߕࣆ  ޴ంޔࢂࢗ  అ޴ ఏ ఇతర ࠼ߦం݋ వదभ అߕࣆ ߕ࠼ऒ ऒߕࣆ వదभ ܼޓ న࠳సࠪన ړ  ࠭࠲ ߖందޔࡏࠪ ڴ
ఇకए  ޴ఇ ,࠭ࢡ۫ డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ కएࡅ వࡱ࢑   ఉతओ కएࡅ फޒ  ఉతओ ए࣋ ܼࠊ ޴फ, ఇޒ छ छ޳ ࡛ ए࣋ ߤࣄ ࡌ छ ࡛ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 1 ړࡹܼࠊ ऱߦ  ओߩఅ ࠆڴफ  ऴ࣋ۯ ݋ న ۲ట ఉతओ࠼అ 0 ޴ఇ ݡ  అం݄ ࡯ݞఉం ࠼फ 0 అޒ
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దܽ 0 ఇకए࠴ డ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఫంࣾߤ ఇޕࡏࠪ ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇܼࠊ ޴ ࣋ए छ छ޳ ࡛  ޴ంޔ߱ݟరంతరం 1 పߖ ࡌ
࢐ङ బܽदڒ ߧ फ ऴړంړ޴ పޔ߱ݟం޴, అ޴ మࢁऱ గࡍషदంޔࡏࠪ ڴంߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఫంࣾߤ గࡍషदంޔࡏࠪ ڴం޴ 
మߕࣆ ࠾ࡍऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఫంࣾߤ గࡍషदంޔࡏࠪ ڴం޴ మ࠾ࡍ గࢲࡍद ऒߕޔठڷత ڕ޶ఎం ࡱ  ࡗ܋ ࠾ࡍమ ࠼
అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࠬߤ࣌ ࡏ ࣋ए छ ࡛ అం۪లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ఇంట࡛ ఫߤࡓझ  ऴ߸ంڕڒ ࡮ ܘంݞ ఈ ࡱ࢑వ ߖరంతరం 
తڷठޕ   ఉంܿం࣒ڒ  .޴ ࣋ए छ द࡮ݥ ࡛  2 ऴ߸ం޳ ࣒ܐछ  , ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘన అం۪ల࠳࢑ధ ښఒ ڴపరం ࠪߖࠫ ڕࠬ ࡌ
అ࢐ ޙ࠼ङ ߧ फ ऴړంړ޴ పޔ߱ݟంڒ ߖ޵ ,޴రణం࢐ ڴङ ߧ फ ँށ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࢑इపణ నࡹߕ࠮ ఈ ࢑ధంڴ 
కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ࢑इపణ నߕ࠮ గࡍషद కࢲߖदߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿంࡱ࢑ ߖ޵  ޴వ ఏࠫܽ ڒబܽद ఇړ ܼࠊ ޴ సࠪనం pi
అ࠼నߩओ ओߩన࠳షदߖదܽ క࠴ ޴ఇ ݡ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ܼࠊ ݡ కएࡅ ޳ࡶ క࡯۩ ښఒ   ޴ఇ ݡ pi ޳ࡶ ܼޓ  i i 
కएࡅ  ఒ࡯۩ ښక ޓऴవత పంڒ ނߧరణంڴ జޓ ڼࡍऴవత పంܼࠊ ނߧ ఇߩओ झړࠪ ࠾ࡍమ ࠪߖࠫ ࠪߖࠫ ࠭࠲ ݡ ࠪ 
बࣃ  ړఆస ࡹనడంھߘక ߘలߕ फ కڵ࡯ ఉߕऒ ڵࠪ ంऴదښ వదभ ܼࠊ బܽदڒ ࠭ णࠪ  ఏరओ ऒߕࣆ ޴ంޔݡ  ܼޓ సࠪనం అం݄ ړ
ऒߕࣆ కएࡅ క࡯۩ సࠪనం అం݄ ړ  అࣾం ࠬద  ڒబܽद ࠪړझ ࠪ మࣃ ࠪߖࠫ ࠾ࡍब भ޳۫ ߘలߕ ం. ࡅ ܼޓకए बࣃ  నం i 
బܽद ఇకएڒ డ  ߕࣆऒ ए࣋ ߤࣄ  छ ए࣋ ܼࠊ ܼࠊ ࡛ छ छ޳ ܼࠊ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఈ కߖషद ࣃब ऒߕࣆ ࡱߕ  i ܼࠊ ܼࠊ ߤࣄ 
అ࠼నߩओ తపओ ݡ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ0  ఇవछ ݡ బޔݡంړ 0 ޴ సࠪనం ܼࠊ వదभ ఈ చరऐ సࠪనం, i0 ړ ޴సࠪనం, ఇ ړ0 
छ޳ ܼࠊ ߤࣄ ఉం݄ ڴషदంߖక ࡱ ߤష܊߰ ం݄ڕࡶ ఇవछ ࡌ బޔݡంړ ޴ సࠪనం ړ ܼࠊ ޳ࡶ సࠪనం అ0 ߖ m pi
తపओ  ޴फంࣆۨࣇ छ޳ ߖ޵ ߖసࠪనం అ ڕܼࠊ ܼࠊ ܼޓ ߤ࣌ అం݄ .޶ڒ సࠪనం ړ0  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ m m pi 
ఒక ܼ࣌ޓ ߤ ఈܘ ఈܘ ܿ ఎ࡮ ࠹ంࠈन  అࡅ ࠪߖࠫ ޴ߝకए बࣃ  ఇకए ,ࡱߕ డ  ప ऱ࣒ న࣒ 1 ప࠳  ऱ࣒  m࠾ࡍన࣒ 2 మ࠳ 
అం޶వలన ࠴దܽ ޓऴవత  ࠫࠪߖ ఈ ڝణం ߘంڝ 1 ܼޓ ݟణంࡹ సంభࣆ࢑फం޴,  ఇకए డ ࠬړ1 ܼޓ 1 ߘ ࡏ సࠪనంڴ m 
ఉంۨనటऱ޳ ޙ࠼छ ఇనछ ߤ࣌ ࡌ ࡛झ नࠈం࡮  नࠈం࡮ మࡹ࢑ ߤࣄ న࣒࠳ వదभ 1 ܼޓ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం  మ ڕ  వదभ ښంऴద a 
గࢲࡍदړߖ ఇ࡮ߩ࢙ࡏ ఉంܿంړ0 ܼޓ ޴ సࠪనం. ఇߩओ ऒߖڜ ߝఅ 1 ܼޓ మనం ݡ  సంఖङ లߘ ߭టदడం ޳छ एڕం ఎۮంڜ ࡌ వ 
भ޳۫ ం  , ࠴దܽ కߖషद ࣌1 ܼޓ ߤ కࣆߧߖफం޴, అం݄ ࠴దܽ ࠫ࡮ ,ߤࠫ ܼޓ   ړࠪߖంࠈन ओߩసࠪనం,  ఇ ޜ  న࠳ఏ రక ݡ
సంఖङ ऒߕఉ ࡱ भ޳۫ ࡆ ం  ࠭࠲ కߧߖంڒ ۯం࡮ ޒంࠈन ࠪ फ మనం࣋ڵࡆఉప ߘ ऱܼ ऒߕޔݡ పచऐڕఆ ࡯ߗ ࠭࠲  ࠭  
ऴߦంߖޑऒ ऒߕంܿڕࣆޓ  మߖ అڕߘం޳ం, అߩओ नࠈం࡮ ݡ న࣒  ࣊ంܾࠬటర࠳ ޴సࠪనం, ఇ ڕట࡛ లࠬߠߕ   ऱ 5 500 5
శړ फߘ 5 ړంړ10 ݟ సࠪనం, అం݄ 0.5 ࠳ऴࠬڝటࡏऱ ࠳ ړ10 ޳ࡶన࣒ శړ फړ ఈ ఉ޳హరణߘ ఉ޳హరణڴ ۫డంݟ  y pi  
మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంࡰࠫ  ڴऱࠬ ట࡛ ڕ సࠪనం అޙ࠼, ఉ޳హరణڕ అ޴ߝ ఒక ࠫࡰऱࠬ ట࡛ ޳ࡶ ࣊కڕߘ సࠪనం a 1 a 
అޙ࠼, మన࡮ ڕంࠈन छ޳ ߘ नࠈం࡮ ࡌ   ఐړ޶ సࠪనం అߩۮ ߖओ ऱࠬࡰࠫ ఒక ޶న࣒ ఐ࠳ పవ࡛ ޴ం.  ప޳ంڕ ట࡛ ప޴ a 
పవ࡛ ࠳న࣒  ࠫࡰऱࠬ ట࡛ తࡌछ త ࠳న࣒  ڒబܽद ఇߘ  ޴ంݟ  పవ࡛ ࠳న࣒  ݟࡔయߤझ సࠪనం 1 ڕల ߤయݟࡔ  న࣒࠳  1 5 10 4 4
నऒۨ ࡮ۧ ޴ఇ ܼޓ బܽदڒ  సంఖङ  ఈ సంఖङ నऒۨ ࡮ۧ  నऒۨ ࡮ۧ  ޴ఇ ܼޓ ߤࣄ ܼޓ బܽदڒ ޴ నऒۨ ࡮ۧ ܼޓ ߤࣄ   
సంఖङ ఉనऒ ࡹల ߤయݟࡔ ܼޓ బܽदڒ  ంచవ۪ऐڵࡆఉప ڴలభంࣆ మనం ߘܼޓ ߤࣄ న ఈ࠳సࠪన ߩ޳޳ ڕܼޓ   , ఈ 
ఉ܉ण ण܉మంۨ ఉ ࡮ۧ ߩం࠼ छړఈ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ߩం࠼ వࡽ ఉప࣋ڵࡆफ ࣌࡮ۧ ܼޓ ߤ ۨనऒ  a t o ߤవ ݋ం࠼ߦ  . ޴
ऱࠬࡰࠫ ట࡛ ࠼ߦం݋ ఒక ࠫࡰऱࠬ ట࡛ అߩओ नࠈం࡮ ࡏࠬ ݞږ ݡ फࣃ۫ ߖ  a ߖ޶న࣒  ఐ࠳ పవ࡛ ޴ప ݟంߘ ޶అం݄ ఐ ࡏ
ऱࠬࡰࠫ ߤవ ݋ం࠼ߦ ట࡛ ࢑ ޜభ܊ంۧڒ ࡏబܽद ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంݡ అం݄ ఐߘ ޶ంݟ ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ऴړޓ సࠪనం ఇ޴
ఇపओ నऒۨ ࡮ۧ ڔܽ  ߝసࠪనం అ ڕܼޓ ޴ߝఅ ܼޓ ߤ࣌ వలऱ మనం޶అం ࠾ࡍమ ܼޓ ߤࣄ ޴ఇ ܼޓ  పంߦ 
ఉ܉ण ంచవ۪ऐڵࡆఉప ڴలభంࣆ ߖߩం࠼ , ఇߩओ ఈ సందరग ޴ߝఅం݄ ఏࠫܽ  అ ܼޓ ܼޓ ݡ ంڕࠪߖࠫ ࡹ 
సంబం߅ంۨన గࢲࡍदړߖ సంబం߅ంۨన గࢲࡍदړߖ సంబం߅ంۨన ڝణం, దయܔ ࣄۯకङ ం ۨڣࡔऴతం ܼޓ ఇకए డ ఉనऒ  
 ޴ߝఅ ࠭ޑ޶ం߰ ߖނߧऴవత పంޓ వలऱ మనం ఏ޶అం  ࠾ࡍమ  ޴फంࣆߧߖక ࣒ࠪߖࠫ  .ݟడం۫ ߘలހڝ
గమߖంచవలࣄన ࠴దܽ ࢑షయం ڒబܽद ڝ ࠬ ߘߝసం ఇకए డ ఇం݃ߖझ ङࠌदࣄवݟ ܾ షڒ ߘࣃڶ ߖ ߤబܽद  ఇకए డ అ࢑ కߧߖంۯ 
నऒۨ ࡮ۧ ࡹఇతర ࠪటల ࡱހڝ एࣅऴ ࡏࠬ  .࠼ఉంܼ ڴ࢑ ߯ ߤ ڵࠪ ,  ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߘߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ  णࠪ  ࠾ࡍమ ࡱ
దగ ࡱࠪߖࠫ ठరߦ ڴङ ऒߕఉ ݟయబۯ ڡ యࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ తघހవలऱ ఆచర޶అం ࠾ࡍమ ࡏ క ऴపࡆగంڵࠪ ࡏࠬ  ࡹ णࠪ  ࡱ
మࠪߖࠫ ࠾ࡍలݞ۫ ߘలڕߘం݄ ࠬࡏ ऴࣅए ऒߖڴࡆబܽद ऴపڒ  ,࡯రం ఉంۧ޷ నంతڵత ߘ ߤ भ޳۫  ం ࣄంࣄ ࡽߩంࡽڵ 
ऒߖڴࡆऴప ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ  भ޳۫  ం ఇߩओ  రణ߄ࣃ బܽदڒ గంࡆऴప ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ޴ࡃࠓంచߧ۫ ߘߝ ݡ
ऴపࡆగࢡలࡹ ఇకए డ మన దగ ठర ఉనऒ  అమࡍక ࣖ࡯యం ࡶ ߤ࠻ߖజ࡛ ఈ ݀ङ ࠗ ఇకए డ ࣖ࡯యం ࡶ ߤ࠻ߖజ࡛ ݀ङ ࠗ 
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ డ ۫డగలࡏ ఇ޴ ఇకए డ ߮ప࡛ ऴࣅए ߯ ߤ  వۯऐ నऒۨ ߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ ߗڒ ,޴ఉం ߕ࠮న ߤࣾ߷ऴݟ  ऱࡹހڝ   
వࣆफంߘࢗ ߖߖ޳ ࠭࠲  .޴కڒ ࡯࢐ڝࣆޓ ڕబܽद ߖޑڵڒ ߘߝऒ एړనࢗ  ओߩఅ  ,ߘంܼڕࣆޓ  ङࠪ ࡽంऴట࣊ ݡ ڵ णࠪ  ఉందߖ 
మ࠾ࡍ మࡖక ࢙࣒ࠪߖࠫ ߩ ఉߕऒ యߖ మࡍంత సओ షदమޜ࢓ంڒ ޴బܽद ఇߩओ ओࡱడࢗ ݋ऱࣄ ߖߖ޳ ߘߝ ݡ ڵత ߘ ठంۨ 
ऴࣅए ߯ ߤ  ఉంۧڒ ߘబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ऴߦరంࠚంచంݟ ఉపసంహరణ నߜ ߕ࠮మघ వ ڴ޴ फ࣎ ం޴ మߘߝ ࠾ࡍ మࢁऱ 
తڵ ठంۨనߩओ दࢲࡍऴవత గޓ ࡏࠬ ݡ లߘ మࠪߖࠫ ࠾ࡍలߘ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ  ࣊ంऴటڵࠪ ࡽ णࠪ ంۨ ऴపకएࡍڷ  ఉనऒ ߝ  
࢐ङ ړబయܽ ࡱࠪߖࠫ ݡంࡓ ࢑इపం ట࡛ऒ బܽदڒ ࠼ంۧߧ  ࢐ङ ߧ फ ۮంޜ޶ం޴  మ࣋࢘ࣄ࠮ ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍటߩओ   pa ݡ
फࣃࠚరంߦవడం ऴࡌ ړ޴ంړऴ फ, అ࢑࣋ࡍޘ ߘక࡯۩ ߘߝ  ,޴ంޔठڷऴవత తޓ బܽद ఈ ऴపదరजڒ ,࠼ న ޳छ మనం సओ ࡌ షदంڴ 
۫డగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄ ݟऴ߷ࣾߤ నߕ࠮ ఏࠫܽ మ࠾ࡍ మన࢑ ࡹइపణ నߕ࠮ ఎ࢐  ࡮ङ కएࡅ క࡯۩  ޴फంࣆߧ  ࡱలతڜ 
ࠪరऐ ంڒ ݟబܽद మనం ۩࡯క ࡅకए ओࡱడࢗ  ڵత ߘ ठంۨనߩओ  ࡮ߩ࢙ࡏఇ ߕ࠮࢑इపణ న ,  ఏࠫటం݄ ޴నࣄ۫ మనం ݡ
࢐ङ ߘలࠪߖࠫ ݡంࡓ య ऴ࣊ओނڝ ,޴फంࣆߧ ࢐ङ యނڝ ࠭࠲ ޴ంޔࡱ޶క ڴరం޷ ࡹ ݭ ߧ फ పరంڴ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ 
మ࠾ࡍ మనం ࣋ࡍޘफ  ۩࡯క తࡌछ త ݟऴ߷ࣾߤ నߕ࠮ తڵ ठ߱  ݞంڷ క࡯۩ ࠬ ంజంߩ ,फ࣋ࡍޘ ڴफࡍߪ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔ
Pru   ޴ంޔࢂࢗ
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