
ఆߧदڡझ కऐࡵ ߯  ङݢࠪ ࡛ छࣃ ڕ ࡽ గతం గత ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ   అం۪ ࢗడࡱओ సం అం۪ల వङڝ  ڔ फకరణߘ ah 
ऐࡍంۨ చࡍڷ ంచడం޴ం߰ࡐ ంۧ࠭  మ࠾ ࠾ࡍవ డޘ ࡹ ࡽࣟ ࡽࠋలऱܽ కङܔ ޒంڒ  ం  ࠾ ޳ࡶవڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ 
ऴపڴࡆతघ క అమࡍకޜ మనం  ݟ ޠߦఫߤࡓझ द࡮ݥ  द࡮ݥ  ࠭ޑ޶ం߰ ߘయ࡛ అం۪లߖࡰ ంܽ࡮ఇ ࡹ  కం݄ ۧ࡮ d 
ۨనऒ ఉనऒ ڴ޴ ओߩ రठం వङࠪ ࡹޒबࣄࡍప ݡ ङޑ సం  కం݄ ۧ࡮ ۨనऒ ङڒ ޴ఇ ,޴ నऒۨ ࡮ۧ కం݄ ࡽటߧ  రం dڒఈ ఊహ ऴప ,޴
మనڕ సరళ అం۪ࡱ   లࣃࠚफ యߖ మనం ۫࠭ࢡ, ఇ޴ పకए పకए  ړ߯  ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕల߄రంऴ ݡంࡓ ߖࡶ ߝ
ऴړంړ޴ రంऴࡱ߄ ఉం݄ మనం ߯న మ࠾ࡍ ऴړంړ޴ చࡍऐ ంۧ࠭, అߩओ  అࣾం x x ܿߦ ޜఅࣾం ࡹశ޴ ࢓ࡱߖ ڕమన ݡ
ఉనऒ  సరళ అం۪ࡱ లࣃࠚफ ఇకए ,࠼ డ అం۪ࡱ ఇ࡮ వࣃफ పకए ߘల߄మనం రంऴ ߖڒ   ࠼ పకए ओߩం݄ అڕࣆޓ ߝ  ݡ
द࡮ݥ ݞޙ ޠߦ అం݄ ޒबࣄࡍప ߯ ޙ࠼అ ,  ࠭ޑ޶ం߰ ߘంܽ సరళ అం۪ల࡮ఇ ࠭࠲  d ࡮ۧ లధనం కం݄ కం݄࠮ 
తڕए వڴ ఉం݄ సంతృߧफ ۮంద࠭࠲ ޶ ࣝపࡗख ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘఅం۪ల ڡ࡯ డ ۫ߧంۧߘ, ఇ࢑ d t  
కంߪङ ట࡛ ߰ࡐ ࡹం޴ంచబݟన ࣝపࡗख ఇకए ߘߝ ߖఅ ࡱఅం۪ ڡ࡯ డ ۫ߧంۧڒ ,ߘబܽद  ࠬࡏ మధङ  ڴరం޷ ݟంߘ ࡹ
चࢇࢗ టߩओ ऒߖݞంచࠚరంߦరడం ऴࠪ ڴవऴకం ࡱఅం۪ ݡ  మనం ۫డవ۪ऐ ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ , తంߦۮ ڴओ లం݄ అ࢑ 
ࣝపࡗख खࡗపࣝ బܽद ఇ࢑ڒ ࡱఅం۪ ڡ࡯ కएࡅ ۃయం ࡱఅం۪ ڡ࡯  డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం మߘ࠭ ࠾ࡍపܽࡓ ڴ࡮ంݡ 
రంऴړ߯ ࡱ߄ ऴړంړ޴ ఉం݄ మనం చࡍऐ ంۨనߩओ फࣃࠚల ࡱఅం۪ ࡹశ޴ ఈ ݡ  మనంx y ܌ࡗ శ ఈ޴ ޴శ ఇ޴ ޴బܽद ఇڒ ࠼
फࡿڙࣆޓ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ߖߖ޳ ࠭ మ࠭ࢡ۫ ݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍ ۨవࡍ తరగ࡮࠮ ,ࡹޒలࡹ ఒకܽ ఆࠆ ࣊   ݋
ओࡏࠪ ࡹఅం۪ ,ޙݟయబۯ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ܌ࡗ మనం ߖߖ޳ మࡍంత ࠭ంࡿڙࣆޓ ڕ޶फ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ అం۪ 
శం ఉనऒڒఅవ ۯ࡯ڜ ߘ दࠆࢳ ం޶న , ఒక ࠭ఖङ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ࡹన అంశం࠳  సనऒ घࡽ߸ ߖ  ల మందం ࡅకए రߖ  पߖ࠻ऒ  
ఉపڵࡆంచడం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڜ ߖߖ޵ ࠭࠲ంۮం ࠭ంڕ޶ చࡍऐ फࣃ ࠭ మࡓ ࠾ࡍంݡ రంऴ߄ల ܔకङ  ऴపࡆగంࡹ 
అం۪ ࠪࡏओ फࣃڵࣃనڜ ߘ ࠭.  గత ڒऱ࣒ ࡹ మనం ఏࠫ చࡍऐ ంۧࡏڷ ࠵फ ڕࣆۯం޳ం, ߕ దగ ठర ࡛࣎झ  ఉం݄ ఇకए డ ఉం޴ 
మړߖ޳ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨ ఆࠆ ࣊ ఇకए ޙ࠼అ ݋ డ ऴࣅए ఇకए ࠾ࡍమ ޴ఉం ߤ డ ࠫ࡯ڵన ࡓంࣄ ݡऱࡱ ݋ ఉߕऒ  బܽदڒ ࠼
नݞఉంచబ ڴషदంࣆ ంۨࡍڷ ߖ޵ ࡱ ݋ऱࣄ  ఇకए   .࠼ డ ڕࡏۯంܿం࡯۩ ߗڒ ޴క ࠮లం ڒబܽद ఇ࢑ ఒకܽ మࡓ  ࠾ࡍంݡ o s 
࣊ ࠆఆ ڴभ޴ڜ ࡱ࡮࠮ नݞయబۯ ݋ छࡌఆ త ࠾ࡍమ ࠼ త అం۪ ښంऴద ࢢఖరం ఒక ࠉంޔࡏࠪ ڕ࢓޶ంద࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ

ఇకए ࣁݞ డ అ޻ జޔڷࡏం޴ ఎం޶కం݄ మనం ఈ వङ ङޑ సం ڒరణంࡓ ڴం࡮࠮ ݡల మధङ  దశ వङ ङޑ సం ఉంܿందߖ o 
కం݄ ఇకए޶ఎం  ࡏࢡ۫ డ ߘంݟ ఇకए రం ఇకए޷ ړݟ డ ߘంݟ ఇకए నऒࠚ  రం޷ ړݟ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓం࡮࠮ ݡల 
మధङ  దశ వङ ङޑ సం ࡮ݥद వలऱ అం۪ ఇకए޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉం ࠀ  డ అࣾం ࠬద ࠮లం ఉం݄ అ޻ జޔڷࡏంڒ   ޴బܽद s 
ఇ޴ అࣾం߯ ࠮లం మࡓ ࠾ࡍం࡯۩ ݡక޴ڜ ࡱभڴ ఆࠆ ࣊ नݞయబۯ ݋ క ఇకए࡯۩ అం݄ ఒక ࠼ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ s  Ot  
ఆ࡯۩ ࠱క ఇతర ࠪటలࡹ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ࡔఖ ఖۨऐ తంڴ లంబ ޴छ  s 1 s 2ڴషदంࣆ ࠾ࡍమ ޳ࡶ ޶ࡶ ంటࢗ द࡛ڒ࣊
ఉంచబడక߱ړߖ޵ , ޙ సంబం߅ంۨ మࣆ ࠾ࡍషदంڴ ఉంచబడక߱ޙ, అߩओ ओࡏࠪ అం۪ ڕమన ݞږ ݡ  s 1 s 2 
ఉంܿం޴.  మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡓ ,  ࡹం࡯۩ ݡకల మధङ  మధङ ఇకए ࢓޶ంࠉ  డ ఉనऒ ం޶న అం۪ ఇకए డࡍࠪ ڕందߖ 
फࣃ۫ ࠭࠲ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అం۪ ښంऴద అం۪ߖ ࠪరऐ డం వలన ఇకए డ ఉనऒ  o ړ ࣁݞ ݋ం࠼ߦ 
ࠪరऐ బޔݡంڒ ޴బܽद ࡓంݡ సందࡌग ओߩद ఇࠆࢳ ܘంۧ࠭.  ఒక ऴ߸ంࢢఆ ࠭࠲ ߙऱࡹ ఉండవ۪ऐ ࡱޔबࣄࡍఇతర ప ݡ , 
ఉ޳హరణڕ ࣊టࡍߪ ߵ फࣆ ڴషदంڴ ఉంܿం޴, అ޴  మࣆ ࠾ࡍషदంڴ ఉంచబޔݡంڒ ,޴బܽद ߘߝ మࢁच  ss 1 s 2 
फࣃڶ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ࠮లం మ࠾ࡍ ऴࣅए  ంۨ s   o߅సంబం ڕఖࡔ ఈ  ࡱ ݋ऱࣄ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߤ
नݞఉంచబ ڴషदంࣆ బܽद మనం ఒక సనऒڒ ,࠼ ओߩఇ ޙݟऴప࢘శ߭ ߘ ݋ࢴ ߖ ऒߕఉ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ݡ  ߘߝ బܽदڒ   ,࠼
ठࡌࠪ ऒߖ ओߩఇ బܽद ఇ࢑ڒ ߘޑߩ۫  ऒߕఉ ࡹరం޷ సࠪన ݡ   a ڵࡍޒ ݡంࡓ ࠾ࡍవలऱ ఒకܽ మ޶అం ࠾ࡍమ ࠼
సంߪరपంڴ దశࡹ ఉߕऒ ऒߕఉ ࡹదశ  ݡంࡓ ࡱ ࠾ࡍబܽद ఒకܽ మڒ ࠼  ڴషदంࣆ ంۨࡍڷ లం࠮ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ,࠼
ఉంచబݟం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࠮లం ڒబܽद అ࢑ దశࡹ ఉߕऒ  వదभ ss o ߖంऴద అం۪ښ ࠭࠲ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼
మ࠾ࡍ అం۪ ࢙࢑ధङ ంࡹ ߰ంߘߝ .࠭ޑ޶ ఇకए డ అం۪ల࣋ߧ۫ ߘफ, ߘߝ అం۪ నߘߕ࠮ ߰ంߘޑ޶, ఇࡓ ࢑ంݡ 
రڒల అం۪ల ޳छ ए࣋ ࣒ڒ ࡌ छ द࡮ݥ ࡛ ఇకए బܽद ఇ࢑ڒ ࠼ఉంܼ ڴషदంࣆ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ బܽदڒ  డ అం۪ࡱ,  ఇߩओ  మనం ݡ
సనऒ సనऒ ߘ ݋ࢴ ߖ రࠪ  .࠭ࣃۯ చయంࡍప ߘ ݋ࢴ ߖ ठం ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ ఏకపࣾ ࠉంڕࣆޓ ࢓޶ం݄ ࠼ߦంߖ ݋ p p 
ఈ సందరग ޳ࡶ  फ࣋ߧ۫ ంڵࠪ ߖߖ޳ ߘߝ ࡹ णࠪ ऒߕڕࣆޓ ڴణంڷߘఅ ڕ  ం݄ pڕࣆޓ ߖఅ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ߘ
ఇకए డ ఒక మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ߖ ࠭࠲ ߖߖ޵యࠫంۧ࠭  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మ࠾ࡍ ࠪరठం p  s two p r r 
వङ ङޑ సం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ అ޴ గࡍషदంڴ అڷߘణంڴ ఉం݄ , ࡮ంࠈन కएࡅ లం࠮   తరంగ޼ర डङ ం అ࠼న r r 
नࠈం࡮ కएࡅ   సమऴగ ڷణڒరంڴ ఉంܿంߗڒ ,޴ ఇߩओ ओ߮ۮ ߘߝ ݡ  సనऒ ऱߦ फ࣋ۯ చయంࡍప ߘ ݋ࢴ ߖ  ఒక వ ܌ڴ ޳ࡶ ڡदࣄ
ఇకए డ మందం ఉనऒ ओߩఅ ࡹ ݋ࢴ  సओ ݡ షदంڴ ఏࠫ జޔڷࡏంద࠭࠲ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ ࠭ దశ వङ ङޑ సం ࡓం࠳ ݡన࣒ t r r 
ఒకܽ ఇߩओ నऒࠚ ݡ ంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ݋ࢴ ఉనऒ ओߩ క ఉనऒۨࣇ భవనڔవऴ ݡ  ప޳ర बం ࡅకए  సనऒ  n ߘ ݋ࢴ ߖ
ऴప࢘శ߭ ࠭࠲ दܼ ࠭    వऴڔభవన ۨࣇక ړ࡯ڴ సంబం߅ంۨన޶ڒ ޴, ఇߩ޳޳ ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒ࡮ښ ఉంܿంߗڒ ,޴ 
ఇߩओ ఒక సనऒ ࠭࠲ ݡ దశల వङ ߩఅదన ޴వలऱ ఇ޶అం ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ చయంࡍప ߘ ݋ࢴ ߖ ङޑ  ޳ࡶ ࠀ ࡽݥ ޳ࡶ ړߖࣃ
द࡮ݥ కएࡅ ࠀ   అదనߩ దశࣆޓ ࡍ޳ ڕफం޴.  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ షర࡮  ޔంࠈन వङ ޠߦ ߤషݟన కం࠳సࠪన ڕ ङޑ సం p n 
ऴపڒశవంత࠳న అం۪ల ڝసం షరߝڴࠈ ޔ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ࠪరठం వङ ङޑ సం ఇߩओ  కం݄ మనం޶ఎం ޴ంޔࡏࠪ ݡ
ࠪ ऱܼ నऒޔݡ  ࠪర ठం ఆߧदకࡽ ࠪరठం ڒబܽद మనం ړߖ޵ వࣃफ झߤࡓఫࡍ ޠߦ ࡽदకߧషం ఆࠫߖ ࠭  ఆߧदకࡍ ޠߦ ࡽఫߤࡓझ  a  
అతࡓ ߘంڴ࠙ ݡల మధङ ధङࠪ  ܿߦ ޜచనࣇ త ࠪరठంށగڣࡔ  మం ࡅకए  వऴڔభవన ۨࣇకߘ పࡍగణనړࡹ 
కएࡅ కۨࣇ భవనڔవऴ ޴ఇ   ݡంܼڕࣆޓ  ऴప࠙ߖ࢐ऒ ओߩఇ ,޴ంܿంڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ݞږ  వङ ޠߦ ࡽदకߧఆ ݡ ङޑ సం 
త ࠪరठం వङށగڣࡔ ङޑ సం ߘంࠚ ݟనऒ ంڴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ మࡖక ࠪధङ మం పࡍచయం ۯయబݟంڒ ޴బܽद 
ङޙఈ ऴప  ࠭࠲ క సమసङ ऐࡍచ ڴ࢑వరం ంۮంڜ ߘ फࣃ ࠭. ఇߖڜ ޴ऒ  ࠭ఖङ ఉనऒ ڵ࡯క ߘల ߤషښऱߧన అ࠳ ం޶న ߘߝ 
एࡖ߮ ऒߕ ऒߖ޵  బܽदڒ ߘ भ޳۫ ڴऴగతफ܉ ంۮంڜ  ం మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠴దట ڒంޒ తరంڴలߘ ࠪధङ మంࡿࢗ ړࡹभ ం, ڒబܽद 
మघߜ ߘߝ भࡿࢗ ړ ݋ం࠼ߦ ࠑ ݋ం࠼ߦ ڴ޴ ࠭ ఇకए డ ڒంޒ తరంࡱڴ ࠪధङ మంڒ ࡹబܽद అం݄ తరంగం psi  
ऴߖޒߦధङ ం వࣕࣆफం޴  ఒక భంగం ޳छ మనంpsi a by r cos kr t ޴ర తరంగం, ఇڒࡿڿ ޴ߝసࠪనం అ ړ ڴ࠲ఒ ޴ఇ ࡌ
ఇపओ ऐࡍమనం చ  ޴ߝఅ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࢟࢘ ߤऱ߮ ࠾ࡍమ ࠭ࣃ۫ ښܽ ంۨన ޴శ࢐ ࡹङ  psi cos kx t x  .࢟࢘ ߤऱ߮ ۯంߧ
ఇ޴ ఇߩओ नࠈం࡮ అం݄  ݡ छ޳  సࠪనం, ఇకए ړ 2 ࡌ డ ࡮ంࠈन  ࠪధङ మంࡹ తరంగ޼ర डङ ం అޙ࠼ వऴڔభవన ۨࣇక  kk pi n 
नࠈం࡮  ࠪధङ మం࡮ ࡹంࠈन సࠪనం, ఇకए ړ0  డ ࡮ంࠈन  0 వ  ࢁڣ తరంగ޼ర डङ ం ږ࢐ ޳ࡶङ  e ޒంڒ ࡹసबలం ࢁڣ ޳ࡶ ࠹
తరంగ޼ర डङ ం  ڒబܽद అړ0 ޴ߝ సࠪనం, ࡮ంࠈन छ޳  नࠈం࡮ 2 ࡌ छ޳ 0  नࠈం࡮ 2 ࡌ छ޳ 0   k k 0 k pi 0 k 0, pi, n ࡌ
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नࠈం࡮ नࠈం࡮ సࠪనం ړ࡯ڴ  నऒۨ ࡮ۧ ࡯ڴ ޙ࠼అ ࡯ڴ ࠑ 0   n  n ޴ఇ ࠾ࡍమ 1.303 ߩ޳޳ ޴ఇ  ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ޴
नࠈం࡮ नࠈం࡮ సࠪనం 0 ߩ޳޳ ڕ  0 అࢁڣ ޴ߝ సबలం ࢥ ޳ࡶనङ ంڒ ࡹంޒ తరంగ޼ర डङ ం ڒబܽद ߄ࣃరణం࠮ ڴలం 
తరంగ޼ర डङ ం ࡮ంࠈन एࡖ߮ ߖసࠪనం అ ڕ నऒ ओߩ ओߩట࡛ అࠬߠߕ 500 ޳ࡶ ట࡛ࠬߠߕ 600 ࡮ۧ  ݡ ࡹసबలం ࢁڣ ࠭࠲ ݡ
తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ फࣃۨࣇ  ࠭ అ࡮ ޴ంࠈन  0 అߖ ఒక ࠮లం ࡅకए  తరంగ޼ర डङ ం ߮ࡖए నऒ ओߩ  ޴ఉంܿం ࡹసबలం ࢁڣ ޴అ ݡ
नࠈం࡮ ޴అ ޳ࡶ ధङࠪ ޴బܽद అڒ .0  మంړࡹ ऴప࢘࣋ࢢफ సంబం߅త ࡮ంࠈन  పࡍగణన࡮ ޳ࡶ ࡯࢐ڝࣆޓ ړࡹంࠈन छ޳   k ࡌ
సంబం߅త దశ ࣄबࡌంకం 2 ࡮ంࠈन छ޳  బܽद మనం ఇకएڒ ࡯࢐ڝࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖసࠪనం అ ړ 2 ࡌ డ చࡍऐ फనऒࣆ pi pi ޴
మ࡮ ࠾ࡍంࠈन नࠈం࡮ ߖ࡯ڴ  फࣃށగࡍప ڴసࠪనం ߩ޳޳ ړ0  ࠭. ఇతర ࡮ ࡹ࡯ڴ  ࡹంࠈन छ޳   దశ w ords k air k ࡌ
नࠈం࡮ ޴ఇ ,޴ంޔݡ࢑ంచబ࠙ ߖసࠪనం అ ړ0 ޴ߝంకం 2 అࡌबࣄ  छ޳  छ޳ 2 ࡌ ऴ߹ ओ࣋ ࡌ  ంకం 0 pi k piࡌबࣄ ܘ߿ ࣒
అޙ࠼ ఒక ࠪధङ మం࡮ ߖ 2 ࡹంࠈन छ޳ 0  छ޳ ࡌ కం݄  2 అం݄ 2 k pi޶ఎం ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ n pi by lambda pi

మ࠾ࡍ అݟࠬ ޴యంࡏࣃ ࡹऱ అޔ࢓ంࡏࣃ ޴ऱ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  దృࢳदࡹ by lambda 0 by n k 0 nk k 0 n 
ఉం۪ߖڕ మనం ࠪరठ వङ ङޑ ऒߖࣃ రߖ  पࣃ࠼फ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ దశ వङ ङޑ ऒߖࣃ రߖ  पࣃ࠼फ ठࡌࠪ ݡంࡓ  ࠭ ల మధङ  ఒక 
ࠪర ठంࡹ సనऒ ఇకए  ڴరణంڒ చయంࡍऴప࢘శ߭టदడం వలऱ ప ݋ࢴ ߖ డ ఇ޴ ఒకߖ޳ ࠭ం޶ సనऒ  ऴతంۨڣࡔ బܽदڒ ݋ࢴ ߖ
ఇకए డ ۫పబݟంڒ ޴బܽद ࠴దట ۨڣࡔऴతం  ࠮లం ࡓంݟంܽ޳۫ ߖभ ం  ۩࡯కࡱ మ࠾ࡍ అࣆ ࢑షदంڴ ఉంచబݞन  ࠼
బܽद ఇకएڒ డ ߄ࣃరణ ڣࡔగށత ࠪరठం వङ ङޑ సం వదभ ߕࣆऒ త ࠪరठం వङށగڣࡔ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ङޑ సం o r 2 
ధङࠪ ޻అ ,޴ఉంܿం ڴన࣒ 1࠳ మం వࡵ ఉంܿంߗڒ ,޴ ఇߩओ కएࡅ మందం ݡ  సనऒ  r tt ࠾ࡍమ ݋ࢴ మందం ݋ࢴ ߖ

వऴڔభవన ۨࣇక కڵ࡯ ఉంܿంࡌ߄࡮࠮  ޴లࡹ ఒకߖ޳ ࠭ం޶ పࡍచయం ۯయబݟం޴ , ఇకए డ ఉనऒ  n ࡹల࡮࠮ 
ఒకܽ ఇ޴ ఈ ࢙ߩన ޳ࡶ ఈ ࢙ߩన ఏ ࢙ߩనߕߞ పࡍచయం ۯయవ۪ऐ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   ఇకए డ ࠮లం ࠭ం޶ 
ऴప࢘శ߭టदవ۪ऐ  డࣄ ࡽࠋऱ݋ మ࠾ࡍ ऴࣅए మధङ ߤ  ࢑భజన ڒబܽद ఏకపࣾ ࠉం࢓޶ వదभ వదभ ఉనऒ  దశ s one d is p 
వङ ङޑ సం ࡮ݥद  అ࠴ ࡹ࡯ڴ ޴ߝదܽړߖ޳ సࠪనం , ࠪర ठం ݞޙ ఏࠫܽ అం݄ ࠪరठం వङ ङޑ సం ߘం࠳ ݟన࣒ k 0 r 2 r 
छࡌऴప࢘శ߭ܽदన త ݋ࢴ ޙ࠼రठం, అࠪ ࡹ࡯ڴ ޶ం࠭ڕఅంత ޴ߝన࣒ అ࠳  1 త ࠳న࣒ ࡹ࡯ڴ ࠪరठం ڒబܽद tr 1 r 1 t 
దశ వङ ङޑ సం ࠳ ࡹ࡯ڴన࣒ ړࡹ ࠪరठంݞޙ ࡹ ఉంܿం޴   , అం݄ ࡅ ݋ࢴకए  మందంړࡹ ఉంܿం޴  k 0 k 0 n k 
ప  ޴ఇ ړߖ܉ߖ ړࡹ బܽदڒ ऱ࣒ బܽद  పڒ  ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ړࡹ బܽदڒ  ऱ࣒  బܽद దశ k 0 r 1 k 0 r 1 k 0 r 1 t k 0 ntڒ ړࡹ 
వङ ङޑ సం ࠳న࣒ ఇవߗऒ  అంښ޶ మనڕ ఇకए డ ࠳న࣒ ఉంڒ ޴బܽद  ࠳ ࡹ࡯ڴన࣒ ࠳న࣒ మߖ޵ ࠾ࡍ k 0 r 2 r 1 t 
ऱ అం݄ దశల వङࡏࣃ న࣒࠳ ڴరణంڒ ङޑ సం ఇతర ࠪటలࡹ మనం ࠳ ڴ ߖߖ޳న࣒ ࠳న࣒ k t k 0 r 2 r 1 r 2 r 1
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ݡంࡓ చనࣇ త ࠪరठంށగڣࡔ  ऒߕࣆ   ఒక ࠳న࣒ ఇకए డ వऴڔభవన ۨࣇక r r k t n n 
కएࡅ యంݟࠬ  ఈ పదం ࡮ݥ ࠀ ࡽݥद द࡮ݥ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ࡮ ࠀ  కएࡅ  ࠀ   అదనߩ దశ వङ ङޑ సం ఖۨऐ తం࡮ݥ  ڴद  ߯ 
కएࡅ ࠀ  దశ వङ ङޑ సం ఉనऒ ݄ऱ అߖ మనం ఇంతڕ ࠭ం޶ ऴప࢘శ߭ܽदన޴, ఇۨऐ న ߸ࡽघ ړ߷ऴࡍ  द࢟  ఇంڡݥझ  t ڴबరంࣄ ڕ 
ఉంܿం޴  ఒక ࣄबࡌంకం మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ࣄ  ړߖ࡮࠮बరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ అదనࣄ ߩबర࠳న దశ వङ ङޑ సం k 0 
న దశ వङ࠳बరࣄ  ࠾ࡍమ ޴ంܽ࡮ ङޑ సం ऴప࢘శ߭ܽदనటऱޙ࠼, అం۪ࡌࠪ ࡱలࢗ ࠭࠲ ߖంటߝ ఆࣆࢢफߕऒ  బܽद ఈڒ ࠭
అం۪ࡏࠪ ࡹओ  ఏࠫ݇ ۫޳भ ం.   ߖߖ޳ ߘߝ మࡍంత ࠭ంߕޔࢂࢗڕࣆޓ ڕ޶ऒ द࡮ݥ బܽदڒ ߘ  న࣒ k 0 r 2࠳ ݟంߘ 

 ప ऱ࣒ ఈ దశ వङ ࠾ࡍమ ޴ంݟబڝࣆޓ ݟంߘ న࣒࠳ ऱ 1ࡏࣃ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ऱ 1ࡏࣃ  ङޑ సం r 1 t n k 0 t n 
తపओ ओߩఇ ڴࡍసߖ ऒߖڒణڷ సమऴగ ݡ  క࠳ ߧ࡯న࣒ ޜߕ  ࡯࠻ۯ ఉం޴  ఇ ఉపڵࡆంۨన ࠮లధనం ఇంతڕ ࠭ం޶ n 
నऒۨ ߘߝ ओߩఇ ߗڒ ߘంۧڵࡆఉప ߖ  నऒۨ ݡ ऒߕफࣆڵࡆసం ఉపڝ కۨࣇ భవనڔవऴ ޴ ङڒ ߘߝ బܽदڒ ߘ n ߖ ࡽటߧ n n
ఉపڵࡆంۧߘ, ఇࡌߪ ޴प ంకం 0 1 2 3 ࠴దࡷన࢑ పऱ࣒ झ࠹݅ న࣒࠳   2 ऴపڒశవంత࠳న అం۪ల ڝసం మࡗ ࠪటࡹ n pi 
ओߦۮ లం݄. మనం ߖ޵ऒ नࠈం࡮  ऒߕࣆ  छ޳  ओߩऴ࢐࣋फ, అ ߖఅ 2 ࡌ మన వదभ ఉనऒ ݡ  pi pi pi ݡంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ ޴
న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ݡంࡓ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ࡮ߩ࢙ న࣒  ప࠳ ऱ ఒకࡏࣃ  ऱ࣒ नࠈం࡮ న࣒࠳   r r t n n 
ऒߕࣆ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ఆర ޠࡗ܋ ޳ࡶ ܘऴ߸ం ࡽబܽद ࣊ంऴటڒ అం۪  ݡ न࡛  ऴ߸ంڝ ܘసం ఇߕࣆ ޴ऒ  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
మన వదभ ఉనऒ  బܽद మనంr r t n ahڒ ޴ంޔݡబڝࣆޓ ڕߩ࢙ కࡖమ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ऱ ఒకܽࡏࣃ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ޴

 t g n ޴फంࣆఇ ߘޔసం షరڝ న అం۪ల࠳శవంతڒऴప ࡹసమࣾం ݋ࢴ ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ఈ ࠭ࣃۯ ऱ ఎంట࡛ࡏࣃ
మߘ ݋ࢴ ࠾ࡍ ऴప࢘శ߭టदడం వలऱ మనڕ కڼ࡯ అం۪ ࠆࢳद ఏࠫܽ,  ڒబܽद ఇకए డ ߘߝ ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంڝ ܘసం మࢁऱ 
ऴࣆ࢐फߕऒ भ޳۫ ߖߖ޵ సంڝ అం۪ ࡽంऴట࣊  .ߘ ం, ڒబܽद ࠳న࣒ అࡏࣃ ޴ߝऱ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ r 2 r 1 t n r r
ఒకܽ ڣࡔగށత వङ ङޑ సం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽړ సࠪనం, ఇ޴ అࣃ ޙ࠼ब నం అޙ࠼ మ࠾ࡍ అޙ࠼ ఇ޴ r r x x d 
మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍ మధङ  ࢑భజన࠭࠲ ߘ ఇపओ एړࡵ ښܽ ంۧ࠭.  గత ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఆ s s two e small d 
ࠪరठ వङ ङޑ సం ړࡹ ࠑ అړࡵ ߖए ంۧ࠭, ఇࡏࣃ ޴ऱ ࠳న࣒ 1 ړ సࠪనం ߘ ړ ޳ࡶంࡏࣃ ݟऱ ࠳న࣒ x d d t n x d d t n 
बࣃ  బܽद ఈڒ  .సࠪనం ړ 1 నం ఎం޶కం݄ ఇ޴ ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంڝ ܘసం షరޔ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ అڕࡶ ݋ࢴ ޴ߝం݄x  x 
࣊ంऴటࡽ అం۪ కߧߖంࣃ ۯब నం మ࠾ࡍ ࣊ంऴటࡽ అం۪ ఇకए డ ࠼ߦం݋ వదभ కࣆߧߖफంڒ ߖ޵ ߗڒ  ޴రణం݋ࢴ ڴ x 0 o 
కएࡅ  పࡍచయం ఇߩओ x d d t n 1 ړ  న࣒࠳ ऱࡏࣃ ݟంߘ ݟంߘ అం݄ ޴फంࣆߧߖక ࡹ ݋ం࠼ߦ అం۪ ఒక ࡽంऴట࣊ ݡ
సࠪనం. ڒబܽद ఇߩओ ఇకए ࡏࠬ ڴరణంڒ ߖ޵ ,޶ڒ సࠪనం ړ0 ݡ డ ఉం݄ అߕ࠼ ۫డవ۪ऐ  అం݄ x n ޴ంޔࢂࢗ ړ1  .
వऴڔభవన ۨࣇక ࡯ڴ వޙࡍࠪ ࡵ  అޔ࢓ంޙࢀࢗ ړ0 ޳ࡶ ޴, అం݄ ݋ࢴ మࢁऱ ఉڕࡶ ࡹړߖం݄ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴, x 0 t x 
అ޴ ఇకए డ సओ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ మందం ࡅకए  సనऒ ओࡏࠪ అం۪ ࡹసమࣾం ݋ࢴ ߖ  మనం ఒక t ޴फంࣆۨࣇ ߘ
ఉ޳హరణ ޳۫ ߖڜࣆޓभ ం  ఇకए డ మనڕ ఎ࡮ంܽ సంఖङ ऒߕఉ ࡱ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ఒక ఉ޳హరణ ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ 
ऒߕڕࣆޓ సࠪనం ఒక సనऒ ړ ట࡛ࠬڝऴ࠳  అం݄ ߘ సనऒ ڕ޶ఎం ޴అం݄ ఇ ࠾ࡍమ ݋ࢴ ߖ t 10ړߖ޳ ߝఅ ࡯ݞఉం ڴ n 
సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇڒ ޴ం࠮ ޒల తరంగ޼ర डङ ం ࡅకए  తరంగ޼ర डङ ం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴. ఇ߄ࣃ ޴రణంڴ కߧߖంۯ 
ऒߖట࡛ ऴకࠪࠬڝऴ࠳ 0.5 ޳ࡶ ట࡛ࠬڝऴ࠳ 1 ړޒంڒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కߘక ఇ߄ࣃ ޴రణంڴ తరంగ޼ర डङ ం ߖڜ ޳ࡶऒ  
ࡓ ऱܿ తరంగ޼ర डङ ం ࡅకए  ऴకమంࡹ ఉం࡯ݞ, త޳छ మనం ఇకए ࡌ డ మందڕࣆޓ ߘ ݋ࢴ ܽߦం݄ ߖڜऒ  అం۪ࡱ ࠪర࠼ޑ, 
ఆ߯ అం۪ల సంఖङ  ࠪరऐ బݟన࡮ۧ ޴ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴప࠲యం ఉనऒ ࡍߖ  भషद ఉ܉ण  ݞږ ߘలߩం࠼
࢑ۨऑ నऒ ం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉ޳హరణ ࠳ऴࠬڝట࡛ వऴڔభవన ۨࣇకڕ సࠪనం 1.5 అం݄ మ࠾ࡍ t 10 d s 1 s 
2 మధङ  ࢑భజన ޷రం 2 ࡰࠫ 1 ࡱ࡮࠮ऱࠬ ట࡛ ۨవࡍ తరగޒ ఉపߕङ సంࡹ మనం ڕࣆޓనऒ  సంఖङ  మ࠾ࡍ t ypical d 
అ޴ߝ  ࠬట࡛ ڕ సࠪనం, అం݄ ࠮లం  ࠬట࡛ ޷రంࡹ ఉం޴ మߖ޵ ࠾ࡍ మధङ  ࢑భజన ۨనऒ 1 ޻మనం అ ޴ 1 d 
సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭, అ޴ ఒక ࠫࡰऱࠬ ట࡛ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ړࡵ ߖए ంచంݟ, ఆ߯ మనం ఒక 
ࠬట࡛ ߘ ప࠳ ޴ऴࠬڝట࡛ ࠼ߦ ڴం݋  ఐڴ޶ ߰ం࠭ޑ޶, ఇకए డ ఇ޴ ఒక ࠼ߦం݋ ఐ࠳ ޶న࣒ ఒక ࠼ߦం݋ ఐ࠳ ޶న࣒ 
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ఒకܽ ࠼ߦం݋ ఐ޶ ఒక ࠫࡰऱࠬ ట࡛ ڵ࠙ ޜంచబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ݡ࠮ ࠬటࡏऱ బయటڕ వࣆफం޴  ఐ޶d 
ऱࠬࡰࠫ ޶ఐ ޳ࡶ ऱࡏటࠬ ݡ࠮ న࣒࠳ పవ࡛ ޴ప ݟంߘ టర ऱڕ సࠪనం ڒబܽद అం۪ ఐࡰࠫ ޶ऱࠬ టర ऱ ޳छ  ࡌ
ࠪరऐ బޔݡం޴ , ࣊ంऴటࡽ అం۪ࡏࠪ ߖࡹओ ర޼తరంగ ޒంڒ  डङ ం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿందࠆࢳ ߖद గమߖక ఇకए డ 
ఎకए  ޶ఉండ ڵ࡯द కࠆࢳ నߧ۫ ర޼తరంగ ޒంڒ ߕݧ डङ ం ڒబܽद ఇڒ ޴ంޒ తరంగ޼ర डङ ం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
రߖ ࡮ఎ ߖߖ޵ प࠼ంచవ۪ऐ తघڴࡆद ऴపࠆࢳ బܽदڒ  కంߖ ڴర प࠼ంచబޙݟ, అߩओ ऒߖ޳మనం మం ݡ రߖ  प࠼ంచగలమߖ 
గమߖంచంݟ  ఇۨऐ న ࡅ ݋ࢴకए మందం ఉనऒ ߖయ࡯ޘ  ङޙऴప ,݋ࢴ  ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ంۨ ఇړ ऒߖڜ మందం ,޴న࠳  ness t 
నऒۨ ࡮ۧ ڴ࡮ నऱڒऴ࠳ ఉనऒ ڴ ओߩ ఉనऒ ڵ࡯క ߘల ݋ࢴ ݦఉం ڴమందం ,ݡ ओߩ एࣇమనం ऴ ݡ  లతڜ మందం ޳ࡶ ܘڼ 
పࡍకࡌలࡹ ఒకܽ వంܽ ߄ࣃరణ ࣃధߕలߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ऒߖڜ  . నऒۨ ࡮ۧ నऱ మందంڒऴ࠳  ओߩనࡍࠪ ڴ޴  , ݡ
సనऒ घࡽ߸ ߖ  ల మంߖ޳ऒ రߖ  प࠼ంచړߖݞ ఇ޴ ఒక మంۨ ࠪరठం, ఇతర పదमࡱޔ అంࡹܿࠈ޶ ఉߕऒ  ࡏࠬ ޙ࠼అ ,࠼
సనऒ घࡽ߸ ߖ కएࡅ   మంߖ޳ऒ రߖ  प࠼ంࡌࠪ ۯठ లࡹ ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ  అం޶వలऱ , ࠆࢳद ࡅకए  మందం తరంగ޼ర डङ ం ߘంݟ 
సछ తంऴతంڴ ఉంܿందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣊ంऴటࡽ అం۪ ࡅకए ओࡏࠪ  రߖ ߘ प࠼ంచ࠭࠲ ړߖݞ 
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖޒంڒ ߖలऱޘ ߝంటࢗ  ߖޒంڒ ߖలऱޘ ړߖݞంచ޴ం߰ࡐ ߖޒంڒ ߖలऱޘ ࠾ࡍమ ࡱఅం۪  ࠭࠲ బܽदڒ  ,
ఉపڵࡆంۨనߩओ ఇపओ ࠭࠲ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ऐࡍచ ښܽ ంۧ࠭.  ࠆࢳद ߖ ߖర प࠼ంచړߖݞ ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ప޳ర बం ࡅకए  మందం ࠬ࣋࡯ޘ ڕफ మࠆࢳ  ࡏࠬ ࠾ࡍद ڜ ߖలవగޙڵ࡯ ఒకܽ ߸ࡽघ ړ߷ऴࡍ  द࢟  ఇంڡݥझ  
घࡽ߸ ޙయక߱࡯ޘ ړ߷ऴࡍ  द࢟  ఇంڡݥझ రߖ ߖ  प࠼ంచవ۪ऐ , అޙ࠼ మనڕ మందం ڒ ࣆࡱޘబܽद ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ڜ ߖలవడం ޳छ  ࡌ
మనం ࡍऴ߷ړ द࢟  ఇంڡݥझ ఖۨऐ ࡮ۧ ߘ  తంࡍڷ ڴ फంచగల࠭   ࡓంݡ ࠭ఖङ  ݟయܑయం࡯ޘ ڕࠪ బܽदڒ ࡱ ߤషښऱߧన అ࠳
ఒకߖ޳ తࡌछ త ఒకܽ ۫డంڒ ݟబܽद    అం۪ ࢗడࡱओ छ޳ లవడంڜ ߘ ఏకవర ࡌ प ࠮లం ࡅకए  తరంగ޼ర डङ ం ࡮ంࠈन  ߘ
రߖ प࠼ంచడం ఇకए డ ࠴దܽࡓ   ޴ంݡ రంऴ߄ల మధङ  మ࠾ࡍ అ޴ߝ ऴࣅए ओࡱడࢗ అం۪ ࠾ࡍరం మ޷ ڕ ߤ  d ߘ
छ޳ లవడంڜ नࠈం࡮  ࡌ झ࡛࣎ ڡమܽڝऴߠ࠵ ޙయక߱࡯ޘ  కएࡅ   తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ ࡍڷ  फంచవ۪ऐ ండవ ࠭ఖङࡓ ,  ߤషښऱߧన అ࠳
ऴߧంڜ ߘ ݋లవడం ޳छ సనऒ ࡌ రదరजߦ ߖ క ࡅ ݋ࢴకए  మందం ߖ ߖర प࠼ంచడం.  ࠆࢳद ࡮ݥद ఈ వङ ࠭࠲ బܽदڒ  ڔ फకరణߘt x 
߰ం࠭޳, అ࡮ݥ ޴ߝद छ޳ న࣒ 1࠳ ߖసࠪనం అ ړ  छ޳ ݟంߘ ړࡹ ࡌ ఇకए ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ డ ࡍऴ߷ړ द࢟  t x n d d dn 
ఇంڡݥझ द࡮ݥ   అ޴ߝ ऴ߸ంࠆࢳ ܘद అࡓ ޴ߝంݡ రంऴ߄ల మధङ ఉనऒ ޶ం࠭ ړߖݞయۯ ࡏ࢘  ݄ऱ మ࠾ࡍ అ޴ߝ a  d x d d 
एࣅऴ ޶ం࠭ ړߖݞగࣃనڜ ߘߝ ऒߕంܿڕߘఅ ߘߝ ߖరం అ޷ ړ ߤ ऒߖڜ ޶ం࠭ ۯంڵ࠭ ߘߝ ,ߘ  ఉ޳హరణలߘ 
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆޓ ऐࡍచ ޶ం࠭ ڕమనం ఇంత ߖగం అࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ޳ࡶ గంࡆऴప ࡽࣟ ࡽࠋడ   ߘ ంۨన ऱܿڴ 
ऒߖ߄దܽ రంऴ࠴ ߘఅత ࡹగంࡆదܽ ऴప࠴ ݟڕవ࠾ ,  డߘ ࡽࣟ ࡽࠋ ఉపڵࡆంۧݡ,  తࡌछ త డߘ ࡽࣟ ࡽࠋ    
एࣅऴ  ࡏఉంۧ ڴషदంࣆ ంటࢗ ఖࡔ ߮࡯క ߘ ࡽࣟ ࡽڵంࣄ రߖ ߘన సరళ అం۪ల޴ం߰ ߘఅత ࠾ࡍమ ړ ߤ प࠼ంۧݡ 
మࣄ   ࠾ࡍबర࠳న ࠙గ వङ ङޑ సం ࡅకए बࣃ  నం సరళ ࡔఖࡱ అߖ మనం ఇపओ  ߘసరళ అం۪ల అ࢑ ,࠭ࢡ۫ ښܽ
ఏరओ फࣃࡏ ओߩఇ ,࠼ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం ڒబܽद ऴపڴࡆతघ క అమࡍకߘ మࢁऱ ۫޳भ ం.  ఇకए డ ࡹ ݡ࠮ ߖߖ޳ ߘߝd
ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ ऒߕफࣆ బܽद ఆࣣ  ఇకएڒ ߘ డ అࣾం ۫పబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࠪ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴప࢑ࠪ ޒనంࡹ x y 
అࣾం ڒబܽद  ࠴దܽ ࢑ࠪనం, ఆ߯  ߧ۫ ࡹݟ ݡ࠮ ߖߖ޳ ߘߝంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ఇకए ࠾ࡍమ  ߘ డ ఇࡓ ޴ండవ 
࢑ࠪనం, ఇకए డ మన࠮  ڕలం ࡓంࡱ࡮࠮ ݡ ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ښంऴద ࠉం࢓޶ మࡓ ࠾ࡍంࡱ࡮࠮ ݡ ఉߕऒ , ࠼
నߘऒ ऒߖదట అࣿ࠴  ݟయܑయం࡯ޘ  బܽद ఇకएڒ ݟయంڶ  డ అࣾం అࣾం మ࠾ࡍ అࣾం ࢘ࡔ వదभ ఉߕऒ  x y ޴బܽद ఇڒ  ࠼
ऴపۧర ޴శ ޴శ, ߖߖ޵ ࠭࠲ అࣾం వߕڕࣆޓ ࡵऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࢑࢑ ࠾ࡍధ ߕ࢑ࠪలࡹ మ࠾ࡍ ऴࣅए   z x yx ߤ
ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ ऴࣅए  x y o ݋ం࠼ߦ ࠪ ޴బܽद ఇڒ అࣾం ࠾ࡍఅࣾం మ ڴ࡮పܽߘ࠭ ࠾ࡍమ ޴ఉం ߤ
ఇకए ݋ం࠼ߦ డ ఖండన వదभ ఉం޴ ఇߩओ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘల࡮࠮ ݡంࡓ ࠭࠲ ݡ ఇకए ߘߝ ,࠭ డ ఎߩࡏ రంࡹڷ o 
ఇకए ڕబܽद మనڒ ࠭ޑߩ۫ డ ࠴దܽ ࠮లం ఉంڒ ޴బܽद  ఒక ۨనऒ ࣟ ߤߧ  ఇకए ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ࡽ డ s 
బܽद ఇకएڒ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ఉంۧ࠭ ڴషदంࣆ ంۨࡍڷ అࣾం ࠭࠲ డ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇకए డ y s s 
एࣅఆ߯  ऴ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ݡంࡓ ߯ ߤ  ࢑భజన s d d d ޴బܽद ఇڒ రం޷ బܽदڒ రం޷ 
ఇకए ڕమన ޴ఇ  ࠭࠲ డ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ߖ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ మనڕ అࣿړߖ  y y 
సࠪంతరంڴ ఉంݦ అం۪ࡱ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఏరओ డڒ ࠼ޑబܽद ࡓం࡮࠮ ݡల ڒరణంڴ అం۪ࡱ అࣿړߖ y y 
సࠪంతరంڴ ఏరओ డࡓ  .࠼ޑంࣆ ࡱࡌ߄࡮࠮ ݡషदంڴ ఉంచబݞन  బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖࡌ޷ రం ఈ޷ ఈ ,࠼

ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ దశࡹ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఒకܽ ߘంݟ ఒక మࡓ ࠾ࡍంݞږ ݡ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ s s s os o s o 
ంऴద అం۪, ࠪరښ ޴బܽद ఇڒ ठం వङ ङޑ సం  ఇకए డ ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ మనڕ ࠪరठ వङ ङޑ సం ࡮ంࠈन  అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  n ޠߦ 
దܽ అం۪ ఏరओ࠴ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలݞޙ  s ڕవర ݡంࡓ ڕవర ݟంߘ ࢓޶ంࠉ ఈ ݟంߘ ఒకܽ ޴ఇ ,޴ంޔݡ
ࠪరठం వङ ङޑ సం ࡮ంࠈन नࠈం࡮ ऱࡏࣃ ݡంࡓ  ओߩనࡍࠪ ڴ మధङ ࠾ࡍమ ۃంࡍ  ޴ఉంܿం ڴశవంతంڒండవ ऴపࡓ ڕమన ݡ  ࡹ
మనڕ ۩కܽ అం۪ࡱ ఉߕऒ ओߩం ఇ޳ంڕߘఅ ࠼ ం࠼ߦ ݡంࡓ ࡗమ ڕమన ݡ ऱܿ ఉߕऒ ఇకए ,࠼ డ ߘߝ ఒࡏ࢘ ޜ ښ d
ऒߕޔߩ۫ ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ నݟయబۯ వछߖయڶ ߘफలڕపం ݡంࡓ ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ߘߝ బܽदڒ ߘ ం࢐ܽ  .ݟ y 
మధङ  ఉనऒ  ࢑భజన ఈ ࡓంݡ పంڕफల మధङ ఇకए ߘߝ బܽदڒ  డ ఒక ࡽࣟ ߤߧ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡓండవ ߘ ࡽࣟ ߤߧ  కڵ࡯ d 
ఉం݄ ࡍڷ ߖ޳ ޳ࡶంۨ ࣆషदం޳ࡶ ڴ అ࢑ ޻భజనޜ ఇߩओ ऱ  ఇకएࢁమ ݡ డ ఉనऒ फࣃࡱߧ ߖఅ  ߖ ࡽࣟ ߤߧ  d s 2 ࣁݞ  ߘ
 s 2 s 1 s ࡱࡌ߄࡮࠮ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡹరం޷ సࠪన ݟంߘ ݞږ ఇ࢑ ࣁݞ ࠾ࡍమ ࣁݞ బܽदڒ
ఇకए డ దశࡹ  ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇ࢑ ఈ ࡔఖࣆ ڕషदంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనڕ ఈ ࠼ߦం݋ ఈړछ s 1 OS 1 ݟంߘ ݋दం࣊ݟ
 o s 2 o࠾ࡍమ 2 ࣁݞ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕవర ݟంߘ ࣁݞ
అం޶వలన ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ ڒరణంڴ మనం మࢁऱ అ޻ అం۪ నߘߕ࠮ ߰ం޳ࡶ ࠭ޑ޶ అం۪ నࡱߕ࠮ 
߱ ప࡛ࣇ नݞయబۯ ܘ ఉనऒ ࡹదశ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ఈ ڴరణంڒ ߖ޵ ,࠼ ం޶న ఈ ࡓంࡱ࡮࠮ ݡ  ఈ ࡓంݟంܽ మధङ  
న దశ వङ࠳बరࣄ ڴరణంڒ లࡌ޷ ङޑ సం  ఉంܿం޴, అޙ࠼ అ࢑ ఇకए డ దశࡹ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ  ߘߝ  ఇకए డ 
ఒ࢑ ښధంڴ ఉనऒ  మࡓ ࡗం࠼ߦ ݡంటऱߘ కڵ࡯ ఉనऒ టऱ࠭࠲ ޙ࠼ అ޻ అం۪ నߘߕ࠮ ߰ంࡅ  .࠭ޑ޶కए  d 
࢑భజనޜ ఉనऒ ऱ ఇకएࢁమనం మ  ޜ ߤࡷ  డ అ޻ అం۪లߘ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߘߝ ఇకए డ ߭దभ సంఖङ  ࡹ
ఉనऒ ڵ࡯క ߘల ݋ం࠼ߦ టऱޙ࠼ ,  ఈ అࣾం ۪ द݀  ߭దभ సంఖङ ం࠼ߦ ࡹ ऱܿ సమࡐపంڴ ఉంచబడ࢒ ,  ࠼ޑటߖऒ ంܽڔ y d
కएࡅ  అ࢑ ޻భజనޜ అం۪ࡱ ఉంܼ࠼ߦ  ࠼ంటऱ జంటࡱ  ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܼ࠼  , ఒక జత ڒరణంݟڕ ڴ అం۪ మࡖక 
జత ڒరణంڴ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ ఉనऒ  ۲ట అ࢑ ఖۨऐ తంڴ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ ࣇప࡛ ߱  ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ ܘ
పࡹޒࠫࡍ మనం   ߤߧ రంऴߖ ࡱ߄రంతరంڴ ఉం݄ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ కڵ࡯ అ޴ߝ ఒక ۩࡯క ڒబܽद మనڕ ఇకए డ ఒక ۩࡯క
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మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡓండవ ۩࡯క ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనڕ అ޻ అం۪ నߕ࠮ ఉంܿంߗڒ ,޴ ఇߩओ వङ ݡ ङޑ సంߘߝ  ޜ 
झࡓవ   ࡽࣟ ࡽࠋడ ࡹలڕవ࠾ ࣒ డࣄ ࡽࠋऱ݋ డࣄ ࡽࠋऱ݋ అࡽܽ݅ ߖ ఇ࢐छ లڕߘంܿߕऒ కङܔ ߘ ం అమࡍక ڒబܽद మనڕ
ఇకए డ ࡓంࣄ ݡऱࡱ ݋ ఉం݄ ఒښ ఒకए  మంۨ ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఇߩओ छ޳ కల࡯۩ ݡంࡓ ݡ  ణంࠪࡍప ޒంڒ ۯంࢢऴప࢘ ࡌ
एڕఎ ࡮ۧ కం݄ ߖ޳ ంۨనࢢऴప࢘ ڴరణంڒ ݡంࡓ వలంښ వ. రంऴࡱ߄ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ సందరग ంࡹ అం۪ࡱ  o 
ऴపڒశవంతంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం డࡽࠋ ࣋दޙࢀࢗ ړ ݋ అం۪ࡱ  ऴపڒశవంతంڴ ఉంܼ࠼, ఈ డࣄ ࡽࠋऱ࢑ ݋షయంࡹ 
అం۪ࡱ ऴపڒశవంతంڴ ऴపڒశవంతంڴ ఉంܼࡶ ࠼క߱ޙ మనڕ అ޻ అం۪ నߕ࠮ ఉంܿం޴, అ޻ అం۪ߖ కڵ࡯ 
ఉంܿం࢑  ޴భజన అ޻ అం۪ ࢗడࡱओ  ఉనऒ ంత వరڕ అ޻ తరంగ޼ర डङ ం ఒ࡮ښ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ మనం ఇߩओ  d ޻అ ݡ
࢐దన࣋ڵݟ߰ ߘफ ڒङ ఇకए  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ښఒ ࡽటߧ డ ఒక ڕ ࡽࣟ ߤߧ బڴࡱ޶ మనڕ ఇకए డ ࡽࣟ ߤߧ ఉం݄  d 
, ఇ޴ ఏߕ޼ అޔ࢓ం޴  ఇకए డ ࡔ ࢓ࡱߖఖ߯ ఉనऒ  ఈ ࡔఖ߯ ఉనऒ  జత ࠼ߦం ऱܿ   ఈ ࠮లం మ࠾ࡍ త޴తࡌల ڒరణంڴ 
ఏߕ޼ జత ࠼ߦం ऱܿ ఒښ దశࡹ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ మనڕ అߝక ߤߧ రంऴࡱ߄ ఉం݄ మࢁऱ అ޻ అం۪ నߘߕ࠮ 
߰ం࠭ޑ޶  ఇకए డ మ࠾ࡍ పరङ వࣃనంڴ మనం ߭దभ సంఖङ झࡽࣟ ߤߧ ࡹ ఇకए  ڴࡱ޶బ ڕ  డ ۩࡯కߘ కڵ࡯ ఉం݄ 
ఇకए డ ࡯۩ ݞږక ఉంܿం޴, ఇߩओ ऐۯవ ڕబయట ݡ  ࢘࢟ ऴఫంڒࡿڿ ݋రంڴ ఉండࣇ ߗڒ ޶ब फࣃవ ࡱ ݋ర ࢘࢟ ऴఫంڒߦ   .࠼
झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ࡽڵంࣄ     ߘߝ ఉం݄ ఇకए ڵ࡯క ߘక࡯۩ ڴࡱ޶బ ڕ  డ ۫ߧంచగޙڵ࡯, ఇకए డ వۯऐ  ࢘࢟ ऴఫంߗ ࡱ ݋లం 
రంߧ۫ ߘڷంచߖవछ ంݟ అࡐ ߝపంࡹ ఉంܼ࠼, అ࡯ࣄ ࢑ండ࡛ ࡐపంࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇ޴ ఆࡹ ߤ ఉం࢑ࠪ  ޴నం 
बࣇ ࡮ۧ बࣇ ఒక ޴ఉం݄, ఇ ڵ࡯క ߘక࡯۩ డ࢐ܽ߰  ڕࠬ ࡱڴర తరంڒߦ వ ڕబయట ޴ర తరంగం, ఇڒߦ फ࣎ ంڒ ޴బܽद 
మనڕ ఇ࡮ంܽ ऀޒజ సࠪంతర ۩࡯క ఉం݄ ޳ࡶ మనڕ ఈ ࢑ధం࡯۩ ࢓ࡱߖ ڴక ఉం݄ మనࣇ ڕब  ࡱڴర తరంڒߦ
ఉంܼ࠼  ߰డ࢙న ۩࡯క ڒరణంڴ ࢘࢟ ऴఫంࣇ ݋ब  నݟఉంచబ ڴషदంࣆ ࠾ࡍమ ڴసࠪంతరం ړߖ޵ ,޴ఉంܿం  ڴరంڒߦ
మࡓ ࡗం࡯۩ ݡకలߘ కڵ࡯ ఉనऒ టऱޙ࠼, మనం   మࢁऱ అ޻ అం۪ నߘߕ࠮ ߰ం࠭ޑ޶, అదనߩ ऴపࡆజనం ఇߩओ  ݡ
మన࡮ۧ ڕ ఎڕए వ ڒంޒ ఉం޴.  అం۪ࡱ ఏరओ డܼޓ ړߖऴవత అంࡹܿࠈ޶ ఉం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అߖऒ  ऴపࡱڴࡆ 
छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘల ݋ऱࣄ ࡽࠋల  కం݄ డ߄రంऴ ݡంࡓ  ऴవతޓ అం۪ల ࡹల߄రంऴ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ࠼ޑڷࡏజ ࡌ
एڕత ࡮ۧ వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ వ  ڒబܽद ఇߩओ झۃయం ߖ ݋ࣅ ࡽࠋడ ݡ  డࣄ ࡽࠋऱ݋ ఎڡझ  ߭ ऒߕफࣆࡱߧ ڴ ݋ం࠱ࡍ  ࡏ
ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߘߕ࠮అం۪ న ښబܽद మనం ఒڒ ओࡱడࢗ అం۪ ࡱߩంڵ࠭   ޴ఇ ,࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ޜ
డࡽࣟ ࡽࠋ ऴపࡆగ޳ࡶ ߕ࠳ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగߕ࠳ అߖऒ  వङ ڔ फకరణࡱ అڼ࡮ ఉంܼ࠾  .࠼వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ 
ऴపࡆగం ڝసం అమࡍక ࠾ ࠭࠲వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపߖڴࡆऒ  ఏࡌओ  లం࠮ ంۨనڵݟ߰ ڕబܽद మనڒ ࠭ࣃۯ ܿ
పం ఇకए޵ యంݟ࣎ ڴరణం߄ࣃ డ ߰ڵݟంۨన ࠮లం ߰ڵݟంచబݟన ߠ࠵ऴڝమܽ࠮ ڡలం, ߖ޵ తࡌछ త ۩࡯క తࡌछ త ఒక 
క ఇకए࡯۩ ణంࠈ డ ࡓం࡯۩ ݡకలޜ వࣆफం޴  ఇకए డ ఆ߯ మనڕ ऴࣅए ߯ ߤ  ఏరओ झߤࡓన ఇంట࡛ ఫݟ  అం۪ࡱ ఉంܼڒ ࠼బܽद 
झߤࡓఇంట࡛ ఫ ڴసࠪంతరం ړߖ޳ ఉం݄ మనం ࡮ఇ ࡱ ݋ऱࣄ   అం۪లࣃ۫ ߘफ బܽद మధङڒ ࠭  ऴߦంړߖޑ సࠬపంࡏڝ ࡹझ  
కएࡅ चࢇࢗ మనం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴషदంࡍऴవత గޓ  టߩओ  ࠭࠲ ࠾ࡍయగల࠭ మۯ ࡽڒࡎ .޴ంޔठڷత ࡮ߩ࢙ ऴవతޓ ݡ
ఇకए డ కంߪङ ట࡛ ߰ࡐం޴ంۨన సऱࣃ۫ ݞږ ࡹ ݭ࠼फ ࠭, ఇకए డ ޓऴవత గࡍషदంڴ మ࠾ࡍ ఇం݃ߖझ  ࡏࠬ ߖఅ ݋
۫డవ۪ऐ  మనం y ࠾ࡍంۨన అం۪ల రకం మߖగమ ࡹగంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔठڷత ࡮ߩ࢙ 
ఇకए డ అం۪ ࢗడࡱओ नࠈం࡮ ,फ࣋࡯ڜ ߖ ࡏ࢘ ࠾ࡍరం మ޷ ࠾ࡍమ ޙ࠼నటऱۨ࡯ڜ ߘ  వङ ڔ फకరణ ޳छ d d ޒంڒ ࡌ
తరంగ޼ర डङ ం ߖర प࠼ంచబޔݡం޴.  ఆచరణړ ړ ܼࠊ ࡹ సࠪనం,   ఈ డࣄ ࡽࠋऱߖ ݋ ߰ందړߖݞ ఇతర ࠪࡌठ ऒߕఉ ࡱ d ࠼ d
ఉండక߱వ۪ऐ ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ڴకంޒࠥ ऒߖڜ  ంۨ ఇకएڵࡆఉప ߖ జం ఆࣣߧऴࠑ ࡏ࢐ ऱࡏࣃ డ ࡓంߘ ࢓ࡱߖ ݡంݟ వࡏऐ వࡽ 
ओߩఇ ࠭࠲  ࡏޑ޶ం߰ ߘߕ࠮అం۪ న ޻ంۨ , అ޴ం߰ࡐ ߘల ݋ऱࣄ   ۯం޴అం ߖޒࠝߘన అڽࡏ࠱ సంڝ హనڴఅవ ݡ
ऒߖڜ  సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ఠङߦ ޴బܽद ఇڒ   ࠭ ఇకए ݟంߘ సफకంߩ డ ࠴దܽ ࢐ङ ऒߖࠪ࠻ లڕవ࠾   ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ 
డࣄ ࡽࠋऱ݋  ऴపࡆగంࣄ ࡹऱࡰࠫ  ࡱ ݋ऱࠬ టࡏऱ మ࠾ࡍ ऴࣅए नݞయబۯ ࡏ࢘ ޜ ߤ 0.28 ࠾ࡍమ ܘऴ߸ం ݋ࠑव ࡽంऴట࣊  .࠼
న అం۪ మధङ࠳శవంతڒలठవ ऴపߕ  1.4 ࠬటర ऱ ޷రంࡹ ఉంచబޔݡం1.2 ޴ ࣊ంܾࠬట࡛ వࡹ ఉపڵࡆంڒ ۯంޒ 
తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ రߖ  पࣆ࠼फం޴ ఇ ऴపߖڴࡆऒ  ۨవߧ۫ ߘߝ ڴࡍన ۨవۨڣࡔ ࡍऴతం ۫ߧన ۨڣࡔऴతం  ࠾వڕల డࣄ ࡽࠋऱ݋ 
ऴపࡆగం ࡍڷంۨ ࠬڕ మంۨ ۨऴߖޑऒ  అంࣆ޴फం޴    అం۪ࡱ ఇకए డ ఏరओ డڒ ࠼ޑబܽद ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంܘ ఇకए డ ఉం޴, ఆ߯
మనڕ ఈ ࢙࠴ ߩదܽ అం۪ ࡓండవ ऴ࠮ ࠹߿డవ ߕలठవ గࡍషद ࠪڵ णࠪ  మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మࡖక ࢙࠴ ߩదܽ ࠪڵ णࠪ  
ڵࠪ షदࡍండవ గࡓ णࠪ ڵࠪ డవ࠮  णࠪ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢒టߖऒ ంܽߖ పࡍషए ऒߖޑఈ ۨऴ ࡹంచడంࡍ  .࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ 
సమసङ झۃబܽद యంڒ ࡱ  డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగంߘߝ ࡹ మࢁऱ ߩనࡌవృతం ࣃۯफ  ,࠼ޑయబడۯ ࡏ࢘ ޜࠬࠫ 0.2 ࡱక࡯۩ ,ߘ
అం݄ మۯ ࡏ࢘ ޜࠬࠫ ࠾ࡍయబడ࠼ޑ మ࠾ࡍ ऴࣅए  లठవ s1 s2 0.28ߕ ࠾ࡍమ ܘऴ߸ం ݋ࠑव ࡽంऴట࣊   ߤ
ऴపڒశవంత࠳న మధङ టరࠬ 1.4 ݟంߘ రం޷ కల࡯۩  ऱ ޷రంࡹ ఉంచబޔݡం޴.  ऴపࡆగంࡹ ఉపڵࡆంۨన ڒంޒ 
తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ   ࣊ంܾࠬట࡛ ߖ ڴర प࠼ంۨన ऱܿڴ అం۪ ఇవछ బݟంڒ    ,޴బܽद మనం ߖߖ޵ ప޳ۯ ߖभ ం ڒబܽद 1.2 ࠭࠲
फࣃ۫ ࡹగంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ݟڕవ࠾ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఉం޴  ఒక ࠾వݟڕ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగంࡹ ఉ޳హరణ ޳ࡶ 
࢐ङ ओࡌఏ ࠭࠲ మం࠻ नݞయబۯ ࡏ࢘ ࡱక࡯۩ బܽदڒ ࠭ࣃۯ ܿ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ۩࡯కࡱ ఈ ࢑భజన ޳छ  ࡏ࢘ ࡌ
नݞయబۯ ऱࠬࡰࠫ ޴ࠫߖఎ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ ࠼ టࡏऱ ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ ఎࡰࠫ ޴ࠫߖऱࠬ టࡏऱ మ࠾ࡍ ऴࣅए  ޴ంޔݡఉంచబ ߤ
మ࠾ࡍ ऴࣅए ఇకए ߤ డ ࢘ڴࡏ ఉంచబޔݡం޴  ఒక ࠼ߦంڷࡱߕ ݋ ࠬటర ऱ࠭࠲ ࡹ ఒక ࠬట࡛ ࡅకए రణ సంఖङ߄ࣃ   ߘ
ऒߕڕࣆޓ ఇవछ ڴऱࡏటࠬ ڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ ఒక ޴ߝబܽद అڒ ,࠭ బݟంڒ ޴బܽद ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఇకए డ ࠪర ठం వङ ङޑ సంd o, 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ऴపశऒ  మࡍంత ښ ߘܼݦంऴద అం۪ మ࠾ࡍ మధङ ऒߖࡌ޷   లठవ అం۪ ఒకߕ  ޴ంޔࠋۮ 
బܽद ఇకएڒ ऱࡏంܾࠬట࣊ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ డ ఏరओ ऒߕఉ ࡱన అం۪ݟ యߖ మనࣆࡱޘ ڕ, ࣊ంऴటࡽ అం۪ గࡍషदంڴ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ గࡍషदంڴ  ఉంܿంڒ ޴బܽद 2 అం۪ల ޳छ ए࣋ ࣒ڒ ࡌ छ द࡮ݥ ࡛  ఉంܿం޴.   ఇవछ బݟన޴ ࣊ంऴటࡽ అం۪ 
మߕ ࠾ࡍలठవ గࡍషदం మధङ ऒߕࣆ బܽदڒ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ రం అం݄ ఒకܽ޷   ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ 
ఇకए డ ߕలठవ అం۪ ఇవछ బݟం޴ ఒక ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ ࣊ంܾࠬట࡛ అޙ࠼, ఈ ޷రం ఒక ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ t  o 
࣊ంܾࠬట࡛ ڴࡱ ఇవछ బޔݡంڒ  ,޴బܽद ࡮ంࠈन डࡌ޼తరంగ ޒంڒ  ङ ऒߖ రߖ  पࣆ࠼फంڒ ޴బܽद మనం ఇۨऐ న ܼݦ ఇߩओ ఎంత ݡ
ऴపࠉޒంࣆࠉफంړߖ޳ ޾ సࠪనం మ࠾ࡍ మనం ڒంޒ తరంగ޼ర डङ ం ఏࠫ݇ ࡍڷ फంۧ࢑ ڡߨ ܿ ڡߨ   .࡯భజన ఒక అం۪ 
ओࡱడࢗ ఇవछ ࡹܼݦ బܽद ఈڒ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ బܽदڒ  బݟనܼࠊ ڷࡱߕ ޴ ఒక ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ 
࣊ంܾࠬట࡛ లڕ సࠪనం ܼࠊ ޳ࡶ  ࣊ంܾࠬట࡛ ڕ సࠪనం మ࡮ ࠾ࡍంࠈन బܽद సࠪనం  ࠪ వదभ 0.3ڒ ࠑ ڕܼࠊ  d d 
అవసర࠳న ࠴తफం సࠪۧరం ఉంڒ ޴బܽद ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ऴޓ ࣊ంܾࠬట࡛ ڕ సࠪన࠳న ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ ఎ޴ࠫߖ 
ऱࠬࡰࠫ టర ऱށڷ ޜంచబݟంڒ ޴బܽद ఇ࠼ߦ ޴ంߕࣆ ݋ऒ ऱࠬࡰࠫ ޴ࠫߖఎ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ  టࡏऱ ڒబܽद ߕࣆऒ  ݋ం࠼ߦ 
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ऒߕࣆ ऒߕफࣆऴ࢐ ޵ޒऴప ࡹ ంܾࠬట࡛࣊ ߘߝ ऱࡏంܾࠬట࣊ ޴ࠫߖఎ ݡంࡓ   ట࡛ࠬ  ߘంۧ܊࢑భ ޜڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ ఒక  ߘ
ङ࠼ࢗ ޴బܽद ఇڒ బܽद ఇకएڒ  డ ఒక ࠼ߦంڷࡱߕ ݋ వందల నలࠢ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ڒబܽद ఒక ࠼ߦంڷࡱߕ ݋ ࠬటࡏऱ అం݄ 
ऒߖ޵ మనం ߘऴ࢐యగల ߝంటࢗ ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ట నలࠢߙ  ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇర࢙ ఎߘ ޴ࠫߖంݟ ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ݡ࠮ 
 ޜఒక నలࠢ ړޓऴ  ݋ం࠼ߦ ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ పవ࡛ ޴ప ړవందల ఎనࠢ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ వందల ఎనࠢ ݡంࡓ ޳ࡶ
ऒߕఉ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ޴ంޔࢂࢗ ऱࡏࣃݡంࡓ బܽद ఒక నలࠢڒ ޵ޒऴప ࡹబܽद ࣊ంܾࠬట࡛ లڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙  ࠼
 న࣒ 4 ࣊ంܾࠬట࡛࠳ పవ࡛ 10 ޴ऱ ఇࡏంܾࠬట࣊ ڷࡱߕ న࣒࠳ పవ࡛ ޴ప ݟంߘ ࡏఆ ݋ం࠼ߦ ޴ఉం ڕబܽद మనڒ
ట࡛ తపओࠬڝऴ࠳  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ࠳  ޴ऴࠬڝట࡛ ڕ సࠪనం ࠬߠߕ  ޳ࡶట࡛ ڕ సࠪనం  ڒబܽद ఇ0.6 ޴ 600
సࠪ߄నం ڒబܽद ڒం࡮ ޒంࠈन  తరంగ޼ర डङ ం  ࠬߠߕట࡛ లڕ సࠪనం ۧࣆ ࡮లభ࠳న ऴపࡆగం ఉ޳హరణڕ మ600 ࠾ࡍ
అం޴ంۨన ࡍڷ ߘܼݦ फంచړߖݞ ఒకࡏ ࠪऴత࠲ అవసరం మڒ ࠭࠲ ࠾ࡍంޒ తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ   ߰ందగల࠭ మ࠾ࡍ 
ఇߩओ క సమసङࡖమనం మ ݡ క సమసङࡖ࢘ ߘ ర޼తరంగ ࡹగంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ బܽदڒ ,ం޳ంڕࣆޓ ߘ डङ ం ࡮ంࠈन
కएࡅ एࣅంۨ ऴڵࡆఉప ݋ࡷ ڡమܽڝऴߠ࠵  ߯ ߤ  ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ڒంޓ ޒऴవత  ࠪర ठ వङ ङޑ సం ࡮ంࠈन  అߖ࠿ ޴ߝ ऱܿ k 
అ࠼న  ۲ట, ࠪర ठం వङ ङޑ సం ࡮ంࠈन छ޳ 3  సओ ࡌ షदంڴ ఉనऒ ఇవछ ߖऴవత ఎంత అޓ ޒంڒ వదभ ݋ం࠼ߦ  బޔݡం޴  
సంఖङ కएࡅ ऴవతޓ బܽदڒ ࢓ࡶ ࡱ వङ ࡹటऱߖ࠿  ڔ फకࡍంచబڒ ,࡯ݞబܽद మనం తరంగ޼ర डङ ం ࡮ంࠈन కएࡅ   k ڡమܽڝऴߠ࠵ 
एࣅऴ  ࡹగంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ంۨڵࡆఉప ߖ ݋ࡷ ߯ ߤ  ࠪర ठం ࡮ ݞޙంࠈन  ఉనऒ  ߘऴవతޓ ޒంڒ వదभ ݋ం࠼ߦ 
మࢁऱ చ޳࢓޶ం.  ఇ࠴ ޴దܽ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ࣆۨࣇ ߖफంߖ࠿ ޴ ऱܿ ࠪర ठం ࡮ ݞޙంࠈन छ޳ 3  नࠈం࡮ ࡌ  ఉనऒ  k 
नࠈం࡮ ޴ऴవత ఎంత, ఇޓ ޒంڒ వదभ ݋ం࠼ߦ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ , అం݄ ࣊ంऴటࡽ व݋ࠑ ऴ߸ంܘ మ࠴ ࠾ࡍదܽ 
ऴపڒశవంత࠳న అం۪ మధङ  ఎకए एڝߘక ߘऴవతޓ ޒంڒ ݩ ంߩ ,  ݟసफకం ߘంݟ మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం, ڒబܽद 
ओߩఇ ࡹగంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ݟڕవ࠾ ۃంࡵ ࢟࢘ ڡమܽڝऴߠ࠵ ࡹగంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ݡ फ ࡮ంࠈन  
ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ޓऴవత ڒబܽद  యంࡅ ۃకए  డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం అߖ ऴపశऒ ओ߮ۮ   
ऒߖހࣾ ओߩయడం ఎలऱڶ ߘకࡍఅమ ,ݟయంڶ  ఇకए ޴బܽद ఇڒ  ఉతफమం ݢ డ ఉం޴ మࣆࡱޘ ڕࠪ ࠾ࡍ  ऴ߸ంࣄ ܘసद࠹ 
ఇకए డ ࣌࠼࣎ߙడ࣒ڒ ࡽ ࣋ए छ द࡮ݥ ࡛  ऴ߸ంࣄ ܘసदڒ ࡱ ࠹బܽद ޳छ ࢑ధङ࢙ ऴవతޓ ࡌ ం ఇవछ బޔݡం޴, ఇࡓ ڷࡱߕ ޴ ऱܿ I i
ऒߕࣆ  అߖ ఊࣕ࣋फ ఇࡏࣃ ڷࡱߕ ࢑ऱ ߕࣆऒ  అߖ ఊࣕ࣋फ , ࡹ࢐ܽ ऴపޒ ఒకए ܽ ఒښ ఆࣣ ࣃऱ ऱ݀ߧం࠻ అࣣ ݋ ङ  i  ࡱ ݭ
సࠪనం అߩओ ए࣋ ࣒ڒ ߘߝ ݡ छ द࡮ݥ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ  ࠭ࢡ۫ ߖసࠪనం అ ޜܽݟంࡓ ڕ छ द࡮ݥ ࡛ ఇకए ,݀ ࠑ  డ ࡮ݥद  
అ޴ߝ దశ వङ ङޑ సం ࡮ݥद  అߕࣆ ޴ߝऒ ऒߕࣆ ݞޙ ޠߦ ,సࠪనం ړ ओߩఇ ݞޙ ޠߦ ړࡹ ऴపశऒ ݡ  అޔࠋۮ ޴ం޴  k k 
ऴࣅए ߯ ߤ  ఉనऒ  ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ڒంޓ ޒऴవత ࡮ంࠈन  అం݄ ఇకए డ ఈ ࠼ߦంݞޙ ޠߦ ࡹ ݋  అߖ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం0 ࡹ ݋
नࠈం࡮ ݞޙ ޠߦ  అߖ మనࣆࡱޘ ڕ, ఇ࡮ ޴ంࠈन ఉనऒ ݞޙ ޠߦ  नࠈం࡮ ݞޙ ޠߦ    .న అం۪࠳శవంతڒదܽ ऴప࠴   ఉనऒ  
ऒߕࣆ ऱࡏࣃ ڷࡱߕ వࡱ࢑ షदࡍవ గࡱ࢑ షदࡍసࠪనం,  అం݄ గ ړ ऴవతޓ వదभ ݋ం࠼ߦ  i k k i k ߖవ అࡱ࢑ బܽद ఈڒ 
ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद మనం ڷࡱߕ ߖߖ޳ అߖ ऴ࢐యవలࣄన అవసరం ߕࣆ  ޶ࡶऒ  t imes i ݞޙ ޠߦ  ޴బܽद ఇڒ 
नࠈం࡮  అ࠼నߩओ ఇవछ ߖఈ అ ݡ బޔݡంڒ ޴బܽद ࡮ݥद  ఇ࡮ ޴ంࠈन द࡮ݥ బܽदڒ  సࠪనం, maxi i max k pi ړ ݡంࡓ 
नࠈం࡮ छ޳ ࡗ܋  नࠈం࡮ ࡌ नࠈం࡮ ݞޙ ޠߦ  द࡮ݥ ࠾ࡍभ మ޶ర బܽद ఇ࢑ڒ  బܽद సओڒ  సࠪనం ړ ݡంࡓ  షदంڴ మన࣒ڒ ڕ pi
࣋ए छ द࡮ݥ ࣒ڒ ࡛  ఉంࡓ ޴ంݡ ఆࣣ ࠳న࣒ వߤ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ఒకܽ ڒబܽद గࡍషदం ߕࣆ ߘߝ ڷࡱߕऒ  అߝ ऴపశऒ   
ఏࠫటం݄ ࡮ంࠈन బܽद ఇకएڒ ݡ࠮ ݞޙ ޠߦ  డ ࠪర ठం 0 ݞޙ ఇకए డ ࡮ ݞޙ ޠߦంࠈन  ݞޙ ޠߦ ࡹఒక సమయం ޾ఏ ޜ
नࠈం࡮  3 అ࡮  ݞޙ ޠߦ ޙ࠼ంࠈन  అ࡮ ݞޙ ޠߦ 3 ޙ࠼ంࠈन  అ࡮ ݞޙ ޠߦ 3 ޙ࠼ంࠈन సࠪనం 3 ఈ  ऴపశऒ ޜ   ࠪర ठం 
नࠈం࡮ చనࣇ ఇపओ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ޜ3 ڕ द࡮ݥ ښܽ  ఉం࡮ ݞޙ ޠߦ ړ0 ޴ంࠈन ङޑऴప ڕ ࠪऒ యంࡍ ޠߦ ڴఫߤࡓझ  k 
ऴపޑङ ࠪऒ యం޳ 3 ڴछ రߖ ߘऴవతޓ ࠾ࡍమ ࡌ प࠼ంచంڒ ݟబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ఇకए फࣃۯ ݦ द࡮ݥ బܽदڒ ߘ సࠪనం kz ړ  ero 
అం݄ ࡮ంࠈन छ޳  छ޳ ݡంࡓ ࡌ झߤࡓఫݟ ޠߦ ࡌ नࠈం࡮ ޴ఇ ,޴फంࣆవ ړࡹ  छ޳  छ޳ ݡ࠮ ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ pi 
नࠈం࡮ छ޳  छ޳ ݡ࠮ ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ,޴బܽद మనࡓ ڕం޳ ݡछ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡌ छ޳ ݡంࡓ  pi pi ړ ࡌ
సࠪనం అం݄ అర࢙ ݟऴڒ ࡱڶబܽद ࡮ݥ ࣒ڒद छ޳ ݡంࡓ  ए࣋ ࣒ڒ ࠆࣔ  ޴ఉంܿం ࡌ छ द࡮ݥ ࡛  బܽदڒ ޔలठవ వంߕ ݀ ࠑ 
మనڵࠪ ڕ णࠪ  ఉంڒ ޴బܽद ఇం݃ߖझ ܾ సࠪనం ڒబܽद ࡮ݥद  i max i max in cos square  delta by two ܿ ࠑ 
అర࢙ అߖ మనం ۫ࢡం ڒబܽद ࣒ڒ ࣋ए छ द࡮ݥ ࡛ झڡࠪ ఐ ࡹ ࡛ࠂ ఒక  ޴బܽद ఇڒ ޴లठవߕ  ఒకܽ ݀ ࠑ   సࠪనం i max ړ 
ఇపओ ఇవछ ߖఅ ښܽ బݟం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇޜڷࡱߕ ړ ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇࡓ ޴ండవ ఉ޳హరణ ڒబܽद ߦ ߘߝఠङ  k k 
నऒڕࣆޓ ݟంߘ సफకంߩ దभ సంఖङ߭ ݡంࡓ ࡱహరణ޳ఉ ݡంࡓ  ऒߕఉ ࡹ ధङࣃ .࠼ మࡃङ  ఉ޳హరణలࡹ   మనం ఇߩओ  ݡ
మࡖక సమࣃङ తघ క ࢐ङ వछߖऱ చదవࢁమ ࡹగంࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ߘߝ బܽदڒ ,ంܼ࠭ڕࣆޓ ݡ࠮ మం࠻ ంݟ , 
ఉపڵࡆంۨన ڒం࠮ ޒలం 440 ࠬߠߕట࡛ ࡅకए నऒࠚ࢑ ݡంࡓ   తరంగࡌ޼ड ङ లݡ࢑ ߘదల ࣆۯफం޴ , ఇ࢐ ޴సफߗ ړߖ࢐లం 
ऴߦంతంࡹ ఉం޴ ఎߩࡏ ऴߦంతంࡹ ఉనऒ ర޼తరంగ ࡯ߗ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ  ట࡛ࠬߠߕ  डङ ం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ a  nd 660 
మ࢐ ࠾ࡍసफ࠭࠲ ړߖ࢐ చࡍऐ ంۨన ऱܿߖߖ޵ ڴ ఎߩࡏ తరంగ޼ర डङ ం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭,  ఇߗ ޴లం రం࠼ܼښ ڕڷంచబݟన ఒښ
తరంగ޼ర डङ ం ޶ࡶ అం݄ 440 ߗలం 450 ڒ ݞږవ۪ऐ వ۪ऐڒ 450   ࡹڷలం రంߗ ݞږ ట࡛ࠬߠߕ ట࡛ 430ࠬߠߕ  .
కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࡓ ࡏ࢐ంࡍߖ ݡ भషद తరంగࡌ޼ड ङ లߘ ఇۧऐ  ࡹలం࠮ ట࡛ࠬߠߕ 616 ࠾ࡍట࡛ మࠬߠߕ 440 ࡏ
डࡌ޼తరంగ ݡంࡓ ङ ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ࡱ ऱࠌ ߖమనం 440 ,࠼  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మߖ660 ࠾ࡍ   ఇߩओ फࣃࡱߧ ߖఅ ߩࡏఎ ݡ ࠭ 
ऴࣅए ߯ ߤ కङܔ  ం అం۪ నߕ࠮  ࣊ంܾࠬట࡛ ڕ సࠪనం ޷రంࡹ ఉంۨޙ      , డࣄ ࡽࠋऱ݋ ఎపరऐ కएࡅ ࡏ  డࣄ ࡽࠋऱ݋d 90
ఎపరऐ కएࡅ ࡏ కల మధङ࡯۩ ݡంࡓ   ࢑భజన  ࠫࠬ అޙ࠼, ࣊ంऴటࡽ व݋ࠑ ऴ߸ంړ ܘ ఇࡓ ࡮ߩ࢙ࡏంݡ ऴపڒశవంత࠳న 0.3
ఎߩࡏ అం۪లޔߩ۫ ߘం޴. ऴపڒశవంత࠳న ఎߩࡏ అం۪ࡱ ఈ సమసङ అర ߘ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం,    ఇ޴ 
మన޷ ڕరం వదभ ఉం޴ ࣊ంܾࠬటర ऱڕ సࠪనం  ࠬࡏ ࣊ంऴటࡽ అం۪ࣃ۫ ߖफ  ठ d 90ڴࡍస ߘߝ ࡶ బܽदڒ ࡏ
ఉపڵࡆంۧలం݄ ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంߗ  ࡹ ܘలం మ࠾ࡍ ఎࡓ ߩࡏంݢ ఒښ సबలంߗ ࡹలం మ࠾ࡍ ఎߩࡏ ఒښ సबలంࡹ 
ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ ࠪరठం వङ ङޑ సం ߕࣆऒ  అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఎ޶भ ߕࣆऒ  ޴బܽद  ఇڒ సࠪనం ړ
ఇߩओ సమసङ ݡ ఇవछ ࡹ బݟన޴ ఏࠫటం݄ , ఎऴరܽ అం۪ ఇ࢙ܿߩ మ࠾ࡍ మߩ࢙ࡗ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఎߩࡏ 
ऴపڒశవంత࠳న ఎߩࡏ అం۪ కࣆߧߖफంڒ  ޴బܽद ఈ ࡓంݟంܽ మధङ  ࢑భజన ఏࠫܽ ڒబܽद  ఇ޴ ऴపశऒ  ంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ  
మధङ  ࢑భజన ఇ޴ ࣊ంऴటࡽ व݋ࠑ ऴ࠹߿ ࣊ంऴటࡽ व݋ࠑ ऴ߸ంܘ అޙ࠼ ఎߩࡏ మߗ ࠾ࡍలం రంڷల ࠫऴశమంڴ ఉంܿం޴, 
అޙ࠼ ఇకए డ ఒక ࡍߖ भషद ࠼ߦం݋  వదभ మనం ఈ ࢙ߩ ऴపڒశవంత࠳న ఎߩࡏ ऴߖࡹ ࠹߿ ఎߩࡏ అం۪ߖ ࠪऴత࠲ x1
फࣃ۫ ࠭.  మࡖక ࢙ߩ ऴపڒశవంత࠳న ఎߩࡏ అం۪ వࡵ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݟంܽ మధङ  ࢑భజన ఏࠫܽ,  ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ 
ऒߖڜ  అంࢡలࡏڷ ߘफం۪ڝంݟ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఏࠫ చࡍऐ ంచబޔݡం޾ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद    వదभ x 
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సࠪనం అߖ ఈ ޳۫ ࡽڒࡎभ ం  0 ڒబܽद ࣆݟ ߘߝए ओߩఇ ߖ ओߩఇ ݡ వదभ ఉనऒ ݡ  పࢲࡍए రం 0ړ సࠪనం ࡓంݡ ssing x 
రంࡱڷ గࡍషदంڴ పࣄࡍबߖޒ సంతృߧफపࣃࡏफ రࠪ ,࠼ ठం వङ ङޑ సం 0 అం݄ ఎߩࡏ రంڒ ڷరణంڴ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ 
ఉందߖ అߗ ڼ࡮లం రంڒ ڷరణంࡓ ڴండవ ࢑షయం ఏࠫటం݄ మనం ऴపڒశవంత࠳న ఎࣃ۫ ߘߩࡏफ ࠭  ఎߩࡏ రంڷ 
గࡍషदంڴ షరߘޔ సంతృߧफపۨࡍనటऱޙ࠼ ఏ ࠼ߦం݋ వదभߕߞ అం۪ ఉంܿం޴,  అం݄ వదभ ఉనऒ  ࠪర ठ వङ ङޑ సం x x 
తపओ కएࡅ ݋ࡷ ݭࡓ  ڴࡍసߖ नࠈం࡮   ఎߩࡏ తరంగ޼ర डङ ంࡹ సమऴగ బࣗళ ࡓ ऱܿ ړ సࠪనంڴ  ఉం࡯ݞ మߗ ࠾ࡍలం రంڷn
కߖషदంڴ ࠪరठ వङ ङޑ సం ڝసం షరߘޔ సంతృߧफ పరۧ࡯ తపओ ప  ڴࡍసߖ ऱ࣒ ࡓ ࠆࣔ  ऱܿ ࡮ంࠈन ऱࠌ   x m ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ
బܽद సమసङڒ ओߩఇ ࡹ బܽद సమసङڒ , ࡯फ పరۧߧసంతృ ࡹలంڒఏక ߘలޔషర ݡంࡓ ݡ ర޼మనం  ۫࣋फ తరంగ ࡹ डङ ం 440 
ओߩట࡛ ఇࠬߠߕ సం 660ڝ ߩࡏఎ ࠾ࡍలం మߗ ࠾ࡍట࡛ మࠬߠߕ नࠈం࡮ ݡ  ఎߩࡏ అߖ గమߖంచంࠬߠߕ 660  ݟట࡛ 
అ޴ߝ ఒకܽనऒ ర ࡓ ऱܿ ࡮ంࠈन ऱࠌ   ఒకܽ పऱ࣒ ࡓ ࠆࣔ  ऱܿ ࡮ంࠈन ऱࠌ  n ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 1 ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ బܽद మనంڒ  m 
అం݄ 1ړ సࠪనం అߖ ࡏࠬ ޙ࠼ ఉంۨనటऱޙ࠼ పࣄࡍबޒ సछ యంۧలకంڴ సంతృߧफ ۮంޔ޶ంړ1 ޴ సࠪనం, అߩओ n ݡ x 
వదभ ఉనऒ नࠈం࡮ ݞޙ ޠߦ  पࡌߪ ࠾ࡍకం݄ మ޶సࠪనం ఎం ړ ޙ࠼दనటऱܽ߭ ࡏࠬ ,సࠪనం ړ ݭࡓ  ంక ࡱ࢑వలߘ m 1 m n 
ప 1 ޴సࠪనం, ఇ ړ1 ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ ࡏࠬ ,࠼ంܼڕࣆޓ ऱ࣒  సగం అޔ࢓ం޴ అం݄ ఒకܽనऒ ర  ݅࠹झ नࠈం࡮  ऱࠌ   మ࠾ࡍm
࢐సफړߖ࢐ ఇ޴ ࠪరठ వङ ङޑ సం ړߖ޵ సࠪనం అߝ అవసߖࡌऒ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ   ޴బܽद మనڕ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇ࡮ 
ఉంܿం޴  , ఇߘ࠭ ޴పܽ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఇంతڕ ࠭ం޶ చࡍऐ ంۨన పࣄࡍब࡮ ޒంࠈन  ߖకల࡛ అ ܘంࡓఆ 600 ݭࡓ 
చࡍऐ ంۧ࠭.   ࠬߠߕట࡛ ߕڕࣆޓऒ ऒߕڕࣆޓ ట࡛ࠬߠߕ  ߘߝ సంڝ లంߗ ࠾ࡍమ ߘ 600 ࡱ ࠹సदࣄ ߤ߸ ࠾ࡍమ ߘ 400
ఎ࡮ ఏరओ డڒ  ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ࡆޑబܽद సమసङ  ఇߩओ సమసङ ڕࠬ ߘߝ ݡ బܽद ఇకएڒ ߘޑߩ۫ ߘ డ సమసङ ݡంࡓ ߘߝ  
రంࡱڷ ࠪऴతߧ۫ ࠲ంۧڒ ߘబܽद ߖ޵ऒ  ۫డంݟ  వదभ 0 ښంऴద గࡍషद ߗలం మ࠾ࡍ ఎࡓ ߩࡏంݢ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ x 
 ڷలం రంߗ ޙ࠼అ  ,޴ఉంܿం ڴऴశమంࠫ ߩࡏఎ ࠾ࡍలం మߗ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴన అం۪࠳శవంతڒऴప ޴బܽद ఇڒ
नࠈం࡮  ఒక ࡮ంࠈन  ఎߩࡏ రంࡹڷ ఒకܽనऒ ర ࡓ ऱܿ ࡮ంࠈन  ߗڒ ޴फంࣆࡏफ పߧసంతృ ߘޔసం షరڝ ࠪߖࠫ ݠࡓ  .లంߗ లంߗ 
ఎߩࡏ రంڵࠪ ڷ णࠪ  పࣄࡍबߖޒ సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद మనం ఇకए డ ఎߩࡏ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ߖ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఎߩࡏ
ऴపڒశవంత࠳న అం۪ࣃ۫ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ  ఈ ࡓంݟంܽ మధङ  ࢑భజన ఏࠫ݇ ߖర प࠼ంచడం ऴపశऒ  ߘ࢑భజన బܽद ఈڒ 
కھߘనమڝ ࠭࠲ ߖర࠭ޑ. ఇ޴ మన మధङ  ఉనऒ  ࢑భజన సమసङ రߖ ࡹ प࠼ంచబڒ ࡯ݞబܽद 1ߖ గ޳ށभ ం, ڒబܽद ࢑భజన x x

छ޳ ߖ छ޳ ࡌ नࠈం࡮ ࡌ भ޳అందܑ ړࡹ ݭࡓ  ం, ఇ޴ ఒకܽ ڒబܽद ఇ࠴ ޴దܽ గࡍషदం. ఎߩࡏ రం࠴ ڷదܽ ࠪڵ णࠪ 1 ڕ d d x 
ఒక ࣃद ంݟం޳ ۃछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ ڵࠪ  णࠪ झړࠪ ࡽసࠪనం ࣊ంऴట ڕ ࠪ ఒక  ࠪڵ णࠪ  బܽद n nڒ సࠪనం ڕ

ఇకए డ ఒకܽ ޳ ߖ޵छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ మࡖక ࢙ߩ ఉనऒ छ޳ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  x x x d 
छ޳ नࠈం࡮ ࡌ  ఎړࡹߩࡏ మ࢑ ࠾ࡍభజన ڒబܽद  ࠳న࣒ 1 ఆర न࡛ కएࡅ  ࡓ 2 ڕࠬ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒࠳  ऱܿ d x 1 x x 
మࡓ 2 ࠾ࡍ ऱܿ 1ߖ ఇࣆफం޴, అ޳ ޴छ नࠈం࡮ ࡌ  ఎړࡹߩࡏ వࣆफం޴ మ2 ࠭࠲ ࠾ࡍ సంఖङ లߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం x d d 
ఇۧऐ ࠹ంܾ࣊  ړࡹ޶फ  అం࣋ۯ ओߩబܽद ఇڒ  ࡏ ఇకए ݡ డ సమసङ भ޳۫ ڵࡍޒ ߘ ం   ࣊ంܾࠬట࡛ ల90 ڕ eters d 90
సࠪన࠳న ޷రంࡹ ఉంచబݟన ऴࣅए ߯ ߤ కङܔ  ం అం۪ నڒ ߕ࠮బܽद ఇకए డ ఉం޴  ࣊ంܾࠬటࡏऱ  మధङ  d 90
ऴపڒశవంత࠳న అం۪ڕ ఇࡓ ࡮ߩ࢙ࡏంݡ ऴపڒశవంత࠳న ఎߩࡏ అం۪లߧ۫ ߘంۧ࠼  డࣄ ࡽࠋऱࡅ ݋కए  ݡంࡓ 
నऒۨ ޴అ ,ࠬࠫ 0.3 ࡱక࡯۩ న అం۪ల మధङ࠳శవంతڒऴప ࠬࠫ ޴  ࢑భజన ڒబܽद ఇకए డ మనం 2 ߘం90 ݟ d 0.3 
࣊ంܾࠬటࡏऱ 900 ࠫࡰऱࠬ టࡏऱ 0.3 ࠫࡰऱࠬ టࡏऱ మࠬߠߕ 660 ࠾ࡍటࡏऱڴ ࠪరऐ బݟనం޶న మనࡰࠫ 3.96 ڕऱࠬ టర ऱ ࢑భజన 
లࣆࠚफంࡓ ޴ంݡ ऴపڒశవంత࠳న ఎߩࡏ అం۪ల మధङ ం࠼ߦ ݡ࠮  ऱܿ ࠫޛघ ऱࠬࡰࠫ ࡏఆ ޴ టࡏऱ ࢘ࡖక ߜڒझ  ࡗమ ޜ दߵ
ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం, ڒబܽद ఇకए డ  ࠾ ࠭࠲వ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపߖڴࡆऒ झ࡛࣎ ݋ࡷ ڡమܽڝऴߠ࠵   ࡽࠋడ ݟڕవ࠾ ޜ 
కల మధङ࡯۩ ݡంࡓ  ࡹకࡍఅమ ݋ऱࣄ  एࣅऴ ࠾ࡍమ ࠬࠫ 0.5 .࠭ࣃۯ ࡏ࢘  బܽद  ۨనऒڒ ޴ంݟఉంచబ ࡹరం޷ ࡏఒక ࠬట ߤ  d
ङڒ ࠾ࡍమ ࠬࠫ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ఇపओ ࠭࠲ ߖఒక ࠬట࡛ అ ࡽటߧ ࡍڷ ښܽ फంۧ࠭  వంద ࣊ంܾࠬటࡏऱ ࠼ࢗ ޳ࡶङ  d 
ऱࠬࡰࠫ టࡏऱ  , వऴڔభవన ۨࣇక ࡅకए  పࡱచߦ ߖరదరज క ߦऱ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ڡदࣄ ऱߦ ఒక ݡ n 1.5 ࡹకల࡯۩ ߘ ݋ࢴ ڡदࣄ
ఒక߯ߖ޳ ఉంۨ అం۪ న5 ߕ࠮ ࣊ంܾࠬటర ऱ ޷రం ޳छ రऐࠪ ڕߩ࢙ ఒక ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद అం۪ ࠪࡏओ  5 అޔ࢓ం޴. 
࣊ంܾࠬటࡏऱ ࡅ ݋ࢴకए  మందం ఏࠫܽ ڒబܽद మనం  ߖ޵ऒ  ప޳ۯ ߖभ ం ڒబܽद ߖ޵ऒ  ప޳ۯ ߖभ ం మ޳ۯ ࡽڒࡎ ࠾ࡍभ ం ڒబܽद 
ఇకए డ ప޳ۯ ߖभ ం ڒబܽद ࢐ ڷࡱߕङ फࣃۯ మం࠻ ం ڒబܽद మనం అߝ వङ ڔ फకరణ࠳ ߘన࣒ 1 ߕڕࣆޓ ړࡹऒ మߖ t n 
ऒߖ޵ ߘߝ  సࠪనం ڕంܼ࠭ 1 అం۪ڕࣆۯफࡏڷ द࡮ݥ  छ޳  छ޳ ࡌ ङڒ ࡌ छ޳ ࡽటߧ फࣃࡱߧ ࡌ ఇకए ߘ డ ఈ x d t 
వङ ڔ फకరణ ۧڴܽࣇ ࡮ ఉంܿం޴, ऴߦథࠫకంڴ ఇ޴ అదనڒ ޴ߩబܽद ఇ޴ అదనߩ ࠪరठం వङ ङޑ సం అదనߩ ఆߧदకޠߦ ࡽ 
झߤࡓఫࡍ  అదనߩ ఆߧदకݞޙ ޠߦ ࡽ ఆߧदకݞޙ ޠߦ ࡽ  ఎం޶కం݄ ߸ࡽघ  మందం కڵ࡯ ఉంܿంࡍ  ޴ऴ߷ړ द࢟  ఇంڡݥझ  బܽदt nڒ 
అదనߩ ࠪరठం వङ ङޑ సం ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇࡅ ࡯ڴ ޴కए  వऴڔభవన ۨࣇక, అం݄ మనం ߸ࡽघ  n ݋ࢴ   
घࡽ߸ ڴరణంڒ ݋ࢴ ڴరణంڒ  d d d d ڴసࠪనం ړߖݞఅం۪ ࠪర ړࡹ ࠑ ړ दࠆࢳ ܘऴ߸ం ݟంߘ  ޴అ   ,޶ࡶ ݞޙ ڴరణంڒ 
ఉంܿం࠳       ޴న࣒ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఉనऒ  ࠪర ठ ࠡړߖ޳ సࠪనం అߘ ޴ߝం޳ ݟछ r 1 x x d d ࠭࠲  ,సࠪనం ړ ࡌ
ఈ వङ ڔ फకరణ ࠪరठ వङ ङޑ సం ߘం޳ ݟछ ࡍఆڝ ߖ޵ ,సࠪనం ޜݞޙ ޠߦ ࡌ नߘ ݋ߝం޳ ݟछ ओߩఇ  ࡌ  x t d x dx d d ݡ
ఉం݄ ఇకए ݞޙ ޠߦ  ߩఅదన ڕࠬ డ ࠳ ߖన࣒ 1 ۯ ړࡹరऐ ంݟ, అదనߩ ఆߧदకڒ ݞޙ ޠߦ ࡽరణంࣃ  ڴब ऒߖߕ  t n x 
ప  ޴ఇ ޴फంࣆࡏࠪ ऱ࣒ द࡮ݥ  द࡮ݥ  ޴फంࣆࡏࠪ ࡮ݦఉం ڴసࠪనం ړ  छ޳ ݟంߘ  వలऱ ఈ x x xi޶అం ࠾ࡍమ ࡌ x d d 
పదం అదనߩ ࠪరठ వङ ङޑ సం ࡮ݥद छ޳ ݟంߘ  తफం ࠪర࠴ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ  సࠪనం ړ ࡌ ठం వङ ङޑ సం ڣࡔగށత x d d
ࠪరठం ޜݞޙ సࠪనంڴ ఉంܿం࠳ ޴న࣒  ప ऱ࣒ ړ࠻ ݞޙ రठంࠪ ߩఅదన ڴరణంڒ ݋ࢴ ࠆࡔ  द࢟  ఇంڡݥझ  అ޴ߝ r 2 r 1 n 
అదనࣃ ߩब నం ࠆࢳद ऴ߸ం࡮ݥ ܘद బܽद మనం ఈ xڒ సࠪనం ړߖ޳ఈ పదం ఈ ప ښ޶అం ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࠑ ߖ  d d 
వङ ڔ फకరణߘ ఎ࡮ ߰ంڒ ࠭޳బܽद మనం ړࡵए ంచమߖ అڵݟన ߖ޳ऒ एړࡵ  ంۧࡽ߸  .࡯घ కएࡅ   మందం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
घࡽ߸ కएࡅ   మందం   ࡮ݥद छ޳ న࣒ 1࠳ दࠆࢳ ߤ߸ ޴సࠪనం, ఇ ړ  छ޳ ړ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ t x n d ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ d 
ऒߖబܽद అڒ ఇవछ ࡱ ట࡛ࠬࡌߦ  బݞन సమసङ  ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ फࣃ࡯ࢣࡍऱ పࢁమ ߘ నऒۨ ࡱక࡯۩ ݡంࡓ ࠭ ࢑  ࠫࠬ d  0.5
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ऴࣃ࢐फ ङڒ ࠬࠫ అం݄ 0.5 ߘ ऱࠬࡰࠫ బܽद 1000ڒ ࠬࠫ బܽद 1000ڒ సࠪనం ڕࡏటࠬ ࡽటߧ ట࡛ d d 1 
మړ ࠾ࡍ ఇవछ బޔݡం࡮ݥ 1.5 ޴द  అం۪ న5 ߕ࠮ ࣊ంܾࠬటర ऱ ڷంޔࡏࠪ ݞంڒ ޴బܽद 50 ࠫࠬ ऴ࢐యߖవछ ంݟ  n n x 
ऴప5 ࠬࠫ 50 ޵ޒ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ڒబܽद 50 ࠫࠬ ڒబܽद సࠪనం ڒబܽद ࡅ ݋ࢴకए  మంߖ޳ऒ ࡍڷ  फంచమߖ అ࠭ޑڷݡ t 
छ޳ న࣒ 1࠳ సࠪనం  1.5 ړ0.5 ޴బܽद ఇڒ ऱ 0.5  ۨనऒࢁమ ޴ఇ ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ द࡮ݥ ݟంచంࠫࣾ ࠬࠫ ޴  d d 0.5 x 
ऒߘన ࡔస ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ޴బܽद  ఇڒ  అߘమޒంచంߖ޵ ߘߝ ݟऒ  మࢁऱ మࢁऱ ऴ޳࢐भ  d ޴బܽद ఇڒ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠭

ۨనऒ द࡮ݥ న࣒ 1࠳ ޴ఇ ޴  ఇకए డ 50 ڒబܽद 50 మڒ ࠾ࡍङ  d d n x mm mm d 1000 mm mm ࡹ ޵ޒऴప ޴బܽद ఇڒ ࡽటߧ
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ఉంڒ ޴బܽद ۧ࡮ ࠬ ఎం޶కం݄ ఇ࠼ߦ  ޴ం݋ ఐڒ ࠬࠫ ޶బܽद ఇ࠼ߦ ޴ం࠼ߦ ࢟ࠀ ݋ం࠼ߦ ࢟ࠀ ݋ం݋ ఐ޶ అߖ 
మనం ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మన޳ ࠬࠫ 1000 ߖ50 ڕछ ړన࣒ 3 ࠫࠬ శ࠳ ޴బܽद ఇڒ ࡏంۧ܊࢑భ ࡌ फߘ 50 ޳ࡶ ړ50 ړంړ10 ݟ 
 సࠪనం, ఇ࠳ 50 ޴ऴࠬڝటࡏऱ 50ړ సࠪనం.  ࠳ऴࠬڝటࡏऱ ڒబܽद సࠪ߄నం 50 ࠳ऴࠬڝటࡏऱ ڒబܽद ࠭࠲ ఇకए డ 
తరంగࡌ޼ड ङ ऒߖ రߖ  प࠼ంచࡔ࢘ ڷࡱߕ ړߖݞछ ండవ సమసङࡓ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ߘహరణల޳ఉ ࡏ కङܔ   ం నߖࡹߕ࠮ 
డవ సమసङ࠮ ,޴ంۨన߅సంబం ړނߧऴవత పంޓ डࡌ޼తరంగ ݡంࡓ  ङ डࡌ޼ఉం݄ తరంగ ࡱ ङ  ܘऴ߸ం  . ޴ంۨన߅సంబం ړߖ
రదరजߦ  ޴లठవߕ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ࡮ ࠹సदࣄ క ࡅ ݋ࢴకए  మంߖ޳ऒ రߖ  प࠼ంచړߖݞ అߧऱښషړ ߤ సంబం߅ంۨన޴ 
छ޳ హరణల޳బܽद ఈ ఉڒ కङܔ ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ࠾ࡍమ ࡌ ం߯ ࠪ చరऐ  ړߖݞవࡌڕࣆޓ ࡹࡆࡍ࢘ ࠭࠲ 
ऴపయޒऒ ంۧ࠭. ܔకङ ం దృڵछ షయం ࡅకए కङܔ ,ࡱࢡఅం ڕࠪ  ం ࡅకए  దృڵछ షࡱ࠻ త޶పݟ ࠭࠲ ࡍऴ߷ࣾߖ ߤ 
పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మݟ ࠾ࡍऴ߷ࣾࡅ ߤకए  ࢑࢑ధ అంࢡలߘ చࡍऐ फࣃ ࠭  ధనङ   ࡱ޳࢐
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