
గత ࡓంݡ ఉపߕङ झڡदߧఆ ࡹలࣃ  ߯ కऐࡵ  ङݢࠪ ࡛ छࣃ ڕ ࡽ గతం, ࠾ ࠭࠲వڕల ܔకङ  ऴపࡆగం ࡍڷంۨ చࡍऐ ऒߕफࣆ ࠭  
మ࠾ࡍ ఈ ܌ࡗ మనం ڜనࣃڵࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ  ߰ంڛ޴న మ࠾ࡍ అసంబదम࠳న ࡮࠮లڒܔ ޜङ ऒߖ फࣃ۫   ܽߝ బܽदڒ ࠭
చరऐ కएࡅ   అంశం ܔకङ ం  ߰ంڛ޴న మ࠾ࡍ అసంబదम࠳న తరంࡱڴ మనం గత ఉపߕङ తछ ߖ࢐ܽ ࢑న޴చ ࡹలࣃ రڴ 
ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ఇకए ڕమన ࡹగంࡆల ऴపڕవ࠾ బܽदڒ ,ంܼ࠭ڕ డ ఒక ࠮లం ఉం޴,  ఇకए డ ఒక ۨనऒ  రంऴధం మ࠾ࡍ 
మࡓ ࡗంݡ ఎపరऐ ऒߕऱ ఉࡏ ఇకए .࠼ డ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంߘ ݡంࡱࢗ ݟవݦ తరంޘ ࡱڴర߯ ܔకङ ం s s 
ఇకए ݟరప߄చన߯ ఆࣇ న ࠪరठం࠼న࣒ అ࠳ ޴ఇ ,  ࠼ంܼڕࣆۯ డ ܔ ࠭࠲కङ ం ڝࣆۯవ۪ऐ  మ࠾ࡍ r 2 r 1 
కߖషदంڴ ఉండవ۪ऐ ऐࡍచ ڴ࢑వరం ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ  ంۧ࠭ ڒబܽद మ࠾ࡍ ఒښ ࢘࢟ ऴఫంߘ ݋ంݟ s 1  s 2 
झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ నݟబڝࣆޓ ఇకए ࣄۯదయ ࡱ  డ ఒక ࠼ߦం݋ ࡛࣎झ  ఉందߖ ۫డంݟ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢ ఒښ ࢘࢟ ऴఫం݋ 
ऱࠌ ఈ ݟంߘ  క࡛छ ଂ ߘంݟ ऴۯ ݞయబݞन एࡍస ࠼ ఇకए ࡱ ࡽ డ ࢘࢟ ऴఫంࣃۨࣇ ߘ ݋फ నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ ऱܿڴ ࢘࢟ 
ऴఫం݋ ఏకڒలంࡹ మڕࡏۯ ړ2 ࠾ࡍంܿం޴ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఒښ ࢘࢟ ऴఫంߘ ݋ంݟ ऴۯ ݞయబݞन  s 1 s s 1 s 2 ࠼
అం݄ అ࢑ ఒܘ߿ ښ ऴఫం޳ࡶ ݋  మ࠾ࡍ   ఇܘ߿ ߤ ఇܘ߿ ߤ అం݄ ఇకए డ ܘ߿ ట࡛घ రణత s 1߄ࣃ ܽ ڴ࠲ఒ ࣒ڒ ޜ  s 2
ओࡹڝ ఈకछ ޴ఇ ݞంڕ ఈకछ ޴ఇ  ܿ ࡽ ओߩఅ  ܿ ࡽ x 0 ړ ࣒ڒ  ޴ߝఎ࣒ఐ  అߧ ࠾ࡍమ ܽ ڴ࠲ఒ ࣒ڒ  ڕమన ݡ z 0 1 2 2
సࠪనం  ఒڴ࠲ దశ పదం ఒక݄, అ࢑ ఇߩओ ऒߕఉ ࡹదశ ݡ ओߩఇ ,࠼  ల tڷంࡍ ࡏ޶࠭ ࠾ࡍన మ࠳శవంతڒऴప ࠭࠲ ݡ
ంܼ࠭, ఇకएڕࣆۯफࡏڷ ߘలޔबࣄࡍసం పڝ డ ࠼ߦం݋ వదभ ऴపڒశవంత࠳న మࡍ ࡏ޶࠭ ࠾ࡍంڷల పࣄࡍबޔలߘ p 
ఇపओ ࠭࠲  లం one cos kr one minus omega tr 1 s 2࠮ ండవࡓ  ࠾ࡍరం మ޷ ఈ  .࠭޳ం߰   ڴ࢑వరం ښܽ
వలన భంగం అ࠼న ࠳న࣒ ఒڴ࠲ మ࡮ݥ ࠾ࡍद బܽद దశ వङڒ  ङޑ సం ఇ޴ దశ పదం దశ పదం psi 2 2 cos kr 2 t 
మధङ ࢐ܽ  ݞޙ బܽदڒ పऱ࣒ ޴ߝన࣒ అ࠳ న࣒࠳ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ऱࡏࣃ వలంښ   న࣒ k r 2 r 1 r 2 r 1 r 2 r 1 n࠳ 
नࠈం࡮ ओߩన࠼సࠪనం అ ڕ पࡌߪ ޴ߝఅ ݡ ంకం అ࠼నߩओ  సం n pڝ న అం۪ల࠳శవంతڒంటऱ వదभ ऴప࠼ߦ ޴ఇ ݡ
షరڴޔ ఉంܿం޴,  ఇకए డ ࠳న࣒ తరంగ޼ర डङ ం ࡅకए  సమऴగ ڷణకం అޔ࢓ం޴. ఆ షరޔ ఏࠫటం݄, ఆ r 2 r 1 
ప  ޴అ ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڴశవంతంڒऴప ࢓޶ంࠉ ऱ࣒ ࡓ ࠆࣔ  ऱܿ ࡮ంࠈन  అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  మన࡛ݞ ڕए  ऴ߸ంܘ ల కంݟషߤ n 
ఉంܿం޴, ఇకए డ 2ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ  ప ऱ࣒ फ߯ࡏڷ   ఒక ࢙ߩన ఉనऒ ڵࠪ  णࠪ ࣒ మ࠾ࡍ n 0 1 
ڵࠪ ߩ࢙ కࡖవదभ మ ݋ం࠼ߦ फࡏڷ న࣒࠳ ࠾ࡍమ .޴फంࣆۨࣇ ߘఅం۪ల ࣒ࠪߖࠫ णࠪ ࣒ మࠪߖࠫ ࠾ࡍలߘ r 1 0 
ఇకए   ,޴फంࣆۨࣇ డ ߧ۫ ڴ0 ߖߖ޳ ߘߝంۧߘ మ࠾ࡍ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ ఎం޶కం݄ ఇ޴ మ࠾ࡍ r 1 r 2 0 s 1 s 2
లంబంڴ ఉనऒ छ޴  ࠙గం ڒబܽद 0ړ సࠪనం ࠪరठ వङ ङޑ సం 0 మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  ऴకమం व݋ࠑ ऴ߸ంܘ అߖ r 1 0  r 2 
ऒߖలࡌ࢑వ ఈ ࠭࠲ ,޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖदࢲࡍగ ݦవబࡱߧ ంܽߘ࠭ ߗపܽ ఉపߕङ సం࢑ ࡹవరంڴ చࡍऐ ంۧ࠭  
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ నऒࠚ ݡ నऒࠚ ڴभ޴ڜ ߖޒबࣄࡍన ప࠳ फࣃ࡯ࢣࡍప ߖޒबࣄࡍన ప࠳ ࣊ ࠆత ఆࠫࡍప ړ లం࠮  ࠭  బܽद sڒ ޴ఉం ݋
ఇకए డ ڜతफ చరऐ  ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠮లం అޙ࠼ ఆ ࠼ߦం࠮ ߘ ݋లం అߦۮ ߖओ లڕߘంܿߕऒ  దట s࠴ బܽदڒ ,࠭
ऒߖޑऴۨڣࡔ भ޳۫  ం ڒబܽद ࠮లం ړ ۨనऒ  ఆࠆ ࣊ ఇకए  ޶ࡶ ంటࢗ ఈ ޴ఉం݄ అ ݋ డ ߤࡷ  బ࠮ ڴࡱ޶లం ఇߩओ s ݡ s 
నऒۨ  ߖߖ޳ ߘߝ  ఆࠆ ࣊ ऒߕफࣆࡱߧ ڴ ࣁݞ ڴ ࣁݞ ڴ ݋ ఇకए ޴అ ߘ డ ڜంۮం ߯ړ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఆࠆ ࣊ ఉనऒ ݋ ం޶న s 
నऒࠚ రం޷ ࣁݞ ࠾ࡍమ ࣁݞ ంڴ ఉంܿందߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ ࢘࢟ ऴఫం݋ పరంڴ మనం గమߖంచదగ ठ ࢑షయం s1 s s2 
ఏࠫటం݄, ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇకए డ ࠌऱ  ࢘࢟ ऴఫం݋ మࠌ ࠾ࡍऱ  ࢘࢟ ऴఫం݋ ఈ ߮ऱڕࡏۯ ߘ ߤనऒ ओߩ s 1 ࠾ࡍమ  ݡ s 2 
ఎపరऐ ࡛ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ߮ऱڕࡏۯ ߘ ߤనऒ ओߩ నऒڕࡏۯ ړ ݋ం࠼ߦ ݋ऴఫం ࢟࢘ ݡ ऱܿ మనం ۫ࣃफ s 1 ޴అ ߗڒ  .࠭
ऱࠌ  ݋ం࠼ߦ  వڒ ޶ࡶڝࡏۯ ߘ ߤబܽद ࢘࢟ ऴఫం࠼ߦ ݋ం޶ࡶڝࡏۯ ړ ݋  అ޴ తࡌछ త ࠼ߦంړ ݋ s 2 s 2 2 s 2
బܽद ఇకएڒ  ޴ంܿంڕࡏۯ డ ࢘࢟ ऴఫంڕࡏۯ ړ1 ݋ంߗڒ ޴ అ޶ࡶڝࡏۯ ޴ అ޴ తࡌछ త 2ڕࡏۯ ړంܿం޴ అం݄ s s 
ఇకए డ ࢘࢟ ऴఫం݋ అߖ అర बం  ߘࢗకబݟ ఉం޴,  ఇ޴ తޒ࢐ࡏ సమయంࡹ ఇకए డڕࡏۯ ڕంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇకए డ
द࡮ݥ కएࡅ ࠀ ࡽݥ ࠀ   ऴߦరంభ దశ వङ ङޑ సం ఉం࡮ݥ ,޴द द࡮ݥ ࠀ   1 ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం࡮࠮ ݡల మధङ  దయࣄۯ ࢘࢟ 
ऴఫం݋ ఇకए డڕࡏۯ ڕంܿం޾ࡶ ޾ ۫డంݟ  త࢐ࡏత ࡍࣃ  అం݄ ࢑ ߖߖ޵ ߘߝవࣃࡍफ  ࣒ڒ ڴరంభ దశߦऴ ߘߝ బܽदڒ ߘ
ఒߖܽ ڴ࠲ కڵ࡯ ఉనऒ టऱ࠭࠲     ,ޙ࠼ ࣊కࡓ ߘంݡ వదभ అ޻ ࢘࢟ ऴఫంߖ ݋ ߰ం࠭ޑ޶, ఇ޴ ఒకܽ వదभ ఒకܽ వదभ ఉంܿం޴,
࢐ङ వదभ ݡంࡓ ߘߝ ߧ फߖ తڵ ठంۧߘ అ޻ ࢘࢟ ऴఫం݋ త࢐ࡏత సమయంࡹ వࣆफంܘ߿ ڕߕ ޳ࡶ ޴ ట࡛घ  cos omega tss 1 
ఉనऒ ओߩ द࡮ݥ న࣒࠳ ڴ࠲ఒ ࣒ڒ ޴అ ,޴ఉంܿం ܘ߿ వదभ ڕమన ݡ ఇకए ࠲ఆ తࣾణ ,޴ఉంܿం ڴ  డ ࢑ࠪనంࡹ  s 2 t t 
ఒక ࢘࢟ ऴఫం݋ ࢘࢟ ఉంܿం޴  ࠭ం޶ ఇకए డ ࠼ߦం݋ వదभڕࡏۯ ڕంߗڒ ޴ ఇకए డ ࡓండవ ࠼ߦం݋ వదभ అ޴ ఇߩओ  ݡ
ࡍߖ ఒక ޴బܽद ఇڒ ߘంۧࡍ࢑సफ ڴभ޴ڜ ߖߖ޳ ߘߝ ,޶ࡶڝࡏۯ भషद తࣾణం ߘࢗక ޳ࡶ ఈ తࣾణం  దశࡹ ఉంܿం޴  ఇంతڕ 
࠭ం޶ ऴపށ࠻ంۨన తరంగం ڴ࡮ ఉంܿం޴  అతߖ మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄, ఈ దశ ࠭ం޶ ࠙గం తޒ࢐ࡏ t 
సమయం޳ࡶ ࡹ ఇۨऐ న తࣾణం ఇకए డڕࡏۯ ڕంܿం޴ , మ࠾ࡍ వదभ ఉనऒ  దశ ޜߖ޵ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܿం޴s1 s2 
द࡮ݥ ߘߝ  . ऒߕफࣆࡱߧ ߖఅ ࠀ  మధङ ࠾ࡍమ ݡంࡓ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߘ  దశ వङ ङޑ సం ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ఒڴ࠲s 1 s 2 t 

బܽद దశ వङڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ङޑ సం ڒబܽद ఒڴ࠲ ఒڴ࠲ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद మనڕ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ t t t t 
द࡮ݥ द࡮ݥ ࠀ  द࡮ݥ ޴బܽद ఇڒ ۃ࡮ ܘ߿ ఈ  ޴ఉం ࠀ  द࡮ݥ ڕబܽद మనڒ ࠀ  ఇకए ߘߝ ښ޶అం ,޴ఉం ࠀ  డ ఈ పߖ޳ऒ  కڵ࡯ 
ఉߕऒ ప  ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  ࡹ ࢟࢘ ండవࡓ ఈ ,  ߘ ऱ࣒ द࡮ݥ  द࡮ݥ ޴ఇ ,ߘంۧߧ۫ ߘߝ ߖఉంద ࠀ  kr 2 ۃ࡮ ܘ߿ బܽदڒ ࠀ  t 
ఉం࡮ݥ  ޴द రంభ దశ వङߦऴ ޴ߝఅ  ࠀ  ङޑ సం ఇࡓ ޴ంݡ తరంڴల మధङ  ऴߦరంభ దశ వङ ङޑ సం ఇݞږ ޴ ఇకए డ ࢘࢑ ࡔధంڴ
۫పబݟంࠌ ޴ऱ  ࢘࢟ ऴఫం݋ మనం ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఈ సమయంࠌ ࡹऱ  ࢘࢟ ऴఫంݭࡓ ݋ ࢘࢟ ऴఫంڕࡏۯ ڕ ݋ంߘߝ ޴ sh 
కڵ࡯ ఉనऒ పओ సछ ࡹڷలం రంߗ ޶ం࠭ ࡹ࢐త సమయంࡏత ڔܽ ంతం ڝࣆۯంݟ మݭࡓ ࠾ࡍ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇకए  ړݟ
द࡮ݥ ࠾ࡍమ ޴క ఉంߘࢗ ڷలం రంߗ ݋ऴఫం ࢟࢘ ݭࡓ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంڕࡏۯ కएࡅ ࠀ   ۃ࡮ ܘ߿ ,޴ఉం ۃ࡮ ܘ߿ 
ఇకए డ అ࡮ݥ ޻द వङ  ܘ߿ ݋ߜ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠀ  ङޑ సం ఇߩओ द࡮ݥ , ޶ڒ ࠲న࣒ ࠪऴత࠳ వలంښ ݡ  kr 2 kr 1 ࠀ 
కएࡅ  దశ వङ ङޑ సం ݞږ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ࣁݞ ఇకए డ ఆࠆ ࣊ ࡎపߦబܽद ఈ ऴڒ ޴ంݟయబۯ ݋ द ޷రం ࠚనऒ ంڴ s 
ఉంܿం࣋࡯߱ ޜߖ޵ ,  ޴फ ఇ޴ ۨనऒ ओߩవదभ  ఇ ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ޴  సࠪనం o r ړݡంࡓ ఒకܽ ޳ࡶ వదभ ݋ం࠼ߦ ݡ
द࡮ݥ ޙ࠼సࠪనం అ ړݡంࡓ ఒకܽ ޻రం అ޷ బܽद ఈڒ ऒߕࣆ వదभ ݋ం࠼ߦ  ఇకए ݡంࡓ ޳ࡶ  ޶ڒ సࠪనం ړ డ r r r 
వړ ߤ సࠪనం అ࡮ݥ ޙ࠼द द࡮ݥ వదभ ݋ం࠼ߦ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡯ڵࠫ ࠀ  ऒߕࣆ  द࡮ݥ ޙ࠼నటऱڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ   o ړ
సࠪనం ޶ڒ, మనߕࣆ ڕऒ  ऴకమం ఉండ޶ व݋ࠑ ऴ߸ంܘ ఇకए డ ࡮ݥद ऒߕࣆ ۲ట ࡔ࢘  వ۪ऐڒ  , దశ వङ ङޑ సం ࢘۲ ࡔట 0 
వ۪ऐڒ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 0వ ఆర न࡛  व݋ࠑ ऴ߸ంࡽ࢑ ܘ  వదभ ߘߝ కߧߖంచడం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ వదभ దశ వङ ङޑ సం o o 
ఉంڒ  ޴బܽद ڜ ߖߖ޵ంۮం ܉ऴగతफ޳۫ ڴभ ం ڒబܽद ऴపڒశవంత࠳న మࡏ޶࠭ ࠾ࡍ అం۪ల ڝసం షరߘޔ మࢁऱ ఇకए డ 
ఉం۪ڒ ߘޑబܽद మనࣄ࡯ޘ ڕన ߄ࣃరణ ࠼ߦం݋ వదभ ࠼ߦం݋ వదभ ۫޳भ ం. ఒకܽ ఒక ఒకܽ ࠳న࣒ p p psi cos kr 
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ఒڴ࠲ మࡓ ࠾ࡍంࡓ ݡంࡓ ݡం࣒ڒ ݡ ఒڴ࠲ సࠪనం అం݄ ߖ޵ ߘߝऒ  ࠪऴతࣆߧ۫ ࠲फߕऒ  t psi kr t ࠾ࡍమ ߘ
द࡮ݥ  దశ వङ ङޑ సం ࠳న࣒ మ࠳ ࠾ࡍన࣒  అ࠭࠲ ޴ߝ ఇపओ  kr 2 kr 1 r 2 r 1 ݞޙ ޠߦ నࣄ۫ ڴ࢑వరం ښܽ
మ࠳ ࠾ࡍన࣒  ప ऱ࣒ नࠈం࡮ న࣒࠳   व݋ࠑ ऴ߸ంܘ మ࡛ݞ ࠾ࡍए  ऴ߸ంڝ ܘసం షరޜޔ సࠪనం ڒబܽद ఇ࡮ݥ ޴द  r 2 r 1 n 
మనం ఇపओ ޜ޶ڒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ  ࠭ࣃ۫ ښܽ 0 ࠭ࣃ۫ మనం ݭ࠼బܽद ఈ సऱڒ ߘޑߩ۫ ߖ ݭ࠼ఈ సऱ ݡ
మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక పࠫࡍత ࡮ݥद द࡮ݥ ࡹఈ సమయం ࠾ࡍమ ߘంۧߧ۫ ߘߝ ߖఉంద ࠀ  ऒߕࣆ   బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ
నߘऒ  ఇకए డ ఉంచߖవछ ంڒ ݟబܽद ࡮ݥद द࡮ݥ న࣒࠳ న࣒࠳ సࠪనం ړ సం  0ڝ   r 2 r 1  ݟడం۫ ࣄۯసࠪనం  దయ ړࠀ 
ఇ࢐ڒ 0 ޴లం݄ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡮ݥद తపओ ݡంࡓ ޴నࣄऴ࢐ ߘߝ అం݄ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ڕ एڕఒకܽ కం݄ త ڴࡍసߖ వڴ r r 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߘߝ ఇకए డ ࠼ߦంߧ۫ ߖ ࣁݞ ݋ంۧߘ, ఇకए డ ࡓంݡ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ o r r 
ఇకए డ  ࠼ߦం࠼ߦ ࣁݞ ݋ంࣁݞ ݋ అం݄ ࣁݞ  ప ऱ࣒ అం݄ ఇకए ࣁݞ  డ ࠴తफం ޠߦ ޠߦ ߰డ࢓ o o s s 1 s 1 o s 
ప  ࣁݞ ऱ࣒ పऱ࣒ ݀ ࡱ ࣁݞ ޴అ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࣁݞ  ओߩఅ ࣁݞ ݡంࡓ  సࠪనం ړ  s 1 ݞޙ ޠߦ ڕమన ݡ s 1 o s s o 
ఉంܿం޴ అం݄ ࡮ݥद వङ ܘ߿  ङޑ సం ߕࣆऒ ఆర ޠࡗ܋ బܽदڒ సࠪనం ړ न࡛ झړࠪ  बࣃ తफڜ ܘऴ߸ం ࡽంऴట࣊ ޳ࡶ ࠪ  ړߖߕ
ࠪరऐ బޔݡం޴, ఇ޴ ఓ ڒ ࣁݞబܽद గࡍషदం࡮ݥ ڴद  పࣄࡍबޒ సࠪనంڴ ఉంܿం࠳  ޴న࣒  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   సࠪనం kr 2 r 1 ړࠀ 
 ప ऱ࣒ झߤࡓఫࡍ ޠߦ ޴ߝన࣒  అ࠳  ޳ࡶ ऱࡏࣃ న࣒࠳  द࡮ݥ ߘߝ ,సࠪనం ڕ  n 2 pi n 2 pi r 2 ڕߩ࢙ కࡖమ ߖࠀ  r 1
ऒߕڕࣆޓ ऒߕఉ ڵ࡯క ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘ ࠭  ऴపڵ࠙ ޜ ۲ܼޒంచబݟనం޶న అ࡮ ޴ߝంࠈन छ޳  नࠈం࡮ బܽदڒ 2 ࡌ  2k k pi 

छ޳ ఇకए ࡌ డ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ ఉం޳  ޴छ द࡮ݥ న࣒࠳ ߖ ऱ 2ࡏࣃ బܽदڒ ࡌ pi div k ided n pi ڴంచڵ࠙ ޜ  k phi k 
द࡮ݥ న࣒࠳ ऒߕڕࣆޓ ߖߖ޵ ࠭࠲ ڴంచڵ࠙  ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠭࠲ ఇߩओ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘޔతफ షరڜ ݡ ࠭ phi 
బܽद ࠪరڒ ठం వङ ङޑ సం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࡮ంࠈन द࡮ݥ న࣒࠳  द࡮ݥ ݋ߖ߸  సࠪనం ڕ  r 2 r 1 r 2 r 1 n ڴరణంڒ ࠀ 
नࠈం࡮ ओߩఇ 2 ࠑ ړߖदࢲࡍవ గ ࡹ द࡮ݥ ࣄۯదయ , ޴పదం ఉం ߩఅదన ݡ ఉం݄, అం݄ ఇకए ڴసࠪనం ړ0 ࠀ  డ n phi pi  
లంబ ޴छ ఉనऒ ࡹ द࡛ڒ࣊ టऱޙ࠼ అసࣃ ࡱब నం అߖ ۫డం࡮ݥ ݟद రठ వङࠪ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠀ  ङޑ సం ࡮ంࠈन s 0 ڕ n 
సࠪనం ڒబܽद పࣄࡍब࡯ڵࠫ ޒ ఉం޴, ఇߩओ దశ వङ ݡ ङޑ సం߯ ఆ߄రపݟన అదనߩ పదం  ఉం޴, అం۪ బߖ޵ ߯࢓ࡏ 
ऴప࠙వం ఏࠫ݇  ۫޳भ ం  అం۪ ࢗడࡱओ బܽद ఇకएڒ  డ వ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ ڝసం ߖ޵ऒ भ޳۫  ం ࡮ݥद ఉం݄ n ڴबరంࣄ ࠀ 

వ ऴపڒశవంత࠳న ࡍంڝ ۃసం ۫޳भ ం  అߩओ రठం వङࠪ ݡ ङޑ సం ࠳న࣒ ڒబܽद ఈ వङ ङޑ ऒߖࣃ  మనం ఇపओ n ښܽ r 2 r 1. x
పరంړࡵ ڴए ంۧ࠭.  అకए డ సమనछ యం ۯయంݟ కߘక ఇ޴ అం۪ ڝసం ޳छ छ޳ ࡌ  వ అం۪ xnd  nth d d n nxn ࡌ
ࡍఆڝ नࣁݞ ݋ߝ అࣁݞ ߘߝ ޙ࠼ అߖ ऴߘࢡ࢐, ఇߩओ द࡮ݥ తࠫࡍమనం ప ݡ ఉనऒ ࠀ   సందరग ంࡹ xn xn 
వङ వహࣆࡍफߕऒ  xn  nth xnd d ࠑ ޔన షర޴ం߰ ޶ం࠭ ڕసం మనం ఇంతڝ అం۪ ޶ం࠭ ڕఇంత ޻అ ޙక߱ࡶ ,࠭

नࠈం࡮ ओߩసࠪనం ఇ ڕ बࣃ షदࡍగ ݡ నం ࠪࡍనం޶న ࣆࡱߧ ڴ ࣁݞ ߖߖ޳ ߘߝफߕऒ नࠈం࡮ ޴బܽद అڒ ߘ  n nth xn n 
नࠈం࡮ న ۲ట࠼సࠪనం అ ړ న࣒࠳ द࡮ݥ ࡹ नࠈం࡮ ڕమన ࣄۯబܽद దయڒ ޴ఉంܿం ڴ߯ 2 ࠀ  ంకం cࡌबࣄ న࣒ ఈ࠳  c n 
ఉందߖ ۫డం࡮ݥ ,ݟद ऒߕफࣆࡱߧ ߖఅ ߘߝ ఉం݄ ڴबరంࣄ ޜసమయం ࠀ   వలऱ c c n޶అం ࠾ࡍన మ࠳बరࣄ ޴ఇ  ,ߘ
नࠈం࡮ న࣒ ఇకए࠳  డ  ప ऱ࣒  వߤ అం۪ࣄ ڕबరంڴ ఉంܿం޴, అ޴ త޶పࡍ ࡍంڕ ۃ సంబం߅ంۨన޴, ఇ޴  ప ऱ࣒  వߤ c c  n xn 

ప  ࠑ ऱ࣒ नࠈం࡮  మనం అకए ޴ߝఅ ࣁݞ బܽदڒ ంకంࡌबࣄ  కం݄޶సࠪనం ఎం ړ న࣒࠳  డ ఉనऒ  సందࡌग ऒߖ  d d n c c 
ࠪऴతࣆۨࣇ ࠲फం޴  పࠫࡍత ࡮ݥद ఉతओ ޴ఇ ࠀ  నऒ ం ޳ࡶ ޶ڒ ఏߕ޼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అం۪ ࢗడࡱओ ప  ܼࠊ  ऱ࣒  1 xn 
छ޳ ڕफ, మన࣋࢘ࣄޓ ߖߖ޵ మనం ݟంߘ  ࠾ࡍబܽद  మڒ సࠪనం ړ ࣁݞ న࣒࠳ ࣁݞ ప  ߖ ࡌ ऱ࣒ नࠈం࡮   న࣒ xn 2࠳  1 d d n 1

नࠈం࡮ న࣒࠳  ప ऱ࣒  వࣆफం޴, ఇړߖ޵ ޴ సࠪనం  ߘߝ ఇంతڕ ࠭ం࡮ ޶ంࠈन छ޳ ړࡹ న c n c d d࠼సࠪనం అ ړ ࡌ
అం۪ ࢗడࡱओ  అం݄,  ߘߝ ఇకए డ ఇంతڕ ࠭ంڴ࡮ ޶ ऴߘࣃ࢐ అం݄, ࠆࢳ ܘ߿द ࡶనߩओ ओߩనࡶ दࠆࢳ రంభ దశߦऴ ,ݡ  ,ݡ
అకए ࡱ లం࠮ డ లంబ ޴छ ࠜజం߯ ఉనऒ ओߩ ࣊ ࠆఆ ࡹరం߄࡮࠮   ޴ఉంܿం ࡮అ ݡ ఉనऒ ݋ పओ ओࡱడࢗ అం۪ ڔܽ  ࡹ
ఎܿవంܽ ࠪࡏओ రऐࠪ ߕ࠮అం۪ల న ߗڒ ,޶ࡶ  బߕݟ అం۪ࡱ ࠪరऐ బడ࠼ޑ, అం۪ ࢗడࡱओ  అڼ࡮ ఉంܿం޴ 
అం݄ అం۪ నߕ࠮ ࠪరऐ బޔݡం޴, ఉ޳హరణڕ మనڕ అߖऒ  ࡏ޶࠭ న࠳శవంతڒऴప ࡱయ࡛ అం۪ߖࡰ 
ऴపڒశవంత࠳న ۩కܽڴ ఉం݄  ࠴తफం నߕ࠮ ࠪరऐ బݟంڕࡶ ޴ం݄ అ޴ ఇߩओ ߧߖక ࡮ښఒ ݡ फ࣎ ం޴  , అం݄ ఇߩओ  ݡ
అం۪ ఒక అం۪ ࠪࡏओ  ఉం޴, ऴపޒ అం۪ ࠪరऐ బޔݡంࡹܼࠊ ߗڒ ޴ ఎܿవంܽ ࠪࡏओ అర ߖ޵ బܽदڒ ޶ࡶ  बం ఏࠫܽ, 
అర ߖ޵ बం మనం ࠴దట అం۪ అం݄ ఏࠫ݇ ړࡵए भ޳ ం  ܉ङ फࣃށగ ߖ दࠆࢳ అం۪ ߘߝ బܽदڒ ܼࠊ ڴపరం ޒࠫ  s hift ߘ
బܽद  ఇకएڒ డ ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ޳ ࣁݞछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴   మ࠾ࡍ మధङ న దశ వङ࠳बరࣄ  ङޑ సం ࡮ݥद  xn s1 ࠀ 
సమࣾంࡹ వ ఆర न࡛  व݋ࠑ ऴ߸ంࡅ ܘకए बࣃ తफڜ  నం. ڒబܽद ޳छ n    ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖసࠪనం  అ ړޒबࣄࡍఈ ప ࣁݞ ࡌ s2 d xn 

छ޳ కएࡅ న అం۪࠳శవంతڒవ ऴప ࡌ  అసࣃ ࡱब నం ఇߩओ बࣃ తफڜ  ߤ߸ న࠳శవంతڒవ ऴప ݡ d n   ړ ࣁݞ ړߖߕ n xn 
ࠪరऐ బݟం޴, అޙ࠼ అసࣃ ࡱब నం ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ࡮ ࠑ ޴ంࠈन ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ   ఈ ࠳న࣒ ޜࣄ భࡎ फ xn d d n 
xn ࣁݞ న࣒࠳ అం݄ అం۪ ࣁݞ న࣒࠳ ం݄ڕࣆޓ ڕߩ࢙ కࡖమ ߖ ߘߝ అం݄ ࠭ࣃऴ࢐ ߖయమۯ xn xn nth xn xn d
छ޳ द࡮ݥ ޴సࠪనం, ఇ ړ ޴ߝరడం అࠪ ࡌ छ޳ 2 ړ  नࠈం࡮ ࡌ द࡮ݥ दࠆࢳ ܘऴ߸ం ޳ࡶ సࠪనం ړࡹ  ఇ޴ ऴ߸ంܘ c phi pi xn 
द࡮ݥ दࠆࢳ द࡮ݥ  नࠈం࡮ సࠪనం ړ߯ 2 ړࠀ  नࠈం࡮ ࠾ࡍమ ࠑ  ओࡱడࢗ అం۪ ޴ߝఅ ࠑ   మ࡮ݥ ࠾ࡍद  xn d d d d ࠀ 
అߕ࠼ అం۪ ࢗడࡱओ  ࠪరద࡮ݥ ޳ࡶ 0 ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖद త సంఖङࠫࡍఒక ప ޴ߝఅ ࠀ   మ࠾ࡍ కߘక  ఇ࠴ ޴దܽ 
అం۪ ߕ ޳ࡶలठవ అం۪ అ޳ࡶ ߕ࠼ ఐదవ అం۪ అߕ࠼ ఈ ࢙ߘ ߩంݟ సछ తంऴతంڴ ఉందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭, ఇ޴ n 
పࡌछ द࡮ݥ వలంښ ޴ఇ ޶ࡶ छ޳ ࠀ  छ޳ 2 ࡌ द ఇవछࠆࢳ ܘऴ߸ం ࡌ బݟంܼࠊ .޴ అం݄ ޵నర बం ఏࠫటం݄ , ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ࡮ݥद  pi 

ఇߩओ ऒߕफࣆۯ ߵݞऴ ߖ ߘߝ ݡ సछ ݟంߘ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ߘ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ࡮ݥद द࡮ݥ   x n n xړࠀ 
द࡮ݥ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړࡹܼࠊ ࠑ ओߩఇ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ࠀ  ࡍߪ ݡ फڴ అర बమޔ࢓ం޴  మనం 2 pi 

ఇకए డ ࡮ݥद ऒߕࣆ ޙఉంۨ ࠀ  మనం ۫డవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ द࡮ݥ , ऒߕࣆ ࠀ   అ࡮ݥ ޙ࠼द ऒߕࣆ  द࡮ݥ సࠪనం ړ  x x 
అం݄ 0ړ సࠪనం అం݄ ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ఉండ޶ మ࡮ݥ ࠾ࡍद త సంఖङࠫࡍప ࠀ   అޙ࠼ అߩओ  ڕహరణ޳द ఉࠆࢳ ఒక  అం۪ ݡ
దశ అ࡮ݥ  ޙ࠼द  అ࡮ݥ ޙ࠼द  అړܼࠊ ޴ߝ సࠪనం  అం݄ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ࡱ వ sh ift 2 pi phi 2 pi x n
అం۪ڴ ఉనऒ  ఒక࠼ޑࡏࠪ ޜߖ޳ అం݄   ప ऱ࣒  వߤ ऴࣄओ ం࠳ ޳ࡶ ۃన࣒ వߤ ऴࣃ ޓब ऒߖߕ  n n ޳ࡶ ߩ࢙ ఆ  ޴ంܿంڕࣆޓ 
ఈ ࢙ڒ ߩబܽद అం۪࡮ݥ ࡱद छ޳  द࡮ݥ ࡌ ओߩఇ  ړࡹܼࠊ సࠪనం ړ߯ 2 ړࠀ  సమసङ ݡ కएࡅ  ङ܉   xڴऴగతफ܉ ంతࡍమ ߖޒࠫ
भ޳۫  ం ڒబܽद ࠮లం ఆࠆ ࣊ ओߩన࠼అ ݋ సమసङ ݡ కएࡅ  ङ܉  फࣃ۫ ߖޒࠫ ऒߘబܽद నڒ ࠭  అߘమޒంచం࠴ ݟదట 
ఇకए డ ܉ङ సమసङ ޴బܽद ఇڒ ,ݟపం۫ ࠲ऴతࠪ ߖޒࠫ కएࡅ  ङ܉  बࣃ ࡱఅస ޒࠫ నం ఇ޴ లంబ ޴छ ࠙గం߯ ఇకए డ s s 1 
మ࠾ࡍ  ఈ ࡔఖࣆ ڕషदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद  ఇߩओ बࣃ లం࠮ ݡ రऐࠪ ړ ࣁݞ ړߖߕ బݟం޴  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ s 2 s 
మనڕ ఉం޴  అం۪ ڜతफ ࣃब రऐࠪ ړ ࣁݞ ړߖߕ బݟం޴ మ࠴ ݞޙ ޠߦ ࠾ࡍతफం ࡍ ޠߦఫߤࡓझ   అޔ࢓ం޴, ఇ޴ పऱ࣒  ఇ޴o 0
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ఈ పऱ࣒ झࡗڝ ܘऴ߸ం ࡽంऴట࣊ ࣁݞ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 0 ݞޙ ޠߦ ݋ߜ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޵  ओ కएࡅ  बࣃ తफڜ  నం o 
అޔ࢓ం࡮ݥ ޴द ऒߕࣆ ڕ ऒߕࣆ న࠳సࠪన ړ వङ ޠߦ  ङޑ సం ߕࣆऒ ఇకए ࣁݞ బܽदڒ సࠪనం ړ డ ఆࠆ ࣊  ss l ޴ఉం ݋
నऒۨ ߖߖ޳ ࠭࠲ फࣃۨࣇ ޜ ࣁݞ  ࠭ అం݄ ఇకए డ ఉం࡮ݥ ࣁݞ ࣁݞ ࣁݞ ޴द  తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ lo x o o x x x 
ఎం޶కం݄  ࣃब నం  0 ړߖ܉ߖ మڜ ࠾ࡍతफ ࣃब నం ڒ ࣁݞబܽद ࡮ݥद  అ޴ߝ  ࣊ంऴటࡽ ࠪङ ڵ णࠪ కएࡅ   తफ x x x s 1 s 2ڜ 
बࣃ  నం ࡅకए ࡍఆڝ  नڕ ࣁݞ ݋ߝ సࠪనం  ఈ మ࠾ࡍ మధङ  అࡓ  ޴ߝంࡌ߄࡮࠮ ݡల ߘంݟ ऴࣅए  రం x d s one޷ ڕ ߤ
మڒ  ࠾ࡍబܽद ఇߩओ भ޳۫ ߖసࠪనం అ ړ ݞޙ ޠߦ ړ ܘऴ߸ం ࡽమనం ࣊ంऴట ݡ ం, షరޔ ఇ޴ పऱ࣒  ఇ޴ ఈ పऱ࣒ s 2 ړ  0
సࠪనం  ఇ޴ ఇకए డ ߰డ࢓ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ߘߝ ఈ ߖ ࣁݞ మࡖక ࢙ߖ ࣁݞ ޳ࡶ ڕߩ ఈ ࢙ڕߩ s 2 o s 1 o 
s 2 o s 1 o s 2 o s 1 o s 1 s s 1 ࣁݞ  ߘऴ࢐యగల ߖ ߤషࡔఈ ࣊ప ࣁݞ న࣒࠳ ࣁݞ ࣁݞ న࣒࠳ ࣁݞ ߖڜࣆޓ

తపओ  ޴బܽद అڒ సࠪనం ړ ࣁݞ న࣒࠳ ࣁݞ  మࡖకܽ ࠳  ࣁݞ  ޶ڒన࣒  ڴ ߖߖ޵ ߘߝ s s 2 s s 2 o r 2 r 2 r 1 q 1
ऒߕफࣆۨࣇ మధङ ܽ࢒ ڴ࢑భజన పరం న࣒࠳ బܽदڒ . సࠪనం ړన࣒ 2࠳ ࠾ࡍమ ߘ  ఉనऒ  q 2 q 1 q r 2 r 1ݞޙ ޠߦ 
మనࣆࡱޘ ڕ   ఇకए డ ఇ޴ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ అ޳ ࣁݞ ޴छ ఇకए ࣁݞ ࡌ డ ࡅ ࣁݞకए बࣃ  నం ڒబܽद ࡓంݡd dx x d o r 
r x d d q 1 q 2 q 1 q q 1 q 2 l ڴ  ޜ  ࡵన࣒ వ࠳ న࣒ ఈ࠳ న࣒࠳ ڴ࢑ధం ޻అ ࠑ ࣁݞ న࣒ ఒకܽ࠳ d
࢑భ܊ంచబݟన ఆࠆ ࣊ ఈ ࠙గ వङ ݟంߘ  జంࠜޒకం݄ ఈ ऴ޶ఎం ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ݋ ङޑ సం ߘంݟ ఈ ࠙గ వङ ङޑ సం 
ओߩఇ ࠭࠲ ݟంߘ ऒߕफࣆށగ ݟంߘ జంࠜޒఈ ऴ ݡ ࠭ మ࠾ࡍ అߘ ޴ంړ ݟ సࠪనంڴ ఉంܿం޴,  దయࣄۯ ఇ޴ l d
ఇకए డ ۫డం޳ .ݟछ छ޳ బܽदڒ రణం߄ࣃ బܽदڒ ࣁݞ ࡌ छ޳ ࣁݞ ࡌ छ޳ ࣁݞ ࡌ छ޳ ࣁݞ ࡌ  d x d d x l lx dx d ࡌ
ఈ ࠻ంܼޓ ࡽڵ ఈ ࠻ం࠻ ܼޓ  ࡽڵం޳ ܼޓ ߤܼ ܼޓ ߤܼ ܼޓ ࡽڵछ ఇకए .޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ࣁݞ ࡌ డ d x 
నऒۨ ࡮ۧ నऒۨ ࡮ۧ दࠆࢳ ܘకం݄ ऴ߸ం޶ఎం ޴ వంద ࣊ంܾࠬటర ޴ఇ ,޴ ऱ ఒక ࠬటࡏ మ࠾ࡍ ऴ߸ߤ ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴

ऒߖڜ ऱࠬࡰࠫ  టࡏऱ ࠪऴత࠲ కߕޔࡱ޶ऒ నऒۨ ࡮ۧ ࠑ ࣁݞ ޴క ఇߘక ޳ࡶ ࠼ ण܉బܽद మనం ఉڒ ޴  ges x d  ߩం࠼
 x d l ߘߝ బܽदڒ ࣁݞ ܼޓ ߤܼ ࡽఎ ࠑ ࠾ࡍమ ܼޓ ߤܼ ࠑ ࣁݞ కం݄޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ޴ఇ ߕ࠼యక߱ۯ
ఇకए డ ఉߕऒ ఇకए ߘ డ ࣁݞ ܼޓ ۫పబݟం޴ ఈ ࠻ంࣁݞ ܼޓ ߤܼ ࡽڵ మ࠾ࡍ అ࢑ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ܼܼޓ ߤ
వङ ఇ࢑   ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࣁݞ ܼޓ ܼޓ సࠪనం అం݄ ڕ ࣁݞ ܼޓ సࠪనం ڕܼޓ అర ߖఅ ࡱހڝ కࡔޒ बం ࣁݞ s o  
ఇకए ޴ߝఅ ࣁݞ డ అࠉ ߝంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞనऒ  సరళ ࡔఖ  ڒబܽद మనࣁݞ ڕ ఉం޳ ߖ޵ ޴छ  m x d ࡌ
࣊ ࠆఆ ޴ఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࣊ ࠆన ఆݟంచబڵ࠙ ޜ ݋ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ޴ߝఅ ࣁݞ ࣁݞ బܽदڒ  సࠪనం ړ ݋  l s o m 
సరళ ࡔఖ ఇߩओ भ޳۫ दࠆࢳ ܘऴ߸ం ݡ ం  ఇߩओ ओߩమనం ఇ ݡ ओߩఇ ߖ दࠆࢳ ܘऴ߸ం ݡ ࣊ ࠆఆ ݡ ङ܉ న࠼అ ݋  ڴపరం ޒࠫ
फࣃ۫ ࠭, ఇంత࠭ڕంࠆࢳ ܘ߿  ޶द ࡮ݥद ओߩఇ ,࠭ࢡ۫ ߖ दࠆࢳ ܘऴ߸ం ࡹܼࠊ ߯  ࠑ ࠀ  సం 2ڝ दࠆࢳ ܘమనం ऴ߸ం ݡ
ఎڡझ  ऴ߭షߘ ߤ ߰ందడం ۫ࣃफ ࠭. ఆࠆ ࣊ भ޳۫ ߖఅ ࡮అ ࠱క ఆߘక ڴపరం ݋ ం  ࠮లం ఆࠆ ࣊    दࠆࢳ ܘఇ ऴ߸ం ڴరణంڒ ݋
ఇకए డ ࡛࣎झ  ఆࠆ ࣊ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ ࡽఎ ڴ ݋  అ࠳ ࣁݞ ޴ߝన࣒  అ޴ߝ అసࣃ ࡱब నం, ఇ޴ అం۪ x x 0 0
ओߩఇ ࠭࠲ ࠾ࡍद మࠆࢳ छ޳  .ంۧ࠭ߧ۫ ߖసࠪనం అ ړ ࠑ ࣁݞ ݦ द࡮ݥ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡌ द࡮ݥ ࣁݞ   x d l l xx x
అం۪ ࠆࢳद ࡮ݥद  ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ࡮ݥद  అړ ړࡹ ࠑ ޴ߝ సࠪనం , ఇతర ࠪటలࡹ ఆࠆ ࣊ ఇవछ ݋ బ࠮ ޙݟలం x x d l l s 
ఆࠆ ࣊ ఇۨऐ ڕࠬ ߖందݟయబۯ ݋ నటऱޙ࠼  ఒక ࡍߖ भషद ࠴తफం మ࠾ࡍ సంబం߅త ࢑భజనࡱ మ࠾ࡍ ఇవछ బݞन  d l ,࠼
అߩओ రߖ द ఏࠫ݇ࠆࢳ ߤ߸ ࡏࠬ ݡ प࠼ంచవ۪ऐ ࣊ ࠆలం ఆ࠮ ޴బܽद ఇڒ  ఏరओ ڴరణంڒ లం࠮ న࠼అ ݋ ओࡏࠪ అం۪ ݦ  
అߖڜ ߖऒ  సంఖङ లߘ ఉ޳హరణ߄ࣃ ߖڕࣆޓ ڴరణంڴ అం݄ 100 ࣊ంܾࠬటࡏऱ ఉండవ۪ऐ నऒڕࣆޓ ߘߝ  .  10 20 d 
࣊ంܾࠬటࡏऱ   ࠫࠬ ఆࠆ ࣊ సࠪనం, ఇకए ړ ంܾࠬట࡛࣊  ړ ݋ డ  ࠫࠬ ఆࠆ ࣊ 1 ڴలంబం ޴బܽद ఇڒ  ޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ݋ 10 1
ఉం࣊ࠑ ݦక द࡛   ࠫࠬ ఆࠆ ࣊ द࡮ݥ ݋ द ఇకएࠆࢳ  డ  ࠫࠬ ࣆޓ ࡍ޳ ړ ړ ړफం޴. అం݄  ࠫࠬ 1 ߩ޳޳ xa 10 100 10 1 10 1 
࣊ంܾࠬట࡛ ߄ࣃరణ ఐࡍࠪ ߖݠऐ ం߄࡮࠮  ޴రం సڴࡍठ ऒߖڴࡆऴప ࡏࠬ ޙ࠼నటऱڒ రణం߄ࣃ   ࣊టࣆۯ ߵफం݄ ࣋ऒ హం 
ఎ࡮ జޔڷࡏం޾ ۫డړߖݞ     మ࠾ࡍ ఇకए డ లంబంڴ ఉనऒ छ޴  ࠙గం߯ ۨనऒ ओࡏࠪ   ఉం݄, అߩओ  అం۪ ఈ ࡽంऴట࣊ ݡ
࣊ ࠆలం ఆ࠮ ,ࡱ޶ऱ బࢇࢗ ڕߩ࢙ లం ఈ࠮  .޴ంޔࡏࠪ ڕߩ࢙ ऐࡍࠪ ڕߩ࢙ ఈ ߘ ݋ నటऱޙ࠼, మనڕ ఇకए డ ఓ ࣁݞ 
వۯऐ ఇకए ܘऴ߸ం ࡽఅం݄ ࣊ంऴట ,޴ డ  ݞږ అ޻ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद ڕࠬ ߘߝ అࣃߧ۫ ޻फ ݞږ ޴ఉం݄ అ ڵ࡯క ߘߝ  ߘ
జޔڷࡏంڒ  ޴బܽद ఈ  ࠮లం࠮ ࡹలం ఇకए డ ఉం޴, అޙ࠼   మ࠾ࡍ  మ࠾ࡍ  మధङ  ఆࠆ ࣊ s 1 ,޴ఉం ݋ s 2 s1 s2
అం݄ లంబ ޴छ ࣊క द࡛  ఇకए డ ఉం޴ ఇߩओ రऐࠪ ڕߩ࢙ ఈ ڴभ޴ڜ ޴ఇ ݡ బݟం޴  అߩओ  s1 ݋ంߧత ऴ߅సంబం ڕమన ݞږ ݡ
ओߩకం݄ ఇ޶ఎం ޴द ఉంܿంࠆࢳ బܽद ఇకएڒ ఒకܽ ݟంߘ ࠾ࡍమ ړߖ޵ ݡ డ ࡓంࡱ ݡ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡱ ݡ s s s 
छࡔ࢘ ݡంࡓ లం మధङ࠮ ڴణంڷߘతద ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴࡏ द࡮ݥ  కएࡅ ࠀ   దశ ࠪࡏओ  ఉంܿం޴.  ఇకए డߝڕࡏۯ ڕ 
࢘࢟ ऴఫంࡔ࢘ ݋ సమయంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇకए द࡮ݥ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړݟ కएࡅ ࠀ   ऴߦరంభ దశ ࠆࢳद ఉం޴
మ࠾ࡍ తదڷߘణంڴ మనం  ఇకए డ ࡹ ߤࡷ ࡔۯ ఉంݦ అం۪ߖ ఇకए డ ࠪࡌऐ ࠭. ఈ ఎపరऐ  ,ޙ࠼నటऱࡍࠪ ړ޴ంړऴ ࡏ
అం۪ ڜతफ ࣃब రऐࠪ ړ ࣁݞ ړߖߕ బޔݡం޴, అߩओ ओࡏࠪ అం۪ ݡ  ఇకए డ జޔڷࡏం޴, ఈ రక࠳న ࠪࡏओ రजߦ ߘ छ  द oࠆࢳ 
అంܼࡏ, ఎం޶కం݄ అకए డ ఉనऒ  అమࡍక ࠮లం޳ࡶ ࡹ ఆࠆ ࣊ ఎపరऐ ࡽࣟ ࡽࠋడ  . ޴ఉంܿం ࡹ ݋ ओߩఅ ࡹ ࡛  ݡ
మనڕ ࣊ంऴటࡽ ࠪङ ڵ णࠪ రजߦ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ޴द ఉంܿంࠆࢳ త߅సంబం ࡹ छ బܽद ఇకएڒ ࡏद అంܼࠆࢳ  డ మనం ऴ߸ంࠆࢳ ܘद 
వछߖࡌ ڵࡍޒ ߘߝ ,޴ంޔڷࡏజ ݞږ ంݟ , ఎపరऐ ࣊ ࠆఆ ࣁݞ ݋ऱ߮ ࡏ  ఈ qq  . ޴ంޔڷࡏజ ݞږ दࠆࢳ అం۪ ,ޙݟయబۯ ݋
࣊ ࠆంۨ ఆ߅సంబం ړ ߤࡷ  ంۨࡍڷ ߖ޵ ߘߝ ڕ޶ఎం ࡏद అంܼࠆࢳ ࡽటరࡶ ߖ दࠆࢳ ܘన ऴ߸ం࠳ంۨ ఈ రక߅సంబం ړ ݋
చࡍऐ ऒߕफࣆ అం݄ తछ ߘ రࡹ మࡗ రక࠳న ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ߖ޳ ऴ߸ంࣃ۫ ߖ ࠆࢳ ܘफ ࠭  ఎం޶కం݄ ࠈహङ  ߮ऱڒ ݋రణం࡮ݥ ڴद  t 
भ޳ۯ చయంࡍప ߖࠀ ం, ఉ޳హరణڕ మనం ఒక ࠪర ठంڴ ࡹऱ࣒ ߮ऱߘ ݋ ऴప࢘శ߭ޙݟ,  అం۪ ࠆࢳद ఉంܿందߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ 
ओࡏࠪ బܽद ఈ అం۪ڒ ࣊ ࠆవలం ఆښ  ࣊ ࠆఆ ࡹయడంۯ చయంࡍప ߘల࠻࢑ష ఇతర ߕ޼ఏ .޶ڒ ڴరణంڒ ݋ द࡮ݥ ݋  ࠀ 
కएࡅ ओࡏࠪ న దశ࠳बరࣄ  రजߦ ڴరణంڒ ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ చయంࡍప ߘ छ బܽदڒ  ,޴द ఉంࠆࢳ అం۪ ݦవబࡱߧ ߖद అࠆࢳ 
ऱపڕ ߖ࢐ܽ నࣄ۫ ߘߝ फంۮ ڴపओ వछߖ ంڒ  ݟబܽद ऴ߸ంࠆࢳ ܘद సమసङ లߘ సంऴగࣕంచడం వలऱ ऴ߸ంࠆࢳ ܘद ࡮ݥद   న x࠳बరࣄ  
దశ వङ ङޑ సం ڒరణం࡮ݥ ڴद న దశ వङ࠳बరࣄ ࠀ  ङޑ సం ఉం݄, ࣄ ߘߝबరంڴ ఎంڕ޶ ప दܿబߕޔݡऒ  దశల ޴ࡍప޶త ߘ
వङ ङޑ సం ڒలऴకޔࡏࠪ ހ࠲నऒ ओߩ द࡮ݥ బܽदڒ ߘంܼڕࣆޓ ߘߝ ݡ द࡮ݥ ࢑࢑ధ న దశ࠳बరࣄ సࣔ ޜࠀ  మధङ  ࠀ  ऒߕࣆ   
వ۪ऐڒ   అంతࡌయం కڵ࡯ంۯ తరంࡱڴ అߩओ द࡮ݥ  ݡ ऒߕࣆ ࠀ  ఉనऒ ڴबరంࣄ ޳ࡶ  ओߩ కङܔ నڵంచదߖన గమ࠳बరࣄ ݡ ం 
అం۪ࡱ ఉండవ۪ऐ  దశ వङ ङޑ సం 0 అం݄ అంతࡌయం కڵ࡯ంۯ తరంࡱڴ దశࡹ ఉߕऒ దశ వङ ࠾ࡍమ ࠼ ङޑ సం rn pi
అޙ࠼ మనం ߖߖ޳ దశ ߘంݟ బయటࣃࡱߧ  ڕफ द࡮ݥ న࠳बరࣄ ࡹ࢐ܽ ,࠭ ఉనऒ ࠀ   తరంڴలߘ ߰ంڛ޴న తరంࡱڴ అߖ 
ఇకए ߘߝ డ ۫ߧంۧڒ ߘబܽद ߘߝ ఇకए డ ࡮ݥद  phi ڴషदంࡍదܽ తరంగం గ࠴ సࠪనం, అం݄ ړ0  ߘంۧߧ۫ ߘ
ఉనऒ ओߩ दࢲࡍబܽद గڒ సమయం ޳ࡶ ࠀ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴషदంࡍగ ݞږ ండవ తరంగంࡓ ݡ  ڴసࠪనం ޜ ࣒ࠪߖࠫ ࡱ
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ఉంܼ࠼, అం݄ ऴ࣒ڙद ࡱ మ࠾ࡍ ऴటࡱ ࠆ ఏ ࣄबߕߞࡹޒ ఒښ సమయంࡹ వࣃफ द࡮ݥ   .࠼ వङ ࠀ  ङޑ సం ړ సࠪనం, ఇ޴ pi
ओߩఅ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  కएࡅ ఒక తరంగం ڕమన ݡ కएࡅ క తరంగంࡖమ ࡹఖరం ఆ సమయంࢢ   pi, 
పతړߖߕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴, ఆ సమయంߦ ߘߝ ࡹऱ ࢑ధङ࢙ న దశࣄۯ ݋ ం ࡅకए  దశ ࢙࢑ధङ ం సమయంࡓ ܿߦ ޜంݡ 
తరంڒ ࡱڴబܽद ఏ సమయంߕߞࡹ  ఒక తరంగ ࢢఖరం మࡖక ߖ޳ ऴޜށ޾ సࠪనంڴ ఉం݄, ߖ޳ అర बం ࡓంݡ దశࡓ ࡱంݡ 
తరంࡱڴ దశ޷ ڕరంڴ ఉߕऒ యߖ మߖ ࠾ࡍకర ࢐ङ ߧ फߖ మనం మࡖక అ߄ङ యంࡹ ఇ޴వర࠭ࣃ۫ ښ తరంڴల t 
కएࡅ ߰ ప࡛ࣇ  ࢐ङ కరߖ ߤష܊ ߧ फ అߕࣆ ޴ߝऒ ࢐ङ ݦఉం ڴ ߧ फ ࡅకए ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓తफం అ࠴  డ ࣄबర࠳న ࠆࢳ ܘ߿द 
द࡮ݥ అర ߖद అࠆࢳ ܘ߿ న࠳बరࣄ ࡱڴఉం݄, అం݄ తరం ࠀ  बం, ఈ ݡ࠮ సందࡌग द࡮ݥ ࡱ ఉనऒ ࠀ  ओߩ  నڛ޴ం߰ ݡ
తరంړߖڴ అڷߘణంڴ ఉంܼࣄ ࠼बరంڴ మనం గమߖంచదڵన ܔకङ ం అం۪లߘ ۫డగ࠭ޑڷࡱ   , ఇ࠴ ޴దܽ 
ఉనऒ ڕమన ޴ఇ ,݋ం࠼ߦ ఇకए ݋ం࠼ߦ ండవࡓ  డ ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంܘ మ࠾ࡍ అߖऒ  ఇతర అం۪޳۫ ߖߖ޵ ࡱभ ం మ࠾ࡍ 
అߖऒ  ఇతర అం۪ࡱ ఒక ࠴తफంࡹ ࠪర࡮ݥ  ࠼ޑद  ఇ࡮ݥ ޴द  x ߕ࠮అం۪ న ߗڒ ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړࠀ 
మ࠾ࡍ అం۪ ࢗడࡱओ  ࠪర࡮ݥ ޶द द࡮ݥ ఈ ࠭࠲   అ࡮ݥ ޴ߝद  అం۪ x x ߗڒ ,޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړࠀ 
ओࡱడࢗ  అڼ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం۪ నߕ࠮ ఇߩओ ڔߦవలऱ ऴ޶అం  ޴ఉంܿం ڼ࡮అ ݡ द࣒ ओࡏࠪ అం۪ ࡹ   ࡮ఎ ߘ
ऴపశऒ ߝఅ ࡯ల࢐ڜ  ఉం޴,   ऴపޙङ द࡮ݥ ంۨړ ఉనऒ ڴࡱ߯ ݡంࡓ ऱࡏࣃ కߝఅ ࠀ  ओߩ  i ߘߕ࠮మనం అం۪ న ࡹఆచరణ ݡ
వࣃ۫ ࡵफ ࠭  అంత࠭ڕంߧ۫ ޶న޴, ऴపڒశవంత࠳న మڥࡔ ࡏ޶࠭ ࠾ࡍయ అం۪ࡱ  పࠫࡍత దశ వङ ङޑ సం ࡮ݥद ࠀ 
రऐࠪ ࡱఅం۪ ڴరణంڒ బݞन  दࠆࢳ ܘ߿ ࠾ࡍమ ޴फంࣆߧߖక ࡮ښఒ ޴కం݄ అ޶ఎం ࡯ల࢐ڜ ࡮ఎ ߖ दࠆࢳ అం۪ ޙ࠼అ , ࠼
द࡮ݥ द࡮ݥ ߯ ࠀ  ओߩۮ ߖఅ ߯ ޴ࠫߖఎ ޙ࠼అ ࠀ  రऐࠪ ࡱఅం۪ ڷࡱߕ .ం޳ంڕ బడڒ ࠼ޑబܽद ࣊ంऴటࡽ అం۪ ఎకए డ 
ఉం࡯ޘ ڕࠪ ޾యڒ ޶బܽद ࣊ంऴటࡽ అం۪ ࡅకए बࣃ  ऒߖߕ  ఎࡍڷ ࡮ फంۧ࡯ ఎం޶కం݄ అవߗऒ  ఒ࡮ښ కࣃߧߖफ  ࠼
ఎం޶కం݄ అߖऒ  అం۪ࡱ ఒ࡮ښ కࣃߧߖफ छ޳ అం۪ల ڷࡱߕ ठڴࡍస ࡱఅం۪ ࠾ࡍమ ࠼ రऐࠪ ࡌ బݞन ߕ࠮అం݄ న ࠼
 ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంߘ ܘ ఎࡍڷ ࡮ फంۧࡹ మࢁऱ అ޻ కࣆߧߖफం޴,  ఇకए డ సࠪ߄నం ࢙ڒܔ ݋ࡷ ݋ङ ऒߖ  ఉపڵࡆంచడం అ޴ߝ  
తछ ߖߖ޵ ࠭࠲ రࡹ చࡍऐ फࣃ ࠭, అޙ࠼ మనం ࢙ڒܔ ݋ࡷ ݋ङ ऴపశऒ ࡍప޶త ߘߝ ޶ऱ ࠭ంࢇࢗ ړߖ  ڕ
ऒߕంܿڕߘ࢐లࡌ द࡮ݥ ,ߘ దృۨऑ࠻ ࠀ  కంޙࡍࠪ ڴ ఏࠫܽ  సమయం ࡮ݥद దృۨऑ࠻ ࠀ  కంޕࡏࠪ ڴ ఉం݄ అ޴ 
సమయంޕࡏࠪ ޜ ఉంܿం޴ అం݄ ࡮ݥद కएࡅ సమయం ޴ߝఅ ࠀ  ఇపओ ߘߝ ߖఅ ߅࢑  ܽవరࣄ ڕबర࠳న ࡮ݥद  ߖࠀ 
࠙࢑ంۧߗڒ ߘ ఇߩओ కएࡅ సమయం ߕߞࡹఒక  ఏ సమయం ޴అ ݡ  పࡏޓߖ  మ࡮ݥ ࠾ࡍद  ڴణంڷߘ࡮ڒ ࠀ 
నऒޔࡏࠪ ओߩ ఉనऒ ࡱޔबࣄࡍంܽ ప࡮అ ڕమన ݡ ओߩ సछ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ  ݡ తంऴత ࡱ࡮࠮ అ޳ࡶ ޙ࠼ 
࢑సफࡍంۨన ࠮లం ߘంݟ ఉదग ࢑ంۨనటऱߖߖ޵ ࠭࠲ ޙ࠼ ఒక ࠫߖషంࡹ చࡍऐ फࣃ ࠭. సమయం࠻ ܿߦ ޜదృۨऑ కంڴ 
एڕం ఎۮంڜ ంۨࡍڷ ߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ వڴ చࡍऐ फࣃ  ڕబయట ࡱڴతరం ࠾ࡍమ ࡱࡏవన ޒంڒ బܽदڒ ߘ
ऒߖݞవࡌ भ޳۫  ం, ڒబܽद ڒ  ڕߕం࠮ ޒలం ఉం݄ ఇకए డ ఒక ڒం࠮ ޒలం ఉం޴, ఇకए డ ఒక బࡽख   ఉందۮ ߖపओ వछߖ ంݟ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ బయటڕ వ फ࣎ ంڒ ޴ంړ࢑ ޒరణం ఏࡍߖ ߕ޼ भషद ޴శڒ ࡹంޒ ऴపށ࠻ంۯ తరంڴలߘ కڵ࡯ ఉంܿందߖ మనڕ 
ङ޶࢑ , ޶ڒ ࡽడ࠼࣎ߙ࣌ ڕవర ࡍవۨ ݟంߘ ࡍవۨ ࡱڴఈ తరం ޙ࠼అ   ,ࣆࡱޘ దయࣃए ంత తరంగం అంޒమంڴ 
ఉతओ ޒంڒ ޴కం݄ ఇ޶ఎం  ޶ڒ ࡽడ࠼࣎ߙ࣌ కएࡅ फޒ  యంऴޑంగం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴.  ఒక ࣎ݟయం ޵పం ఇ޴ 
ङ࡮ యంݟ࣎ ࠗ అߖ అڕߘం޳ం ޵ ߕపం అకए డ ࣎ݟయం పరࠪࡱ࢓ރ ఉޙफ܊తమڒ ࠼ޑ࢓బܽद ݟ࣎ ߘߝయం ࡅకए  
ऴۀంࣄ ݭबߖޒ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒకܽ ऴۀంݭ ࣋द݋ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఇ޴ ఇ  శړ फ అࣾం ڒబܽद ߘߝ 
ऱߦ ߖޒबࣄ ࠫࠝ ऒߕफࣆۯ ݋ ఇకए ࡱ࢓ރయం పరࠪݟ࣎ ޒबࣄ త܊फޙఉ ࠾ࡍమ ߘ డ ޶࢑ङ ఉతझ ޠ ర ठ ޳छ ࠼ޑ࢓తమ܊फޙఉ ࡌ
మ࠾ࡍ ఉޙफ܊త द࣎ फࣃవ ړ޴ంړऴ ࡱ࢓ރయం అࡍ एڕత ࠳త܊फޙఉ అం݄ అ࢑ ࠼ వ శړ फ ࣃब फࣃవ ړ࠼ ఇకए ࠾ࡍమ ࠼ డ శړ फ 
వङ ङޑ సం ఇవछ బݟం޴ ఒక ޳ࡶ ߤܼࠂ శړ फ ࡅకए  శړ फ ߦङ ړశ ޴ఇ  ,ڴ ݋ڙ फ వङ ङޑ సࠪనం, ఇకए ړߖࣃ డ శړ फ ࡓంݡ h nu e 
మࡓ ࠾ࡍండవ ࠴దܽ ࣃब ړశ ࠼ फ ఒకܽ అߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼, అࡓ ޴ߝం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࠭࠲  ఇ࠭࠲ ޴ e h nu e e 
ఇపओ అధङ ښܽ యనం ڒ ࠭ࣃۯబܽद శړ फ ఇߩओ ङߦ ߤܼࠂ ݡ ఇవछ ڴటऱ పరంڙ బޔݡం޴,   ఎం޶కం݄ ఇ࢑ అనంతంڴ 
࢑సफࡍంచబడ޶ࡶ ఎం޶కం݄ అనంతంڵݟ߰ ڴంచబݟన޴ అం݄ ఇ޴ అనంత࠳న శړ फߖ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
ఇݡ࢑ ࢑దలࡃङ  పࠫࡍత తరంగ ࢂࡕऱ ڒబܽद మనߖ ڕరంతరం ఉޙफ܊తం జޕڷࡏ ఉంܿంݟ࣎- .޴యం ࡮ङ  ݟంߘ ࠗ
ठ޳ల ఉ ߤܼࠂ ݦవࡱࢗ త వङࠫࡍప ऱ, ఇ࢑ࢂࡕ ࢟࢘ ఇ࢑  ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ తం܊फޙఉ ߘలࡌ వ߅ వరڕ ऴపࣃށ࠻फ  అం݄ ,࠼
ళࡕ ࢟࢘ కߝఅ ߘߝ బܽदڒ ऱࢂࡕ ࢟࢘  ం݄ڕࣆޓ ࡌࢗ࣊ ߘߝ ऱߦ ߘऱ వछߖయۯ ݋ ంڒ ,ݟబܽद ఒక ࢘࢟ ࡱࡕ ఇ޴ మ࠾ࡍ మࡖక l 
छࡔ࢘ అ࢑ ࡱࡕ ࢟࢘ ऱࡹ࠻సమ ࡏ ङࡃదలݡ࢑   అߖ ࡱ࢓ރరంతరం ఉޙफ܊త పరࠪݟ ࡱ࢓ރ-ఎڛझ  బܽदڒ ࠼ޑ࢓అ ݭ݃
అࡔ࢘ ࢑छ ऱࡹ࠻సమ ࡏ छࡔ࢘ ࡱڴతరం  ߤ࣌ అం݄ ࠼ޑ࢓దలݡ࢑ రంతరంߖ  ऱࡹ࠻సమ ࡏ  ఉదग ࢑ంۧ࠼,  అޙ࠼ 
అవߗऒ  ఒښ తరంగ޼ర डङ ం కڵ࡯ ఉంܼ࠼, అޙ࠼ అࡔ࢘ ࢑छ ऱࡹ࠻సమ ࡏ छࡔ࢘ फ  ఇ࢑࣋۫ ߘߝ బܽदڒ   ,࠼ޑ࢓దలݡ࢑   ࡏ
తరంࡱڴ, ఇڕ ߤܼࠂ ࢑ అڷߘణంڴ వङ ړ फగత తరంڴలߘ ऴపࣃށ࠻फ ऒߗబܽद అవڒ ࠼  ఒښ తరంగ޼ర डङ ం ࡮ంࠈन  కڵ࡯ 
ఉంܼ࠼ అ࡮ ޻ంࠈन  అޙ࠼ అߖ ࢑రంతࡌయంڴ ఉߕऒ  ࡱڴతరం ݡంࡓ ߕ޼फ ఏ࣋۫ ߘలڴతరం ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ࠼
ठࡌࠪ ݡంࡓ ऒߕఉ ࡱ యۮ  ߖపओ వछߖ ంڒ ,ݟబܽद ఈ ڒలంࡓ ࡹంݡ తరంڴలߘ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఈ ࡓంݡ తరంڴలߘ 
ప޳࡯ࢣࡍभ ం,    ࢐ܽ మధङ న దశ వङ࠳बరࣄ  ङޑ సం ఉందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ ࢐త ఇకएࡏంత సమయం తڜ  . డ మࡖక ࢘࢟ ఉం޴, 
పङߦసమయ ऴ ޴బܽद ఇڒ ޶ࡶ ఎܿవంܽ దశ సంబంధం ޜߖ޵ త ڒబܽद మనం ࣃ۫ ߖߖ޳फ ࡍߖ  ࠭ भషद సమయ వङ వࡹ߅ 
న దశ వङ࠳बరࣄ  ङޑ సం ఉంܿంߘߝ ߗڒ ,޴ ఇకए డ సమߖ࠻ऒ  ۫࣋फ ఈ ࡓంݡ తరంڴల మధङ  దశ వङ ङޑ సం ఈ ࡓంݡ 
తరంڴల మధङ  దశ వङ ङޑ సం ߘంࠚ ݟనऒ ంڴ ఉంܿం޴, ఇ࠮ ޴లం ߘంݟ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇߘ ޴ంݟ వࣆफం޴  
ओߦۮ ࡹటࠪ ࡗమ ,  ޶ࡶ ޵వలऱ దశల ࠡదం ఏ޶అం ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡱ࡮࠮ లం݄, ࡮ݥद కएࡅ సమయం ޴ߝఅ ࠀ  ڴ߅࢑ 
ओߩఇ ࠾ࡍమ  ޴ంޔࡏࠪ కएࡅ ߖ޵ ݡ ऒߖޑऴۨڣࡔ   ۫పంݟ,  ఇߩओ ऒߖڴࡆऴప ݋ऱࣄ ࡽࠋల డڕవ࠾ ݡ भ޳۫  ం.  అ޻ 
ङ࡮ యంݟ࣎ ంߵ ఇకए డ ࡃݟࡔషݡ࢑ ߘ ߤదల ۯ फ࣎ ం޴  మ࠾ࡍ ఇకए డ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ డࣄ ࡽࠋऱ݋ s one 
మߕޔߩ۫ ߖ2 ࠾ࡍऒ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ޴లం ఇ࠮ ంۨనڵݟ߰ ޴ఇ ߘ  ంۨన sڵݟ߰ లం࠮ ంۨనڵݟ߰ ޴ఇ ޶ڒ 
ऒߕఉ ࡱ ݋బܽद  ࢘࢟ ऴఫంڒ లం࠮ అకए ,࠼ డ ࢘࢟   ऴఫం݋ లڕ ఎܿవంܽ సహసంబంధం ޶ࡶ    మ࠾ࡍ  ఇ޴ s 2 s 1 
మ࠾ࡍ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ , ࢘࢟ ऴఫం݋ అ޻ సమయంࡹ మڕࡏۯ ړ2 ࠾ࡍంܿందࡏࣃ࡮ۧ ࠭࠲ ߖऱ s 2 s 1 s 
एړߟ ओߦۮ ࠭, అޙ࠼ ఇ࠼ߦ ޴ం࠮ ݋లం ߗڒ ޶ڒ సంఖङ ఉనऒ ڵ࡯క ߘ లం ఉం݄ సछ࠮ ంۨనڵݟ߰  తంऴతంڴ 
ऴపసࡍం࠼ߦ ۯంࡱࡌ߄࡮࠮ ݋   ఆ߯ ఇకए డ ऴప࢘ࢢంۯ తరంړߖڴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ऴప࢘ࢢంۯ తరంړߖڴ దశ సంబంధం 
द࡮ݥ అం݄ ޴ంޔࡏࠪ ޜసమయం ޴ఇ ,޶ࡶ बర దశ సంబంధంࣄ ޶ࡶ ओߩనݟంచబڵݟ߰ లం࠮ ޴ߝఅ ࠀ   సమయం ݡ
కएࡅ కएࡅ ۃయం  .߅࢑   ऴపࡆగంࡹ మనం ఏࠫ ࠭ࣃۯ అం݄ మన࠼ߦ ڕం݋ ࡛࣎झ  ఉం޴ ఇకए డ ࠴దܽ ఎపరऐ  ࡏ
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ఉం޴, ఇ޴ ఇకए డ ఉనऒ ऐۯఇ ߘలڴర తరంڒࡿڿ  झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ  ఇకए ࠭࠲ ࠾ࡍమ  ޴फంࣆۯߖప ڴ  డ ࡓంݡ ఎపరऐ ࡛ లޜ 
డࡓ ޜ ࡽࣟ ࡽࠋండవ ఎపరऐ ఇకए ݋ऱࣄ ࡽࠋడ ޳ࡶ  .ఉంۧ࠭ ߘࡏ డ ఉంړߖ޳ ,޴ ࠭ం࠼ߦ ޶ం݋ ࡛࣎झ  ښఒ ڴ࡮ 
రంऴధం ఉంߖ޵ ࠭࠲ ,޴ ࠭ంڵݟ߰ ڴࡏߝ ޶ంۨన ߖ࡮࠮ऒ  ఉంచࡓ ࡏࠬ ޳ࡶ  ޶ࡶంݡ ࣊కߘऱ ఒకܽ మࡓ  ࠾ࡍంݡ 
ऒߕఉ ࡱ߄రంऴ ݡంࡓ खࡱఒక బ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ ఇకए ޴ఇ ,࠭ޑఉం۪ ߘ డ ڒంߖޒ ఇۯऐ  బࡱख ޶ం࠭ ߖ޵ ࠾ࡍమ ߘ
మࡖక బࡱख ఇకए ߘ డ ۫ڒ  ߘޑߩబܽद ఇ޴ ఇࣆफߕऒ సछ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ࠭ తంऴత ࢑ ޳ࡶ  ࡱ࡮࠮సफࡍంۨన ࠮లం 
ఉం݄ ऴపࡆజనం ఏࠫܽ  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఉదग ࢑ంచబݞन ఉతओ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠼ నऒ ओߩఅ న࢑࠳  s s s s ݡ
द࡮ݥ छࡔ࢘ ࠀ  ऱࡹ࠻సమ ࡏ  సమయంޕࡏࠪ ޜ ఉంܿం࡮ݥ ޴द కం݄ ఇకए޶ఎం ޴ంޔࡏࠪ ࠀ  డ ߘంݟ  ऴపసࡍంڒ ۯంړޒ
మࡖకܽ ऴపసࡍంڒ ۯంړޒ దశ సంబంధం ߄࡮࠮ ޶ࡶరం ࢑సफࡍంۨన ࠮లం ఉనऒ టऱޙ࠼ ఇ࢑ సछ తంऴత ڴࡱ࡮࠮ 
ఉంܼ࠮ ,࠼లం࢑࢑ ߖࡹధ ࠙ࡱڴ సछ తంऴతంڒ ڴంߖޒ ఇࣃफ  దశ ࠾ࡍమ ޶ࡶ వలऱ దశల సంబంధం޶అం ࠾ࡍమ ࠼
సమయంޔࡏࠪ ޜంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ߮ࡖए నऒ సछ ݡంࡓ ޙ࠼అ ࠾ࡍమ 1 ޴ తంऴత ڵݟ߰ ޳ࡶ ࡱ࡮࠮ంۨన s 2 
ఉదग ݟంߘ లం࠮ ࢑ంۧ࠼, అߩओ द࡮ݥ ݡ द࡮ݥ ޴ߝఅ ࠀ  కएࡅ ࠀ  కएࡅ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ߅࢑  द࡮ݥ   t ڴసࠪనం ړࠀ 
ఉంܿం޴,  ఇ޴ సమయం ࡅకए కం݄ మధङ޶ఎం ߅࢑   దశ సంబంధం ޶ࡶ  ఓ ڒ ࡱࡌ߄࡮࠮బܽद ޜߖ޵ మనం అర बం tw 
 వలऱ ఏࠫ޶అం ࠾ࡍమ ߘంۧࡍ࢑వ ߘల࡮࠮ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ߘంۧࡍ࢑వ ߘల࡮࠮ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ం޳ంڕࣆۯ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ܔకङ ం ޓऴవత ఏࠫܽ ڒబܽद ޓ ࠭࠲ऴవత ڝసం వङ ڔ फకరణߘ ߰ంࡓ ࠭޳ ऱܿ ߕࣆ ߘߝऒ  i 4 ړ
సࠪనం ࣒ڒ ࣋ए छ द࡮ݥ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ ࡹ छ द࡮ݥ ࡛ द࡮ݥ ݀ ࠑ   ఇకए డ ڒలऴకޜࡏࠪ ހ࠲ంڒ ޴బܽद ࡮ݥद  ఇߩओ  ړߖ࡮ڒ ݡ
సంబం߅ంۨన ڴ߅࢑ ఉనऒ द࡮ݥ    ఇ޴ ఒక దశ వङ ङޑ సం ڒబܽद ఈ ࡮ݥद झߤࡓఫࡍ ޠߦ   ప ऱ࣒ द࡮ݥ బܽद ఈڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘ   ఒక ࡹ
దశ ట࡛घ ङݢ  झߤࡓఫࡍ ޠߦ ޴ఉంܿం ޠߦ  షएࡍప ޴ఇ ړ  द࡮ݥ ߗڒ ,޶రࠪ ޴ఇ ,޴ంݟంచబࡍ కएࡅ పదం ߝఅ ࠀ   ండవ దశࡓ 
వङ ङޑ సం ఉం޴, ఇ޴ సమయం ࡅకए द࡮ݥ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߅࢑   అ޴ߝ సమయం ࡅకए  ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ߅࢑ 
द࡮ݥ దృۨऑ࠻ ޜసమయం ࠀ  కం޳ࡶ ڴ ࢘గంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ
అం޶వలన ఇ޴  తछ నऒޔࡏࠪ నޒతగࡍ  ఈ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ ఫంࣾ࡮ݥ ߤद దృۨऑ࠻  కం޳ࡶ ڴ ࢘గంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿం޴ 
झߖబܽद మనం ఇం݃ڒ ए࣋ ࣒ڒ ߘߝ ࡱ࠻సమ ࠪ  ࡯࠻ऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ ࠆఎ ߖܾ छ द࡮ݥ ࡛ కएࡅ  2 ޜ ߖ ܘࡔవ࠻ ࠹݅ 
ऒߕࣆ సగం తపओ ࡹޒపܽ తరగߘ࠭ ޴ߝఈ సమయ సగܿ అ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ   మࡖకܽ ڒద࠭࠲ ߖ ఇపओ ऐࡍచ ښܽ ంۧ࠭,
࢘గంޔࡏࠪ ڴనऒ  పదం ࡅకए  సమయ సగܿ సగం ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ ట࡛घ  సగం ఎం޶కం݄ చޔరऴసం ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ cos  
ఒకܽ మధङ ऒߕࣆ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ  ࡓ ݡంࡓ ړ ऱܿ సࠪనం ߕࣆऒ ऒߕࣆ   అ޴ߝ వङ ړ फగత i i i 
ऐۯల వలऱ వ࡮࠮ వదभ ఉనऒ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ޴ߝऴవత అޓ  ओߩబܽद ఇڒ ऴవతޓ  సछ ݟంߘ దశ ޴ఇ ݡ తంऴతంڴ ఉంܿం޴i 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠪర ठం ޜݞޙ సంబంధం ڕࡶంݞ ఉంܿం޵ ޴నర बం ޵నర बం ߘߝ ఇకए డ ۫࣋फ ఈ ࡓం࡮࠮ ݡలࡹ 
ऴపޒ ఒకए ܽ ఇకए డ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡓం߄࡮࠮  ݡరం ࡅకए ऴవత ఇకएޓ  డ ߕࣆ ߘߝऒ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ߕࣆ ߘߝऒ , 
ఆ߯ ऴࣅए ߯ ߤ  ఇకए డ ఏ సమయంߕߞࡹ మనښ ڕవలం ࡓంݡ ఉߕऒ झߖఇం݃ ߘߝ  ࠼ ऱߦ ߖܾ झߖఇం݃ ߘߝ ,फ࣋ۯ ݋ ऱߦ ߖܾ ߤ
एࣅऴ ߤࣾࡓݧ ޴फ ఇ࣋ۯ झߖఇం݃ ߘߝ బܽदڒ ߤ ఇకए ߖܾ డ ߦ ࡹ ߤࣾࡓݧऱ  x x i  xx ڕఇంత ڴࡱ޶బ ړ ߤࣾࡓݧ फ࣋ۯ ݋
࠭ం޶ ఇకए డ ۧ࡮ చకए ڵࠪ ࢑ݦఉం ࡱఅం۪ ߖ णࠪ  ఇߩओ ऒߕఉ ڵ࡯వలం కښ మనం ݡ ࠭mi  nima maxima minima 
ऒߕࣆ ం޳ంڕࣆޓ ߖࢽ క కల࡛ࡖ࢘ ߖఅ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ఉనऒ ޶ం࠭ ڕమనం ఇంత ߖߖ޵  ऐ࡯߱ ޜߖ޳   ۫డంݟ i x 
వదभ 0ړ సࠪనం గࡍషदంڴ ఉం޴ మ࠾ࡍ అࡏࣃ 4 ޴ऱ 0.  ڒబܽद మనం ఇ࡮ంܽ ޓऴవత ࢙߄࢑ङ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼ࠭ ڒబܽद x 
द࡮ݥ ओߩనࡶ ࠀ  द࡮ݥ ޴ఇ ݡ द࡮ݥ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ న࠳बరࣄ ࠀ  నऒޔࡏࠪ ڴగం࢘ ޜసమయం ޴ߝఅ ࠀ  ओߩ  ޴ఇ ݡ
జޔڷࡏం޴ అం݄ ఇతర ࠪటలࡹ ఏకޓ ޒࡎऴవత ఉంܿం޴ ఏ࢙ߕ అం۪లߘ ۫డగలగడం వలऱ ఎܿవంܽ ࣄबర࠳న 
అం۪ࡱ ఉండ࢓, అం۪ నܔ ߕ࠮కङ ం జరగܔ ߗڒ ,޶కङ ం ޓऴవత పం࡮ۧ ނߧ ࢘గంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿం޴, త޳छ  ࡌ
మనం ఎ࡮ంܽ అం۪ ߧంߖݟ ۫డ࠭ࡶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనڕ అసంబదम࠳న ࡱ࡮࠮ ఉం݄ ࡌࣃంశం.  ڒܔङ  ړߖ
ऒߕఉ ࡱࡌఅవస ݡంࡓ య࠴ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖదܽ అవసరం ఏࠫటం݄ ࡱ࡮࠮ ߰ం޴కڴ ఉం޳ࡶ ࡯ݞ అ࢐ܽ ࢑ 
మధङ న దశ వङ࠳बరࣄ  ङޑ ऒߖࣃ  కڵ࡯ ఉం࡯ݞ  మ࠾ࡍ అకए డ ࡓండవ అవసరం ڒబܽद , దశల వङ ङޑ సం ࡮ݥद   i ࠀ 
నऒޔࡏࠪ ڴణంڷߘ࡮ڒ టऱޙ࠼,  మనߖ ڕరంతర అంతࡱ࠻ࡌ ఉండవ࠭࠲ ߖ ఇపओ छ޳ంۧ࠭, తߧ۫ ښܽ  ࡌ
మధङ  ࢐ܽ ఉం݄ ڴఅసంబదमం ࡱ࡮࠮ द࡮ݥ  దశ వङ ࠀ  ङޑ సం ࠻దృۨऑ కంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿంܔ .޴కङ ం ڝࣆۯవ޶भ , 
ండవ ఆవశङࡓ ంۨనۨࣇ ࠭࠲ కత ఏࠫటం݄ , ܔకङ ం ࡮࠮ ߝڕࣆۯల ࡅకए  తరంగ޼ర डङ ం ఒ࡮ښ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠭࠲ 
ऒߖ޵  ఇߩओ ండవ సమసङࡓ ݡ కङܔ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߘ ం ࡮࠮ ߝڕࣆۯల తరంగ޼ర डङ ం ఒ࡮ښ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߖߖ޵ 
भ޳۫ ం  సమసङ डࡌ޼తరంగ ݡంࡓ ߝఅ ߩࡏఎ ࠾ࡍలం మߗ ߘߝ బܽदڒ  ङ లڕࣆޓ ߘం޳ం,  ఇకए డ ఉనऒ  సమయంߖߖ޵ ޜ
ऱߦ  भ޳ۯ ݋ ం  ڒబܽद ߘߝ ఇߩओ ङڒܔ ݡ ऒߖ ऒߕफࣆ۫  छࡔ࢘ ݡంࡓ    బܽदڒ ߘ डࡌ޼తరంగ ࡏ ङ ల మధङ डࡌ޼తరంగ ݡంࡓ  ङ ల 
కङܔ ం ࣃధङ छࡔ࢘ ݡంࡓ ޴నࣄవలڒ ڕߕ ޴అ ߕ࠲ डࡌ޼తరంగ ࡏ ङ లߘ ۫డܼ࡮ ړߖంࠈन छࡔ࢘ ݡంࡓ  ࣒ మధङ ࡏ  ఈ 
ङڒܔ ऒߖ  ऴ࢐యߖవछ ంݟ అࣃ ޴ధङ పओۮ ߘߝ ߖఅ ߕ࠲ డం ࡓ ߘߝ ޶ࡶంࡔ࢘ ݡछ डࡌ޼తరంగ ࡏ ङ ల మధङ ङڒܔ  ऒߖ  
చࡍऐ ऒߕफࣆ బܽद ఇకएڒ ߘ డ తరంగࡌ޼ड ङ ల޳۫ ߘभ ం  ڒబܽद ఎߩࡏ తరంగ޼ర डङ ం ఇ࠴ ࡮దలޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘߝ 
సమయం࢐ ܿߦ ޜङ ߧ फ ࢙߄࢑ङ ऒߖ ऒߕޔߩ۫  ࢐ङ సమయ ޴బܽद ఇڒ  ߘ ߧ फ ࢙࢑ధङ ం మ࡯ߗ ࠾ࡍ తరంగ޼ర डङ ంޜ ఉంܿం޴
एڕత ړߖ޵ వ తరంగ޼ర डङ ం ఉంڒ ޴బܽद సమయం ޳ࡶ కߘక ఇڵࠪ ޴ णࠪ ర޼షद తరంగࡍగ ݟంߘ  डङ ం ࡮ంࠈन  ࠭ఖ x 
తరంగ޼ర डङ ం అߗ  .ࣆࡱޘ ڕߕ       ߖలం రంڝ ڷసం ఇ޴ ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉంܿం޴ మߗ ࠾ࡍలం  రంࡹڷ ఇ࡮ۧ ޴ 
࢘గంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद తరంగ޼ర डङ ం తڕए వڴ ఉనऒ ం޶న ߗలం ۧ࡮ ࢘గంޔࡏࠪ ڴందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ,   ఇకए డ 
࠭ఖం 0 అޙ࠼  ఈ గࡍషदం ఇకए డ ఎߩࡏ గࡍషदంڴ ఉంܿం޳ 2 ޴छ కएࡅ ࡌ  దశڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ pi 
ఇకए డ 0 అ޴ߝ దశڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴,  ఎం޶కం݄ దశ ఒڴ࠲ ఒڴ࠲ దశ అ࠼నߩओ  దశ pi t t phi ޴ఇ ݡ
మߕࣆ ࠾ࡍऒ ࢐ङ తफం࠴ సࠪనం ړ ߧ फ ఒకܽ ߘంߕࣆ ݟऒ phi psi eq  ual phi ڴసࠪనం ݡంࡓ ړ ړ ࠾ࡍమ ړ pi
ఉనऒ ओߩ ࢐ङ ݡ ߧ फ గࡍషदంڴ ఉంܿంࣃ  ޴ब నऴభంశం గࡍషदంڴ మࢁऱ వదभ అߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍa psi pi 
అం޶వలన ߖ޵ ߘߝऒ  ఐߦ ڴ޶ऱ ం࠼ߦ  फ దశ࣋ۯ ݋ ऱܿ ݡ࠮ అޔ࢓ంࡓ  ޴ం࠼ߦ ݡంటऱ ޳छ  లం piߗ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡌ
రంڕڷ తదڷߘణంࡓ ڴం࠼ߦ ݡం݋ అޔ࢓ం޴ , ఎం޶కం݄ ࡯ߗరంڝ ڷసం మనڕ ఉంܿం޴, ఇړ2 ޴ pi psi 2 
సࠪనం , ఆంߧऱ݀ ङ ఉండవ۪ऐ ڴ࢑ధం ښఒ ࡱ ݭ నऒࠚ ޳ࡶ  ంߤ࣌ ڴ ఒࡏࣃ  ڴ࠲ऱ ఇߩओ ऱ 2ࡏࣃ ݡంࡓ ڴ࠲ఒ ݡ t pi 
ఉంܿం޴  ऴ߹ڙछ झߗ  ఒނڝ ڴ࠲య ߲నఃߩనङ ం ఒࡓ ڴ࠲ంࡔ ࡯ߗ ݡఖ ࡅకए  ऴ߹ڙछ झߗ ࡓ ݡంࡓ ړݡంࡓ  ऱܿ సࠪనం ff pi 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ  ࡯ߗ తరంగࡌ޼ड ङ నङߩంۨన ߲నః߅సంబం ړߖ ం ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ తరంగ޼ర डङ ం ۨనऒ లంߗ 
అߖ మనࣆࡱޘ ڕ ఎం޶కం݄  ߘంࠬߠߕ  ݟట࡛  మ࠾ࡍ ఎߩࡏ రంࠬߠߕ  ߩ޳޳ ڷట࡛ ڴ ఉంܿం400 ޴ 450 650
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छڙ߹బܽद ऴڒ झߗ  ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇ޴ ࢘గంݩ ڴలనం అޜ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ఈ సంఖङ  ߭దभ޴ 
అ࠼నߩओ छ޳ ࡛ڝ 2 ߯ ݋ం࠼ߦ అం݄ ,޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ڴగం࢘ ޴ఇ ݡ  ڴణంڷߘఅ ڕఈ దశ  ޴ంޔࡏࠪ ڴగం࢘ ࡌ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ దశ పరంڴ ఇړ݀ ࠑ ݡ࠮  ޴ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ మࡓ ࠾ࡍంڒ ݡబܽद pi pi pi 
జޔڷࡏనऒ ల మధङڴతరం ݡంࡓ  ޴  ఒక దశ వङ ङޑ సం మ࠾ࡍ మనం ۫࣋फ దశ వङ ङޑ సం ߖరంతరం ࠪޕࡏ ఉంܿం޴ 
మనం ఏ ࠼ߦంڒ ߕࣄ۫ ߖ ݋బܽद ࡅ ߘߝకए  ఫంࣾߦ ڴ ߤऱ बࣃ ߕ޼फ ఏ࣋۫ ߖ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߘߝ ,फ࣋ۯ ݋ నం x x x 
ఆ߯ ߗలం మధङ మघߜ ߩࡏఎ ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ڴగం࢘ ࡮లం ఇߗ బܽदڒ లంߗ   ߩࡏబܽद ఎڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴
రంࡅ ڷకए  ࠭ఖం  ఎߩࡏ రంߜ ڷమघ ऒߖ޵ ߘߝ ,  ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ڴ޴ ङږ࢐   ڴసबలం ࢁڣ ޳ࡶ ࠹
పࡍగށంۨనటऱޙ࠼ ఇదभࡐ ఒښ ࢘గంޜ ऴపࣆށ࠻फߕऒ ऒߕफࣆށ࠻ऴప ޜగం࢘ ښఒ ࡏ࢐ ,ࡏ  ࢑ࠪనం ߕ޼మనం ఏ ߗڒ ,ࡏ
మघߜ  .޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ڴగం࢘ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ రంతరంߖ ం݄ ࠭ఖంڕࣆޓ  ޕࡏࠪ ڴ޴
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ۫࣋फ ߖ ࠀ ࠀ ܘ߿రంతరం ࠪޕࡏ ఉంܿం޴ అ࡮ݥ ޙࠉۮ ߘߝ ߖद ऱࠌ ࠀ ޴ߝఅ ࠀ  ݭࡓ ࠀ న࣒࠳ 
మధङ ݭࡓ ࠀ झߤࡓఫݟ ܘ߿   అߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼ అڒ ޴లऴకޜࡏࠪ ހ࠲ంڒ  ޴బܽद మనం ۫డవ۪ऐ   ఇకए డ ఉనऒ  వङ ڔ फకరణ 
కएࡅ ࢟࢘ దܽ࠴ ޴ఇ ܽ ݀ ڴ࠲ఒ ܽ 2 ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ఎ 2 1 ޳ࡶ ऱߧం࠻ ޻అ ࠾ࡍమ ܽ 1 ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ڕమన ݟంߘ  దశ 
పదం ఇࡓ ޴ండవ తరంగం ࡅకए  దశ పదం ఏ ࠼ߦం݋ వదभ߄ࣃ ߘߝ ߕߞరణతࡹڝ ߘओ ऒߖ޵ ݞంڕ ऒߕࣆ   x ړ ݋ం࠼ߦ 
సࠪనం అߖ ऴ࢐యగలߘ మ࠾ࡍ అంߘߝ ښ޶ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ అߖ ऴ࢐యڒ ޶ࡶబܽद ߘߝ ऴ࢐య޶ࡶ ఎం޶కం݄ t kx 
ࡍߖ ఒక ߘߝ भషद ࠼ߦంࣆ۫ ߖ ݋फߕऒ ఏࠫܽ దశ వङ ࠾ࡍమ ߘ ङޑ సం ࡮ݥद మధङ ࢐ܽ ࠀ   దశ వङ ङޑ సం ڒబܽद ࡮ݥद ڴ࠲ఒ ࠀ 

t t t 2 ޕࡏࠪ రంతరంߖ ޜసమయం ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ 1 ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ 2 ڴ࠲ఒ ޳ࡶ 1 ڴ࠲న࣒ ఒ࠳
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒ࠳ 2 ڴ࠲న࣒ ఒڒ ܽ ڴ࠲బܽद ࡮ݥद द࡮ݥ ޴ߝఅ ࠀ  కएࡅ సమయం ޴ߝఅ ࠀ  మనం ۫డవ۪ऐ ߖఅ ߅࢑    
మ࠾ࡍ ఒ1 ڴ࠲ మ࠾ࡍ ఒڒ 2 ڴ࠲ంޒ ߲నఃߕߩङ దभ సంఖङ߭ ࡮ۧ ఇ࢑ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ࡱ ఈ సంఖङ ࡱ  దभ߭ ࡮ۧ ࡱ
సంఖङ छڙ߹ऴ ޒంڒ కం݄޶ఎం ࡱ झߗ  మࡅ ࠾ࡍకए ऒߖऴకࠪ ߩࡏఎ ࠾ࡍలం మߗ    కڵ࡯ ఉంܼ10 ࡏࠪࣆ ࠼ f 1 f 2 
࡛ࣛ 14 ݟంߘ द૽ ࡛ࣛ పవ࡛ 14 10 ݟంߘ 2  द૽ ࡛ࣛ పవ࡛ 14 10 ݟంߘ 5  द૽  మ࠾ࡍ
అం޶వలన ఇ޴ ఒక ࠙ࡎ సంఖङ द࡮ݥ అం݄ , ޴ంޔݡంచబށڷ ߘ  వలऱ దశ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޜࡏࠪ ڴగం࢘ ࡮ۧ ࠀ 
కङܔ అం݄  .޴ంޜࡏࠪ ڴగం࢘ ࡮ۧ ం ࣃధङ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࠲ డ ࠭ڵంߩ ऴࣆ࢐फߕऒ छࡔ࢘ ݡంࡓ     ߘ डࡌ޼తరంగ ࡏ ङ ల 
మధङ छࡔ࢘ ݡంࡓ  डࡌ޼తరంగ ࡏ ङ ల మధङ కङܔ  ం ࣃధङ ం ޶ڒ, అంࡔ࢘ ࠭࠲ ښ޶छ डࡌ޼తరంగ  ࡏ ङ లߘ ऴ࠭ࣃ࢐, అంښ޶ 
కङܔ ࠭࠲ ం ڝࣆۯవࡓ ړߖݞండవ అవసరం అߖ ऴܔ ࠭࠲ ࠭ࣃ࢐కङ ం ऴߦరంࠚంۧ࠭ ࡓంݡ అవసࡱࡌ ఒకܽ ࡱ࡮࠮ 
߰ం޴కڴ ఉం࢐ܽ ޳ࡶ ࡯ݞ మధङ న దశ వङ࠳बరࣄ  ङޑ సం ఉం࡯ݞ మࡓ ࠾ࡍండవܔ ޴కङ ం ܔకङ ం ߝڕࣆۯ తరంࡱڴ ఒښ 
తరంగ޼ర डङ ం కڵ࡯ ఉం࡯ݞ ఇߩओ ङڒܔ ఒక ߘߝ ݡ ऒߖ పۯ  दܼ లڕߘంܿߕऒ डࡌ޼బࣗళ తరంగ ߘ ङ ల ࠮లం ܔ ޜకङ ం b
ధङࣃ ం ڒదߖ మనం ఇߩओ ओߧۮ ݦ న ऱܿ అڕߘం޳ం  ࡓంݡ తరంగࡌ޼ड ङ ల మధङ डࡌ޼తరంగ ݡంࡓ  ङ ऒߕఉ ࡱ  ޙ࠼అ ,࠼
डࡌ޼బࣗళ తరంగ ߘߝ ङ లݡ࢑ ߘదల ߄࡮࠮ ړߖ࡮࠮ ࣋ۯరంܔ ڴకङ ం ڕࣆۯం݄, ఉ޳హరణ࠭࠲ ڕ ఇకए డ ݡ࠮ 
छࡔ࢘ डࡌ޼తరంగ ࡏ ङ లߘ పࡍగࣃށफ దగ ڕڷలం రంߗ ట࡛ ఒకܽࠬߠߕ 600 ࠾ࡍట࡛ మࠬߠߕ ట࡛ 500ࠬߠߕ 400 ࠭ ठరڴ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఆڕపచऐ దగ ࡮ۧ ړ ठరڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇࡍߕ  ޴ంజ ߰డڒ ࢓బܽद ߗలం ߗలం రంޜڷ ࠪऴతܔ ࠲కङ ం 
ओߦۮ ࡹటࠪ ࡗమ , ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖంܿందڕࣆۯ లం݄ ߗలం ఆڕపచऐ కङܔ ޜ ం ࡓ ,  ޶ڝࣆۯంࡔ࢘ ݡछ  ࡏ
తరంగࡌ޼ड ङ కङܔ ࡱ ం ࢓ڝࣆۯ అ࠭࠲ ߖ ఇߩओ ऐࡍచ ݦ ంۧ࠭ ߗ ߖڒలం ߗలంܔ ޜకङ ం ڕࣆۯంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ
డࡽࣟ ࡽࠋ అమࡍకܔ ࡹకङ ం ۫ࣃफ ओࡱడࢗ అం۪ ࠭࠲ ڴరణంڒ ڷలం రంߗ  .࠭  ܼࠊ ఉంܼ࠭ ڵ࡯క ߘఅం۪ల ޜ

ऒߖࡌ޷ న࠳సࠪన ڕ ఒక ࠬట࡛ ߘߝ ,సࠪనం ڕ ట࡛ࠬߠߕ   మ࠾ࡍ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ࢑భజన0.4 ߘ d s s 
ఒక ࠫࡰऱࠬ ట࡛ ߄ࣃరణ సంఖङ फࣃڵࡆఉప ࡹఆచరణ ࠭࠲ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߘ࢑ంۧ࠙ ڴࡱ नࠈం࡮ ࠭ नࠈం࡮ సంڝ   
ऴపޑङ ࠪऒ యం޳ ڴछ छ޳ ࡌ ओࡱడࢗ అం۪ ࡌ  ఇవछ బޔݡం޴, ఇࠬߠߕ  ޴ట࡛ ڕ సࠪనం, ࠭࠲ అం۪ d d 400
ओࡱడࢗ ङޑऴప ߘ ట࡛ࠬߠߕ  ࠬࠫ   ࠭ޑ޶ం߰ ߘ ࠪऒ యం ࣋ۯफ మనڕ ఆڕపచऐ 0.4࠾ࡍమ ޴फంࣆࠚల ࠬࠫ  ړ 500 0.5
ऱࠬࡰࠫ 0.6 ڕసం మనڝ ڷంజ రంࡍߕ టࡏऱ ఉంܼڒ ࠼బܽद అం۪ࡱ ఎ࡮ ఉంܼۨڣࡔ ࡆऴߖޑऒ भ޳۫  ం ڒబܽद అం۪ࡱ 
ఇ࡮ కࣃߧߖफ ऒߕफࣆߧ۫ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ  ࠼ పచऐڕఆ  ߘ కङܔ లంߗ ڴరణంڒ  ం మ࠾ࡍ ఎڒ ߩࡏరణంܔ ڴకङ ం ۫పడం 
వలऱ ఎߩࡏ రంڷ ࠪऴత࠲ ఉనऒ టऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఈ ࢑ధంޕࡏࠪ ڴ ఉంޓ ݦऴవతߘ ߰ం࠭ޑ޶ , ఇ޴ ऴࣅए ߯ ߤ  ఉనऒ  శ x޴ 
ఇޕࡏࠪ ࡮ ఉంܿం޴.   ఇ޴ ߰ం޴ ఉంޘ ߖڒ ޴ݦలऱڒ ߖంޒ వంܽ బࣗళ తరంగࡌ޼ड ङ లޘ ڕߕ ޜలऱڒ ߖంޒ ఉం݄, అ޴ 
కङܔ ڕవలऱ మన ߖ޳ ޒఆ߯ ऴప ,޴ఉంܿం ڕవర ߩࡏక ۨవర ఎࡖమ ݟంߘ ݋ࡵ࢙ క ۨవరࡖమ ڕవర ߩࡏఎ  ݟంߘ లంߗ ం 
ఉంܿం޴.  ఇకए డ రంڷ ఎ࡮ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఇకए డ వదभ అߖऒ ంܽڔ ఒ࠼ߦ ښం݋ వదभ గࡍషदం ఉనऒ ऱܿ ࣃ۫ ࠭࠲फ ࠭o 

కएࡅ లంߗ ߗڒ ڵࠪ  णࠪ  ఇకए డ ఎࡅ ߩࡏకए  కߖషदం ఇకए డ ఉం޴ మڜ ࠾ࡍంత సమయం తࡌछ త ߗ ࠭࠲లం o 
కߖషदంڴ ఉనऒ ओߩ फࣃ۫ ݡ छࡔ࢘ బܽद అ࢑ڒ ޴ఉంܿం ڴషदంࡍగ  ڵࡍޒ  ࠭ बࣃ ࡏ ऱࡹߕ  గࡍషदంڴ ఉంܼڒ  ࠼బܽद అߖ ࢑కర  d 
फޑ࠴ ऱ݀ߧఆం ,࠼ఉంܼ ڴఎంత ړߖ ङ ڵࠪ ࡽంऴట࣊ ࣄۯదయ ,࠼ޑంచబడݟܔ ࡱऴవతޓ ڴ࢑ధం ۯంݟܔ ࡱ ݭ णࠪ  ࠫనࣔ 
छࡔ࢘ डࡌ޼తరంగ ࡏ ङ ల ڝసం ࢘ࡔछ ऒߖఅ ݟడం۫ ࡮ۯషदం సంభ࢑ంߖక ࠾ࡍషदం మࡍంటऱ వదभ గ࠼ߦ ࡏ  రంڷలڕ ఒࣃ ښब నం  
ऒߖకర ऴప࠙࢐ߖ బܽदڒ  ఆࢢంచడం ఏࠫܽ, ڒబܽद ఇకए డ ݋ߜ ڕߕ ऴప࠙వం ఉం޴, ఇڒ ߩࡱޘ ޴ంܔ ޒకङ ం నڒ ߕ࠮బܽद 
ఇހڷ ޴తघ క ऴߖޒߦధङ ం ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ తघހڷ  కంߘࣃڶ ڴ ఎం޶కం݄ అߖऒ  రంࡱڷ ఉంܼ࠼  ఈ సమయంࡹ 
ڵࠪ णࠪ కएࡅ   అࣃ ޻ब నం కڵ࡯ ఉండటం వలన అߖऒ  రంࡱڷ ऴపڒశవంతంڴ ఉంܼޘ ߘߝ ,࠼లऱڒ ߖంߖޒ ఒక 
ऴపڒశవంత࠳న ޘలऱܽ  అం۪ߖ కڵ࡯ ఉంܼߘ మ࠾ࡍ అࡅ   ߘߝ ޻కए  x ޴బܽद ఇڒ ߘంۧ޴ం߰ࡐ ߘऴవతޓ ڴ߅࢑ 
एڕఎ ࡹܽ࢒ ࢐తࡏత ࠾ࡍమ ڴషदంࡍగ ߩࡱޘ న࠳శవంతڒऴప  ޴ఉంܿం ڴంऴదంښ వ ࠙గం ࠫڷ ࠪߖంݞ 
నऒޔࢂࢗ ం޶న ఇకए డ ޓऴవత ࠴తफం ޓऴవతࡹ తڷठదల ఉంܿం޴, అߩओ झړࠪ ڷరం࡯ߗ  ޴ఉంܿం ڕమన ݡ ࠪ t 
ఆࡓంܘ ऴߤڶ ࠪङ ڵ णࠪ  మݭࡓ ࠾ࡍ ࠪङ ڵ णࠪ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మన޴ڜ ڕभ߄࢑࢙ ڴङ ऒߕఉ ࡱ  ڷరం ߩࡏఎ ڷలం రంߗ ࠼
మ࠾ࡍ ۨవరڕ అవߗऒ  మనڕ ఏకߘࡏޔࡱࢗ ޒࡎ కڵ࡯ ఉం࢑ ݦధంޕࡏࠪ ڴ ఉంܼ࠼.     అతߘ ఒక ऴపڒశవంత࠳న 
అం۪ߖڜ ߖऒ  రంࡱڷ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ఏకݡࢡ۫ ߘࡏޔࡱࢗ ޒࡎ, ఇ࠾ ޴వڕల ࠴దܽ ܔకङ  ऴపࡆగం అߖ ۫డంݟ,
అߩओ ओࣄ ޳ࡶ పం޵ యంݟ࣎ ߘఅత ݡ ङ࡮ ݋ࡍ ంߵ ߯  చ࡯ऱన ࣎ݟయం ఉߩओ ओࣄ ޜ ङ࡮ ݋ࡍ ంڒ    ,ݡࡌࠪ ڕ ߵబܽद ఏࠫܽ 
ऒߖڴࡆऴప ޜޒంڒ ߖలऱޘ ࡏࠬ ,ఏࠫటం݄ ߩంڵ࠭ ऒߖफ, అ࣋ۯ   తరంగࡌ޼ड ङ లڕ ࠪరठ వङ ङޑ సం 0 మ࠾ࡍ దశ వङ ङޑ సం 0 
ఉనऒ  ࣊ంऴటࡽ అం۪ࡍڷ ࡏࠬ ߖ फంచగలࡏ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڵ࠭ ޴ޔంښ  ߩంऴద అం۪ ڒङ ࡍڷ ڴ࢓ࡱࣆ  .ߤ फంచవ۪ऐ  
మ࠾ࡍ దశ ࠪࡏओ द࡮ݥ  द࡮ݥ दࠆࢳ అం۪ ڴరణంڒ ࠀ  ంۨ ఖۨऐڵࡆఉప ߖ ఇంట࡛ ݋ࡷ ݋࢙ ߖ  తంڜ ڴలవవ۪ऐ   x 
࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంࠆࢳ ࡹ ܘद ߖ ఎߖ ࡮ర प࠼ంۧ࡯ అߘߝ ߖ ఇంతڕ ࠭ం޶ ఈ ऴపశऒ కङܔ ޒంڒ ߩࡱޘ నం߄సࠪ ,ߘࣃ࢘   ం 
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ధనङ ޴फంࣆవ ݟంߘ   ࡱ޳࢐
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