
[సంڶతం] [చపओ ऱܿ] ఆߧदڡझ  ߯  ఉపߕङ స ࠪݢङ छࣃ ڕ ࡽ గతం, ࠭࠲ ఇߩओ ङߕగత ఉప ݡ సంࡹ ࢘࢟ ఆߧदڡझ  ంۨࡍڷ 
చࡍऐ ऒߕफࣆ ङࣘ ࠭࠲ , ࠭ झߤܐ ऒߖޑऴࣇ   చࡍऐ ంۧ࠭ ఈߤܐझ  ऴࣄړदయߤ܋ࣝ ߤझ ऒߖޑసం తరంగ ۨऴڝ ऴపۧరం ޒంڒ   
పࡍచయం ࠭ࣃۯ,  అޙ࠼ అతߘ  ऴపࠉޒంߖࠈऒ  ࢑వࡍంచగڵ࡯నపओ ऒߖڜ  భవనంڔవऴ ޒంڒ ల వదभ ࣒߿ ఇంట࡛  ࠾ࡍమ ڔܽ  
ऴపశऒ లڕ సࠪ޳ࡶ ࢓ࡶ ࡱߕ߄ తరంగ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉధృతం ࣆۯफం࠭࠲ ߗڒ   ,޴ చࡍऐ ంۨన ऱܿޢ ࡹ1801 ,ڴమ࣒ యంۃ 
కङܔ వ࠾ ం ऴపߖڴࡆऒ  సమࡍओ ంۧݡ, ఇڒ ޴ంޒ ఒక ࠪర ठం అߖ నమघ దڵన ࠾  .࢓܌ࡏవڕల ऴపߖڴࡆऒ  మڜࡍంత 
࢑వరంڴ చࡍऐ फࣃ కङܔ లڕవ࠾ గంࡆల ऴపڕవ࠾ బܽदڒ ࠭  ऴపࡆగం ࠭ంڴ޶  ఆߧदڡझ కङܔ ࡹ  ం ߄ࣃరణంࡓ ڴంݡ 
ङڒܔ ࢟࢘ ݡంࡓ ޳ࡶ ࡱހరړ ऒߖ  ߕ࠮న అం۪ న࠳बరࣄ ࠾ࡍన మڵంత ऴగࣕంచదڜ ڴతం࡯ఫ ߖ޵ ,޴फంࣆۨࣇ 
ఏరओ ङߕఉప   .޴ంޔݡ సం ࡅకए  తޒ࢐ࡏ ࠙గంࡹ అం۪ నڒ ߕ࠮బܽद ࡓ ࠭࠲ంړ ݡరࡓ ޳ࡶ ࡱހంݡ ࢘࢟ ge 
ङڒܔ ऒߖ फࣃۨࣇ  ఏరओ ߕ࠮న అం۪ న࠳बరࣄ ࠾ࡍన మڵऴగࣕంచద ڴతం࡯ఫ ߖ޵ ,࠼  ޴ߝఅ ߕ࠮అం۪ న , ޴ంޔݡ
పంڕफࡍ ޳ࡶ ࡱంڷల ࡐపంࡹ  ऴపޑङ ࠪऒ య ऴపڒశవంత࠳న మ࠾ࡍ ۩కܽ ऴߦంޑలݟږ ޜన ڒంޓ ޒऴవత నߘߕ࠮ 
బܽद ఇకएڒ .ߘޑߩ۫ ߘߕ࠮రణ అం۪ న߄ࣃ ఒక ߘߝ ڕహరణ޳ఉ  ,޴फంࣆۨࣇ డ ఒక అం۪ నߕ࠮ ఉం޴, ఇ޴ 
సరళ అం۪ నڒ ߕ࠮బܽद ఇ࠾ ࠭࠲ ޴వڕల ऴపࡆగంࡹ ߰ందగڼ࡯ న޳ࡶ ߕ࠮ ఇ޴ వృޑफ ݞږ ߕ࠮ర అం۪ నڒ
వ۪ऐڒ , ఇ࢑ కంߪङ ట࡛ ߰ࡐ ࡹం޴ంచబݟన అం۪ڒ ࡱబܽद ఇ޴ వృޑफ వ۪ऐڒ ర అం۪ڒ ङߙ  టࡍ ߤంڷల ࠪߝڴࡍ޴ 
నߕ࠮ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ అం۪ల ఏࡌओ ऒߖڜ ࡍప޶ంۨ  తࡍڷ ܿ ऱࡹࢲࠫߖ   చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ అం۪ల ఏࡌओ  ߘܿ
߰ ప࡛ࣇ లڴతరం ݡంࡓ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ڴపరం ߤష܊ ऒߖڜ దట࠴ బܽदڒ    అవసࡱࡌ ఉߕऒ भ޳۫ ࡆ ం. ࣄबర࠳న అం۪ 
నߕ࠮ మࣄ ࠾ࡍबర࠳న అం۪  నߘߕ࠮ ߰ం޻ంڕ޶ అవసర࠳న అవసࡌల޳۫ ߘभ ం ڒబܽद ఇకए డ ఇంట࡛ ࣒߿ 
కएࡅ  అవసࡱࡌ ఏࠫܽ   ࣄबర࠳న అం۪ నߘߕ࠮ ۫డగڼ࡯ ఇంట࡛ ߷ङ  e ࡱڴతరం ݡంࡓ ,  ࡱࡌల అవస ߤ
అంతࡌయం కڵ࡯ంۯ ఒښ ߲నఃߩనङ ం ޳ࡶ తరంగ޼ర डङ ం కڵ࡯ ఉం࡯ݞ మࡓ ࠾ࡍంݡ తరంڴల మధङ  న దశ࠳बరࣄ 
వङ ङޑ సం ఉం࡯ݞ, ఈ లࣾߖހऒ  ߰ం޴క అࣃࡱߧ ߖफ ठࡌࠪ ݡంࡓ  బܽदڒ  ࡯ݞఉం ڴక޴ం߰ ࡱڴతరం ݡంࡓ , ࡏ ల మధङ  
న దశ వङ࠳बరࣄ  ङޑ సం ఉం࠭࠲ ,࡯ݞ ఈ సమసङ లߘ  ఉపߕङ సం ࠭ڵం޳ࡶ ࡹߩ త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ చࡍऐ फࣃ ࠭ 
మߖ޵ ࠾ࡍऒ  మࡍంత సओ షदంڴ అర बం ڕࣆۯంܼ࠭ ڒబܽद  ࠾వڕల ऴపڴࡆతघ క ࣊టࡅ ߵకए एࣅ లڕవ࠾   ڕ ڡܽࠪ
भ޳వ ڵࡍޒ ం ڒబܽद ఇకए డ ఉం޴  యంࡅ ۃకए  ऴపڴࡆతघ క ࣊టڒ ߵబܽद ࠴దట మనం ఇకए డ ۫ࣃफ ࠭ ऴపڴࡆతघ క ࣊టߵ 
ఒక ߖ࡮࠮ऒ  కڵ࡯ ఉంܿంࡹߖ޵ ,޴ ఒక ۨనऒ  రంऴధం ఉంࡹߖ޵ ,޴ ఒక అߦరదరज క ऴࣅए ఒక ۨనऒ ࡹߖ޵ ,޴ఉం ߤ  రంऴధం 
ఎపరऐ ޳ࡶ एࣅండవ ऴࡓ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡏ एࣅऴ ޳ࡶ  .޴ఉం ݋ండవ ߮ऱࡓ ,޴ఉం ߤ ࡛ڒ ޳ࡶ ߤ न ࡛ࠓ न ࡓ ڕࠬ ࡹంݡ ۨనऒ  
రంऴࡱ߄ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡓ ݡంݡ ۨనऒ  రంऴࡱ߄ ఉߕऒ झۃయం ߖߖ޵ ښ޶అం ,࠼ फࣃࡱߧ ߖగం అࡆऴప ࡽࣟ ݀   .ࡏ

झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ  ల వࡵ పࡓ ࣋ۯ ߖంݡ రంऴࡱ߄ ఉߕऒ ఇకए ڕఆ߯ మన ,࠼ డ ఒక ऴࣅए  o ࣒߿ ఇంట࡛ ߯ߖ޳ ,޴ఉం ߤ
నߕ࠮ గమߖంచబޔݡంڒ ޴బܽद ܔ ࠭࠲కङ  నߘߕ࠮ ఏరओ రచߖݞऒ  చࡍऐ फࣃ ࡍఆڝ ۯంށగࡍప ࠭࠲ బܽदڒ  ࠭ न݋ߝ 
ۯ ऴపۧరం ޒంڒ అࣾం ࠹సदࣄ फ࣎ ం޴ ఇకए డ అࣾం ڒబܽद ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ  అడनం޳ࡶ ࡱڕ ఇకए డ z z z 
ఉనऒ  ఎపరऐ ऒߕఉ ࡹ࢑ࠪనం ݦఉం ڴలంబం ړߖऱ  అࣿࡏ एࣅऴ ࠾ࡍమ ࠼ ఇకए ߤ డ అࣾంࡹ ఉంڒ ޴బܽद అࣾం z xy xy 

 ߮ ऱߤ ऴࣅए ߯ ߤ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇߩओ ߮  మనం ݡ ऱߤ ࣎  ߮ ऱڣࡔ ܿߦ ޜ ߤంశ ऴߖ ߤࣾ࣊ ࣒ڒ ۫࣋फ ఇ޴ xy xz xz 
ऴపڴࡆతघ క అమࡍక ڒబܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ޴శ ڒబܽद మనం ࢑ࠪనం ࡅకए  x z xz ޴फ అ࣋۫ ߖ ߤࣾ࣊ ࣒ڒంశ ऴڣࡔ 
ఇ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఇ࠮  ޴లం ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ऴࣆ۫ ߖ ߤࣾ࣊ ࣒ڒफߕऒ బܽद ࡛࣎झڒ ࠭  ఇకए డ s 
۫పబݟం޴, ఇ޴ ఒక ࠼ߦం݋ ࡛࣎झ ఉదग ࡱ ݋ర ࢘࢟ ऴఫంڒࡿڿ ݟంߘ ߖ޳ ,޴फంࣆۯߖప ڴ࡮  ࢑ంۧ࠼, ఆ߯ మࡓ ࡗంݡ 
ۨనऒ  రంऴࡱ߄ ఉߕऒ झࡓ࣎ ݋ం࠼ߦ ऱࢁమ ࠼ ర తరంగం ఇకएڒࡿڿ ࢟࢘ బܽदڒ ޴फంࣆۯ ߖప ڴ࡮ ࣒  h ޴ంܿంڕࡏۯ ړݟ
మ࠾ࡍ ఎޔफల ࣇऴతం ߘంݟ మనࣄ࡯ޘ ڕన ऱܿڴ, ఈ తరంగంߖࡹ ऴపࠉ ޒం޴ ࢓޶छ కएࡅ లڴయ తరంޓ छ޴   యޓ
ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴फంࣆۯߖప ڴలం࠮ ऱܿ ޳ࡶ ఈ ࡓంݡ ۨనऒ  ఎపరऐ फࣃۯߖప ࡵల వ࡮࠮ ݋ం࠼ߦ ऱࡏ   ࠼
మ࠾ࡍ ఇకए డ  ऴࣅए ऱ ఇకएࢁబܽद మڒ ߤ డ అࣾం ఉందߖ ۫పబݟం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఒక ऴڣࡔ ߘ ߤࣾ࣊ ࣒ڒంశ ऴ࣒ڒ x 
ఇకए ߖ ߤࣾ࣊ డ ࡓంݡ రంऴ߄ల మధङ एࣅऴ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ ࡏ࢘  ङڒ ߤ ఎపరऐ ࠾ࡍమ ࡽటߧ ఇకए ࡏ డ ࡓంݡ రంऴ߄ల d 
మధङ  ࢑భజన ۨనऒ ߰ ప࡛ࣇ లڴతరం  ߕߞవదभ ݋ం࠼ߦ ఏ ࠾ࡍమ  ޴ छ޳ వడంڝࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘ ߤష܊  d  p ࡌ
ఫ࡯త ޓऴవతߖ ߘర प࠼ంచవ۪ऐ       ऴࣅए ߯ ߤ  ఎకए  p ݋ం࠼ߦ ఒక ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ݟంచంۨࣇ ߘ࢓޶ంࠉ ఏకపࣾ ߕݧ
అ޴ߝ అࣾం ࠬద ఒక ࠉం࢓޶ ఒక ࠉం࢓޶ ఇకए డ అࣾం ࠬద ఏకపࣾ ࠉంڒ ࢓޶బܽद తరంڴల ࣇప࡛ ߰  x x ߤష܊
ఏరओ  ఒకܽ ఒకܽ a  t p d s s sss s ࡱ ݡంࡓ ࠾ࡍరం ఒకܽ మ߄࡮࠮ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ ޒऴప ޴ంޔݡ
రదరजߦఅ ݡంࡓ క ऴࣅए నऒۨ ࡹ ߤ  రంऴࡱ߄  సڒ ࡔబܽद మనం ఇߩओ కङܔ ݡ  నߖ ߘߕ࠮ర प࠼ంచړߖݞ తరంڴల 
߰ ప࡛ࣇ ऐࡍంۨ చࡍڷ ߤష܊ फࣃ भ޳۫ బܽदڒ  ࠭ ం ఇకए డ తరంڴల ࣇప࡛ ߰  p ݡంࡓ వదभ ఇ࢑ ࢓޶ంࠉ బܽद ఏకపࣾڒ ߤష܊
ఇకए ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ࡮࠮ ݋ం࠼ߦ డ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ  ఒకܽ, ఇߘ ޴ంݟ ఒకܽ మ࠾ࡍ s s p r s 1 p r s 

మ࠾ࡍ మనం ۫డవ۪ऐ छ޳ ߖ లం࠮ ݋ం࠼ߦ   ంచవ۪ऐۨࣇ ࡌ , ఇڒ ޴రణంڴ ఏరओ  p r 2 s 1 psi 1 s 1 2 ݦ
భంړߖڴ సࠪనం, ࠼ߦం݋ వదभ  ڒరణంڴ తరంߖڴऒ छ޳ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳    ऴ࢐యవ۪ऐp s 1 ڴ ࣁݞ  ࡌ r 1 cos kr 1 t 1
మڒ ࠾ࡍరణంڴ  వదभ ࠼ߦం݋ ࡛࣎झ s 2 psi 2 ߖ ࣁݞ  సࠪనం, మనం ఈ ړ ڴ࠲ఒ  ࠑ ࣁݞ   2 r 2 cos kr 2 t 1 r 1 
छ޳ ओߩफ, అ࣋ۨࣇ ڴ2 ߖ2 ࠑ ࣁݞ 2 ࠾ࡍమ ڴ1 ࡌ  r 2 r p ߤష܊߰ ప࡛ࣇ తం࡯వదभ ఫ ݋ం࠼ߦ  ޴ఉంܿం ڕమన ݡ
అం݄ మనం ߖߖ޳ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤతం వ࡯ఫ ݡంࡓ   ఒక psi psi psi psi psi c  os kr ޴బܽद అڒ సࠪనం ړ݀ 

ఇޘ ޴రవబޔݡంڒ ޴బܽद ఇߩओ  one omega minus omega t plus a two cos kr two minus omega t ݡ
మనం ޘరవవ۪ऐ   ప ऱ࣒  మనం ఆ ࣇऴߖޑऒ  cos a minus b is equal to cos a cos b sin a sin b 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ऒߖ޳ఈ ప ࠭࠲  బܽदڒ   కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭  ప ऱ࣒  cos kr 1 cos omega t sin kr 1 sin omega t 
మࡓ ࠾ࡍండవ పదం  ప ऱ࣒  ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߘߩ a 2 cos kr 2 cos omega t sin kr 2 sin omega t 
ఉపڵࡆంۨ ఇߩओ ठࡌࠪ ݡంࡓ  ݡ ల ࣇప࡛ ߰܊షڒ  ߤబܽद ఈ ࡓంݡ తరంڴల ڒరణంڴ ఫߖޑ࡯ऒ   గ޳ށभ ం, ڒబܽद ఫ࡯త 
గణనڜ ߘߝ ߘన޳ڵࣃभ ం, ڒబܽद ఫ࡯తం ړ సࠪనం ڒబܽद ߄ࣃ ࠭࠲రణ࠳న ߖబంధనలߘ psi cos omega t cos 
ऒߕڕࣆޓ బܽद  ఇకएڒ ࠭ డ ఈ వङ ڔ फకరణࡹ మనڕ ఉం޴  ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉం޴ cos omega t cos omega t 
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ߄ࣃరణ ߖబంధనࡱ మ࠾ࡍ మڕࣆޓ ߖ ࠾ࡍంܿߕऒ బܽद sine omega t sin omega tڒ ࠭
ప  1 ߖఅ ߖߖ޵ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ1 ߖ    cos omega t cos kr 1 a 2 cos kr 2 sin omega t sin kr 1 plus a

ఇߩओ ప  1 ࠭࠲  ݡ ऱ࣒ ఇకए  ޻ఇ ޴అ ࠭ࣃۯ ݋࣊ ߖ2  డ ఒక మ2 1 ࠾ࡍ sin kr cos kr 1 a 2 cos kr cos phi  
 ప ऱ࣒  అߝ పదం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇకए డ అߝ పదం మంۨߖ కڵ࡯  ఉంܿం޴  sin kr 1 a 2 sin kr 2 phi phi 
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అం݄ మనం ߖ޵ऒ छ޳ ߖ޵ వలంښ  ऒߖހండవ సࠬకరࡓ ,फ࣋ڵ࠙ ࡌ  ޴फంࣆవ ࠀ ߤܼ ڕफ మన࣋ڵ࠙ ޜదܽ సࠬకరణం࠴ 
అߤ࣌ 1 ޴ߝ  ప ऱ࣒ ప  1 ߖసࠪనం అ ړ2 ߤ࣌ 2  ऱ࣒  మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ పదం ࠀ ࣒ڒ kr 1 kr cos kr 1 a 2 cos kr 
మ࠾ࡍ ఈ పదం ڒ ࠀ ߤࣄబܽद ఫ࡯తం ࣒ڒ ఒ࣒ڒ ܽ ڴ࠲ ࢙ పऱ࣒ ओߦۮ ࡹటࠪ ࡗమ ߖఅ ࠀ ߤࣄ ܽ ڴ࠲ఒ ߤ࣌  లం݄, 
एࣄڒ తం࡯ఎ࣒ఐ ఫߧ  సࠪనం  అࠉ ߝం࢓޶ వదभ  ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ పऱ࣒ ࠀ ࡛  ࣋ए छ ࡛ omega t minus phi p a 
ए࣋ ߤࣄ छ ఈ ࣋ए  ޴फంࣆవ ݟంߘ ߖ޵ కం݄޶ఎం ࠭ࢡऴ࢐ ڕ޶అం݄ మనం సగం ఎం ڕ޶సࠪనం ఎం ړࠀ ࡛ छ  a ݟంߘ ࡛
రߖ प࠼ంచబޔݡంߖ޵  ޴ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ ࡛  మ࠾ࡍ ࣋ए छ ఒక ࣋ए ݋ࡐ ࡛ छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ పऱ࣒ ࠀ ࡛ छ޳ బܽदڒ   aࡌ
ఇవछ బݟన޳ ߖ޵ ޴छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ఈ సࠬకరణం ޳छ రߖ ࡌ प࠼ంచబޔݡంڒ ,޴బܽद ࠭࠲ ఫ࡯త భంగం ޳ࡶd phi 
ఫ࡯త ߖ߅࢑ కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߖڴత తరం࡯వదभ ఫ ݋ం࠼ߦ ޳ࡶ ࠭ ఉనऒ ڵ࡯క ڴ న࣒࠳  ం޶న p cos omega t phi  
సంబం߅త ޓऴవత పంނߧ ఏࠫ݇ ڕࣆࡱޘం޳ం ڒబܽद ޓऴవత పం޳ ނߧछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  చޔరऴసం ah mod psi 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠼ߦ ࠭࠲ం݋ వదभ ఉనऒ फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ڕऴవతޓ  వదभ ఉనऒ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ࠭  ऴవత p p modޓ 

ఫ࡯త చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, ఇ޴ ఒక చదరߩ చదరߩ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ࠀ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ࡛ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ psi cos t cos t 
దभ సంఖङ߭ ࡮ۧ  ڴ࠲కం݄ ఒ޶ఎం ࠀ కएࡅ ڴ࠲ఒ ࠭࠲ బܽदڒ  దभ సంఖङ߭ ࡮ۧ ߘऴవతޓ   అߖ ߖర पࣃ࠼फ  బܽदڒ ࠭
ఒڴ࠲ అం݄ ఏࠫ݇ ఇకए డ చࡍऐ भ޳ ం, ڒబܽद ఒڴ࠲  అߘ ߯ 2 ޴ߝంړ ݟ సࠪనం, ఇకए డ అڒ ޴ߝంړޒ అڷߘణంڴ nu nu 
ఉంݦ ऴ߹ڙछ झߗ ࡛ࣛ పవ࡛ 15 10 ݟంߘ పవ࡛ 14 10  ޴ఉంܿం ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ  द૽  ऴకࠪߖऒ    బܽद ڒంڝ ޒసం మనం ࠌऱ  nu 
ఎంࡹ ݭ ఉߕऒ ऒߕఉ ࡹ ݭఎం ݭࡓ మనం ޳ࡶ ࠪ ࠪ అ߯ߖ޳ߝ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࡮ۧ ޴ ߭దभ ऴ߹ڙछ झߗ  బܽदڒ 
ए࣋ ࣒ڒ ࣒ڒ ࣎  ఓం ࣒ڒ छ ए࣋ ࣒ڒ ڕబܽद మనڒ ࡛ छ ࡛ ఒ࠳ ܽ ڴ࠲న࣒ ࠀ ఉంڒ ޴బܽद ఈ  పࠪࡍణం సమయంޜ ega t 
ࡍڷ మనం ߖందޔࡏࠪ ڴగం࢘ ࡮ۧ ܿߦ फంచవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद మన࣒ڒ ڕ ࣋ए छ ࡛ ఫంࣾߤ ఉంڒ ޴బܽद మనڕ 
ए࣋ ࣒ڒ నࣄ࡯ޘ छ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ రऴసంޔచ ޴ంޔࡏࠪ ڕవర ࣒ڒ 1 ݟంߘ 0 ࡛  ޴ఇ ,޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ړఒకܽ ݟంߘ 
సమయ అࣾం ڒబܽद ఇ࡮ۧ ޴ ࢘గం࡮ۧ ڴ ࢘గంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿం޴   మ࠾ࡍ ఈ సమయ వङ ङޑ సం ఇకए డ ప޴ పవ࡛ 
छڙ߹కం݄ ऴ޶ఎం ޴ఉంܿం ࡹకనऱ ऴకమం࣊ ߘࣜ޴న࣒ ప࠳ झߗ  ప޴ ऴకమంࡹ ఉంܿం޴ పవ࡛ పߘࣜ޴ ࡛ࣛ द૽  అం݄ 
సంబం߅త వङ వࡓ ߅ంࠑ ݡ ఇ޴ అ޴ߝ ߲నఃߕߩङ న࣒ pi t , t pi࠳ పవ࡛ ޴ప ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݡంࡓ ړߖ
పߘࣜ޴ ࣊కనऱ ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ࡮ۧ ޴ ࢘గంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޳ࡶ ߘߝ ఏ ࣝ ࣅओ క݃ݟ ݭ द࡛  ޶ڒ 
అܿవంܽ అ߅క ߲నఃߩనङ ం ࢙߄࢑ङ లࡍڷ ߘ फంచగల࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠭࠲ సగܿ ࡱ࢑వࡍڷ ߘ फంచగల࠭, అంښ޶ 
ए࣋ ࢡబࣗ ޴ంܼ࠭, ఇڕࣆޓ ߘవࡱ࢑ సగܿ ࠭࠲ छ ࡛ ఒߘ࠭ ߖࡹߘࠫ ܽ ڴ࠲పܽ అ߄ङ యంࡹ చࡍऐ ంచబݟ 
ఉండవ۪ऐ .  అ޴ߝ ࢘గంޔࡏࠪ ڴనऒ  ఫంࣾڒ ߤబܽद మనం ޓऴవతߖ ߘర प࠼ంۨనߩओ డ࡮ऱ  ࢘గంޔࡏࠪ ڴనऒ  s phi 
ఫంࣾߤ సగܿڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఈ ऴࡱ ݋ڙࠈ సమయ సగܿ సమయ సగܿࣃۨࣇ ߘफ  ړߖڴబܽद సమయ సగܿ సڒ ࠼
సࠪనం ఎం޶కం݄ గࡍషदం ఒక కߖషदం 0 ఇ޴ ࢘గంޕࡏࠪ ڴ ఉంܿం1  ޴ మ0 ࠾ࡍ మధङ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ సగܿన 
మనం ఈ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ ఒࡱ࢑ ڴ࠲వ ࠪޕࡏ ఉండటం ۫ࣃफ  t ߖߖ޵ ,޴ంۨ సగܿన సగం ఉంܿంڵࡆఉప ߖߖ޵ ,࠭
ఉపڵࡆంۨ మనం తరంڴల ࡅకए फࣃవ ڵࡍޒ ڕ ߤష܊߰ ప࡛ࣇ  బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ޓऴవత ࢙߄࢑ङ ऒߖ   ߰ం࣒ڒ ࠭ޑ޶ 
࣋ए छ ࡛ ఒ࠭࠲ ڴ࠲ కڵ࡯ ఉనऒ  సړߖڴ సࠪన࠳న సమߖ࠻ऒ  ఉప࣋ڵࡆफ ఒక ࣋ए छ ए࣋  ޜ ࡛ छ t i 2 ړߖڴస ߘ ࡛
࢑భ܊ంచంڒ ݟబܽद ఒక ࣋ए छ छ޳  ߘ ࡛ छ޳  ࡌ 2 ڕహరణ޳ఉం݄, ఉ ࠲లం  ࠪऴత࠮ ڕహరణ޳ఉ  ,ݟంచం܊࢑భ ࡌ 2 s 1
మనం కڵ࡯ ఉం݄, ఇࡓ ޴ం࡮࠮ ݡల వలऱ వࣆफం޴  మ࠮ ࠾ࡍలం ࠪऴత࠲ ఉనऒ టऱޙ࠼, అకए డ s 1 s 2. s 1 s 2 
ओߩం, అ޳ంڕߘదࡶ ए࣋  ڕమన ݡ छ ऐۯऴవత వޓ వదभ ݋ం࠼ߦ న࠳సࠪన ړ ࡛ ఇకए ޴ఇ ,޴ డڕ సࠪనం, mod psi 1 p 
࢐సफ࠭࠲ ړߖ࢐ అߖऒ  ࢐సफ࢐లߕڕࣆޓ ߘऒ ࠭  పڒ ࡱހࠪࡍబܽद ࡌ ݞږ ࠭࠲యనవసరం ڒ ޶ࡶబܽद 1 mod 
చޔరऴߖࣃऒ  ࣋ए छ झ࡯࠻ࡌ ߖఅ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛ న అవసరం ޶ࡶ, ఎం޶కం݄ ఒ࠮ ښలం ఉంڒ ޴బܽद cos kr 1 t kr 1
ऒߖ޳దశ ప ڕమన ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠮లం ڒరణంڴ మనం ఒక చޔరऴߖࣃऒ  t s ڴݡంࡓ 
߰ం࠭ޑ޶ ఒకܽ వߤ ࣋ए छ వదभ ఉనऒ ݋ం࠼ߦ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ࡛  ఇం݃ߖझ  అం݄ p s ,࠲వలం ݀ ࠪऴతښ ܾ

ఒకܽ ڕࡶం݄ మనం ߰ం࠭ޑ޶ ఇߩओ  తం s i two is equal to two square by two࡯ఫ , ڵࣃనڜ ంతࡍమ ݡ
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం  ڒబܽद ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఫ࡯తం   ఒక చޔరऴసం అࡏڷ ߖफం۪ڝవړߖݞ సࠪనం ڒబܽद మనం ఒక ࣋ए छ  ࣒ڒ ࡛
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ ࡛ అߖ ऴڒ ࠭ࣃ࢐బܽद ఇڒ ࠀ ࣒ڒ ޴బܽद ఒక ࣋ए छ ࡛ ఈ ࣋ए छ ఈ ࣋ए ܿߦ ޜ ࡛ छ బܽदڒ సࠪనం ڕ ࡛
మనం ऴࣄ࢐న వङ ڔ फకరణࡏڷ ߘफ۪ޘ ڕऐ ఇకए ݟంڝ డ అ޴ߝ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ పऱ࣒ ࠀ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ  సࠪనం, a ړࠀ ࡛
ఇకए డ ࠀ ࣒ڒ అ޴ߝ ఈ పదం మࠀ ߤࣄ ࠾ࡍ అ޴ߝ ఈ పదం ڒబܽद ఇߩओ ए࣋ ߖߖ޵ ࠭࠲ ݡ छ  ߖసࠪనం అ ړ ࡛
రߖ प࠼ంచړߖݞ ఉపࣆڵࡆफߕऒ రऴసం పऱ࣒ޔసࠪనం  1 చ ړߖࣃరऴޔచ ߖ޵ రऴసంޔబܽद ఒక చڒ .࠭  2 చޔరऴߖࣃऒ  
ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం వࡎ ठకࡍంచవ۪ऐ  మݟܔ ߖ࢐ܽ ࠾ࡍంచవ۪ऐ , ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ఈ ߤࣄ ࣋ए छ ࡛ cos kr 1 q kr 1 a 1 
చޔరऴߖࣃऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం  పߖ޳ऒ  ఒక ࣋ए छ ऒߖ޳క పࡖమ ڴ ࡛ పదం 1 ࠾ࡍరऴసం మޔచ ࠭ޑ޶ం߰ ڴݡంࡓ 
ࠫऴశమ పదం ࡓంݡ ఒక ࡓం࣒ڒ ݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ అం݄ ࡓంݡ చޔరऴసం ࠭࠲ ఇߩओ  రऴసం kr kr iaޔఒక చ ݡ
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ంۧ࠭ߧ۫ ߖసࠪనం అ ړݡంࡓ छ޳ ݡంࡓ  ంۧ࠭ߧ۫ ߖసࠪనం అ ړߖࣃరऴޔచ ݡ  i i ޳ࡶ ࡌ
ఒక చޔరऴసం ࡓంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఒక చޔరऴసం ࡓంړݡ సࠪనం ࡓ ߘߝంړݡ సࠪనం ఒకܽ పऱ࣒  i i ߘߝ ݡంࡓ 
పऱ࣒ ݡంࡓ కएࡅ ݡంࡓ ऱ ఒకܽࡏࣃ ݡంࡓ   వర ठ࠮లం ఒకܽࡓ ړంݡ అࡓ ޴ߝంࡅ ݡకए  వర ठ࠮లం ࡓం࣒ڒ  ݡ i i 
द࡮ݥ द࡮ݥ ߖߖ޵ మనం ࡹ  అࣆࡱߧ ߖफߕऒ ࠭, ఇకए డ ࡮ݥद సࠪనం, అం݄ వదभ ఉనऒ ړన࣒ 1࠳   2 తరంڴల kr 2 r p 
మధङ  దశ వङ ङޑ సం ఇࡓ ޴ంݡ తరంڴల మధङ  దశ వङ ङޑ సం ఎం޶కం݄ ఒ߄ࣃ ڴ࠲రణం ڒబܽद మనڕ ఒక ࢘࢟ ఉం޴  t 

ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ మ࠾ࡍ ఇతర పదం ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद దశ వङ ङޑ సం ఒకܽ ࠳న࣒cos k t kr1 cos omega t kr k r 
द࡮ݥ ݡంࡓ కङܔ వదभ ݋ం࠼ߦ  న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ  ం ࡓ ߝڕࣆۯంݡ తరంڴల మధङ  దశ వङ ङޑ సం ఇߩओ kr kr r p r ݡ

 r r s pr r r ޴ߝన࣒ ఒకܽ అ࠳ ݡంࡓ  బܽदڒ రం޷ ఒకܽ ఈ ݡంࡓ రం޷ ఈ ݡంࡓ ݞޙ న࣒ ఒకܽ ࠪరठం࠳ ݡంࡓ
࢘ ݡంࡓ झ࢟ ల మధङݞޙ ޠߦ   ఉనऒ झߤࡓఫݟ ܘ߿ ڕफ మన࣋ށڷ ޜంకంࡌबࣄ ܘ߿ ߘݞޙ ޠߦ  द࡮ݥ   వࣆफంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  
द࡮ݥ బܽद మన దగڒ ޴ంޔ࢓भ అ޶ర 2 ڕफ మన࣋ڵࡆఉప ڴ ठర ఉనऒ తफం  ప࠴  ऱ࣒   ప ऱ࣒  i 1 i 2 i 1 ݋ࡐ ݋ࡐ సࠪనం ړ2 

द࡮ݥ కङܔ ߖߖ޵   సࠬకరణం అࣃࡱߧ ߖफ ओߩఇ ,ࡏ द࡮ݥ  ݡ द࡮ݥ  కएࡅ  రߖ ߖނߧऴవత పంޓ ࠭࠲ ڴ߅࢑  पࣃ࠼फ ࠭ i 2 cos 
द࡮ݥ द࡮ݥ  छࡔ࢘ అం݄  అࣾం ࠬద ,޴ఉంܿం ݟరప߄న࣒ ఒకܽ߯ ఆ࠳ ݡంࡓ  बࣃ ࡏ ऱࡹߕ నऒࠚ࢑   ࠪర ठ r r x p  
వङ ङޑ छࡔ࢘ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡱࣃ నऒࠚ࢑ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡱݞޙ దశల ࡏ  ంట xࢗ అࣾం ࠭࠲ బܽदڒ ࡱऴవతޓ 
రߖ ߖނߧऴవత పంޓ पࣃ࠼फ బܽद ఇకएڒ  ࠭ డ ޓऴవత పంނߧ ऴࣅए ఇకए ߤ డ అࣾం ࠬద ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠭࠲ e x 
ఉߕऒ द࡮ݥ ޴బܽद ఇڒ ࠭ కएࡅ   ఇంట࡛ ࣒߿ సࠬకరణం  ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒ ఇకए న࢑ڷదల࠴ న࣒࠳  డ గށత 0 2 pi 4 pi 
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ऒߖޑऴࣇ फࣃ۫ ڴࡏߝ  द࡮ݥ బܽदڒ ࠼ द࡮ݥ ࣒ڒ సࠪనం  ఈ ړߖ޵  బܽद ఈ పదం i maxڒ ,సࠪనం ړ బܽद ఈ పదంڒ 1  i 1 
 ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ࡮ݥ ࠾ࡍद సం పऱ࣒ڝ  న࣒  ప࠳  ऱ࣒ i 2 i max pi pi ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒ 3࠳ 
మనం ߰ంߘߝ  ࠭ޑ޶ సࠪనం అం݄ ఇకए డ ࡮ݥद  ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆతం వښల సంږޒऴప ڕబܽद మనڒ న࣒ ఒకܽ࠳ 
కࢲߖदړߖ సࠪనం అ࠭ޑ࢓, ఇ޴ ఐ వ࠳ ߤన࣒ ఐ 2 ࠴తफం ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठࡓ ړߖ࡮࠮ం࠳ ݡన࣒ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం  
द࡮ݥ  ޴బܽद ఇڒ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ޴ऴవత , ఇޓ షदߖక ࠾ࡍऴవత మޓ షदࡍగ ݟరప߄వ߯ ఆࡱ࢑  बࣃ  నం߯ ఆ߄రపݟ p 
ఉంܿందߖ మనం ۫ࣆफనऒ ం޶న, ࡮ݥद కएࡅ ݋ం࠼ߦ  बࣃ  నం߯ ఆ߄రపࠚ࢑ ݟనऒ  p ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 
అం޶వలऱ సࠪనం అޙ࠼ ఇకए డ ఉనऒ ऱܿڴ మనం ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఒښ ࢘࢟ ऴఫంߘ ݋ంݟ ऴݞ a 1 a 2 s 1 s 2 
మనం ఇకए , న࢑ݟయబۯ డ ఉనऒ ऒߖޑऴۨڣࡔ  नݞయబޓ ݟంߘ ݋ऴఫం ࢟࢘ ښఒ ࠾ࡍం݄, మڕࣆۯफࡏڷ   s 1 s 2 ࠼
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ࢑ ఒ࢐ ښङ ߧ फߖ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑ దశࡹ ఉంܼ࠼  ఈ సమయం࠭࠲ ࡹ త޶పࡍ 
ఉపߕङ సంࡹ దశ మ࠾ࡍ దశల వङ ङޑ ऐࡍంత చࡍంۨ మࡍڷ లࣃ फࣃ ࠭ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈ2 ܘ ఈకछ ఐ 1 ఈకछ ܿ ࡽ  a 1 ࡽ
ܿ ఈకछ भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ మనం ܿ ࡽ ం అߩओ  కం݄ i 2 i 0 i 0 i max i޶సࠪనం ఎం ړऱ 0ࡏࣃ 4  ޴ంޔ࢓అ ݡ
ఇ޴  అޔ࢓ం޴, ఇ޴  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇࡗ܋ ޴ ࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ړ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ द࡮ݥ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ݋ࡐ ࡛ i 0ڷࡱߕ ړ i 0 i 
ࡓ ऱܿ ߕࣆऒ  అం݄ ߕࣆऒ  i pi i e iړݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ڴషदంߖక న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
సࠪనం ڒబܽद కߖషदం ߕࣆऒ ఇకए ࡹ࢑షయం ఒకܽ  ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ డ ఇۨऐ న ޓऴవత ړ i i i i two
సࠪనం అం݄ ఒకܽ ࡓంݡ సࠪనం ࡓంړݡ సࠪనం ߕࣆऒ ఒకܽ పऱ࣒ ړ द࡮ݥ ࣒ڒ   ఇకए డ ఒకܽ పऱ࣒ द࡮ݥ ࣒ڒ   మ࠾ࡍ i 
ए࣋ ࣒ڒ ࡗ܋ ఐ ࡛ࠂ ߖߖ޵ छ द࡮ݥ ࡛  అࡓ ߖంڒ ݡబܽद ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ द࡮ݥ   ߯ ఆ߄రపݟ అࣾం߯ ఇ ޓऴవత పంނߧ th x 
ఈ వङ ڔ फకరణ ޳छ ए࣋ ࣒ڒ ࡗ܋ ڷࡱߕ ࡌ छ द࡮ݥ ࡛ छ޳ ݡంࡓ  ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ޓऴవత ఎޔࡏࠪ ࡮ం޾ మనం i 
۫డవ۪ऐ द࡮ݥ ߘऴవతޓ బܽद మనంڒ  కएࡅ  ऱߦ ڴ߅࢑  యవ۪ऐۯ ݋ ऱߦ ߘऴవతޓ బܽद మనంڒ  द࡮ݥ  फ࣋ۯ ݋ కएࡅ   ڴ߅࢑ 
࢙࢑ధङ ం  ఇకए డ ۫పబݟం࡮ݥ ߖ޳ ޴द కएࡅ  ऒߕࣆ  ए࣋ ࣒ڒ  छ द࡮ݥ ࡛ छ޳ 2 ڕ द࡮ݥ ࠾ࡍసࠪనం మ ࡌ  ఇకए డ i 
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ࠭ంۨڣࡔ ڴ޶ऴߖޑऒ भ޳۫  ం ڒబܽद ࡮ݥद द࡮ݥ ޴ఇ  ࠾ࡍసࠪనం  మ ړన࣒ 1࠳ ऱࡏࣃ   k r 2 r 
వࡓझ ࣒ ఇం݃ߖझ ओߩఎ ޴బܽद, అڒ ܾ झߖఇం݃ ݡంࡓ ޙݧ కएࡅ  ܾ  సమऴగ ڷణڒరంޔࡏࠪ ڴం޾ మ࠾ࡍ అ࠳  ޴న࣒ pi 
కएࡅ వంܽ ڷࡱߕ ߯ ݡ࠮ ߯ ߯ ޓన࣒ ऴ࠳ ߯ ओߩన࠼ణకం అڷ సమऴగ ࣄࠐ   pi ڴరంڒణڷ సమऴగ ޴అ ݡ
మనం ۫డవ۪ऐ ߖందޔࡏࠪ बࣃ షदߖऴవత కޓ . द࡮ݥ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ࠼ కएࡅ  ࢑ధङ࢙ ऴవతޓ ڴ߅࢑  ం ఇߩओ द࡮ݥ ݡ
नࠈం࡮ ఉండటం ڴबరంࣄ  బܽदڒ సࠪనం ړߖ޵ छ޳  రߖ ߖނߧऴవత పంޓ ޴బܽद ఇڒ 2 ࡌ प࠼ంۯ ࠪరठం వङ ङޑ సం  k k pi 

బܽद  ఇకएڒ డ అࣾం ࠬద ఒక ࠼ߦంڝ ݋సం ߘݞޙ ޠߦ గ޳ށभ ం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ tion x p r r s p s
ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒక ڒబܽद మనం ఇకए డ ڝఆࡍ न݋ߝ లߘ ۫࣋फ ڒబܽद ఇ޴ ఈ లంబ ڝణ ऴࠜޒజం ps p s p s two p 
కएࡅ ङߙ݃߱ࣝ  బܽद ࣋एڒ ࣒ छ ࡛ ࣋ए छ ࡍఆڝ ޴రऴసం ఇޔఈ చ ܿߦ ޜ ࡛ न݋ߝ  ప ऱ࣒  ఈ ۨనऒ  వङ ङޑ సం s 2 p d x x 
ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ఇ2 ࠑ ޴ ఎం޶కం݄ ߖ޵ మధङ  ࢑భజన ڒబܽद ࡹߖ޳ సగం ڒబܽद ఈ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ d d o s s 
మధङ  లంబంڴ ఉనऒ छ޴  ఒకए ޒऴప ࡹ द࡛ڒ࣊ ܽ ఇకए డ సగం ڒబܽद ఇకए డ ۫ߧన ࢑ధం޳ ڴछ छ޳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡌ  d d ࡌ
छ޳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ए࣋ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ݡంࡓ ࡌ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  రऴసం d s p d x dޔసࠪనం  చ ޜݡంࡓ 
మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ ࡛ అ޻ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒  ࣋ए࠳  छ వలऱ ࣋ए޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ छ న࣒ s p d x d 2࠳ ࡛ s 2 p s 1 

࣋ए छ సࠪనం   ప ړߖڴ࠙ న࣒࠳ ޳ࡶ సࠪనం ړ వలం 2ښ ࡛ ऱ࣒ छ޳  p xd ࠭࠲ ࡌ s 2 p s 1 p 2 xd s 2 p s 1 
ఇపओ ܽవరڕ ఎܿవంܽ ఉ܉ण ण܉బܽद ఉڒ ޶ࡶయۯ ߩం࠼ వङ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޶ࡶ ߩం࠼ ڔ फకరణߘ ߰ం࠭޳  ࠪరठ x 
వङ ङޑ సం ڝసం, ࠪర ठ వङ ङޑ సం ޓऴవతߘ ఎߖ ࡮ర पࣆ࠼फం࠭࠲ ޾ చࡍऐ फࣃ ࠭,  అޙ࠼  ఇߩओ తघހఆచర ݡ క పࣄࡍबߖޒ 
भ޳۫ ం ڒబܽद ఇకए డ ࠪర ठ వङ ङޑ సం   ࠳న࣒ ࠑ  ప ऱ࣒  ऴړߦ दకࡽ ࣊టࡹ ߵ ఉంܿం޴  ఒకࡏ r 2 r 1 2 xd s 1 p s 2  p 
ऒߖ޵  ఖۨऐ తంࡍڷ ڴ फంచగలߗڒ ࡏ ఆచరހతघ క࠳న ࣊ట߄ࣃ ࠭࠲ ࡹ ߵరణంڴ ఒక ऴړߦ दకࡽ ఉ܉ण  ߩం࠼
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ङ࡮ ࠭࠲ ࠭ ओߩనࣄۯ ࡱڴࡆऴప ࡹ ࠗ మధङ ࠾ࡍమ  ࠾ࡍమ ݡ  ࢑భజన ࣄۯనߩओ d s 1 ݡ s 
ఇకए డ ࡛࣎झ  ߮ऱߤ మ࠾ࡍ ऴࣅए మధङ ߤ  ࢑భజన 50 ߘం100 ݟ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ఉంܿం2  ޴ ఇకए డ ఉనऒ  2 రంऴࡱ߄ 
మధङ ࠬࠫ 1 ࠾ࡍమ 0.1 ڴరణం߄ࣃ నऒۨ ࡮ۧ   ࢑భజనۯ ࡏ࢘ ޜయబݞन ऒߖڜ ࠭࠲  ,࠼  సంఖङ లࣃ۫ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ 
ఈ ߄ࣃరణం0.4 ࠬࠫ 0.3 ڴ ࠫࠬ అߖ మనం ۫ࣃफ సంఖङ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ల అߖޒࠝߘ ߰ం޳లڕߘంܿߕऒ ࠭.  d 
ఇߩओ ऱࠬࡰࠫ 1000 ݟంߘ 500 ޴బܽद ఇڒ ޴దभ߭ ࡮ۧ ޴ఉం ࡹ࢑భజన ఈ ऴకమం ݡ టࡏऱ మ࠾ࡍ ఇ࡮ۧ ޴ ۨనऒ  d d  ޴
మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ۫࣋ ऴࣅए ऒߖڜ ڴరణం߄ࣃ ߤ ऱࠬࡰࠫ  టర ऱ ߘంߖڜ ݟऒ  ࣊ంܾࠬటర ऱ వరڕ అం۪ࡱ ఉనऒ  ۲ట 
ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴. ఏరओ ऐࡍ࢐త చࡏం తۮంڜ ࠭࠲ ల వలऱހరڒ ࢑࢑ధ ࠾ࡍమ  న࢑ݟ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߘߝ 
ఉ޻भశߪరछ కంڴ ఈ ࣊టڒ ߘࣃڶ ߘ ߵబܽद ࠭ంڴ޶ ఈ ࣊టߧ۫ ߖ ߵంచడం ࡍڷంۨ చࡍऐ ంۧ࠭,  ఇߩओ  న࠳జߖ ߘߝ ݡ
࣋ए ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧ۫ ࡹ ࡽ ంۧߘ, అޙ࠼ ఇ޴ ఖۨऐ తం࡯߱ ޜ  ޶ڒ ڴऐ ए࣋ ޙ d ࠾ࡍమ ޴దभ߭ ࡮ۧ ࡽ d x  
కएࡅ ݋ం࠼ߦ बࣃ  నం ࣋࡯߱ ޜफ ۧ࡮ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠪڒ కం݄ ۧ࡮ ۨనऒ బܽद మనం p dڒ ޴ x d s 1

 ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡏࣃऱ ړ ߖ ࠭࠲ ڴ మ࠾ࡍ p s 2 p s 1 p s 2 p 2 t s 1 p d s 2 
ऒߕफࣆ࢘ ߕఅంచ ڴసࠪనం ړ ߖ ࠭ ఈ ఉ܉ण ण܉ఉ ޴ఇ ߩం࠼ ण܉మంۨ ఉ ࡮ۧ ޴ఇ ޙ࠼అ ߩం࠼ ऒߖڜ మనం ߩం࠼  p d

సంఖङ లߘ ఉంۨనటऱޙ࠼, మనం ࡹ ࣋ۯపం  ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ  ఒక ࢡతం కం݄ ۧ࡮ ۨనऒ  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ޴
ఆచరణࡹ ఇ࡮ۧ ޴ మంۨ ఉ܉ण ण܉ఈ ఉ ࠾ࡍమ ߩం࠼  r ݡంࡓ ݞޙ ంచడం వలన మనం ࠪరठంڵࡆఉప ߘߩం࠼
న࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ࠳   ఒకܽ ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ࡓంڒ ݡङ ङޑऴప ߖ ݡంࡓ ړ ࡽటߧ ࠪऒ యం ࣆۯफߕऒ ࠭ అړ ࠑ ޴ߝ r d d d xd d
సࠪనం, మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄, ࠪర ठం ࠳ ݞޙన࣒ ړ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿంࡅ ޴కए बࣃ  నం r 2 r 1 x p 
ࡍఆڝ न݋ߝ ఇకए డ అ޴ߝ అࣾం ࠬద ఒక ࠉం࢓޶ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇపओ దశ వङ ࠭ࣃ۫ ښܽ ङޑ సం ࡓం࠳ ݡన࣒ p x r r 
ఒకܽړ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࡮ݥद ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ړ   త k r r߅సంబం ݡ
అం۪ నߕ࠮ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, మనం ޓऴవత పంߖ ߖނߧర प࠼ంޓ ۯऴవత పంߖނߧ ఎࣃ۫ ࡮फ ࠭  మ࠾ࡍ  ࠪరठ 
వङ ङޑ ऒߖࣃ  అంచߕ ࢘యడం ޳छ ओߩఇ  ࡌ షदం ఇవछߖక ࠾ࡍషदం మࡍऴవత గޓ ݡ బݞन ऒߖदࢲࡍऴవత గޓ ݋ࡵ ࡽڒࡎ బܽदڒ ࠼  
మ࠾ࡍ కߖషद ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ ए࣋ ࣒ڒ ړ छ द࡮ݥ ࡛ छ޳ లݞޙ షदం దశలࡍऴవత గޓ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡹ  i i ࡌ
ఇవछ బޔݡం࡮ݥ ޴द  సࠪనం  ࡮ంࠈन छ޳  సࠪనం పऱ࣒ ړన࣒ 1࠳ ݟంߘ 2 ࡌ ऱ 2 ఇకएࡏࣃ న࣒࠳  డ pi r 2 r n pi n 
సࠪనం 0 1 2 ࠴దࡷనڒ ݞޙ ޠߦ ࢑బܽद మనం ఇకए డ ۫డవ۪ऐ  2 ర޶भ ࡮ంࠈन  ఆࢂࢗ ࠱फం޴  మ࠾ࡍ pi 2 pi e 
మన࠳ ڕన࣒ ߖ పऱ࣒ नࠈం࡮ న࣒࠳   అߧ ߖలవబ޴ݦ గࡍషद ऴకࠪߖऒ  అ࢑ ޻ధంޓ ڴऴవత కߖషद  దశ వङ ङޑ సం r 2 r 1 n n 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ పऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  సగం 2 ړ సࠪనం ڒబܽद మనం సంఖङ లߘ ఉంచవ۪ऐ   ఇకए డ సࠪనం 0 n pi n n 
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द࡮ݥ फ࣋ۯ సమం  ړ0 ߖ ࡏࠬ బܽदڒ 2 1 n ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓भ అ޶ర 2 2 2 ࠑ 3 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ1 ޙమనం ఉంۨ ߘ pi n 
మ3࠾ࡍ pi 

అం޶వలన న  అ࠴ 2 1 0 ޴ߝదࡷన ړ࢐ܽ సࠪనం మࡍ ޠߦ ޳ࡶ ࠾ࡍఫߤࡓझ న࣒  ప࠳  ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  n r 2 r 1 nࠆࣔ 
नࠈం࡮  సࠪనం, ప ڕ ऱ࣒ द࡮ݥ ݋ం࠼ߦ फࡏڷ  కएࡅ   ఒక ࢙ߩ గࡍషद ࣄबߖޒ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ߕࣆ ߘߝऒ  ऴతంۨڣࡔ  సࠪనం ړ
ఇకए డ ࠼ߦం݋ వదभ ޳ࡶ ఒకܽ ݀ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡮ݥद झߤࡓఫࡍ ޠߦ   r 0 ړ సࠪనం ړ  0
సࠪనం ఒక ࢙ߩ ࠪరठం వङ ङޑ సం ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మࡖక ࢙ࡍ ޠߦ ߩఫߤࡓझ  ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ 
ఎం޶కం݄ ڝసం ఉనऒ ओߩ ఇకए ݋ం࠼ߦ ݡ డ కం݄ ۨనऒ వలऱ ࠪర޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ޴ ठం a r 2 p r 2 r 1 
వङ ङޑ సం ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ తదڷߘణంڴ మనڕ ఉంܿం޴  ఈ ࢙ݞޙ ܘ߿ ߩ ऴపږޒలంڴ ఉం޴,  p 
బܽद ఇకएڒ డ పࣄࡍबࡱޔ ఈ వङ ڔ फకరణߖࡹ పऱ࣒ द࡮ݥ ݋ం࠼ߦ फࡏڷ  కएࡅ   ఒక ࢙ߩ గࡍషद ࣄबߖޒ ఇࣆफం޴, అޙ࠼ ऴపږޒల 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ फࡏڷ  మࡖక ࢙ߩ ఇࣆफం޴ అࠉ ޴ߝంڕ࢓޶ సࠪనం ࡮ݥ ޳ࡶद ऒߕࣆ  ڵࠪ బܽदڒ సࠪనం ړ णࠪ  మ࠾ࡍ o 
కएࡅ ࠪߖࠫ भ޳۫ ߖޒबࣄ  ం, ࠪڵ णࠪ  మࡅ ࠪߖࠫ ࠾ࡍకए ओߩఇ ߖޒबࣄ  भ޳۫ ݡ ం, ࠪڵ णࠪ  మࣃ  ڕࠪߖࠫ ࠾ࡍब నం x 
ڵࠪ బܽदڒ णࠪ  మࡅ ࠪߖࠫ ࠾ࡍకए बࣃ  నం ڒబܽद ఇకए డ ࠼ߦం݋ వదभ ۨڣࡔऴߖޑऒ भ޳۫  ం ఇ޴ లంబ ޴छ ࠙గం߯ o o 
ఉనऒ ఇకए ࡹ ݋ం࠼ߦ  డ ఒకܽ ࡓంڕݡ సࠪనం ఒకܽ అం݄ ࡓంݡ అం݄ ఒకܽ ࡓంڕݡ సࠪనంs o s os o s o r r 
ऒߕࣆ  ޴ఉం ڕబܽद మనڒ ऒߕࣆ న࠳సࠪన ړ న దశ వङ࠳సࠪన ړ ङޑ సం  మ࠾ࡍ ఇ޴ గࡍషद ޓऴవత ࡅకए  n ݋ం࠼ߦ 
ఎం޶కం݄ 0ړ సࠪనం 0 దశల వङ ङޑ కएࡅ ऴవతޓ షदࡍగ ޴అ ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖࣃ  n ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ 
ऒߕࣆ ߖߖ޵  ऴకమం అంܼ࠭࠲  .ࡏ ఇకए డ ࠪڵ णࠪ  మߖࠪߖࠫ ࠾ࡍ ߰ం࠭ޑ޶ ఎం޶కం݄ ࡮ݥद  ऴవత ma ximaޓ ޜ
ఇపओ ࠭࠲ ߖందޔࡏࠪ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ښܽ ࢑ధङ࢙ రऴసంޔచ ޶ࡎఖ ޴అ , ޴ఉంܿం ڴ ݭ࠼࣎ߙ࣌  ం మ࠾ࡍ 
द࡮ݥ द࡮ݥ ޳ࡶ ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړ   x ޻అ ڕవలऱ మన޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ڕ x 

࣋ए छ ࡛ ࢙࢑ధङ ం ఉంܿంޜ  ޴ మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ వదभ మనڕ దశ వङ ङޑ సం 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޴ ఇకए డ cos x o 
షరڕޔ అڷߘణంڴ ఉంܿంڒ  ޴బܽद దశ వङ ङޑ సం 0ړ సࠪనం అం݄ అం݄ 0ړ సࠪనం, ࠭࠲ గࡍషद ࣄबߖޒ కڵ࡯ n 
ఉߕऒ ङࠪ ࡽంऴట࣊ ߖߖ޵ ړߖ܉ߖ ޴ఉంܿం ڴషदంࡍగ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠭ ڵ णࠪ  అంܼࡏ, ఇ޴ ࣊ంऴటࡽ ࠪङ ڵ णࠪ  ࣊ంऴటࡽ 
ࠪङ ڵ णࠪ  అߕࣆ ݞޙ ޠߦ ޴ߝऒ రछߖ ڴ࢓޶ంࠉ ݦఉం ڴ ۨంచబݟం޴,  ఇ࠼ߦ ޴ం݋ వదभ ఉండక߱వ۪ऐ  ఎలऱߩओ  o ݢ
సࡕన ߖరछ చనం߯ ఆ߄రపݟ ࣊ంऴటࡽ గࡍషदంڴ అڷߘణంڴ ఉంܿం0 ޴ దశ వङ ङޑ సం ߕࣆ ޳ࡶऒ  ࠪర ठ ࠡదం ࡅకए  
ౖ࣊ ऱ࣒ڴ మనం ړ ݋ం࠼ߦ ऱߧ۱ ߖ ݭओ ంచడం వలऱ ߖڜ ޳ࡶऒ  దశల ࠪࡏओ షदం వదभ ఉండక߱వ۪ऐࡍగ ࡽంऴట࣊ ڴరణంڒ    o 
ఇࡖ࢘ ޴క ࠉంࡹ࢓޶ కߧߖంచవ۪ऐ ڵࠪ ంऴదښ బܽदڒ  णࠪ  అ޴ߝ   ఇߩओ దశ వङ ݡ ङޑ సం ߕࣆऒ ఉనऒ ڴ  ڴ࢓޶ంࠉ 
రछߖ ۨంచబݟం޴ త޶పࡍ గࡍషदం ڒబܽद ఇకए డ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡮ంࠈन ओߩన࠼సࠪనం అ ڕ  షदం r r nࡍగ ࡍప޶త ݡ
సంభࣆ࢑फం޴ అం݄ 1 ࡮ంࠈन ఇపओ ࠭࠲ సంڝ న࣒࠳  వङ ښܽ ڔ फకరణߘ ߰ంڒ  ࠭޳బܽद ࠳న࣒ r 2 r 1 r 2 r 1 d 
छ޳ नࠈం࡮ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ ओߩన࠼సࠪనం అ ޜ వङ ߝసࠪనం అ ړ1 ݡ ڔ फకరణߘ ఇߩओ xd ݦ r 2 r 1 n 
߰ంࣃࡱߧ ڴ1 ࠭࠲   .࠭޳फ ڵࠪ దܽ࠴ ,࠭ णࠪ కएࡅ  बࣃ  నం వ࡮ ࠑ ߤంࠈन దܽ ఆర࠴ ޳ࡶ సࠪనం ړ न࡛  x x d d 
ڵࠪ णࠪ  వࡅ ߤకए बࣃ  నం ࡮ ࠑంࠈन కएࡅ బܽदڒ ڴరణం߄ࣃ సࠪనం  అం݄ ړ నऒࠚ࢑   x d d n xn nth  ڕవలࡱ࢑ 
ఆర न࡛ ڵࠪ  णࠪ కएࡅ  बࣃ  నం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంࡏࣃ ޴ऱ ޳छ नࠈం࡮ ࡌ  xn n d d ࠭࠲ వలऱ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ऴపకए ఉనऒ ߝ ڵࠪ  णࠪ  మధङ  ࢑భజనࡍڷ ߘ फంచగల࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ऴపకए ఉనऒ ߝ ڵࠪ  णࠪ  మధङ  ࢑భజన  ప ऱ࣒  1 xn 
ప  ޴ంޔݡంచబۨࣇ ڴܼࠊ ܼࠊ ޴న࣒ ఇ࠳ ऱ࣒ छ޳ సࠪనం ړ1  नࠈం࡮ ࡌ छ޳ న࣒࠳  नࠈం࡮ ࡌ  xn , n d d nd d d by

नࠈం࡮ ऐࡍ࢐త చࡏంۨ తࡍڷ ܼࠊ ఈ ࠭࠲ ,సࠪనం ڕ फࣃ d d޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړ ܼࠊ ߗڒ ࠭
ۨనऒ ర޼తరంగ ߕ޼అం݄ ఏ ,޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹ࢑ ړ  डङ ం వదभ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠪڵ णࠪ  మధङ  ࢑భజన ۨనऒ d ޴ d 
అޙ࠼ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ߭దभڴ ఉం݄ ࢑భజన మࢁऱ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴, అంښ޶ ఇ࡮ ޴ంࠈन  d ޜ
నపओݟంచబށڷ నऒۨ ࡮ۧ ڔܽ  సంఖङ వ۪ऐڒ ట࡛ࠬߠߕ ట࡛ 500ࠬߠߕ 600 ޴బܽद ఇڒ  , ఇ࡮ۧ ޴ ఎڕए వ ۨనऒ  సంఖङ  
అߖ ޙ࠼ ۨనऒ छ޳ యడంۯ ڴ޴దभ߭ ߖ ࠾ࡍమ ڴ޴ షओߖ దभ߭ ࡌ ఖङ࠭ ڕమన ,ޙ࠼ంۨనటऱށڷ ޜफޒ d ܼࠊ ࢑భజన న࠳ d
ఉంܿంߖ޵ ࠭࠲ ,޴ऒ  మߖࡍऒ  సంఖङ లޜ చࡍऐ फࣃ ࠭, అޙ࠼ ఇకए డ ఒక ߄ࣃరణ సంఖङ  వంద d ޴ߝం అ޳ంڕࣆޓ ߘ
࣊ంܾࠬటరऱ ۨనऒ ऱࠬࡰࠫ ޓऴ ݋ం࠼ߦ సࠪనం ړ  ట࡛ ڕ సࠪనం మ࡮ ࠾ࡍంࠈन  ఆࡏ వందల ࠬߠߕట࡛ ڕ సࠪనం d d
అం݄ ࡍߕంజ రంڒ ޳ࡶ ڷంࡹޒ ఉం݄ మనం ړࡵ ߘܼࠊए ంచవ۪ऐ , ఇ޴ ऴపకए ఉనऒ ߝ  గࡍషद ࢑భజన మధङ  ࢑భజన ऴపకए  ߝ
ఉనऒ ڵࠪ  णࠪ ऱࠬࡰࠫ ݡంࡓ ߘ టࡏऱڴ  ۫డవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ࡓ ߖ޳ంࡰࠫ ݡऱࠬ టࡏऱ ࢘ڴࡏ ఉనऒ ం޶న ޓऴవత ࢢఖࡱࡌ 
ऱࠬࡰࠫ ݡంࡓ టర ऱۯ ࡏ࢘ ۯయబడڒ ࠼ޑబܽद అ࢑ ޻ధంࡅ ࠪߖࠫ ڴకए बࣃ  నం ࡓం࠳ ݡన࣒ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ r r 
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ݟంߘ ࠪߖࠫ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡏంۧڵࡆఉప ߖ  సࠪనం ړ ࠑ ڴࡱ޶బ ړ ݡ  కߖషद ni xm d m xm d 
बࣃ  छ޳ ݟంߘ ڕలߕ సࠪనం, ప ړ ࡌ ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒ नࠈం࡮ ࠆࣔ  ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖ ݞږ ࡏࠬ సࠪనం ڕ xm d d ߗڒ  m n
ڵࠪ ߘంۧڵࡆఉప ړߖݞయۯ ఒక  ߘߝ णࠪ  మࡅ ࠪߖࠫ ࠾ࡍకए बࣃ షदࡍऴవత గޓ  ల మధङߕ  వङ ङޑ సం  ڒబܽद m m 0 1
కएࡅ ࠪߖࠫ షदࡍబܽद అం݄ గڒ సࠪనం ړ࢐ܽ నࡷద࠴ 2 बࣃ  నం  ప ऱ࣒ छ޳ ࠆࣔ  छ޳ ࡌ नࠈం࡮  ࡌ  xm m d d ړࡹ
ఇవछ బޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ࣊ంऴట޶ࡶ ࠪߖࠫ ࡽ ఎం޶కం݄ ࣊ంऴట0  ޴ ࡽవ ऴకమం గࡍషदంڴ మనࣄ࡯ޘ ڕన ऱܿڴ మనڕ 
ओߩన࠼సࠪనం అ ړబܽद 0ڒ ࣆࡱޘ రठ వङࠪ ݡ ङޑ సం ఉంܿం޴, ఇ࡮ ޴ంࠈन छ޳ 2   వలऱ m m޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ
बࣃ  షदߖదܽ క࠴ సࠪనం ړ0 ऒߖߕ घࡏ߷ ఈ న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍమ ࠪߖࠫ  ండవࡓ ޴फంࣆసࠪనం ఇ ړ1   m ڵ࡯మనం క ࡹ࡮
ఉߕऒ ࠭ అࡅ ࠪߖࠫ ޴ߝకए बࣃ  నం ړ 0 ߗڒ సࠪన࠳న ࠴దܽ ࠫࡅ ࠪߖకए बࣃ  ऒߖߕ  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  m m ݡ
మనం ߖర प࠼ంۧ࠭ ڒబܽद మనం ఇపओ ܽవరߖ ڕర प࠼ంۨన޴ అࣾం ࠬద ޓऴవత పంڒ ނߧబܽद అࣾం ࠬద ࠭࠲ x x x 
అࣾం߯ ࢑࢑ధ ࠼ߦంటऱ వదभ ࣋ए छ ࡛ ఇం݃ߖझ ङ߄࢑࢙ ܾ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼ࠭, ࠼ߦం݋ వదभ గࡍషदంڴ మ࠾ࡍ cos o o 
 ޾ఉంܿం ࡮ఎ ނߧऴవత పంޓ ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲ ޙ࠼అ  ,޴ఉంܿం ڴషदంߖక ࠾ࡍమ ڴషदంࡍగ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ړ ݋ం࠼ߦ
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ࠭ ऴࣅए झړ࠻ తफం࠴ ߤ ࣒ ߯  ఇ޴ సڒ ࡔబܽद  ऴࣅए ߯ ߤ రߖ ࡮ఎ ߖނߧऴవత పంޓ  प࠼ంۧ࠭࠲ ࡹ x 
రߖ प࠼ంۧ࠭ ڒబܽद ࠭࠲  ߮ ऱࡹ ߤ ఎకए xy q ,ࣄۯ ࡮క మనం అߘక ࠾ࡍమ  ࡯ంۧށగࡍప ߖ ݋ం࠼ߦ ఒక ఏకపࣾ ߕݧ
ओߩఇ ނߧపం ࡹ࢑ࠪనం ం޳ంڕࣆࡱޘ ऴవత ఏࠫ݇ޓ  x  ,࠭޳ం߰ ߖނߧऴవత పంޓ ࡹ ߤࡷ ంటࢗ అࣾం ࡹ ߤࡷ ࠭࠲ ݡ
ओߩఇ ߗڒ एࣅతफం ऴ࠴ ࠭࠲ ݡ ߯ ߤ ࡍڷ ߖނߧऴవత పంޓ  फంۧలڕߘంܿߕऒ q ߖ ݋ం࠼ߦ బܽद మనం ఏకపࣾڒ ࠭
ప޳࡯ࢣࡍभ ం.  ۨڣࡔ ߘߝऴߖޑऒ  మࢁऱ ۫ڒ  ߘޑߩబܽद ఇ࠾ ޴వڕల డࡽࣟ ࡽࠋ ఇంట࡛ ఫߤࡓझ  ऴపڴࡆతघ క ࣊టߗڒ ,ߵ 
ఇߩओ ఇకए ࡱ޶బ ߝڕࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ అࣾం ࠬద ఒక ݡ డ ߘߝ ఏకపࣾ ࠼ߦంڕࣆޓ ߖ ݋ంܿߕऒ బܽद ఇకएڒ ߘ డ x q
ఒకܽ ࡓం࠼ߦ ݡంڒ ݋బܽद ࠼ߦంڝ  ݋ఆࡍ न݋ߝ మߕࣆ  ࠾ࡍऒ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ  ࡍఆڝ  न݋ߝ q q xy s 
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ఉంܿం޴, దయࣄۯ ఇ޴ అߖ ۫డంڒ ,ݟబܽद అߕࣆ ޴ߝऒ ऒߕࣆ న࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  xyz o y ړ z 
సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡅ ݡకए  సంబం߅త ڝఆࡍ नߘ࠭   ࡱ ݋ߝపܽ࠴ ߖ޳ ڴ࡮తफం ࢑భజనs s s 1 d by 2

ఇకए ޴బܽद ఇڒ డ 2 ޳छ వ࡛झࡍ ޴న࣒ ఇ࠳ ࠾ࡍమ ࡌ  బܽद d d d d dڒ ࢑భజన న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴ 
ࡍఆڝ नڝ ݋ߝఆࡍ न࠳ ݋ߝన࣒ అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంݡ  ఇߕࣆ ޴ऒ వన ఉనऒڷ޴ ړ  అࣾంڷ޴ ߖࡹవ అࣾంࡹ z t s x x 
ఉనऒ ం޶న ࠳న࣒ ࡓంڴݡ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇకए డ ڝఆࡍ न࠳ ݋ߝన࣒ 0 2 ࠑ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ మ࠾ࡍ d d t 
రߖ ߖన࣒ 1࠳ మనం ݞޙ ޠߦ प࠼ంۧ࡯.  ఇకए డ ࠳న࣒ ڒబܽद ۫పబݟం࠼ߦ  ޴ంటऱ r 2 r s 2 q s 1 q 
ࡍఆڝ न݋ߝ లڕࣆࡱޘ ߘనऒ  తࡌछ త, ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ మధङ ऒߖࡌ޷   ఎߖ ࡮ర प࠼ంۧࡹ మనڒ ,ࣆࡱޘ ڕబܽद ޠߦ ࠭࠲ 
झߤࡓఫࡍ రߖ ߘ  पࣃ࠼फ వङ ޠߦ వదभ ݋ం࠼ߦ ఏకపࣾ ߕ޼బܽद ఏڒ ࠭ ङޑ ऒߖࣃ मࡌߖ  भ޳ࡍ ం, ڒబܽद ఇకए డ ࠼ߦం݋ వదभ q q 
ఉనऒ ఇకए ޴फంࣆޒమߘబܽद అڒ ݞޙ ޠߦ  డ ࠳న࣒ అం݄ ࡮ݥद  అ޳ࡱߧ ߖभ ం ࡮ݥद छ޳ ߖ޵  ఇవछ ࡌ బݟం޴s 2 q s 1 q 
బܽद ఇకएڒ డ ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ఒక ࠴తफం చޔరऴసం పऱ࣒  తफం  s q x x x y y࠴ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ 
చޔరऴసం పऱ࣒ ం࠼ߦ ݡంࡓ రऴసంޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ  ऱܿ ఒకܽ ఒక ఒకܽ మ࠾ࡍ z z x y z x two y two 

అࣿంࢡలߘ కڵ࡯ ఉం݄ అ޴ ఇకए డ ఉపڵࡆంచబݟన ࣇऴతం ڒబܽद మనڕ   ప ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ  తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  z x d y
ఉంܿం޴  చޔరऴసం పऱ࣒  చޔరऴసం ఎం޶కం݄ ఇ࠳ ޴న࣒ అ࠼నపओ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ రऴసంޔచ ޴ఇ ڔܽ छ ࡛ పవ࡛ d d d 
द࡮ݥ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ڕ ࠆࣔ  eq s 2 q s 1 q s 2 q s 1 q ߖߖ޵ ࠭࠲  బܽदڒ సࠪనం ڕ
మࡖక ࢙ࢀࢗڕࣆޓ ڕߩच ए࣋ ࣄऴ࢐ ߖߖ޳ , छ फࣃۯ ࡛ ࠭, త޳छ ఈ  ప ڕమన ࡌ ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x d 2 y 
ఉంܿం޴ పऱ࣒  ࣋ए छ ऒߖ޳ఈ ప ࠭࠲ ࡛  ࣋ए छ चࢀࢗ ڕߩ࢙ కࡖమ ޴ఇ , ࠭ࣃۯ ࡛ ం޴, ఇ࡮ݥ ޴द  d ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ
పవ࡛ సగం మ࠴ ࠾ࡍతफం చޔరऴړߖࣃ ఇࣆ ޴లభతరం ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ  లభతరంࣆ ڴలభంࣆ 
వङ ࠾ࡍయగల మۯ ڔ फకరణߘ ߰ందగల సరࢁకరణ దశలߘߝ ߘ ߰ందߘ  ఆ ࣋ए छ द࡮ݥ న࣒࠳ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ ࡛ d x 
द࡮ݥ న࣒࠳  ࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ द࡮ݥ సࠪనం ړߖ޳ఈ ప ࡹ ࡛ द࡮ݥ వࡱ࢑ बరࣄ   అం݄ ࡮ݥद   అం݄ ࡮ݥद  అం݄ ࠬࡏ ఎం۪ڕం݄y 
द࡮ݥ ओߩఅ ݋ం࠼ߦ ݞޙ ޠߦ ڕవࡱ࢑ बరࣄ  झߤࡓఫݟ ޠߦ ړߖ޳ ݡ द࡮ݥ   ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡮ݥद కएࡅ   సం qڝ వࡱ࢑ बరࣄ 
߯ సࠬకరణం ࡐపంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࢙ߩన ޳ ߖ޵छ ంచవ۪ऐ܊࢑భ ࡌ ,  అߩओ ए࣋ ޴అ ݡ छ ऒߖߦࡐ ࡛  x 
చదర࠳ ߩన࣒ ࣋ए छ छ޳ ࡛ द࡮ݥ వలంښ రऴసంޔరऴసం చޔచ  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ࡌ  చޔరऴసం ࢒టߖऒ  y b b ޜܽ
द࡮ݥ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙  ࣋ए छ द࡮ݥ ࡛  చޔరऴసం ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣔరంࡹ చޔరऴసం ఒకړߖ޳ b 
సࠪనం ڒబܽद ఇ࡮ࠒࡌߦ ޴ గమߖక ࡅకए  సࠬకరణం ఇږߘࣃ ࢑ల ࣄबࡌంకం ۫డం࡮ۧ ݟ ߭దभ޴ వ  ఒక ࡮ݥद द࡮ݥ   d 
नࠈం࡮ नࠈం࡮ 2  नࠈం࡮ 3  కएࡅ  ऒߖڜ  नࠈం࡮  ల ࡱ࢑వలڕࣆޓ ߘంܿం޴ మ࠾ࡍ అࡰࠫ ޴ߝऱࠬ ట࡛ ࠼ߦ ޳ࡶం݋ ݀d 
ऱࠬࡰࠫ ట࡛ ࠼ߦం݋ ఐࡰࠫ ޶ऱࠬ టర ऱ ऴకమంࡹ ఉంࡱ࢑ ݦవలڕࣆޓ ߘంܿం޴, ఇࡅ ޴కए  రణ d߄ࣃ ట࡛ࠬڝऴ࠳ 
బܽद మనం అం݄ ఏࠫ݇ ఉంచవ۪ऐڒ ޴ఉంܿం ࡹవల ऴకమంࡱ࢑ . అం݄ ఇ߄ࣃ ޴రణంߘ ߖ޵ ڴం1 ݟ ࠫࠬ వరڕ dd 
ఉంܿందߘߝ ߖ ఇపओ ओߦۮ ښܽ द࡮ݥ  ,ߘ द࡮ݥ   అం݄ ఏࠫܽ అࡍ ޠߦ ޴ߝఫߤࡓझ नࠈం࡮ ݞޙ ޠߦ బܽदڒ  नࠈం࡮ 2  नࠈం࡮ 3   
झࡏڝ  ఇంటࡎघ ړఆస ڕࠪ ࡹనడంھߘక ߘఅం۪ల ݦఉం ݞږ ࡱవࡱ࢑ ݋యݟ फ ఉంߖڜ  .޴ऒ नࠈం࡮  ऒߕఉ ࡱ  బܽदڒ ࠼
ऒߖڜ नࠈం࡮   ఇߖڜ ޴ऒ नࠈం࡮ ࠬࠫ  ऒߖڜ బܽदڒ  ޴फంࣆۨࣇ ߖట࡛ అࠬڝऴ࠳ 0.6 ޴ట࡛ అం݄ ఇࠬߠߕ 600  नࠈం࡮   
టరࠬڝऴ࠳ ऱ ࠳ऴࠬڝటర ऱ ऴకࠪۮ ړߖం޴న޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇࡰࠫ ޴ऱࠬ ట࡛ ऴకࠪۮ ړߖం޴న޴, అࡰࠫ ޴ऱࠬ ట࡛ ऴకࠪړߖ d 
ړశ ޴ప .޴న޴ంۮ फڒ ړరకం ڒ ݡ࠮బܽद ࠳ऴࠬڝట࡛ ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ఆࡰࠫ ࡏऱࠬ ట࡛ అం݄ ప޴ పవ࡛ ࠳న࣒ ݡ࠮  ࠬటࡏऱ
द࡮ݥ బܽदڒ  కం݄  ۧ࡮ ߭దभڒ ޴బܽद ࡮ݥद  కం݄ ۧ࡮ ߭దभڒ ޴బܽद ఈ పࠪࡍణం  ఇకए డ ࣋ए छ द࡮ݥ న࣒࠳ ࡛  చޔరऴసంd d 
ఇకए డ ఎలऱߩओ వలऱ ࣋ए޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంࠪࡍల పږߘࣃ ݢ छ ఒక ࣋ए ߘ ࡛ छ తघߕధ ޜ ࡛ క పࠪࡍణం ࠳న࣒x 

࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛, ఇ޴ ࣝప࡛ ࡅ ࡮ࠓకए  సࠬకరణం, ఇకए డ ࡮ݥद छࡔ࢘   y a b  ࠼ఉంܼ  ڴबరంࣄ  ࠾ࡍమ ڕవలࡱ࢑ ࡏ
द࡮ݥ द࡮ݥ ߘߝ ߗڒ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  కएࡅ  నऒࠚ࢑  झߤࡓఫࡍ ޠߦ న࠳बరࣄ ,  ం݄ڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑  ऒߖఅ ޜ   ల࢓޶ంࠉ 
నऒࠚ࢑ ߝఅ ڡ࡯ࠓ క࣒ ࣝప࡛ࡹ फࣃࡍ࢑వ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘ ࡽࠓ న ࣝప࡛࠳ द࡮ݥ  ޴బܽद ఇڒ ߘ కएࡅ   ఇۨऐ న 
కएࡅ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ڕవࡱ࢑  సࠬకరణం. ఇ࡮ݥ ޴द కएࡅ    ఈ a b ࠾ࡍమ ࡱڒంࡌबࣄ बరࣄ న࠳बరࣄ సంڝ వࡱ࢑ बరࣄ 
కం݄ ఇۨऐ޶ఎం ,޴న޴ంۮ ړߖߦࡐ న ऴపڴࡆతघ క ࣊టڒ ߵङ  d d ݞږ ࢑భజన ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ڕ ࡽటߧ
పࡍషए द࡮ݥ ޴ఇ ,޴ంݟంచబࡍ  ࠪऴత࠲,  ఇ޴ మనం ࠼ߦంࡍࠪ ߘ ݋ऐ నߩओ  q  ޴ంޔࡏࠪ ړ ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ݡ
द࡮ݥ ߗڒ కएࡅ  द࡮ݥ సం మనంڝ వࡱ࢑ बరࣄ  नࠈం࡮  द࡮ݥ ڕహరణ޳ం݄, ఉڕߘఅ ߖసࠪనం అ ڕ नࠈం࡮   సࠪనం ڕ
అޙ࠼ ఇࣄ ޴बర ࣄबࡌంకం మ࠾ࡍ మనڕ ఒక ࡍߖ भషद ࣝపࡗख फࣃڶ వ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ࡮ ఇకए ߘ డ ࣝపࡗख ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ࡮

అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం ڒబܽद మనం ࡮ݥद కएࡅ   ఒక ࡍߖ भషद ࡱ࢑వ ڝసం కڵ࡯ ఉంܼ࠭ ڒబܽद మనڕ ࣝపࡗख  x y ࡮
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࡮ݥ ޴द కएࡅ  ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వ ڝసం ఇߩओ द࡮ݥ ݡ ऒߖ޳కࡖ࢘ ߘߝ 1  ऒߘం݄ నڕࣆޓ  ళࢗ  ऱߖవछ ం࡮ݥ ݟद  
ओߩవ అࡱ࢑ ఇకए ߘߝ ݡ డ మࡖక వऴకࡔఖߘ ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ࡮ݥद द࡮ݥ బܽदڒ  ఇకए ڕబܽद మన ߘవࡱ࢑  డ ࣝప࡛ ࡽࠓ 
द࡮ݥ ޴బܽद ఇڒ ޴బܽद మన వదभ ఏࠫ ఉంܿంڒ ޴फంࣆࠚంబం లܿڕ द࡮ݥ  द࡮ݥ 2  द࡮ݥ ݡ࠮  కएࡅ   ࢑࢑ధ ࡱ࢑వల ڝసం 
మనࡔ࢘ ڕछ द࡮ݥ ڕహరణ޳ఉ ޴फంࣆࠚల ࡽࠓ ప࡛ࣝ ࡏ  ఒకܽ ࡮ంࠈन नࠈం࡮ ,ޙ࠼సࠪనం అ ڕ  ࠪర ठం వङ ङޑ సం 
ऴపڒశవంత࠳న ࠉంڕ࢓޶ అڷߘణంڴ ఉంܿందߖ޳   ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ ऴపڒశవంత࠳న ࠼ߦంޓ ޳ࡶ ݋ऴవత గࡍషदంڴ 
ఉంܿం޴ మ࡮ݥ ࠾ࡍद नࠈం࡮ ڕ झ݋ం࠼ߦ ݋ࠑव ޴ఇ  ޴ంޔࠋۮ ޴అ ,ޙ࠼ఖ అࡔవऴక ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ڕ  అ࠼న 
అߖऒ ంట ఉనऒࢗ ߖ޵   బܽदڒ ࡱ ݋ం࠼ߦ ݋ࠑव ޴బܽद ఇڒ క࣒ࡹ ంటऱ࠼ߦ   అߖऒ  ࠼ఉంܼ ڴశవంతంڒऴప ࡱ ݋ం࠼ߦ 
ఎం޶కం݄ ࡮ݥद नࠈం࡮ 1  नࠈం࡮ ޙ࠼సࠪనం అ ޜݞޙ ޠߦ  ఇకए ޙ࠼సࠪనం అ ޜ డ ࡮ݥद  2 ఇకए డ ࡱ  ߘߝ సࠪనం 
అం݄ 3 ࡮ 2 ࠑంࠈन नࠈం࡮ 2 ࠑ 3   అۮ ߖపओ ంݟ, అߩओ ం࠼ߦ ఈ ݡ ऱܿ ࡛ݞए ऒߖఅ ޴ఇ ,࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ڕంటऱ࠼ߦ   
ए࡛ݞ ऒߖఅ ޴క࣒ ఇࡹ ంటऱ࠼ߦ   ऴపڒశవంత࠳న ࠼ߦంటऱ ࡹక࣒, ఇతర ࠪటలࡹ మనం ۫࣋޴ ऴపڒశవంత࠳న మ࠾ࡍ 
ङޑऴప  .ࡽࠓ ప࡛ࣝ ࡏ޶࠭ ࠪऒ యం࡮ݥ ڴद  ఈ ޴శߖ ࡹరంతరం ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ మనڕ 
ऴపڒశవంత࠳న మࡏ޶࠭ ࠾ࡍ ࣝప࡛ ࡽࠓ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ࢑ అం۪ࡱ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ߘߝ ఇకए డ 
द࡮ݥ   ޴ంۨనߧ۫ కएࡅ  నऒࠚ࢑  నऒࠚ࢑ ڕబܽद మనڒ ߘޑऱ ఉం۪ࢁసం మڝ వలࡱ࢑   న࠳बరࣄ ޴फంࣆవ ࡽࠓ న ࣝప࡛࠳
ࠪరठ వङ ङޑ ఉనऒ ޜలࣃ  అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ  ࣝప࡛ ࡽࠓ అం݄ మనڕ ऴపڒశవంత࠳న మࡏ޶࠭ ࠾ࡍ అం۪ࡱ లࣃࠚफ  ࠼
ఇకए ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ డ ڜంత అం۪ వङ వసबڒ ߘޑߩ۫ ߘబܽद ܔకङ ం అం۪ڒ ࡱబܽद ࡮ݥद नࠈం࡮   n ޙ࠼సࠪనం అ ڕ
ऐࡍచ ߘߝ ంۨన ऱܿܔ ڴకङ ం ࢘ళ ऱߘ చࡍऐ भ޳ ం.    ࡮ݥद नࠈం࡮  కएࡅ   సమऴగ ڷణకం అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  ࣝపࡗख ऒߖఅ ࡮  
ࡍߖ ఆ߯ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘంటऱ࠼ߦ भషद ࣝపࡗख खࡗపࣝ ݦఉం ڵ࡯క ࡮ झߖఇం݃ ࡮ ڵࠪ ܾ णࠪ ऒߖఅ ޜ ం࠼ߦ  ऱܿ మ࠾ࡍ 
द࡮ݥ   ప ऱ࣒ नࠈం࡮ ࠆࣔ   అޙ࠼, ࣝపࡗख ऒߖఅ ࡮ झߖఇం݃ ߘంటऱ࠼ߦ  అర ߖ޵ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ޜࠪߖࠫ ܾ बం మనం n 
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ऴࣅए ߯ ߤ  ऴపޑङ ࠪऒ య ऴపڒశవంత࠳న మࡏ޶࠭ ࠾ࡍ ࣝప࡛ ࣃ۫ ߘ ࡽࠓफ కङܔ ߖܽ࢒ బܽदڒ  ࠭ ం అం۪ࡱ అంܼࡏ 
झߤࡓఇంట࡛ ఫ ࡍࣃదܽ࠴ బܽद మనంڒ  ऴ߸ంܘ లߘ పࡍచయం ۯయడం మ࠾ࡍ ऴࣅए ߯ ߤ  ఉనऒ ङߦ  ట࡛ऒ ङߦ ܘऴ߸ం ߖ  ట࡛ऒ  
అంܼڒ ࡏబܽद ߘߝ ఇకए డ ࣝప࡛ ߦ ڡ࡯ࠓङ ట࡛ऒ మన దగ ߗڒ   ߘంۧߧ۫ ޶ం࠭ ڕఇంత ߖదࡶంచߧ۫ ߖ  ठర ఉనऒ  ޴
ङߦ ܘయ࡛ ऴ߸ంߖࡰ ట࡛ऒ ङޑబܽद మనం ऴపڒ  ࠪऒ యంڴ ऴపڒశవంత࠳న మࡏ޶࠭ ࠾ࡍ అం۪లߘ ۫డవ۪ऐ  బܽदڒ 
న ࠪరठ వङ࠳बరࣄ ޴బܽद ఇڒ ߕ࠮అం۪ న ڡ࡯ࠓ ప࡛ࣝ ࡹసమయం ޒ࢐ࡏత  ߘޑߩ۫ ߘߝ ङޑ సం ఉనऒ  అߖऒ  
క࣒ ఈ సందరगࡹ ల ݋ం࠼ߦ ంߘߝ ࡹ చࡍऐ ంۨన సందరग ంࡹ అ޴ ࣝప࡛ ࣄ ࡽࠓबర࠳న ࠙గ వङ ङޑ సంڴ ఉంܿంߗڒ ,޴ 
ࡍߖ भషद ࣊టࡍߖ ࡹ ߵ भషद ࣊టࡹ ߵ అޙ࠼ ఇ޴ ఇߩओ వ۪ऐڒ ݡ . ࣊టࣄ ߵबర࠳న ࠪరठం ޜݞޙ అߖऒ फޑక࣒ వృࡹ ల࢓޶ంࠉ  ڴࡱ
ఉం݄, అߩओ फޑమనం వృ ݡ फޑమనం వృ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߘర అం۪లڒ ఇకए ڕࠬ ߘߝ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ రڒ డ fr
फޑన వృߧ۫ ఈ సందరग ࡱర అం۪ڒ ంࣄ  ࡹबర࠳న ࠪరठం ࣇచన ࡅకए बࣃ  నం వృޑफ  అ࢑ ࠾ࡍబܽद  మڒ ࡱ
ऴపڒశవంత࠳న అం۪࡮ ࡱంࠈन ఉం݄, ࠪర ڴణంڷߘఅ ڕ ठం వङ ङޑ సం ࡮ంࠈन  మ࠾ࡍ ۩కܽ అం۪ࡱ ࠪరठ n n 
వङ ङޑ ప  .࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ړߖࣃ ऱ࣒ नࠈం࡮ ࠆࣔ  झߤࡓబܽद మనం ఇంట࡛ ఫڒ   ࣊టࡹ ߵ ऴ߸ంࣄ ܘసदߘ ࠹ ఎ࡮ n 
߰ంڒ  ࠭ޑ޶బܽद ࠭࠲ ఇకए డ ܔకङ ం అం۪ల ఏࡌओ ऐࡍంۨ చࡍڷ ܿ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ కएࡅ ۃయం   ࠭࠲ ݡ  
ऴపڴࡆతघ క ࣊టߖࡹ ߵ యంۃ ࣊టܔ ߖࡹ ߵకङ ం అం۪లڵࡍޒ ڕ వࣃफ घࡏ߷ బܽद ఈڒ ࠭ ఉతओ  ޴మన వదभ ఉం ࡮ నऒ  న࠳
ओߩఇ ࠭࠲ ऒߖ޵ ݦ  ఇకए డ ఉం۪ߘޑ అߧ۫ ߖంۧ࠭ ڒబܽद ࠭࠲ ఇߩओ ए࣋ ߖߖ޵ ݡ छ  d  ޴బܽद ఇڒ ంۧ࠭ߧ۫ ߖ ࡛
యంࡅ ۃకए  ऴపࡆగంࡹ ఇߩओ झߤࡓఇంట࡛ ఫ ࡮ࠓ ప࡛ࣝ ݡ  అం۪ల సࠬకరణం  ޳ࡶ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޵ ࠭࠲ x 
మࡖక ࢙ࢗڕࣆޓ ڕߩళ࠭ޑ.  మనం ࡮ݥद  చޔరऴߖࣃऒ వర ړߖݞంద߰ ߖ ,ంۨڵ࠙ ޜߖ޵    ంۨ, ఆ߯ށڷ ޜߖ޵  ठߖ࡮࠮ऒ  x
द࡮ݥ ޴ߝఅ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ నऒۨ ࡮ۧ కం݄ ࡶఐ ఆऴ ࡹఆచరణ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜߖ޵ ,సࠪనం ڕ ऒߖڜ ޴  x dy y 
ऱࠬࡰࠫ టࡏऱ అߖ చࡍऐ ంۧࡏ, ऴࣅए ߯ ߤ एࣅऴ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ڕ޶రం ఎం޷   ంۨ xyࡍڷ ంతంߦఈ ऴ ࠭࠲ ࠾ࡍఅࣾం మ ߤ
ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭,  ఇߖڜ ޴ऒ ऱࠬࡰࠫ  టర ऱ ߘంߖڜ ݟऒ  ࣊ంܾࠬటర ऱ వరڕ ࠪऴతڜ ࠲లతࡱ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అޙ࠼

అ޴ߝ  వంద ࣊ంܾࠬటర ऱ ऴకమం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ కం݄ ۧ࡮ ۨనऒ ऒߖڜ ڕ޶ఎం ޴ ऱࠬࡰࠫ  టర ऱ ߘంݟ d y d 
࣊ంܾࠬట࡛ మ࠾ࡍ వంద ࣊ంܾࠬటర ऱ ऴకࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ   అం޶వలऱ ࠾ ࠭࠲వڕల ऴపڴࡆతघ క d 
అమࡍక ࢑షయంࡹ ࣋ए छ ऐ࡯߱ ޜ ࡛ ए࣋ ޙ छ ࢑సघ ߖ ࡛ ంచవ۪ऐࡍ ఉనऒ ڴదभ࢑߭ ࡮ۧ ࡱࡌ޷  .  ఒక ఆచరހతघ క࠳న d y 
ఏࡌओ फ ఇకए࣋࡯߱ ޜ ࠾ࡍబܽद మڒ  ߘంۧߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߘܿ డ ۧ࡮ ߭దभదߖ మ࠾ࡍ ऴࣅए ߯ ߤ  ఉనऒ  మ࠾ࡍx y d x 

నऒۨ ࡮ۧ फ࣋࡯߱ ޜߖ޵ ࡱ బܽद మనం ۫డగలం ఈ ࣋एڒ ࢑ छ ऒߖࣃరऴޔफ చ࣋࡯߱ ޜ ࡛ రߖ  ऱࣾ ङ ం ۯయంݟ ఇ޴ y d y 
ऱࠬࡰࠫ ట࡛ చޔరऴసం ఇ޴ వంద ࣊ంܾࠬటర ऱ చޔరऴసం ڒబܽद మనం ఈܘ ఈకछ ఈకछ ܿ ࡽ ఈకछ ܿ ࡽ  మంۨ x ࡮ۧ ܿ ࡽ
ఉ܉ण द࡮ݥ  ߗڒ  ߩం࠼ కएࡅ  సం ఇۨऐڝ వࡱ࢑ बరࣄ  న ࡮ݥद ओߩఇ ڕ  ߩ࢙ ݟڕ న࠳बరࣄ ఒక ߩ࢙ ݟڕ సࠪనం ڴߩ޳޳ ݡ
द࡮ݥ అం݄ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  కएࡅ   ऴపࣄ ޒबర ࡱ࢑వڕ అࣄ ޴ߝबࡌంకంޜ సࠪనం అߖ  ఇࡹ ޴క࣒ ࣆۨࣇफంࣄ  ޴बర࠳న x 
ࠪరठ ࠡదం అ޴ߝ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంݦ సరళ ࡔఖࣄ  ࡱबࡌంకం  ࣄबࡌంకంړ సࠪనం ࣄबర ࡔఖࡱ ఈ అޒశړࡆ फ y x x 
వڕڒ ࡵంݞ ఇ޴ ࣝప࡛ ࡮ࠓ ఖۨऐ త࠳న పࢲࡍए రం అޙ࠼  మ࠾ࡍ కం݄ ۧ࡮ ۨనऒ ࢑ అޙ࠼ ఇ޴ అޔ࢓ం޴  yx y d 
ఒక సరళ ࡔఖ ڒబܽद ࡮ݥद కएࡅ   ऴపࣄ ޒबర ࡱ࢑వࣄ ڕबర࠳న ఇࡱۮ ࡮ۧ ޴ऱܿࠈ అࡃङ  ఉ܉ण ఇకए ߩం࠼ డ ఉ܉ण  x ߩం࠼
ఇకए ߗڒ ޶ࡶ డ ࡱۮऱܿࠈ అࡃङ  ఉ܉ण కङܔ ఖࡔ సరళ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉం ߩం࠼ ం అం۪లࣆޓࡍ޳ ڕफంڒ ޴బܽद ࠾వڕల
ऴపࡆగంܔ ࡹకङ ం అం۪ࡱ  సరళ ࡔఖ ܔకङ ం అం۪ڒ ࡱబܽद మనڕ సరళ ࡔఖ ܔకङ ం అం۪ࡱ లࣃࠚफ యߘߝ ߖ ఇంతڕ 
࠭ంߧ۫ ޶ంۧڒ  ߘబܽद అం۪ వङ వసब ఇ࡮ కࣆߧߖफంڒ  ޴బܽद అࣾంࣄ  ܿߦ ޜबర࠳న ࠪరठ ࠡదం ࡅకए  క࣒ x xࡹ 
 x y x ޴బܽद ఇڒ ࡱఖࡔ సరళ ݦఉం ڴలంబం ړߖఅࣿ ޳ࡶ ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ సࠪనం అ࢑ ڕ ߤڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ 
మనం ۫࣋ అం۪ వङ వసब రకం మ࢑ ࠾ࡍభజన  ఈ ऴపڒశవంత࠳న ऴపڒశవంత࠳న పంڕफల మధङ  అం۪ ࢗడࡱओ  ܼࠊ 
फࣃࡱߧ ߖఅ ܼࠊ ओߩఇ   ,ࡏ అࣾం ࠬద ఉనऒ  ࡹऴతంۨڣࡔ ఈ ߘߝ ݡ ఇకए ߖ ݋ం࠼ߦ  డ ۫ߧంۧߘ మ࠾ࡍ  x p p 
ऴపڒశవంత࠳న ࡔఖ ऴపڒశవంత࠳న ࠉం࢓޶ అޙ࠼ ఇకए డ అࠉ ߝంߧ۫ ߘ࢓޶ంۧ޳ࡶ  .ߘ   గࡍషध ޓऴవత గࡍషदంڴ q 
ఉంܿం޴, ఆ ࡔఖ ߰డߕ࢓ గࡍషद ޓऴవత గࡍషदంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄  ࣄबࡌంకంڕ సࠪనం అ࡮ݥ ޴ߝद  వ߯ xࡱ࢑ 
ఆ߄రపݟ ऴపڒశవంత࠳న ޜࡏ޶࠭ ޳ࡶ ఉనऒ  అߖऒ ओߩఇ ࠭࠲ ߖఉంܿంద ڴణంڷߘఅ ڕ క࣒ࡹ ంటऱ࠼ߦ   ,࠭ࢡ۫ ݦ
బܽद మనం మధङڒ   ࢑భజనߖ ߘర प࣋࠼फ అࣾం ࢗంబޓ ݟऴవత గࡍషदం అߩओ ओࡱడࢗ అం۪ ޴అ ࠭࠲ ݡ  తపओ  మࡖకܽ x 
న అం۪ల మధङ࠳శవంతڒऴప ݡంࡓ ޴ఇ , ޶ڒ  ࢑భజన ࡓంݡ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ల మధङ  ࢑భజన ࡓంݡ ऴపకए   c ߝ
ఉనऒ ڵࠪ  णࠪ  మధङ  ࢑భజన తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ࠭࠲ ޴ ఇంతڕ ࠭ం޶ చࡍऐ ం۪ڕనऒ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ డ ߘߝ అం۪ 
ओࡱడࢗ  ఉనऒ  ۨవړߖڴ࠙ ࡍ వ ऐۧ ऴపకए , ߘ ఉనऒ ߝ  ऴపڒశవంత࠳న ࡏ޶࠭ ޳ࡶ అం۪ల మధङ  ࢑భజనߘ అం۪ ࢗడࡱओ
ఇకए ܼࠊ  ࡏఅంܼ ࡽڒࡎ డ  ޳छ नࠈం࡮ ࡌ షद మధङࡍగ ߖࡹఅࣾం ޴సࠪనం, ఇ ړࡹ  ࢑భజన ఇڝ ޴సం ఈ d d x x   
వङ ڔ फకరణڕ సࠪనం అߖ ఇߩओ द࡮ݥ ߘߝ ޙ࠼ऴగࣕంۧ࠭, అ ࠭࠲ ݦ झߤࡓఫݟ ޠߦ  द࡮ݥ   అ࢑ ߖవࡍంۧߘ కం݄ x d 
నऒۨ ࡮ۧ నऒۨ ࡮ۧ కం݄ ޴ఇ ,޴ బܽद ఇకएڒ ޴ డ ఈ ࡮ݥद  అߝ పߖ޳ऒ  ఈ ړ సంబం߅ంۨ ࢑సघ ంచవ۪ऐࡍ d d ߗڒ  d 
࣋ए छ ࡛ ఇకए డ ۧ࡮ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ ࣋ए छ फ ఇకए࣋࡯߱ ޜ ࡛ డ ࣋ए छ एڕత ࡮ۧ ࡛ వ అߘߝ ߖ మࢁच ओߦۮ   d d  ߘ
ఇ޴ వంద ࣊ంܾࠬటࡏऱ ڒబܽद వంద ࣊ంܾࠬటర ऱ చޔరऴڒࣃరంࡹ ఉంܿం޴, అ࣋࡯߱ ޜߖ޵ ޙ࠼फ ఇ޴ ఒక ࠫࡰऱࠬ ట࡛ 
చదరߩ ऴకࠪߖऒ నऒۨ ࡮ۧ  రߖ  బܽद ఈ పదంڒ ޴ ऱࣾ ङ ం ۯయబݟం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధం࡮ݥ ڴद  d eߩ޳޳ ంۨ߅సంబం ڕ
ङ࠼ࢗ ࡓ  ऱܿ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ࢑ ߖߖ޵సघ ంచవ۪ऐࡍ  అం݄ అ࡮ݥ  ޴ߝद छ޳ ڕ  .x d. d ࡌ
द࡮ݥ సࠪనం.  0 ࠙గ వङ ڕ ङޑ సం మనڕ సࠪన࠳న ࣃब ऒߖߕ  ߰ంޔ޶ం޴, ఇࣄ ޴बర࠳న  ࣄबࡌంړߖڒ సࠪనం, ఇ޴ x x 
మనڕ అం۪లߘ ఇࣆफం޴ , ఈ సందరग ంࣄ ࡹबࡌంకం 0 ࡮ݥद  అం۪ x ޴సࠪనం, ఇ ړ0 ޴సࠪనం, ఇ ړసࠪనం 0 0 ڕ
ऒߖఅ ޴ߝఅࣾం అ ޴వ 0 అం݄ ఇࡱ࢑ సࠪనం ڕవࡱ࢑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖڒంࡌबࣄ   సࠪనం ړߖڒంࡌबࣄ   x x x y 
ऴపڒశవంత࠳న ࠉం࢓޶ల ࣃब నం, ఇښ ޴ంऴద అం۪ అࣾం అ޴ߝ ࠪరठ వङ ङޑ సం ఉనऒ ओߩ ऒߖఅ ݡ  ऴపڒశవంత࠳న y 
बࣃ ల࢓޶ంࠉ నం  0 ࡮ݥद వङ ޠߦ 0  ङޑ సం 0ړ సࠪనం మߖߖ޵ ࠾ࡍ ࣊ంऴటࡽ ऴ߸ంܘ అంܼڒ ࡏబܽद ఈ సందరग ంࡹ y 
అࣾం అࣾం ࢗంట ఉనऒ  ऴపڒశవంత࠳న అం۪ ښంऴద అం۪ڴ ఉంܿం޴, అ࡮ݥ ޙ࠼द नࠈం࡮   ఈ y ޙ࠼సࠪనం అ ڕ
द࡮ݥ नࠈం࡮  ओߩసࠪనం, అ ڕ बࣃ మనం  వ ݡ నం ߰ందంݟ త޶పࡍ ऴపڒశవంత࠳న అం۪ ࡮ంࠈन छ޳ ڴ x1 e d d ڴ ࡌ
ఉం݄, ࡮ݥद नࠈం࡮ ऱࡏࣃ  नࠈం࡮ ݡంࡓ న࠳సࠪన ڕ बࣃ ڕమన ޙ࠼సࠪనం అ ڕݞޙ ޠߦ  నం ࡓంݡ సࠪనం ࡓంݡn x 
नࠈం࡮ नࠈం࡮ ݡంࡓ   d d࠾ࡍన అం۪ మ࠳శవంతڒండవ ऴపࡓ అం݄ ࠑ సࠪనం ړ
అం޶వలన  అం۪ ࢗడࡱओ ओࡱడࢗ బܽद అం۪ڒ  नࠈం࡮ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ  छ޳ ړ అం۪x x d d ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡌ
ओࡱడࢗ ,   ఇ޴ మనం ఇంతڕ ࠭ంߖ ޶ర प࠼ంۨన అࣾంߖࡹ గࡍషदం మధङ  వङ ङޑ సం  ߗڒ ఇ޴ అం۪ ࢗడࡱओ  సం xڝ 
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మనڕ లࠚంۯ అ޻ వङ ङޑ సం ڒబܽद అం۪ ࢗడࡱओ రߖ ߘ प࠼ంచړߖݞ ఒకࡏ అࣾం ࢗంట ఉనऒ  x ݞږ ߘంటऱ࠼ߦ 
పࡍగށంచవ۪ऐ ऒߖڜ ࠭࠲  ,  సంఖङ లߘ ఉం۪࠭ޑ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సంߖ޵ ࡹऒ  మࡍంత ܉ऴగతफڴ చࡍऐ फࣃ ࠭ 
ధనङ   ࡱ޳࢐
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