
[సంڶతం] [చపओ ऱܿ] ఆߧदڡझ  ߯  ఉపߕङ స ࠪݢङ छࣃ ڕ ࡽ గతం, ఇపओ ܽవరړ ࠭࠲ ڕరހలߘ ऴపۧరం ࣋ۯ పరంڒ ڴంޒ 
࢐ङ ߧ फ࢑  ߖవࡍంۧ࠭ ڒ ޳ࡶంࡅ ޒకए झڡदߧఆ ࡔ   ऴపۧరం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇపओ ܽవరڕ అధङ యనం ࣄۯన ࢑࢑ధ ऴప࠙࢐లߘ
࢑వࡍంۧ࠭ .  ࡔ ఆߧदڡझ  పరంߘ࠭ ڴపܽ ఉపߕङ కङܔ  ߗڒ  ࡱࣃ ం వంܽ అߝక ऴప࠙ࡱ࢐ ఉߕऒ  ߵ࣎ , ڕహరణ޳ఉ ,࠼
घࡽ߸  ల రంڒ ڕڷరణమޔ࢓ంޘ ,  ޴లऱܽ  ޳ࡶ ߤࣾ߷ऴݟ ߖ࢐ܽ ޳ࡶ ࡱڷమనం ۫࣋ రం ߘలڷ࢑࢑ధ రం ࡹޒంڒ 
߱లܑࡕషߤ అࣃࡱߧ ߖफ झڡदߧఆ ࡔ     .ࡏ छ޳  ࡍవ ࡌ पంచߖڜ ߖࡶऒ  ऴప࠙ࡱ࢐ మ࠭࠲ ࠾ࡍ  ఈ ࡏڝझ ङݢࠪ   ࡹరంభంߦऴ ࡽ
చࡍऐ ంۨన ऱܿڴ ࢘࢟ ఆߧदڡझ ऱࡿࢗ ڕ  छ޳ నం߄࢑ కࡖమ  ࡯ ऐࡍచ ࡌ ంచబడవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇߩओ झڡदߧమనం ࢘࢟ ఆ ݡ  ڕ 
झڡदߧబܽद ࢘࢟ ఆڒ ࠭ޑళࢗ మనం ఇకए ࡹ  డ ࢘࢟ ఆߧदڡझ  మ࠴ ߘߝ ࠾ࡍదట ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ ࠭  ఈ ࡏڝझ  var ߘߝ ࡹ
చࡍऐ ంచࡃࠓ అంڒ ࡱࢡబܽद ఇకए డ మనం ۫డ࢑࢑ ࡃࠓధ అం࠴ ࡱࢡదటڴ మనం ۫డ࢑࢑ ࡃࠓధ అంࢡల ࡍڷంۨ 
࠭ంڴ޶ మనం   ࣝ݃ߤझ ऒߖޑऴࣇ   ఉపڵࡆంۨ ࢑ࠪన తరంڴల ऴపࠉޒంబం మ࠾ࡍ వऴڔభవన ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ 
ऴߦరంࣃࠚफ ࠭  .  తరంڴల ߖబంధనࡱ  ఆ߯ ࠴ ࠭࠲దట ڒܔङ फࡿࢗ ړߖ ߰ ప࡛ࣇ లڴతరం ޒంڒ ࠭  ంۮంڜ ంۨࡍڷ ߤష܊
చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ ࠾ࡍవڕల ܔకङ  ऴపߖڴࡆऒ  ࢑వరం࢑ ڴవࣃࡍफ  లڕవ࠾ ޳ࡶ గంࡆफ ऴపࡍߪ ݡంࡓ లڕవ࠾ ࠭
డࡽࠋ ఆࣣ ࣄऱ݋ మ࠾ࡍ ऴపࡆగం ఇ࢑ ޴వరం࢑ ڴవࡍంచబޔݡం࠭࠲  .޴   వృޑफ छ޳ రڒ రం ޳छ ߤࣾ߷ऴݟ ݋ऱࣄ ࡽڵంࣄ ࡌ
फࣃࡍ࢑వ ߘ ߤࣾ߷ऴݟ ࠭ మ࠾ࡍ  ఆߧदకࣃ ࡽధߕల ࡅకए  పࢲࡍए ర శړ फݞږ ߖ చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ۨవరڒ ࠭࠲  ڕంޒ 
ऴ߇వణ ࠙వనڕ వࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ అకए డ ऴపࠉޒంబం ޳छ ऒߖހవ߇ऴ ࡌ  చࡍऐ फࣃ ࠭. ऴ߇వణ ڒంߖޒ ߰ం޻ం࢑࢑ ڕ޶ధ 
ठࡌࠪ झࡏڝ ఈ ߗڒ ࡱ फࣃۯ ࠭࠲ ࡹ ࠭  ऴపࠉޒంబం మ࠾ࡍ ऴࠌసद࡛ छ޳ ణంڝ  ऒߖހవ߇ऴ ࡌ  చࡍऐ ంచంڒ ,ݟబܽद ࠭࠲ 
࠭ంڼࣃ ڕ޶ ࠭ం޶  ࢘࢟ ఆߧदڡझ  అࠚవృ޴मࣄޓࡍ޳ ړన ߖڜऒ ऐࡍచ ߘళऱࡌࡱ࠳ ऴతకࡍۧ  फࣃ ऒߖڜ ࡹ࢐ܽ బܽदڒ ,࠭  ఇకए డ 
ఇకए ߘߝ డ ࡹ1621 ߘࣃۯ ޑࠉ܉ ࣊ऒ ऒ࣊ ࡽ కएࡅ ࡽ  వऴڔభవన ߖయࠪߖऒ  అం޴ంۨం޴ . ఇ޴ ऴపڴࡆతघ క పࢣࡍలనల 
ఆ߄రంڴ ఒక అ࢑࠙ߘక సంబంధమߤ࣌ ࠑ ߤ࣌ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ అړ ࠑ ޴ߝ సࠪనం అߝ సంబంధంޜ ࣊ऒ i r n2 n1 ࡽ
బయటڕ వۨऐ ంߘ࠭ ࠭࠲ ߖߖ޵ ,޴పܽ ఉపߕङ ऐࡍచ ڴ࢑వరం ࡹలࣃ ంۧ࠭  మޛ ࡹ1637 ࠾ࡍంࠢ࢑ ࡹ  1637 ࡹవరణ 
࣊ऒ కएࡅ ࡽ  చటदం అం޴ంచబݟం޴ ఎం޶కం݄ ࣊ऒ కएࡅ ࡽ  చటदం ऴపڴࡆతघ క పࢣࡍలన ఆ߄రంڴ ఒక అ࢑࠙ߘక 
సంబంధంڴ ఉం޳࣌ ړߖ޵ ,޴म ంޒక మదभ޶ࡶ ޔ, అࡹ1637 ޙ࠼ ࣊ऒ కएࡅ ࡽ  చటदం ࡅకए  ࢑వరణࣃݥ ߘझ ࡍڒ द࣒ छ޳   ࡌ
రओڒ एࣆ ల࡛ ڒరओ एࣆ ల࡛ ࠵డࡽ ఆ݋ࡷ ࠆ ఆ߄రంڴ అం޴ంۧߖߖ޵ ,ࡏ త࢐ࡏత ߙङ టࣃ ߤब ओߩఇ  .ࡏంۧߧ  ޴అ ݡ
ङߙ టࡅ ߤకए రओڒ  एࣆ ల࡛ ޳ࣄम ంతంࡱߧ ڴవబޔݡం޴  ఆޣ ࢟࢘ ݋ࡷ ࠆయࡎ ఆ݋ࡷ ࠆ, ఇకए డ ڒంࡅ ޒకए  ऴపۧరం ry 
తరంڴలߘ ऴపۧరం ࣋ۯ పరం࢑ ڴవࡍంచబݟం޴, అޙ࠼ ఇ࢑ ఎ࡮ంܽ తరంࡱڴ అߖڜ ߝऒ  ऴపశऒ లڕ పࢤࡍऴభత 
సࠪ߄నం ఇవछ फࣃ۫ మనం ߖదࡶ ࠭   మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣝ݃నलࡱ ߤ ࠭ంڕ޶ వۨऐ నపओ రओڒ ڔܽ एࣆ ల࡛ ޳ࣄम ంతం 
ऴపబలంڴ ఉంࡹ1678 .޴ అతߖ తరంగ ޳ࣄम ంతం ߩ޳޳ ఒక శޑబभం ڒ ࡹ1801 ܿߦరओ एࣆ ల࡛ ޳ࣄम ంతం ऴపబలంڴ ఉం޴ , 
కङܔ తన ݡڕవ࠾  ऴపߖڴࡆऒ కङܔ తफం࠴ ݡంࡓ   ऴపߖڴࡆऒ  సమࡍओ ంۨనߩओ నమघ ߖఅ ڴఒక తరం ޴ߝఅ ޒంڒ ,ݡ దڵన
ऴపڴࡆతघ క ࣃ ङࣿ ऒߖ  అం޴ంۨం޴,  త࢐ࡏత 1864ڙࠪ ࡹझ छ म޳ࣄ ࡽ ంߖޑऒ  ࠭ంޘ ڕ޶ ऐۧ ङ޶࢑ .ݡ దయࣃए ంత 
తరంࡱڴ మڒ ࠾ࡍంޒ అ޶࢑ ޴ߝङ దయࣃए ంత తరంగం అࣄ࡯ޘ ߖం޴, ఇ޴ త࢐ࡏత ऴపڴࡆతघ కంڴ 
ధృ࢒కࡍంచబݟంڒ ,޴బܽद ఇ࢑ ۫డܼߖڜ ړߖऒ चࢂࡌࡱ࠳   మ࠾ࡍ ఆߧदڡझ झߤయ܊ࣝ ࡹ   ࡎయޣ ࢟࢘ 
ఉపڵࡆంచబడనపओ म޳ࣄ తరంగ ڔܽ ంతం అࠚవృ޴मړ ఇޣ ࢟࢘  .޴ߕߩ ޴యࡎ అࠚవృ޴म ڝసం, అంښ޶ ఇࡍۧ ޴ऴతక a  
ऒߖޑऴࣇ ऴభతࢤࡍదట ప࠴ ࠭࠲ ڴ࠼ࡌࡱ࠳ రణ߄ࣃఒక అ ࠼ࡌࡱ࠳  చࡍऐ फࣃ ࠭ మڒ ࠾ࡍంޒ ऴపۧరం ࡅకए  
ఎޔफߘ ߭ం۪ڒ  ࠭ޑబܽद ࠴దట తరంࡱڴ మ࠾ࡍ తరంڴల ऴపۧరం ࡍڷంۨ మనࣄ࡯ޘ ڕన ࡍڷ ࢐ܽంۨ ڜంۮం 
చࡍऐ फࣃ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ߧ۫ ߘߝంۨన࢑ࠪ ޴నం తరంߖڴऒ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ  కएࡅ .ݟంڝ వङ ڴ  ڔ फకࡍంచబడవ۪ऐ  xt psi 
భంగం ఒక ࢘࢟ ऴపۧరం ࣋ۯ భంగం ڒబܽद ࡅకए ంచవ۪ऐۨࣇ ڴ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߖ   ఈ ࠳న࣒ xt psi cos kx t kx 
ఒߖ ڴ࠲ దశ పదం అంܼڒ ࡏబܽद ఇ޴ దశ మ࠾ࡍ ఇ࢐ ޴ङ ߧ फ  అ࢐ ޴ߝङ ߧ फ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒڴ࠲ అ޴ߝ దశ t a kx t 
పదం, ఇకए డ అ࡮ ޴ߝంࠈन नࠈం࡮  छ޳  ࡓ 2 ݟంߘ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం    ړ 2 ࡌ ऱܿ ఇకए డ అ޴ߝ ఏߕ޼ k pi pi nu, nu 
తࣾణ ړ సࠪనం , ࣄबర࠳న దశ ࡅకए  ఉపࡍతలం ړ సࠪనం, ఇ޴ ఒక ࢑ࠪనం తరంగం ڒబܽद ߖߖ޵ ߮ऱߤ ࢘࢟ అߖ t1 t1
फࣃࡱߧ కएࡅ న ࠭ఖం࠳बరࣄ ߤڒ కం݄޶ఎం ࡏ  ఉపࡍతలం ߖߖ޵ ࢘࢟ ऴఫం݋ అࣃࡱߧ ߖफ   w ߤऱ߮ ޴ߝఅ ࢟࢘ ߤఒక ߮ऱ ,ࡏ
࢘࢟ ऴఫం݋ లݟږ ޜన ऴపۧరం ࣋ۯ తరంߖڴऒ  ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫంࡱ ݋ ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫంࡱ ݋ ࢘࢟ ऴఫం݋ అࣄ ޴ߝबర࠳న దశ ࡅకए  
ఉపࡍతలం ڒబܽद ఏߕ޼ తࣾణం 1ړ సࠪనం,  ఈ దశ పߖ޳ऒ  ఉంచడం ޳छ కएࡅ న దశ࠳बరࣄ ࡌ  ఉపࡍతలం t t 
߰ందబޔݡంࣄ ޴बࡌంړߖڒ సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ ఒڴ࠲ అړ1 ޴ߝ సࠪనం అ࠼నߩओ  kx t 1 t ڴबరంࣄ తࣾణం ݡ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠙గం ࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࣄ  ޴बࡌంకంޜ సࠪనం ࣄ  ޳ࡶबࡌంకంޜ సࠪనం ఎం޶కం݄ kx x 
ఇۨऐ న ࢘࢟ ڝసం ࡮ంࠈन छ޳  కएࡅ ంకంࡌबࣄ  వలऱ޶అం ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ ޴ߝసࠪనం అ ړ 2 ࡌ  ఉపࡍత࡮లߘ k  pi x 
కएࡅ ంకంࡌबࣄ  బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ  ఉపࡍత࡮లࣆۨࣇ ߘफంࣄ   ޴बࡌంకంړ సࠪనం అߖ మనం ఇకए డ ߦऱ  फ x x x࣋ۯ ݋
߮  ޴ఇ ښ޶అం ࠾ࡍమ ࡱߕ࢑ࠪ ݦఉం ڴలంబం ړߖఅࣿ ߖసࠪనం అ ޜంకంࡌबࣄ  ऱڒ ࢟࢘ ߤబܽद వదभ ఒకܽړ x a  at t 
సࠪనం, ఇకए డ మనڕ ఒక ࢑ࠪనం ఉం޴, ఇకए డ ۫పబݟం޴ ఇࣄ ޴बర࠳న దశ ࡅకए  ఉపࡍతలం ޳ࡶ ࢘࢟ ऴఫం݋  ఇߩओ ݡ
త࢐ࡏత సమయంࡹ ఒక ࢑ࠪనం ڒబܽद ఇړ ࢑ లంబంڴ ఉంࡱߕ࢑ࠪ ݦ.  అࣾం  ߭޵ڜڼࡍभ తࡌछ త ఇకए డ x t t 
۫పబݟన޴ వదभ 1ړ సࠪనం అߩۮ ߖओ द࡮ݥ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ,ం޳ంڕ  ߭ర࡯ڴ , ఈ పదం ࣄबరంڴ t t t tx 
ఉంݞలం݄ ߭రڒ ࡯ڴబܽद మనం ఈ ࢘࢟ ऴఫంߖ ݋ ऴܼࣆۯ ڡफం݄  అߩओ  న x࠳बరࣄ ంతڜ న࠳बరࣄ ޴ߝఅ ݋ऴఫం ࢟࢘ ݡ
రछߖ ߖసࠪనం అ ڕవࡱ࢑ ۨంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߭ڵࡍనటऱޙ࠼ ߭ర࡯ڴ అం݄ ߭ڵࡍన ࢘࢟ ऴఫం݋ t x t 
ఇకए  ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࡱ޶క ࡹశ޴ లږߘࣃ ࢟࢘ అం݄ ޴ంޔڷࡏ߭ సంڝ డ అ޴ߝ ऴపۧరం ࣄबࡌంకం ޳ࡶ దశ x x k 
కం݄ ఇకए޶ఎం ,޴ంޔݡవబࡱߧ ߖంకం అࡌबࣄ  డ ऴపށ࠻ంۨన ޷రంށڷ ޜంచబݟన దశ ࣄबࡌంకం ऴపۧర దశߘ 
ఇࣆफం޴, ఇ޴ ఏ ࣾణంߕߞࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ޴శࡹ ऴపۧరం ࣋ۯ ߮ऱߤ ࢘࢟ ߮ऱߤ ࢘࢟  అం݄ తరంڴల ऴపۧరం x 
भ޳۫ ߘలڴతరం ࣋ۯ ऴపۧరం ࡹశ޴ బܽद మనం ఒక ఏకపࣾڒ ࡹశ޴ ంۨ ఏࠫܽ  ఒక ఏకపࣾࡍڷ ం ڒబܽद ఇకए డ మ࠾ࡍ k 
అం݄ ఇకए ߘఉంۧ ߘలڴతరం ࣋ۯ ऴపۧరం ࡹశ޴ ఏకపࣾ ߘߝ డ ఉంڒ ޴బܽद అࣾం సछ ంత అܿవంܽ k k xyz sh  
࢑ࠪనం తరంڴల޳ ߘछ ంచవ۪ऐۨࣇ ࡌ ओߩఇ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ݋ݞ   ऴపۧరం psi cos k r t k ࡹశ޴ ఏకపࣾ ݡ
ۯ फ࣎ ం޴ అం݄ ఇڴ࠙ ݡ࠮ ޴లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ అڴ࠙ ݡ࠮ ޴ߝలݟږ ޜన ࢗక द࡛  మڒ ࠾ࡍబܽद k kxkykz r r  

 ప ऱ࣒  మ޳ ݋ݞ ࠾ࡍछ ఇవछ ݞږ ࡌ బݟన ࣃब నం ࢗక द࡛ సࠪనం ixjy kz k r kxxk rkyy kzz ړ ࠾ࡍమ ݋ݞ బܽदڒ 
ప  ޴ߝఅ ݋ݞ బܽदڒ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ࡎߖ ޴ఇ ޙ࠼అ ࢟࢘ ߤऱ߮ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  पత సమయంࣄ ࡹबరంڴ k r kxx kyy kzz
ఉం࡯ݞ  మనڕ ࢘࢟ ऴఫంߖ ݋ ఇࣆफం޴, ఇ޴ ఒక ࢑ࠪనం ڒబܽद ࣄ  ݋ݞबࡌంړߖڒ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ݋ݞ k r k rk 
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అం݄ ఏࠫܽ  ప ݋ݞ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఇࣄ ޴बړߖࡌ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠬకరణం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ సమతలం r kxx kyy kzz 
కएࡅ  సࠬకరణం ھడनޜ࡯ కࣄ  ߧ࡯बࡌంకంޜ సࠪనం అߖ మనڒ , ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇ޴ ఒక ߖߕ࢑ࠪऒ  cz k ޴फంࣆۨࣇ 
ఇకए డ ࣄ  ݋ݞबࡌంకం ړ సࠪనం ఇకए డ ߕ࢑ࠪ ݋ݞలڕ లంబంڴ ఉంܿంࣄ ޴बర࠳న ړ సࠪనం  k r k k r i mplies k 
అߕ࢑ࠪ ޴ߝలڕ లంబంڴ ఉంܿం޴ ߖ޳ ,޴శ తరంగం ࡅకए  ऴపۧరం ޴శࣆۨࣇ ߘफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢗక द࡛ కएࡅ   k 
పࠪࡍణం మనం ఇంతڕ ࠭ం࡮ ࠑ 2 ޶ంࠈन ऐࡍచ ڴ ంۨన݄ऱ ఉంܿం޴, ऴపۧరం ࢗక द࡛ కएࡅ   పࠪࡍణం  ࡮ంࠈन छ޳   pi ࡌ

छ޳ కࢗ న అంశం ऴపۧరంࣄంచవలߖగమ ޴ߝబܽद అڒ ంకంࡌबࣄ ऴపۧరం  ޴ఉంܿం ࡌ द࡛  అ޴ߝ ࢘࢟ ऴఫం2 ڕ ݋ pi k k 
లంబంڴ ఉంܿం޴,  ఇߘ࠭ ޴పܽ సందరग ంߖ ݞږ ࡹజం, ࢗ ߖߖ޳ ࠭࠲క द࡛  k x ࡹశ޴ కం݄޶ఎం ޶ࡶంచߧ۫ ڴ 
ఉం޴ మ࠾ࡍ తరంగం ࢗంట ऴపۧరం ࣆۯफం޴. ఈ సందరग ంࡹ అڒࢗ ޴ߝद࡛, ߗڒ ఒښ ఒక ࠙గం ࠪऴత࠲ కڵ࡯ x k 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ࢘࢟ ऴڕ ࠹߿ లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद  ఇ޴ ఏకపࣾ ޴శࡹ ऴపۧరం ࣋ۯ ߮ऱࡅ ࢟࢘ ߤకए  k 
ऴߖޒߦధङ ం ఇߩओ भ޳۫ ߘలڴర తరంڒࡿڿ మనం ݡ ం ڒబܽद మనం ࢑ࠪన తరంڴల࠭ࢡ۫ ߘ. ఒక ࡍߖ भషद ޴శࡹ ऴపۧరం 
ओߩఇ ࠾ࡍయడం మۯ ऴపۧరం ࡹశ޴ ఏకపࣾ ࡱڴ࢑ࠪన తరం ࠾ࡍయడం మۯ  రڒࡿڿ బܽदڒ ࡱڴర తరంڒࡿڿ ݡ
తరంగం అం݄ ఏࠫܽ ڒࡿڿర తరంߖڴऒ ంచవ۪ऐۨࣇ  కएࡅ ర తరంగంڒࡿڿ ࢟࢘ ࠭࠲  రछߖ  చߖߕऒ  ࢑సफࡍంపܑ࣋फ, ఈ 
߷ङ షߤ   అం݄ ఒక ڿళం అ࠼న ࢘࢟ ऴఫం݋ ఉనऒ  తరంߖڴऒ  అర बం ڒ ,࡯࢐ڝࣆۯబܽद ࢘࢟ ऴఫంڿ ࡱ ݋ళం ࡅకए  ఉపࡍతలంڴ
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇڒࡿڿ ޴ర ఉపࡍత࡮లࣆۨࣇ ߘफం޾ࡶ ޾ ఇ࡮ంܽ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ भ޳۫  ం.  ࡿڿల ఉపࡍత޳ࡶ ࡱ࡮ 
అࡅ ޶ڒ ࡮కए ఇۨऐ ߕ޼తలం ఏࡍన దశ ఉప࠳बరࣄ  ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ړ  న తࣾణం వదभ ࣄबర࠳న r psi a by r cos kr t 
దశ ࡅకए  ఉపࡍతలం 1ړ సࠪనం అం݄ అ޴ߝ ఇంతڕ ࠭ం޶ మన݋ݞ ڕ మ࠾ࡍ  ఇంతڕ ࠭ం޶t t t 1 kr k r 
మనڕ ఉం޴, ఇߩओ కం݄ ఈ ࠙గం ఇۨऐ޶సࠪనం ఎం ޜంకంࡌबࣄ  ڕమన ݡ న తࣾణం ఇకए డ ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ kx kr 
మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣄ ޴ߝबࡌంకం అࣄ ޴ߝबࡌంకంޜ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం࢐ ޴ङ రࣃ बం ࡅకए కएࡅ ళంڿ   r r r 
ఉపࡍతߖ࡮ऒ ఇకए ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ  డ ऴకమపదमࡹޒ ۫పబݟం࢐ ޴సफړߖ࢐ ఇࡹ ޴ ऴߤࣾ࣊ ࣒ڒ అޙ࠼ ఇ࢑ అ2 ޴ߝd r 
కएࡅ ళంڿ న ఒక࠳बరࣄ   ఉపࡍతߖ࡮ऒ छ޳ దశ పదం ࡱڴర తరంڒࡿڿ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ   kr ޴ఇ ,࠼ޑంచబడۨࣇ ࡌ
ओߩనڵࡍ߭ బܽदڒ న࠼అ ࠱అం݄ ఆ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ फࣃ۫ ࡹషంࠫߖ మనం ఒక ݡ బܽद ఈ వङڒ ࠭ ڔ फకరణࡹ t r  e t t 
ओߩనڵࡍ߭ ࡍߖ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ బܽद దశڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ भషद ࢘࢟ ऴఫంߘ ݋ ऴܼࣆۯ ڡफనऒ ం޶న ࡍߖ भషद ࢘࢟ r 
ऴఫం݋ ఇకए డ దశ దశ ޳छ రछߖ ࡌ ۨంచబޔݡంࣄ .޴बరంڴ మ࠾ࡍ 
అం޶వలన ߭ڵࡍనߩओ ఇۨऐ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ న తరంࣄ ړߖڴबరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ t r t 
ࡍ࢑సफ ࢟࢘ అం݄ ࠼ޑڷࡏ߭ ࡱڴभ తరం޵ڜڼࡍ߭ फ࣎ ం޴ అం݄ ࢘࢟ ࢑సफࣆࡍफనऒ ओߩ హङࠈ ࡱࡿڿ ݡ ం࢑ ڴసफࣃࡍफ  ޴ఇ  ,࠼
ఇకए ߘߝ  ޙ࠼అ ޴న࠳࢑లࣾణ ڕల࡮࠮ ݋ం࠼ߦ డ ఒక ࠼ߦంߖ࡮࠮ ݋ऒ  ޴అ ,޴फంࣆఇ ߖޒంڒ ޴అ ,ߘంܼڕࣆޓ 
ऒߖ࡮࠮ ݋ం࠼ߦ ఒక ߖޒంڒ ऒߖఅ ޴ఆ߯ అ ,޴फంࣆۯ దలݡ࢑  ߘలࡿڿ ࡱ ݋ऴఫం ࢟࢘ , ޴फంࣆۯ దలݡ࢑ ߖޒంڒ ࡹశల޴ 
࢑సफࡍంࡿڿ ۯల ࡐపంࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇࡅ ޴కए छ޳  छ޳  సࠪనం ړ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ rt psi a r cos kr ࡌ
फࣃవ ڵࡍޒ ړ మనం ఈ ݟంߘ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࠭ ఇߩओ ऴవత తగޓ ఈ ߖࡹరంࣔ ݡ ठڕం܉ ݞऴగతफ ڕࣆޓంܿంޓ , ޴ऴవత t r r 

࣋ए छ ࡛ మړ ࠾ࡍ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ  వదभ అం݄ చޔరऴసం ޳छ  psi th r ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړߖࣃరऴޔచ ࡌ
ఉంܿంڒ , ޴బܽद ޓऴవత  శړ फ తڷठޔందޓ ޳ࡶ ߖऴవత చޔరऴసం వࡹ࢑ ࡵమంڴ తڷठޔందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, అం݄ ఇ1 ޴ r 
छ޳ ࢐ङ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړߩచదర ࡌ ߧ फ తపओ छ޳ 1  .࡯ݞఉం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ڴࡍసߖ  r r ࡌ
వరڕ , అంښ޶ మనڕ ఇకए డ ࣔరంࡹ ఉంڒ  ޴బܽद ఇڒࡿڿ ޴ర తరంړߖڴ సంబం߅ంۨనޜߖ޵ ,޴ మనం ఈߤܐझ  ar 
వ ړߖޑऴࣇ ऐۧ ࠭ , ఈ ఆࣣ ڡࣄࠐझ ओߩమనం ఇ ޜ  झߤ܋ࣝ ݡ ऒߖޑऴࣇ   పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ ఇߩओ  ऴపۧరం ࡮ఎ ߘలڴతరం ݡ
బܽद ఇకएڒ  ࡯࠻ۯ డ ఇߤ݃ࣝ ޴झ ࡍߖ ऴతం ఒకࣇ  भషद ऴపకటన ޶ڒ, అߖ޵ ޙ࠼ అర बం  ࣝ݃ߤझ కएࡅ ऴతంࣇ   ࠭ఖङ  న࠳
అంߤ݃ࣝ ࡱࢡझ కएࡅ ऴతంࣇ   అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ࢘࢟ ऴఫంߖࡹ ݋ అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ࠼ߦం࡮࠮ ݋ల వࡵ పࣃۯ ߖफ  ,    ࠼
ఇࡅ ࢟࢘ ࢑కए  ࢘గంޜ బయܽ࢐ ړङ फࣃఇ ߘటऱࡵ ࢟࢘ ࡎకండ࣊ ۯంߧ द࡮ݥ ం݅ .࠼  ఈ ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ ఉపࡍతల t 
ܼంܐం޳ ݋छ ఇవछ ࡌ బޔݡం࠭࠲  ,޴ ఈ ऴపకటనڵࡍޒ ڕ వࣃफ అర ߖ޵  ,࠭ बం ఏࠫ݇ ࢑ ࠭࠲వࣃࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ t  
फࣃవ ڵࡍޒ ڕఈ ऴపకటన ࠭࠲ ࠭ మࡍߪ ߖߖ޳ ࠾ࡍ फڴ అర बం ڕࣆۯంܼ࠭ ڒబܽद ࣝ݃ߤझ ऒߖޑऴࣇ   ఉపڵࡆంۨ ࢑ࠪన 
తరంڴలߘ ऴపۧరం ۯయߖݞऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం  ڒబܽद ఇకए డ ऴపۧరం ڒబܽद ڜంతڒలం తࡌछ త ఈ ऴపకటనڵࡍޒ ڕ వࣃफ ࠭ 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ ऴతంࣇ ల ऴపۧరంڴ࢑ࠪన తరం ంۨڵࡆఉప ߘफలޔబܽद ఎڒ డ  పࡍగࣃށफ  ऴపۧరం ߘ ࢟࢘ ߤబܽद ߮ऱڒ ߘ
ऒߖݞయۯ  పࡍగށంచంڒ ݟబܽद ఇకए డ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఉంڒ ޴బܽद ࢑ࠪనం తరంࡱڴ ఇ࡮ వࣆफߕऒ  ࢟࢘ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ࠼
ऴఫం݋ లڒ ߘޑߩ۫ ߘబܽद ߮ऱߤ ࢘ झ࢟  త࢐ࡏత సమయంࡹ ߮ऱࡱ ࢟࢘ ߤ ఇ࡮ ऴపۧరం ࣆۯफߕऒ వదभ ఉనऒ  ࠼   ࢘࢟ ऴఫం݋t 
అ޴ߝ ఒక ࡍߖ भషद ޴శ࢐ ࡹङ फనऒࣆߧ  ࢘࢟ ऴఫం݋ ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫంړ ݋ సࠪనం  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࢗక द࡛  ऴపۧߖࡌऒ  k ޴फంࣆۨࣇ 
కएࡅ ࡱހࠈ ఈ ޴బܽद ఇڒ फࣃۨࣇ ߘశ޴  వ۪ऐڒ శ޴ ߖࡹߖ޳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼   ࢘࢟ ఒక ࠳న࣒ ఒڴ࠲ k x cos kx t 
छ޳ ధङߖޒߦऴ ࡌ ం వࣕࣆफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ऴపۧరం ޴శ ఉంڒ ޴బܽद ࣝ݃ߤझ  ݋ం࠼ߦ ޒऴప ߖࡹ ݋రం ࢘࢟ ऴఫంڒऴతం ऴపࣇ 
࡛࣎झ झ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎకండ࣊  ޴फంࣆۯߖప ڴ࡮  झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ   ల వࡵ ప࣋ۯ ߖ ࣊కండڒ ࡱ ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎబܽद ߘߝ ఇకए డ o 
फనऒࣆߧ۫ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ޴ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ࡱ   ఆࠆ ࣊క࠼ߦ ߘం݋ ࡛࣎झ  అޙ࠼ ఇڒࡿڿ ޴ర తరంڴలߘ 
ఇࣆफందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇڒࡿڿ ޴ర తరంڴలߘ ఇࣆफం޴    ऴప࠼ߦ ޒం݋ ࡛࣎झ  ఈ ࢑ధంڒࡿڿ ڴర తరంڴలߘ 
ఇࣆफంڒ  ޴బܽद ڒࡿڿ ߘߝర తరంڴలࣆڶ ߘफߕऒ ऒߖఅ ߖࡹ ݋ऴఫం ࢟࢘  ࡹఒక సమయం ߘߝ బܽदڒ  ߘ  ࢟࢘ ߘంటऱ࠼ߦ 
ऴఫంࡹ ݋ ࣊కండࡍ࢘ ࡎయ࠼ߦ ݋ంߖ ݋ ఇۯऐ झࡓ࣎ ݋ం࠼ߦ  फࣃవڕࣆޓ ݋ం࠱ ݋ऱ ࣋दࢁమ ࡹ ݋ऴఫం ࢟࢘ ڴ࡮ ࣒ ࡱ࡮࠮  ߘ
అం݄ ڒࡿڿర ࢘࢟ ݋ࡵझ  అం݄  ఇ޴ తరంగ ࢘గంޜ బయܽ࢐ ړङ ప  ޴ߝఅ ࡹఒక సమయం ࠾ࡍమ   ޴फంࣆߧ ऱ࣒ द࡮ݥ  t t1 ړ  t
సࠪనం  ڒబܽद ఇకए డ ఉనऒ ࢐ङ ߖ޵ బܽदڒ ࠼ޑࡱ޶క ࡱڴర తరంڒࡿڿ  రࣃ बం  ڿళం ఇకए డ ఈ ڿళం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం v 
द࡮ݥ ऱࡏࣃ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࢐ ޴ङ बࡌࣃ ࢐ङ లࡿڿ ఈ ,  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ రࣃ बం తޒ࢐ࡏ సమయంߘߝ ࡹ ఇకए డ t 
࢐ङ నߧ۫ రࣃ बం ࡮ݥद झ࠹݅  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  द࡮ݥ   మ࠾ࡍ ࣋द࠱ ݋ం݋ ऴపڒరం ࡮ݥद  తޒ࢐ࡏ t v t  t 
సమయంࡹ ࢘࢟ ऴఫం݋  ఈ ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎझ छ޳ ݋ంܐతల ܼంࡍఉప ڕ  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, అం݄ ߘߝ ࣊కండࡎ 
ऒߖ࡮తࡍఉప ݦఉం ڴ ݋ంܐంܼ ڕల ݋ࡵ ࢟࢘ సమయం  ప  ޴फంࣆۨࣇ ߘ ݋ऴఫం ࢟࢘   ޴फ, ఇ࣋ڶ  ऱ࣒ द࡮ݥ  సࠪనం t t 1 ړ  t
దయࣄۯ నߘऒ వछߖయۯ వృతంࡌనߩ  ంݟ      తޒ࢐ࡏ సమయంࡹ ࢘࢟ ऴఫం࡮ݥ ݋द  అం݄  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   ఈ ࣊కండࡎt t 1 t 
छ޳ ݋ంܐంܼ ڕల ݋ࡵ ࢟࢘ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ࠬڕ ఇకए డ ఒక ܼంܐం݋ ఉం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ బయܽ࢐ ړङ फࣃߧ  ࠼
యడం మనం ఇకएۯ ऴపۧరం ړబయܽ ࡱ ݋బܽद ࢘࢟ ऴఫంڒ డ ۫డవ۪ऐ झޔవలం ఉښ   కత ڝసం మనం ఇకए డ ఒక 
ܼంܐంڶ ݞږ ߖ ݋యవ۪ऐ ,    అߖ޵ ޙ࠼ అర बం తޒ࢐ࡏ సమయంࡹ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఈ ࢙ߩ ఉండవ۪ऐ , అޙ࠼ అల ఈ 
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తపओ ࡹశ޴  ऴపۧరం  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ۃ࠼ࣔ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߖफందࣆۯ ऴపۧరం ࡹశ޴  మ޴ ࡔశ࢐ ࡹङ ߧ फ ࡶదߖ 
࣏లభङ ంߦۮ ڴओ ࢐ङ ,ࡏ ߧ फ ఇకए డ ࠪऴత࠲ పࠫࡍత࠳ంڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒ బܽद ఇకएڒ ߘޑߩ۫  ڴ޴ం ߭దभۮంڜ  డ 
झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ߖࡹ ݋ࡵ ࢟࢘  లࡹ ఒక݅న ࠼ߦం݋ ࡛࣎झ  లࡹ ఒకܽ ڒబܽद ఇకए డ ఉం޴ మనం ఉనऒ  ࢘࢟ ऴఫంڒ ݋బܽद ఈ 
࢐ङ ړర తరంగం బయܽڒࡿڿ ࢐ङ ڴफޔతరంగం ఎ ࡹశ޴ ఈ ޙ࠼అ ,޴फంࣆߧ फ     , సओ࣋ߧ రज అకए ࠾ࡍవదभ మ ࢓޶ంࠉ  డ ఉనऒ
ఇకए డ ࠪऴత࢐ ࠲ङ ߧ फ పࠫࡍతంڴ ఉంܿందߖ అత࢑࠙ ߘంۧݡ  మࡓకए ࢐ङ ݞ ߧ फ  ۮందడం ޶ࡶ, ఇ޴ ఈ సందరग ంࡹ 
న ऴపۧరం సమసङݟకబߘࢗ అకए ړߖݞంచࡍ࢐ߖ ߘ డ ఊహߘ ߭ం۪ޔం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࢐ङ ߧ फ ޴శࡹ ఇకए డ ࠪऴత࠲
࢐ङ छ޳ ߖ޵ ݋తफ తరంగ ऴఫంڜ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߖంద࠳తࠫࡍफ పߧ ధङߖޒߦऴ ࡌ ం వࣕࣆफందߖ అతߦۮ ߘओ ऒߖ޵ ࡏࠬ .ݡ
 తࡌछ త ڜ ࡹన࣋ڵࣃफ, ఇ޴ తޒ࢐ࡏ సమయంࡹ  పऱ࣒ द࡮ݥ  ఖ ఇకएࡔ ࡯ߗ ۯంۨࣇ ߘ ݋తफ ࢘࢟ ऴఫంڜ ࡹ  డ t 1 t 1 t
ఉంܿం޴  ప ऱ࣒ द࡮ݥ 2   అߩओ ࡓ  ࠭࠲ ݡ ऱܿ ࡮ݥद ࢐ङ న࠳సࠪన ړ  రࣃ बం ࡅకए  t v t ޳ࡶ ࡯࠻ڶ ߘలࡿڿ 
ऴపޑङ ࠪऒ యంࡏࠬ ڴ ఇకए డ ࣊కండ࠼ߦ ࡎం݋ ࡛࣎झ  లߘ పࡍగށంచవ۪ऐ ߯ ݋ࡵ ࢟࢘ ండవࡓ ,  ݋ం࠼ߦ ߘల࡮࠮ 
ऐۯవ ڕబయట    ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ݟయంۯ  ࡱࡌ߄࡮࠮ .ݟయంڶ ߘలࡿڿ ంܽ࡮ऱ ఇࢁమ ࡹలڴర తరంڒࡿڿ 
ఆ߯ అ࢑ ఈ ޴छ छࡌత  ,࠼ఉంܼ ڴ ݋ంܐంܼ ڕ ݋ంܐంܼ ڕలڴయ తరంޓ త ࢘࢟ ऴఫం݋ తరంߖڴऒ फࣃۨࣇ   ޴బܽद ఇڒ ࠼
తޒ࢐ࡏ సమయంࡹ ࢘࢟ ऴఫం݋ అޔ࢓ం޴  ప ऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ ࡮ݥद  మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑  ఇతర పࡱ޳ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴ ,t t 1 t 
ఇ޴  సమయంࡅ ࢟࢘ ܿߦ ޜకए  సమయ పހࡍమం޴ ޜశ࢑ࠪ ࡹన తరంڴల ࢐ङ ߧ फ࢑ ߖవࣆࡍफంڒ ޴బܽद ࢘࢟ ऴఫంߖࡹ ݋ k 
అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ޴छ ऐۯఇ ߘలڴయ తరంޓ फࣃۯߖప ࡵల వ࡮࠮ ݋ం࠼ߦ   ڵࡍޒ ࡍࣃࡗమ ࠭࠲ ڕऴపకటన ߝఅ ࠼
వࣃफ ࠭.   ఇ޴ తరంగ ࢘గంޜ బయܽ࢐ ړङ द࡮ݥ ݋ऴఫం ࢟࢘ ࡹసమయం ޒ࢐ࡏత  ,޴फంࣆߧ  ఈ ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ t 
ఉపࡍతల ܼంܐం޳ ݋छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴,  అ޴ ఇߩओ సओ ݡ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद ڶ ߘߝయߖవछ ంߘߝ ݟ ࠭ంࣄڶ ڴ޶న 
ఇకए ࡏࠬ కߘక  ,ߘޑఉం۪ ߝऴతంۨڣࡔ డ సओ షदత ڝసం ۫డగలڒ ࡏబܽद ఇ޴ వదभ ఉనऒ  ࢘࢟ ऴఫం݋ తࡌछ త వڕ ߤ t t 
సࠪనం, తࡌछ త వߤ పऱ࣒ द࡮ݥ  ఇకए ߘߝ బܽदڒ  సࠪనం ڕ డ ࠼ߦ ݡ࠮ంటऱߕڕࣆޓ ߘऒ అకए ޙ࠼అ ,  ߘ డ ఉనऒ  t 
ऴప࠼ߦ ޒం࠼ߦ ݋ం݋ ࡛࣎झ ఇకए ߘߝ ߗڒ ,޴फంࣆۯߖప ڴ࡮  డ ߘంࡱࢗ ݟవ࠼ߦ ݡ࠮ ݦం ऱܿ మڒࡿڿ ࠾ࡍర 
తరంڴలߧ۫ ߘంۧߘ  మ࠾ࡍ మనڕ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇۯऐ  అߖऒ फࣃڶ ߘ ݋ంܐంܼ ڕల ݋ࡵ ࢟࢘  ࠭  తࡌछ త సమయం ࡮ݥद  

వߤ పऱ࣒ द࡮ݥ   మڜ ࡏࠬ ࠾ࡍనޙڵࣃ తࡌछ పऱ࣒ ߤవ ޴ߝఅ ࡹసమయం ޒ द࡮ݥ ݀  tt t t t t ࢟࢘ ࡏࠬ ,సࠪనం ړ 
ऴఫంߖ ݋ ఇకए డ మ࠾ࡍ ऴపۧరం ޴శࡹ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद తࡌछ द࡮ݥ ࡹసమయం ޒ ऒߖఅ ޴ߝఅ ݋తफ ࢘࢟ ऴఫంڜ ࡹ  t 
࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ ఎనछ లߵ ܼంܐం݋,  ఇ࠭࠲ ޴ త޶పࡍ ऴపۧరంࡹ వࡍ फంۯ ఒక ࠭ఖङ  ࠾ࡍన ऴపకటన   మ࠳
ܼంܐం݋ వదभ ࢘࢟ ࡅకए  ࢐ङ ߧ फ ࠪऴత࠲ ࢘࢟ ऴపۧరం ۯయబޔݡందߧ۫ ߖంచړߖݞ ఎޔफڕ అవసర࠳న ఊహ.  
࠭ం޴ ڕ޶శࡹ ࠪऴత࠲ ఇߩओ కएࡅ ర తరంగంڒࡿڿ మనం ݡ  ऴపۧߖࡌऒ भ޳۫  ం ڒబܽद ڒࡿڿర తరంగం ࡅకए  ऴపۧరం
झߤ݃ࣝ ऒߖޑऴࣇ   ఉపڵࡆంۨ ࠭ߘపܽڴ࡮ ఇకए డ ఒక ߖࡿڿऒ  ޴ఇ ࠾ࡍలం మ࠮ ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕࣆޓ 
ऒߖࡌڒࡿڿ  అం޴ంۨం޴  ࢘࢟ ऴఫం݋   బయట࢐ ړङ కం݄ ఇకए޶ఎం ޴फంࣆߧ డ ߘంڒ ݟంࡱࢗ ޒవޔݡం޴, ఇ޴ ఒక 
झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ  మ࠾ࡍ ఇڒࡿڿ ޴ర తరంڴలߘ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒڴ ړࡹ ڴ࠲ cos kr t r 
సమసङ ޴బܽद ఇڒ  ޴ంޔݡంచబۨࣇ  ఇߩओ भ޳ۯ फࣆڣదర ݡ ం ࣝ݃ߤझ झߤ݃ࣝ రంڒऴతం ऴపࣇ  ऒߘऴతం నࣇ   ఇకए డ ࢘ࡔ
రంߘڷ ఉపڵࡆంచߖవछ ంڒ ,ݟబܽद మన࠼ߦ ڕం݋ ࡛࣎झ ऒߕఉ ࡱ  झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ߯ߖ޵ ࠭࠲ ,࠼  లߘ పࡍగࣃށफ ࠭ , 
ఆ߯ ఈ ࠼ߦంࡱ࡮࠮ ݋ ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లߘ ఇࣃफ రछ߷ ߘߝ బܽदڒ  ࠼ ࡛ न ࣔߕޔߩ۫ ߘ ࠆऒ  ࢟࢘ కం݄޶ఎం ߘ
࣊కండߖࡎ ऴపۧరం ࣆۯफందߖ అతߦۮ ߘओ రछ߷ ࡱڴతరం .ݡ ࡛ न ޴శࡹ బయܽړ వࣃफ  k޴ఉంܿం ࡹశ޴ కం݄ ఈ޶ఎం ࠼
మ࠾ࡍ ఎޔफల ऴపڒరం ࢐ङ ߧ फ  ܼంܐం݋ వదभ ࠪऴత࠲ ఉంܿంڒ  ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ࢘࢟ ऴఫం݋ࡵ ࢟࢘ ݋ లߘࣃڶ ߘ, ఇ࢑ 
࣊కండࡱ ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ మڜ ࠾ࡍతफ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఒక ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿం޴, ఇ޴ అߖऒ  ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ అߖऒ  ࣊కండࡎ 
 ళంڿ ఒక ࡹసమయం ޒ࢐ࡏత ޴ఇ ޴ంޔ࢓ళం అڿ ऱࢁమ ޙ࠳ళڿ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ڕల ݋ࡵ ࢟࢘
అޔ࢓ం޴  ప ऱ࣒ द࡮ݥ  ऒߖޑऴۨڣࡔ నࣄڶ ڴ޶ం࠭ ߘߝ బܽदڒ   ఉం۪ߘޑ, అ޴ మࡍంత సओ షदం࡯ޘ ڴయܑࣆफం޴ t 1 t 
బܽद ఇకएڒ డ ڒࡿڿర తరంగం ఉంڒ ޴బܽद వదभ ఉనऒ సࠪనం ఇకए ړర తరంగం ఒకܽڒࡿڿ  డ ఉం޴  మڕࠪ ࠾ࡍ t t 
ఇకए డ ࠼ߦంࡓ࣎ ݋झ ࣒ ఉߕऒ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࠼ డ ۫ߧంۨన ऱܿ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࢐ङ రࣃ बం ࢐ङ రࣃ बం అ࢑࠙ ߖంۧߘ, అ޴ 
తޒ࢐ࡏ సమయం࡮ݥ ࡹद  అޙ࠼ ఇకए డ ఈ ࡿڿల ࢐ङ రࣃ बం  ఇకए డ అం݄ ࡮ݥद ఇకए ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  డ t v t v 
࢘గం  ࠪధङ మంࡹ తరంࡱڴ త޳छ ࢐ङ ࡮ఎ ړబయܽ ࡱڴర తరంڒࡿڿ ࡌ फࣃߧ రजߦ ࠾ࡍమ ࠼ छ  సమయంڜ ࡹతफ ࢘࢟ 
ऴఫం݋ అ޴ߝ అߖऒ छ޴  ఎనछ ݦఉం ڴ ݋ంܐంܼ ڕలڴయ తరంޓ లߵ అߖ మࢁऱ ऴపకటన వࣆफంڒ  ޴బܽद ޜޒۯ ߖ࢐ܽ ߘߝ 
ఇకए ࠾ࡍమ ߘࣃڶ డ ఉం޴  ఒక ۨڣࡔऴతం ࠭࠲ కంߪङ ట࡛ ߖ ఉపڵࡆంۨ ఏ޴ ऴۯ ݞయబݟం޾ ۫డవ۪ऐ  ޴బܽद  ఇڒ 
ఒక సమయం࡮ݥ ࡹद  అߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక సమయం࡮ݥ 2 ࡹद  అߖ మనం ۫డవ۪ऐ  మڕࠬ ࠾ࡍ అߖऒ छ޴   య t tޓ
ऴపۧరం  ۪కए ࢟࢘ ߤऱ߮ ࡹశ޴ బܽद ఈڒ ޴ఉం ݋ऴఫం ࢟࢘ ݦఉం ڴ ݋ంܐంܼ ڕల ݋ࡵ ࢟࢘ ల ࡐపంࡹ ۫పబݞन  ࠼
ఎం޶కం݄ ߖ࢐ܽ ఈ ޴శࡹ పࡍగށంచږడڒ ޶బܽद మన޴ ڕశࡹ తరంగం ࡅకए  ࢐ङ ߧ फ ఈߤܐझ  ఊహ అߝ ܼంܐం݋ వదभk 
ࠪऴత࠲ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఇڒࡿڿ ޴రంڴ ఉనऒ  అసࡱ తరంߖڴ మనం ۫డవ۪ऐ .  తరంగం మ࠾ࡍ తޒ࢐ࡏ 
సమయం࡮ݥ ࡹद  మనڜ ڕతफ తరంగం ఉం޴, ఇ޴ అߖऒ छ޴  डࡌ޼య తరంగޓ ङ లڕ ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴపۧరం t 
ڵహ ߤܐࣝ ޳ࡶ యగల࠭ۯ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ߝڴࠈ ठߤझ   ࢑ࠪన తరంڴల ڒࡿڿర ࢐ङ ߧ फ࢑ ߖవࡍంచడం 
కएࡅ లڴతరం ޒంڒ ޳ࡶ ࡱڴతరం ޴ంڵ࡯యగۯ ంచడంࡍ࢑వ ޳ࡶ ऒߖޑऴࣇ ఈ  ߗڒ ࡹరణ ऴపۧరం߄ࣃ   ݟయంۯ 
झߤ݃ࣝ ޳ࡶ ऒߖޑऴࣇ  కएࡅ ంబంࠉޒऴప ޴అ ݟయంۯ ऴపۧరం ڴ࢑ధం ఈ ޳ࡶ ݟయంۯ  ऒߖయࠪߖ   మ࠾ࡍ వऴڔభవన 
ऒߖయࠪߖ  సంతృߧफ పࣆࡏफం޴ ఎం޶కం݄ ࣊ऒ చటदం ఇపओ  'ࡽ  s ࡹఆ సమయం ޴వలऱ  ఇ޶అం ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ښܽ
ఇపओ ऒߖయࠪߖ భవనڔవऴ ࠾ࡍంబం మࠉޒన ऴపࣄ࡯ޘ ښܽ  సంతృߧफ   పࣆࡏफంڒ ޴బܽद ఈߤܐझ  ࢑వࡍంۨన ࢑ధంڴ ఈߤܐझ  
ऒߖޑऴࣇ  ఉపڵࡆంۨ ऴపࠉޒంబం మ࠾ࡍ వऴڔభవన ߖయࠪల࢑ ߘవࣃࡍफ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఒక ࢑ࠪనం తరంڴల 
సంఘటన ఉం޴  అదभం ڒబܽद ۫పబޔݡనऒ ఇకए ޴ంజం, ఇߩ ޒంڒ ޴ డ సంఘటన మ࠾ࡍ ఇ࢑ ఇకए డ ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫంࡱ ݋ 
࢘࢟ ऴఫంࡱ ݋ మ࠾ࡍ ࠫऴర࡛ ߮ऱߤ తరంగ సంఘటన అదभం߯ జڵࡍన సంఘటన అ޴ߝ ఒక ࡍߖ भషद సమయంࡹ అదभం ࡅకएpq 
ఉపࡍతలం.   ࢘࢟ ऴఫంࡍߖ ݋ भషद సమړߖ࠻ ఇకए డڕࡏۯ ڕం޴ , ఇߩओ फࣃࡱߧ ߖఅ ݋ऴఫం ࢟࢘ ߖߖ޵   ߘߝ ݡ నऒڕࣆޓ  ߘ  
సమయం ࡮ݥद  అߩओ झ࠹݅ ޴ఇ ݡ द࡮ݥ   t v t a ab ݋ऴఫం ࢟࢘ ݋ऴఫం ࢟࢘ ޴ఇ   ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕ࢓޶ంࠉ 
ఇపओ ݋ం࠼ߦ भ޳అ ښܽ ऒߖ ࢐ङ ంۨࠫ ڕߩ࢙ ࡯అవత ޒంڒ బܽदڒ ޴ంړޑ  ऱక߾ࡍ ޴అదभం ఇ  ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޶ంచߧ द࡛  a 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ޴छ छ޴ బܽदڒ ࠼ޑ࢓రంభమߦవడం ऴࡌ ࡹశ޴ ఈ ࡱڴయ తరంޓ  ࡹశ޴ ఈ ࡱڴయ తరంޓ
ఇకए ߩంڵ࠭ బܽद   ఈڒ ࠼ޑ࢓దలݡ࢑ డ ఉనऒ  ࢘࢟ ऴఫం޵ڜ ߝڕࡏۯ ڕ ݋भ ߭ޔڷࡏనऒ  సమయంޜ అ࢑ ఈ ޴శࡹ 
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ऴపۧరం ۯయడం ऴߦరంࣃࠚफ ఇపओ  .࠼ ఇకए ښܽ డڕࡏۯ ڕనऒ छ޴   ࡹశ޴ ఈ అ࢑ ࠾ࡍమ ޴फంࣆदࢳసృ ߘల ݋ࡵ ࢟࢘ యޓ
ऴపۧరం ۯయడం ऴߦరంࣃࠚफ ऱక߾ࡍ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࠼ द࡛  ఉ޳హరణڕ ఆ సమړߖ࠻ ࢘࢟ ऴఫం࠼ߦ ࠉ ݋ం݋ ఇకए డڕ 
ఇకए ,޴ంܿంڕࡏۯ డ ߘߝ ఈ ࢘࢟ ߯ ం࠼ߦ ݡంࡓ  ऱܿ ߕڕࣆޓऒ బܽद ఇకएڒ ޶ం࠭  ߘ డ ݟ࠮ ڴࡏࠪࣆంట ఒక వంޔ 
వదभ ࢑భజన ࠴తफం ޷రంݟ࠮ ߩ޳޳ ࡹంట ࡓంݟ࠮ ݡంట ఒక వంޔ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇకए  ߝڕࡏۯ ړݟ
సమړߖ࠻ ࢘࢟ ऴఫంࡅ ݋కए ఇకए ݋ం࠼ߦ ఈ ړߖ࠻సమ ݋ం࠼ߦ  డڕࡏۯ ڕంܿం޴, ఇ޴ ఇకए డڕࡏۯ ڕంܿం޴  b 
మ࠾ࡍ  ఇ޴ మࡍంత࢐ ڴङ छ޴ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆߧ ఇవछ ߘల ݋ࡵ ࢟࢘ యޓ డం ऴߦరంࣆࠚफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣊కండࡎ 
ఇవछ ߘల ݋ࡵ ࢟࢘ డం ऴߦరంࣆࠚफం޴  మ࠾ࡍ ࢘࢟ ऴఫߤ సమړߖ࠻  ఇకए డڕࡏۯ ڕనऒ ओߩ t o2 o2 ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ
ఇవछ ߘల ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎకండ࣊ ޴ఇ ,޴ంڕࡏۯ డం ऴߦరంࣆࠚफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣊కండڒ ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎబܽद ఇ޴ ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లߘ
ఇࣇफ కएࡅ ݋ऴఫం ࢟࢘ ڴవరۨ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߝ  ఈ ࠭ڵంߩ ఇకए డڕࡏۯ ڕనऒ ओߩ ఇపओ ޴ఇ ݡ छ޴ ښܽ  యޓ
ఇۨऐ ߘటऱࡵ ࢟࢘ ం޴.  ఇ޴ ࣊కండߖ ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ ఇۨऐ ంڒ ޴బܽद ړߖ޵ ఎంత సమయం పޔݡం࢐ ޴ङ రࣃ बం ఎంత సమయం  
పޔݡంڒ ޴బܽद ऴపڻ࣊ ޒघ ంࡹ ݋ ऴపށ࠻ంచړߖݞ ప݄द సమయం ࡮ݥद द࡮ݥ కం݄޶ఎం  ࠑ   అߘ ޴ߝంݟ వరڕt 3 d b c 
నऒڕࣆޓ ఇకए ݋బܽद ࢘࢟ ऴఫంڒ ࡯ంۧށ࠻ऴప ڕవర ݟంߘ మనం ޒంڒ  . తफం సమయం࠴  డ ऴపށ࠻ంచړߖݞ ప݄द b c 
సమయం ڒబܽद ࡮ݥद  ఈ޳ 3 ࡍࣃछ द࡮ݥ ݞږ ంۨన సమయం߅సంబం ړߖࡌ޷ ఈ ऴపۧర ࡌ छ޳   t t ޴ంޔ࢓అ 3 ࡌ
మ࠾ࡍ ఇڕࣆޓ ߘߝ ݞږ ޴నऒ ం޶న ఇ޴ అޔ࢓ంߖڜ ݡ࠮  ޴ऒ  ڷࡱߕ ޳ࡶ ݋ం࠼ߦ ݭࠫ ݋ం࠼ߦ ఒక ࡏࠬ ऱࡏࣃ
ం࠼ߦ ऱܿ ఎߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ڝࣆޓవ۪ऐ छࡔ࢘ ݡ࠮ ߘߝ బܽदڒ  ऒߕڕࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ ࡏ బܽद  ఇకएڒ ߘ డ ఈ ࢐ङ రࣃ बం 
द࡮ݥ छ޳ 3  ޴ంޔ࢓అ ړࡹ  द࡮ݥ ࡌ ఇకए 3 ࠑ  డ ఉనऒ  ࢘࢟ ऴఫంࡅ ݋కए  ࢐ङ రࣃ बం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇࡏࣃ  ޴ऱ t v v t v 
द࡮ݥ 2 ݟంߘ ऱࡏࣃ 2 ఇకए ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ 3 ࠑ  డ ఈ ࢐ङ రࣃ बం ࡮ݥद ఇకए  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  డ v t t
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡮ݥद द࡮ݥ ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ړࡹ ࢐ङ బܽदڒ రం޷ ఈ ړࡹ  రࣃ बం సओ షदంڴ ߭దभڴ޴ v t v 
ఉంܿంڒ  ޴బܽद మనߤ݃ࣝ ڕझ छ޴  బܽदڒ ޴రం ఉంܿంڒऴతం ऴపࣇ  కएࡅ టऱࡵ ࢟࢘ యޓ  ࢘࢟ ऴఫం݋ లߘ ఇకए డ 
छ޴ ంۧ࠭, ఇ࢑ߧ۫ ࢐ङ ړబయܽ ݟంߘ ంటऱ࠼ߦ ంۨనށగࡍరం మనం పڒऴతం ऴపࣇ ݋తफ ࢘࢟ ऴఫంڜ   న࢑࠳యޓ  ۯంߧ
छ޳త  ,࠼ޑం۪߭ ߘ ݋తफ ࢘࢟ ऴఫంڜ ࡱ ݋ࡵ ࢟࢘ ఇవछ ݋తफ ࢘࢟ ऴఫంڜ ࡌ బݟం޴ అ࠭࠲ ߖ ऴࣄ࢐న ࣋द࠱ ݋ంࣃ۫ ߘ ݋फ ࠭  
द࡮ݥ ࠹݅ ޴ంޔ࢓అ ݋తफ ࢘࢟ ऴఫంڜ ݋తफ ࢘࢟ ऴఫంڜ బܽदڒ  అ޴ߝ అߖऒ छ޴  डࡌ޼య తరంగޓ ङ లڕ కవࡏ ܼంܐంڒ ݋బܽद t 
అߖऒ छ޴  ఎనछ ݦఉం ڴ ݋ంܐంܼ ڕలڒయ చऴޓ లߵ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఎనछ లࣆڶ ߘ ߵफߕऒ ऒߖఅ ߘ छ޴   యޓ
తరంగࡌ޼ड ङ లڕ ܼంܐం݋ సరళ ࡔఖ ڒబܽद ఇ޴ ఇకए డ ܼంܐం݋ అߖ మనం ۫డవ۪ऐ , ఇ޴ ఇకए డ ܼంܐం݋ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
ఇకए డ ܼంܐంڒ ݋బܽद ఇ޴ పࡌవర फనం ۮం޴న ࢘࢟ ࡅకए  ࢘࢟ ऴఫం݋ అޔ࢓ం޴,  ఇ޴ ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫం݋ అ࠼న ߮ऱߤ ఒకࡍࣃ 
ఇ޴ ߮ऱߤ ࢘࢟ ऴఫం݋ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ  ఇ޴ ఇ࡮ంܽ ࢑ࠪన తరంڴలޜ ఈ ޴శࡹ ऴపۧరం ۯయడం ऴߦరంࣆࠚफంڒ ޴బܽद 
ఈ ޴శࡹ ऴపށ࠻ం࢑ࠪ ۯన తరంࡱڴ సమయం ߭޵ڜڼࡍभ ړߖ޵ సࠪంతరంڴ ఉంܼڒ  ࠼బܽद ߘߝ ఇకए డ మࡍంత 
సओ షद࠳న ۨڣࡔऴߖޑऒ  భవనڔవऴ ݟంߘ అదभం ݋ऴఫం ࢟࢘ ߤऱ߮ ߘంۧߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߖఅ ࡯࠻ڶ ࡮బܽद ఎڒ ߘޑߩ۫ 
పࡌవర फనం ࠬద ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ࠭ంࣄڶ ڴ޶న ࠒమघ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘ డ ڕࣆޓనऒ  ݡ࠮ 
ం࠼ߦ ऱܿ ߘ࠭ ߘߝపܽ సందరग ంښ ࡹవలం ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ࠪऴతߕڕࣆޓ ࠲ऒ నߖ ఇకए డ ۫డవ۪ऐ  ࢟࢘ ࡮ۧ   .
ऴఫంࡱ ݋ ఉߕऒ యߖ మ࠾ࡍ ܼంܐం݋ అߖऒ  ࢘࢟ ऴఫం݋ లڕ ܼంܐం݋ ఇࣆफం޴ అ࢑ ߖవࡍంచړߖݞ, ऴపࠉޒంబం తࡌछ త 
࢘࢟ ऴఫంࣆۨࣇ ߘ ݋फంڒ ޴బܽद ఇకए డ ݡ࠮ ߘߝ ࢘࢟ ऴఫం݋ లߘ ࠪऴత࠲ ఇకए డ ߧ۫ ࠼߱ ݡ࠮ంۧڒ  ߘబܽद nts 
ఒక ࠭ڵంڒ ߩబܽद ఇకए డ ࠭ڵంࠉ ߩం࢓޶ మధङ మధङ ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ  బܽद ఇకएڒ  ࢓޶ంࠉ  డ 
ం࠼ߦ ݡ࠮ వలంښ ऱܿ ࠪऴత࠲ ۫పబݞन ऒߖڴసంఘటన తరం ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼  మ࠾ࡍ ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంߖڴऒ  
۫డవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ߘంݟ ఇకए డ࡮ݥ ݡ࠮ ڕद झ࠹݅  द࡮ݥ ޙ࠼సࠪనం అ ړ   అ޴ߝ ఇకए డ ऴపށ࠻ంۯ bo t v t 
సమయం, ఇ޴ ఈ ࢘࢟ ऴఫం࢐ ݋ङ రࣃ बం ఓࣣ ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇ޴ వదभ ఉనऒ ओߩ ఇపओ ݋ం࠼ߦ ݡ b o 1  . ޴ంړޑ ߖ ښܽ
࢘࢟ ऴఫం݋  వదभ ఉంڒ ޴బܽद ఇࢗ ޴ంటߝ ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లߘ ఇవछ డం ऴߦరంࣆࠚफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇ޴ ఓ o 1
ఇకए ޴సࠪనం, ఇ ړ ۶ࣛ డ ఓ ఎړ ࠆ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఒక ڿళం ڒబܽद సంఘటన తరంగం సమړߖ࠻ ఒక ࣛ۶ ޳ࡶ 
ఒక ఎࠆ  ࠭ంߘ  ޶ంݡ࠮ ݟ వర࢑ ڕవరణ ఇకए డ ऴ࢐యబݟంࡓ ޴ం޴ ݡ࠮ ݡछ  ఒకܽ b o b o o ࡱڴయ తరంޓ
ఇకए ڕవర ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ڕవర ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ݡంࡓ ݟంߘ డ మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑ మ࠾ࡍ ఈ తరంڴలڕ o k o2 k 
ఉపࡍతల ܼంܐం݋ ఇࣆफం޴  ऴపࠉޒంࠉంۯ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఇకए డ ۫పబݟం޴  ఇ޴ ఒక ࢑ࠪనం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇ࠭࠲ ޴ 
ఇపओ ంۨనࡍఉదహ ښܽ ऱܿ ऴపۧరం ࣆۯफంڒ ޴బܽद ఇ޴ అదभం ޳छ కएࡅ ంబంࠉޒऴప ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴फంࣆࠉంࠉޒऴప ࡌ  
ऒߖయࠪߖ  సంతృߧफ పࣆࡏफం޳۫ ޾ࡶ ޾भ ం, ڒబܽद ߘߝ ఇߩओ మघࠒ మంۨ ݡ బܽद ఇకएڒ ߘޑఉం۪ ߘ డ అ޴ సంతృߧफ 
भ޳۫ ޾ࡶ ޾ంޔ޶ంۮ ం.  ऴపࠉޒంబం ࡅకए  చటदం ఇ޴ సంఘటన ࢘࢟ ऴఫం݋, ఇ޴ ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ڒబܽद ఇߩओ  ݡ
మనం ఇకए డ ۫࠭ࢡ, ఇ޴ ఇకए డ ޑకړߖݞ ࠭ం޶ ࢘࢟ ऴఫం݋ మ࠾ࡍ ఇ޴ అదभం మߩ ࠾ࡍం߄ࣃ ړߖ܉రణం ab ab 
అޙ࠼ ఇ޴ ऴపࠉޒంࠉంۯ ࢘࢟ ऴఫం݋ సంఘటన ఇ࡮ ఉం޴ అం݄ ఇߘߝ ޴ ఇకए డ సంఘటన ࡅకए ऒߖހڝ   fc   
ఇకए ޴బܽद ఇڒ ڶऴݟ 90 ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ߘߝ ޴ఇ  ,޴फంࣆۨࣇ డ ఈ ڝణం ߘߝ ݞږ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ߘంݟ 
ఇకए  r r࡯ݞఉం ࠼ణం అڝ ఈ ,ޙ࠼అ ޴ఇ , ߘߝ ޻ఇ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࠼అ ߘߝ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ణం 90ڝ తफం࠴ ړݟ
న࣒ ఇకए࠳ ణం 90ڝ బܽद ఈڒ డ మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ఇకए డ ఈ ऴړߖ܉ࠜޒ ఎం޶కం݄ ఇݟ 90 ޴ऴڶ మ࠾ࡍ ఈ ڝణం i r r 
ఇకए  ࠹ࡓ బܽदڒ డ ڝణం ఇకए డ 90 ࠳న࣒ ࠳న࣒ ڒబܽद ఈ ڝణం తపओ  బܽद aining r 90 r rڒ ࡯ݞఉం ࠼అ ڴࡍసߖ
మనڕ ఇړ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद ऴࠜޒజంࡹ ऴట࠻ంߤ࣌ ࡽڵ ఈ ڝణం ڒబܽद i r abc abc  i i 

సࠪనం అం݄ వङ ړ ङߙ݃߱ࣝ ߖ కࡔޒ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ ࣒ , ఇకए డ ړ సࠪనం అం݄ ࡮ݥद  ఆ sine i bc bc ec bc v t, 
సమయంړ ࡹ సࠪన࠳న ޷రం ࡮ݥद द࡮ݥ సࠪనం ړ  v ޴ߝజం  అࠜޒన ऴݟంచబڵ࠙ ޜ  t bc t afcafc  fc 
ऴపࠉޒంࠉంۯ ࢘࢟ ऴఫంߤ࣌ ݋ ఈ ࠻ంߤ࣌ ࡽڵ అ޳ ޴ߝछ छ޳ ޴సࠪనం, ఇ ړ నݟంచబڵ࠙ ࡌ r r ac af ࡌ ac 
द࡮ݥ సࠪనం ړ ޴ఇ ,޴నݟంచబڵ࠙ छ޳ ړ  అర ߖ޵ బܽदڒ , ޴ఉంܿం ࡌ बం ࣌ߤ అړ ߤ࣌ ޴ߝ సࠪనం ޳ࡶ v t ac i r i 
సࠪనం  అం݄ ऴపࠉޒంబం ࡅకए  చటदం ڒబܽद ࣕڵ ठߤझ ऒߖޑऴࣇ    ఉపڵࡆంۨ ࡌߖघ ऒߖހ  ߭ంచడం మ࠾ࡍ ऴపۧరం r 
छ޳ యడంۯ కएࡅ ంబంࠉޒऴప ࡌ  చటदం సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴ , ఇߩओ ऒߖయࠪߖ భవనڔమనం వऴ ݡ भ޳۫  ం ڒబܽद 
ऴపࠉޒంబం ࡅకए  చటदం సంతృߧफ ۮం޴ం޴, ఇߩओ ऒߖయࠪߖ భవనڔవऴ ݡ भ޳۫  ం ڒబܽद ఇకए డ అࡓ ޴ంݡ refra 
రదరजߦ క ࠪధङ ࠪల మధङ  ఇంట࡛ ߘ࠭ ࡹ ࣒߿పܽڴ࡮ ఈߘߝ ࡍࣃ ऴ࠼ݞంۯ ۃయడం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ction 
ఇకए ݋న సంఘటన ࢘࢟ ऴఫంߧ۫ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ ఈ ఇంట࡛ ࡹ ࣒߿ ऴపށ࠻ంۯ సమ޴ ړߖ࠻छ ݋ࡵ ࢟࢘ యޓ
బయటࡌ ڕవడం ऴߦరంభమޔ࢓ం޴  .޴छ फࣃవ ڕబయట ࡱڴయ తరంޓ ఇకए ࠾ࡍమ ࠼ డڕࡏۯ ڕనऒ ओߩ छ޴ ݡ  య bޓ
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ఇకए ݋ࡵ ࢟࢘ డڕࡏۯ ڕంܿం޴ , వऴڔభవన ۨࣇక ࠚనऒ ంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ n1 n2 n2 n1 n1 
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿందߖ  గమߖంచంړ ,ݟరణం ߄ࣃరణ ޳ࡶ వంڵ ఉంܿందߖ ࣊ऒ छ޳ చటदం ࡽ  n2 n2 ڕమన ࡌ
ఇపओ  వ࣋फ, కం݄ n2 n1 v2 ࣄవంగవల ߩ࢙ రణం߄ࣃ ޴బܽद అڒ ޴ఉంܿం ڵవం ڕߩ࢙ రణం߄ࣃ ంజంߩ .ࣆࡱޘ ښܽ
ఎڕए వڴ ఉం݄ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ, మనం కం݄ తڕए వ࢑࠙ ڴంచక߱ޙ,  ఇకए డ ఈ ޷రం ऴపకటనޜ   v1 v2 v1 
फ ۨనऒ࣋࡯߱ ఇకए  .޴ఉంܿం ڴ޴ డ ࠪऴత࠭࠲ ࠲ కం݄ ۨనऒ ద࢑࠙ ߖంۨనటऱޙ࠼, ఈ ޷రం ऴపకటన bc v 1 v 2 v 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࡮ݥद एڕరం త޷ సࠪనం,  ఈ ړ  వڴ ఉం݄ తపओ , ఈ ࢘࢟ ऴఫంߩ࢙ ߖ޵ ݋ వంగ޶ మ࠾ࡍ ऴపڴࡆతघ కంڴ t
ఉండࡓ  ޶ండవ ࠪధङ మం ఎڕए వ వऴڔభవన ۨࣇక కڵ࡯ ఉం݄, ఇ࡮ంܽ సంఘటన ړరణం ఉం݄ అ߄ࣃ ޴రణ ࣄबړޒ 
వంޔ߱ڵందߖ మనڕ ఇపओ एڕఒకܽ కం݄ త ݡంࡓ బܽदڒ  ,ࣆࡱޘ ښܽ వڴ ఉందߖ మࡓ ࠾ࡍంݡ తڕए వڴ v v v 
ఉంద࢑࠙ ߖంచడం ۧ࡮ అవసరం.  ఒకܽ కం݄ ఇ޷ ޴ర ऴపకటనߘ ऴపࣆށ࠻फం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ࠼ߦం ऱܿ v 
సంబం߅త ߖࡌ޷ऒ  ऴపࣃށ࠻फ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࠼  ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ ܼంܐం݋  ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ۫పబݟం޴ ఈ 
సమయంࡹ వऴڔభవన తరంగం ࡅకए  ࢘࢟ ऴఫం݋ మ࠾ࡍ తదనంతరం ఇ࢑ࠪ ޴నం అޙ࠼ ఇ޴  ߮ऱڴ ࢟࢘ ߤ ऴపۧరం 
ండవ ࠪధङࡓ బܽदڒ ޴फంࣆۯ మంࡹ ࢘࢟ ऴఫం݋ అߖऒ  ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿం޴ మࡓ ࠾ࡍంࡵݧ ݡवړ दڡ ల
మధङ  ఇంట࡛ ࣒߿ వదभ తరంగ ऴపۧరం వऴڔభవనం  వऴڔభవన ۨࣇక  మࡅ  ࠾ࡍకए ధङࠪ ݡంࡓ  फల n1ޔఎ ࡱࠪ n2
ऒߖޑऴࣇ  ఉపڵࡆంۨ ࢑వࡍంచబݞन ఇకए ߘߝ .࠼ డ వऴڔభవన ߖయࠪߖऒ కएࡅ ऴతంۨ ޻అ ړߖݞంచߧ۫   మࡍంత 
సओ షद࠳న ۨऴߖޑऒ  ఉం۪ڒ   ߘޑబܽद వऴڔభవన ࣇऴతం ޳छ ऒߖޑऴࣇ భవనంڔవऴ ࡌ  ߭ం۪ޔంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ 
సంఘటనߘ ۫డంݟ  మ࠾ࡍ ࢘࢟ ऴఫం݋ ఆ߯ ఇ޴ వऴڔభవన తరంగ ࡐపం ڒబܽद మనం ऴࠜޒజం ࡹ ave ah abcabc
డగల࠭ ఇకए۫ ࡮పܽߘ࠭ డ ఇకए డ ޳ ߖ޵छ द࡮ݥ ࠑ బܽदڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡌ  sine i bc bc bc ac bc v1 

ओߩఇ ړࡹ గం ఇకए࢘ ࠾ࡍక మۨࣇ భవనڔవऴ  .޴ఉం ࠻ݟࠬ ݡంࡓ ڕమన ݡ డ ఇ޴ మڒ ࠾ࡍబܽद t n1 b1 n2 v2 v1 
द࡮ݥ  ऴࠜޒజంࡹ ఈ ऴࠜޒజం ࡓండవ ࠪధङ మంࡹ ఈ ऴࠜޒజం ఈ ڝణం వऴڔభవన ڝణం ఈ t a dc sine r sine r 
छ޳  ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ బܽदڒ సࠪనం ޜణంڝ ణం ఈڝ छ޳ అం݄ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜऴపకటన ࡌ ࡓ ࡌ ऱܿ r ac ac v 2 
द࡮ݥ  అం݄ ࣌ߤ࣌ ࠑ ߤ అం݄ ޳छ ऒ࣊ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ2 ࡌ छ޳ చటदం ࡽ  t i r v 1 v n 2 n ړ1 ࠑ ࡌ
సࠪనం ఎం޶కం݄ ࣊ऒ ऒ࣊ ࡽ छ޳ చటदం ࡽ   sin i by sin r n 2 n 1 ڕమన ߖసࠪనం అ ړ ࠑ ޴ߝఅ ޴ఉంܿం ࡌ
एڕబܽद కం݄ ఎڒ ޴కం݄ ߭దभ ࠑ ࠑ బܽदڒ .ࣆࡱޘ వ అޙ࠼ కం݄ ۨనऒ  బܽद v 1 v 2 n2 n1 n2 n1 v2 n1 v1ڒ ޴
࢘గం  ఈ ࠪధङ మంڒ ࡹంޒ ۨనऒ ओߩఇ  ,࡯ݞఉం ڴ޴ కएࡅ ంబంࠉޒऴతం ऴపࣇ ߤܐఈ ݡ  చటदం మ࠾ࡍ చటदం ࡓంݟంܽߗ 
࢑జయవంతం࢑ ڴవࡍంۨం޴ వऴڔభవనం అతڒ ߖలంࡹ ఇపओ న పऱ࣒ࣄ࡯ޘ  ښܽ  ంతڜ యడంۯ ߤ݃ࣝ ޙ࠼అ ,݋ం࠼ߦ 
కషद࠳నపओ పओۮ నం߄సࠪ ߘఅత ߖఅ ࡱڴన తరం࠳ఏ రక ఇ࢑ , ڔܽ  ఏ ࡱڴతరం ޒంڒ కం݄ ఈ޶ఎం ,ݡ࠻క߱ࡶ
ࠪధङ మం ڕࡶంږ࢐ ݞङ छ޳ ࠹  వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ఇ࢑  ࡱڴన తరం࠳ఆ߯ ఏ రక  ,ࣆࡱޘ ݞږ ߖయగలవۯ ऴపۧరం ࡌ
రओڒ एࣆ ల࡛ ޳ࣄम ంతం ऴపబలంڴ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ڒరओ एࣆ ల࡛ ޳ࣄम ంతం ఏ రక࠳న తరంࡱڴ అ࢑ ړߖ޳ߝవరణߘ కڵ࡯ 
ఉం޴  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣕڵ ठߤझ म޳ࣄ  ంతం  16ࡹ ࠭ంڕ޶ వۨऐ నపओ వۨऐ ڕ޶ం࠭ ړܽߕ 1637 , ڔܽ నపओ  ఒక ޴ఇ ,ڔܽ
శࠈޑभ ऒߖڴࡆదम ऴపࣄతన ऴప ۃమ࣒ యంޢ 1801  .޶ࡶంచబడ޴࠵ఆ ڴ߯ ړߖ  ࠭ంۨޘ ڕ޶ऐ నߩओ  ࡽࣟ ࡽࠋడ ޴ఇ ,ݡ
ऴపࡆగం ޳ࡶ డࣄ ࡽࠋऱ݋ ऴపࡆగం, ఇڒ ޴ంޒ ఒక తరంగమߖ నమघ కంߧࡐߖ ڴంచߧࡐߖ ړߖݞంచޢ ,   ړߖݞమ࣒ యంۃ 
ऴపࢇࢗ ړߖڴࡆऱ ࠭ంࡍڷ ߖ޵ ޶ంۨ ڜంۮం ఎڕए వ చࡍऐ फࣃ ࠭. ఎపరऐ ࡛ ల ޳छ झߤܐࣝ ړޒంڒ ࡌ కएࡅ ऴతంࣇ   
అనछ ऒߖ࠻ फࣃ۫  फࣃࡍఉదహ ߖ ߘߝ బܽदڒ  ߘ ڵࣕ  ߘ ठߤझ ऒߖޑऴࣇ   ఉపڵࡆంచడం ޳छ ఒక ఎపరऐ ࡌ li ݞంڷ ࡏ
ऒߕޔࢂࢗ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ   ߘ ऐࡍచ ݡ फనऒࣆ ఎపరऐ  ޴ ఎపరऐ ࡏ ࢘ ߤऱ߮ ࡹࡏ झ࢟  ఇߖझ  ంచడం అం݄ ఒకށగࡍప ߖ ݋ంݥ
ࡍߖ भషद ఓ߭ दࣃ ޜ ۃంߖ అర ߖఅ ߵ बం   ڒబܽद ఇకए డ ࣃद एࣅऴ ޴అ ڕహరణ޳ఉ ,޴ఉం ߵ వ۪ऐڒ ߤ వ۪ऐڒ ޴అ ޳ࡶ    ఓ߭  ޜ ۃంߖ
అߦరదరज క ߮ऱڴ ݋ ఉండంݟ ఇకए డ ߮ऱࡱ ࢟࢘ ߤ సంఘటన ఇకए డ ߮ऱߤ ࢘࢟ ఇకए డڕࡏۯ ڕనऒ ओߩ  రంڒऴతం ऴపࣇ फనޘఎౖ ݡ
࢑ࠪనం తరంࡱڴ ఈ ఎపరऐ ఇకए ޴క ఇߘక ,  ࠼ఉంܼ ڴసంఘటన ߯ࡏ డڕࡏۯ ڕనऒ ओߩ  ߘڷలం రంߗ ݡ
ఉపڵࡆంచߖవछ ంݟ,  ఇకए డ ࠼ߦం݋ ࡛࣎झ ऒߕఉ ࡱ   ంۨࡍڷ యడంۯ ంۨ ऴపۧరంڵࡆఉప ߘణలࣾ࢒ ࡎకండ࣊  . ࠼
చࡍऐ ంచబޔݡం޴  , ఇకए డ ఉనऒ ఎపరऐ ࡱ࡮࠮ ݋ం࠼ߦ  छ޳ ࡏ नݞంచబ߅ࡗߖ ࡌ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ఒక ఎపరऐ  ޴ఉం ࡏ
కएࡅ త మందంࠫࡍప ߖ޳ బܽदڒ  ߮ऱڜ ޳ࡶ ݋ంత అడनంړ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ  ࢘࢟ ऴఫం݋ ऴߦరంభమޔ࢓ం޴. ࣊కండࡎ 
ఇవछ ߘల ݋ࡵ ࢟࢘ డం వలऱ అ࢑ బయటڕ వࣃफ ఎపరऐ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࠼  బܽदڒ ࡯ݞ۫ ޾फంࣆۯ ऴపۧరం ࡮అంతܼ ఎ ࡏ
ఇ޴ ޴छ ऒߖڴయ తరంޓ  ఇࣆफంڒ  ޴బܽद ఈ ޴छ ऒߖట࢒ ࠾ࡍమ ࠼ޑరࠪ ڴదभ࢑߭ ࠾ࡍమ ڴదभ࢑߭ ࡱڴయ తరంޓ ంܽڔ 
ܼంܐంڴ ݋ ࠪరڒ ࠼ޑబܽद అ࢑ మࡍంత ఎڕए వ అڒ ࠼ޑ࢓బܽद ఇ࢑ ऴప޴ ޒछ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ऱࢁమ ݋ࡵ ࢟࢘ యޓ  ڴࡱ 
పࣃۯߖफ फࣃఇ ߘటऱࡵ ࢟࢘ ంܽ࡮ఇ వలऱ ఇ࢑޶అం ࠾ࡍమ ࠼ ݦఉం ڴ ݋ంܐంܼ ݋ऴఫం ࢟࢘ ࡹ࢐త సమయంࡏత ࠾ࡍమ .࠼
ఉపࡍతలం ޳छ ऒߖబܽद అڒ  ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖందݟంచబ޴అం ࡌ  ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ ܼంڴ ۃ ఉంݦ ܼంڶ ߘ ۃయړߖݞ 
నߘऒ  నߩࡱ రంߘڷ ఉపࣃڵࡆफ ऒߖఅ ޴బܽद ఇڒ ߘ  ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ  ܼంܐంڴ ݋ కࣆߧߖफంߗڒ .޴ మనం ۫࣋޴ 
࢘࢟ ऴఫంࡹ ݋ ఇߩओ छࡔక ݡ చ࡛ ࢘࢟ ऴఫం݋ వऴకత ఉం޴, అం݄ ࠴దట ఇ޴ ఇ࡮ ऴపۧరం ࣆۯफనऒ పओ ओߩఇ ڔܽ కࢗ ڙ ޴అ ݡ द࡛  
ऒߕఉ ࡱڴ࠙ ݞږ ࡹశ޴ న ऴపۧర࠳రణ߄ࣃ ڕ ݋ऴఫం ࢟࢘ ޳ࡶ ఇకए  ࠼ డ అస޴ ࡱశ ߘం޷ ݟరంڴ ఉనऒ మనం ߘశ޴ 
మࡍంత ܉ऴగతफࣄ۫ ڴనటऱߖ޳ ,ޙ࠼ అర बం ఏࠫటం݄, ߘߝ ࢘࢟ ऴఫంߘ ݋ త࢐ࡏత సమయంߦ ࡹऱ  ంతࡍమ ޴फ అ࣋ۯ ݋
అޔ࢓ం޴ ఇ࡮ అం݄ అ߮చ࡛ ڣࡔ ߖࡹగށత ߗడࡹ అల ݞږ ऴపۧరం అޜ࢓ం޴ అం݄ ఏࠫܽ ఈ పదం ߘߝ ఇߩओ  ݡ
ऒߖ޳ప ߝఅ ݩࢲ ࡽऴܽక࠱܉  ऴప࢘శ߭ दܼ ओߩఅ ࡹశ޴ ఈ  .       ߘ ఎపరऐ ݡ  ޒంڒ ߘߝ  ࠾ࡍమ ޴డ ఉంܿంߗ ڴరణంڒ ࡏ
కएࡅ ړࡓ  दߖ࡯య࡛ ऴపۧరం ڝసం ړరణ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉప࣋ڵࡆफ ఈ తరంగం ڴࡏߝ   ఇకए డڕ వۨऐ  ఉంߘߝ .࡯ݞ ఇకए డ ࢘ࡔ
రంߘڷ ఉపࣃڵࡆफ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ఈ ࠙గం ఈ ఎపరऐ కएࡅ ࡏ డ ఇకएߗ తށగڣࡔ  డ ఒక ఎపరऐ  ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡏ
ङ܉ అం݄ ,޴డ ఉంߗ తށగڣࡔ ఇకए ࡱఖࡔ సరళ ޳ࡶ ࡱހరړ సరళ ڕంۨనంతవర߅సంబం ړޒࠫ డ మ࠾ࡍ ఇకए డڕ 
फࡿࢗ ఇకए ޴కం݄  ఇ޶ఎం ࠼ డ సంఘటన జڵࡍన ఒక ࢑ࠪనం తరంగం,    అޙ࠼ మనం ࢘࢟ ऴఫంࡍߖ ߘ ݋घ ంۨనߩओ  ࢟࢘ ݡ
ఎࠆ ఎޔफߘ ߭ంࣇ ۯऴతం ऴపڒరం ۫ࣃफ ࢐ङ ړࡹడߗ తށగڣࡔ ݞږ  ࠭ ओߦۮ ࡹటࠪ ࡗమ ,޴फంࣆߧ లం݄, ront 
࢐ङ ޒంڒ ࡹడߗ తށగڣࡔ నऒޔࠓ࢐త ۫డࡏమనం త ޴ఇ ,޴फంࣆߧ ऱܿ࢑ ڴइపం తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ , ఇ࢑ ޴इపం ࡅకए  
దృڵछ షయం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣝ݃ߤझ ࢐ङ ޒంڒ ࡹడߗ తށగڣࡔ ऴతంࣇ    ޴ంڵ࡯ంచగࡍ࢑వ ߘ࢑इపణ ۯంߧ
ఎపరऐ ࡛ లߘߝ ࡹ ఇకए డ ߖڜऒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘలޑऴۨڣࡔ  ంత సओࡍమ ޴అ , ߘ షदం࢑ ڴవࣆࡍफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ߖڜऒ  
బܽद ఇకएڒ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘలޑऴۨڣࡔ డ ఒక ఎపరऐ छ޴ వదभ ࡏ ङߪకం ޴బܽद ఇڒ ,ݟంచం߭ ߘల ݋ࡵ ࢟࢘ యޓ ట࡛ ߘ 
ఉపڵࡆంۨ ऴۯ ݞయబݟంڒ ޴బܽद ߮ऱߤ తరంࡱڴ ఇకए డ సంఘటనڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇకए డ ఒక ఎపరऐ  బܽदڒ ޴ఉం ࡏ
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ఇకए ࠭࠲ డ ࢘ࡔछ झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ࡏ  లߘ పࡍగށంۨ , ఆ߯  ࠼ߦం࡮࠮ ݋ల ߘంݟ ఉదग ࢑ంࡷࡿڿ ۯన ࣊కండࡎ 
घࡍߖ ߘల ݋ࡵ ࢟࢘ ంۧࡏ, ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࠼ߦం݋ ࡛࣎झ  ఒక ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߖవࡶ ߩ࢙ కࡖమ ࡱ 
ఎపరऐ ऒߖవలऱ అ޶అం ࠾ࡍమ ࡏ  ࣊కండ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎ లڕ ఉపࡍతల ܼంܐం݋ కࣆߧߖफం޴.  ఈ ࢑ధంڴ ఇ޴ ఇకए డ ڜంతవరڕ
సమతలంڴ ఉంߗڒ ޴ ఈ ޴శࡹ వऴకతݞږ ߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴  అం݄ తరంగం ڣࡔగށత ߗడ࢐ ݞږ ړࡹङ  tion  ޴फంࣆߧ
డ ఇకएߗ తށగڣࡔ బܽदڒ డ ఉంڒ ޴ݦబܽद ఇڒ ޴ం࡯࢐ࡌ ޒझ న ऴߦంతం ࡏࠬ ߗڒ ఎపరऐ ऒߖހࠪࡍప ࡏ  తڵ ठ࣋ फ ڒంݞږ ޒ 
࢐ङ ړࡹడߗ తށగڣࡔ మనం ఎపరऐ    .޴फంࣆߧ ऒߖހࠪࡍప ࡏ  తڵ ठ࣋ फ ఇ޴ అߦరదరज క ऴࣅए ࢐ङ ڴంతࡍమ ޴అ ,ߤ  ޴అ ,޴फంࣆߧ
ఇకए డ ߩ޳޳ ߷ऱ ఇతర ۨవర ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ݋ ऱڜ ࡹంۮం వऴకత ఉంܿంߗڒ ,޴ ఇߩओ  ంతంߦన ऴߞ޶చ ࡏࠬ ݡ
ۨనऒ एڕంత ఎࡍమ ࠾ࡍరడం మࠪ ڴ޴ వڴ కߧߖ फ࣎ ం޴  ఒక  ڒࡿڿరం అڒࡿڿ ޴ߝర తరంగం ࢙ߩ ఎڕए వڴ కޜࡱ޶ం޴ 
మߘߝ ࠾ࡍ ఎపరऐ ڵంత తࡍమ ߘࡏ ठ࣋ फ, ఎపరऐ ڵంత తࡍమ ߘࡏ ठ޳भ ం మ࠾ࡍ ఎపరऐ ڵణం తࠪࡍప ࡏ ठనటऱޙ࠼ , అ߅క 
घࡌߖ లڕߦޔ ణం మనڒࡿڿ ڕర తరంగ సంఘటన తరంߖڴऒ  సࠬߧంۯ ࢘࢟ ऴఫం݋ లߘ ఇࣆफందߖ మనం ۫డవ۪ऐ .   
 ߮ ऱߤ ࢘࢟ మ࡮ۧ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍ ۨనऒ  రంऴړߖ߄ తڵ ठ࣋ फ, రంऴ߄ల ߘంࡱࢗ ݟవڒࡿڿ ݦర తరంࡱڴ మనڴߩ޳޳ ڕ 
ఉంܼ࠼,  ఇࡏ࢑ ړߖ޻ ޴దमంڴ ఉంܿంړ  ޴రణ ޳ࣄम ంతం ߘంݟ ఊࣕంచబݟంڒ  ޴బܽद ࢘࢟ ऴఫం݋ మࡍంత ڒࡿڿరంڴ 
నऒޔࡏࠪ ऱܿ ࣃ۫ ࠭࠲फ ࠭,  ఈ పࢣࡍలనల࡮ۧ ߘ మంࢡ ޴वసफ࢘ తफࡱ మ࡮ۧ ࠾ࡍ మం޴ పࢬࡍధࡱڕ ఆ సమయంࡹ 
తపओ ޒంڒ ޒऴప ࠾ࡍమ ࡏࢡۯ న࠭घ ࡏ࢐ ߖఉంܿంద ڴతరం ڴࡍసߖ ऒߕޔ అకए ߗڒ ࡏ డ ఖۨऐ త࠳న ఆ࢓ࡶ ࡱࡌ߄. 
తघڴࡆంۨ ऴప߅సంబం ړޒంڒ క ఆ࢓ࡶ ࡱࡌ߄,  అ࠼నపओ న ऴపవర࠳ఈ రక ࡱఅల ߩస࠭ऴద ࡱڴక తరంޒంऴ࠻ ڔܽ फనߘ
ऴపదࡍज फࣃ ఇకए ޜల߄రంऴ ݡంࡓ ంۨనߧ۫ ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ ࢓ࡶ ࡱڴࡆऴప ۯంߧࡐߖ ߖڴఒక తరం ޒంڒ  ߗڒ ,࠼ డ 
త޶పࡍ పࢣࡍలన ۨవۨڣࡔ ࡍऴతంࡹ ఇకए డ ఒక ޳ࡶ ࡽࣟ ߤߧ ఒక ۨనऒ छ޳  రం ڒࡿڿ ߩ޳޳ర ࢘࢟ ݋ࡵ లߘ ఇࣆफం޴ 
మ࠾ࡍ   ఒక ऴࣅए  బܽदڒ ޴ంޔڷࡏఉం݄ ఏࠫ జ ࡱ ݋ࡵ ࢟࢘ ࡎకండ࣊ ߤܐఈ ࡱ߄రంऴ ݡంࡓ ݟంߘ ల߄రంऴ ݡంࡓ ߖࡹ ߤ
మనం ࡓంݡ రంऴ߄ల ߘంࡿڿ ݟల࣋ڶ ߘफ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అߩओ ఇకए ࠭࠲ ݡ డ ޴శࡱ ఉߕऒ యߖ గమߖంۧ࠭ , ڒబܽद 
ఇకए డ ۫పబݟన޴ ఘన ࡔఖ మࣄڶ ࠾ࡍన ࡔఖ ࢘࢟ ऴఫం݋ లࣆۨࣇ ߘफం޴ ఒక ࣌࠼࣎ߙడࡽ ࢘࢟ ఈ ࢑ధంڴ ऴపۧరం ࣋ۯफ
పతࡱߕ మࢢ ࠾ࡍఖࡌలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ , ఇకए డ ࢐ङ ߧ फ కߖషदంڴ ఉంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍङ ߧ फ ఇకए డ గࡍషदంڴ ఉంܿం޴ 
ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽदڒ ऱܿ దశࡹ వङ ङޑ సం , గࡍషदంڴ మࠪߖࠫ ࠾ࡍ మధङ  దశ వङ ङޑ సం ڒబܽद ఏࠫܽ  ఇకए డ pi pi 
۫పబݟం޴ ऴటڒ ࡱ ࠆబܽद ࢘࢟ ऴఫం݋ ऴటࠆ మ࠾ࡍ ࢘࢟ ऴఫంڕ ݋ సంబం߅ంۨనࣄ     ޴बࡌంړߖڒ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒߖ ڴ࠲kx t 
झړࠪ ࠾ࡍమ        ޴फంࣆۨࣇ మనం ఇకए ڴణంڷߘబܽद తదڒ ࠪ డ ࢘࢟ ऴఫం݋ లࣄ۫ ߘనటऱޙ࠼, ఇకए డ ࣄۯ ࣁݞన ߤࡷ
ऴటࠆ లڕ మ࠾ࡍ ఘన ࡔఖڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఘన వऴకతࢢ ࡱఖړߖࡌ అڷߘణంڴ ఉంܼࡏࠬ .࠼ 
ఈ ࡿڿలߦ ߘऱ నࣄ࡯క ޜ ߤࡷ ݭ࡯ࣃ ఖࡔ फ   , ఘన࣋ۯ ݋ ऱܿ ࠬ޴ ࣋۫ ࡏశࡱ ఉߕऒ  ߘ ߤࡷ नࣁݞ ߤࡷ నࣄۯ ࣁݞ , ࠼
కࣆࡱफంݞ ߤࡷ ࣁݞ ߤࡷ ݭ࡯ࣃ ,޴ङ ऒߕఉ ࡱశ޴ ࣋۫ ࡏࠬ న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱక ߘ ߤࡷ ࣁ  ల ݋ऴఫం ࢟࢘ .࠼
కएࡅ ఖ ఇకएࡔ నࣄڶ కܽࡖమ ࠾ࡍమ ޴న࠳ఒకܽ ఘన ࢓޶ంࠉ ఖండన ݡంࡓ  డ ఘన ࡔఖ ߤࡷ ࣁݞ ߤࡷ ݭ࡯ࣃ ߤࡷ ࣁݞ 
ఉనऒ ڴరణంڒ ߖ޳బܽद  ఒకڒ ࢐ङޒఅ ޜ ࠆऴట ڴరణంڒ ߖ޳కࡖఖరం మࢢ  ߧ फ ۮం޴ ޻శࡱ  ఉߕऒ  ఒక రంऴధ࠭ వలన ఒక .࠼
 ޒంڒ న࠳శవంతڒऴప అం݄ ఇ࢑ ,ࡱశ޴ ݦఉం ڴణంڷߘఅ ڕశల޴   నݟయబۯ రपం۫ ڴరణంڒ ࢓޶ంࠉ కࡖమ ࢓޶ంࠉ
వۯऐ  బܽदڒ  ޶ఉండ  ݋ࡷ షदߖక ࠾ࡍషद మࡍగ ࠾ࡍషद మߖక ࠾ࡍమ ࣋࡯షदం కࡍగ ࠾ࡍషद మࡍగ ޴అ   ,࡯ݞఉం ࡱశ޴ 
ఇకए డ ऴࣅए झߖఇం݃ ޙఉంۨ ߖ ߤ ఇ ࡽࣟ ࡽࠋడ ۃమ࣒ యంޢ బܽदڒ  ޴ఉంܿం ޴ఊࣕంۨన ࡹ ߤయషࡍ࢘ ܾ ऐۧ  ݡ
ప޺भߕࣆ ޴ࠫߖऒ ऒߖڴࡆऴప ࡹ ओߩదట ߯క࠴  నऒۨ ߖࡹ  ఓ߭ రङࣇ ݟంߘ ۃంߖ  యంݟ࣎ ࢐తࡏత ࠾ࡍమ ޜޒంڒ
కएࡅ ޒంڒ ࠾ࡍమ ޜޒంڒ  తరంగ సछ ऒߖ࢐࠙ छ޳ గంࡆऴప ݟڕవ࠾   నమघ ڴࡍࣃదܽ࠴ ࡌ కంڴ ऴపదࡍज ంۧࡏ 
మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ అతߙ ࡹ1802 ߘङ టࡍ ߤంڷల࢑ ݞږ ߘవࡍంۧޣ ࢟࢘  .ݡయࡎ ఇߩओ फࣃࡍ࢑వ ంۮంڜ ݡ  , ߘ
ఎం޶కం݄ ࠾వݟڕ ऴపࡆగం ࠴దܽڴࡍࣃ ߯కߩओ రङࣇ ݟంߘ  రࢢघ ओߩనࣄ۫ ߖ ओߩక߯ ޴బܽद ఇڒ  ޴ంڵࡍజ ݡ  ݟంߘ 
వۯऐ రङࣇ  ఇకए ߘబܽद  అతڒ ޒంڒ డ ఒక ఎపరऐ ఉనऒ ࡱ߄రంऴ ݡంࡓ ߘఅత ,ݡఉంۧ ࡏ  ߮ऱߘ ݋ ఉంۧݡ.  ఇకए డ ۨనऒ  
రంऴࡱ߄ ఉߕऒ నऒۨ ݡంࡓ బܽदڒ ࠼ ࢑ ఇ޴ ߯కߩओ ऐۯవ ݟంߘ  రङࣇ  ओߩక߯ ,ޒంڒ ऐۯవ ݟంߘ  రङࣇ   సओ  ޒంڒ షदంڴ ఇ࢑
ఇకए ߘఆ߯ అత ,ށࢩన సంఘటనల ऴࣄޓࡍ޳ ړߖڴࡆऴప ࡽࣟ ࡽࠋడ ݟڕవ࠾ డ ఉంۨన ऴࣅए ߯ ߤ  ۩కܽ గࡹ޴ 
రङࣇ నऒۨ ޒంڒ फనऒࣆవ ݟంߘ  ऱܿ ۫డగݡڴ࡯ ߯కߩओ ఎపరऐ ࡹ నऒۨ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡏ  రంऴ߄లޜ ఒక ߮ऱ݋ ఉం޴ 
మ࠾ࡍ అతߘ ఇకए డ ఒక ऴపڒశవంత࠳న అం۪ߖ ۫డగݡڴ࡯ , అ޴ ఇకए డ మధङ   .޴ऴవత ఉంܿంޓ న࠳శవంతڒऴప ࡹ
ఆ߯ అతߖڜ ߘऒ  రంڷలߘ ۫డగݡڴ࡯, ఆ߯ ߘߝ ఇకए డ ۫ޔߩనऒ ࢑ధङ࢙ ऴవతޓ ޴ ం, ڜ ߘߝంత ޓऴవత ࢘ࡃࡍషߘ ߤ 
ऱߦ  ऒߕफࣆۯ ߤ ऐࡍచ ڴ࢑వరం ంతࡍంۨ మࡍڷ ߖ޵ ࠭࠲ ,ߘ फࣃ ऱߦ ߘߝ బܽदڒ ,࠭ एࣅऴ ޴నࣄۯ  ݋ ߯ ߤ  ఉనऒ  ऴࣅए झ݋ࡵ ޴ఇ ߤ  
࡛ڒ न ࡛ࠓ न ޳ࡶ ݋ࢴ ఏۮ ߕ޼పओ ంޓ ࡏࠬ ,ݟऴవతߦ ߘऱ ऒߖࡌఖࢢ ऴవతޓ న࠳శవంతڒऴప ߘफ అత࣋ۯ ݋  ఇకए డ మధङ  ఒక ࡹ
ऴపڒశవంత࠳న ࢢఖߖࡌऒ  ۫డగలݡ , ఆ߯ అతߘ ఇకए డ ߖڜऒ  రంڷలݡࢡ۫ ߘ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘం޷ ݟరంڴ ఏకޒࡎ 
ओߩఇ ߖఉంద ڕ޶ఎం ࡏޔࡱࢗ అర ڴࠈ ݡ ब࠳ం޴.  అతߘ అ࡮ంܽߖ޳ऒ ङߕఉప ࡍప޶త ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݡࢡ۫  సంࡹ 
త޶పࡍ తరగࡍڷ ߖ޵ ࡹޒంۨ మࡍంత ࢑వరంڴ చࡍऐ फࣃ ࠭,  అޙ࠼ ఇ࠾ ޴వࣄ۫ ࡱڕం޴ మ࠾ࡍ అతߘ ఏࠫ ݡࣃۯ 
ఆతघ ߘబܽद అతڒ ݡࣃۯ ఏࠫ ߘదܽ ऴకమం, ఆ߯ అత࠴ ޴బܽद ఇڒ ऒߖߦ޵   ఉపڵࡆంۧݡ   ఇకए డ ࣄओ ङ࡮ ݋ࡍ ంࠗ 
ఉంڒ ޴బܽद ࣄओ కएࡅ ంࠗ࡮ ݋ࡍ छ܉  ల ఉం޴, ఆ߯ అతߘ చ࡮ऱ ओߩఉ ޴అ , ݡ  అߖ అతࣄ ߖ ߘओ nacl nacl nacl ݋ࡍ
కएࡅ పం޵ छ܉  ల ࠬద చ࡮ऱ ఇۨऐ ߘڷరం ߩࣆన ప࠳శవంతڒऴప ڴణంڷߘఅ ړࠑव ޴అ ,ݡ ం޴ ఇకए డ ࣎ݟయంڕ 
సంబం߅ంۨన పڒ ߩࣆంޒ  మ࠾ࡍ ఇߩओ నऒۨ ݡంࡓ ߘఅత ݡ  రంऴ߄లڕ దగ ठరࡓ ڴంݡ ۨనऒ  రంऴ߄లޜ ఒక gt 
ఎపరऐ ఇకए ࠾ࡍమ ݡఉంۧ ߘࡏ డ ऴࣅए ߯ ߤ  అతߘ ߭దभ సంఖङ  ࠾ࡍమ ڴషदంࡍऴవత గޓ కܽ۩ ࠾ࡍన మ࠳శవంతڒऴప ࡹ
కएࡅ యంݟ࣎  .ݡڴ࡯డగ۫ ߘలࠪߖࠫ ࠾ࡍమ ڴషदంࡍऴవత గޓ ࣒ࠪߖࠫ  ऴపڒశవంత࠳న పߩࣆ రంڒ ڷబܽद ఇ޴ 
ओࣄ ङ࡮ ݋ࡍ ం߯ߖ޳ ,ߵ అతߘ ఉߩओ ऱ࡮చ ߘ ఇకए ߘఅత ڴరణంڒ ޒంڒ ߩࣆన ప࠳శవంతڒऴప ࠾ࡍమ  ݡ డ 
ऴపڒశవంత࠳న మࡏ޶࠭ ࠾ࡍ అం۪లߘ ۫డగݡڴ࡯, అ޴ ఇకए డ ఉంۨన ऴࣅए ߯ ߤ ڵࠪ  णࠪ ࣒ మ࣒ࠪߖࠫ ࠾ࡍ 
ఉంܿంڒ    ޴బܽद మనం ఇࣃۯ ࡮फ ࠭  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ మࡍంత ࢑వరంڴ చࡍऐ ంచంڒ   ,ݟంޒ ఒక అల అߖ నమघ దڵన
ङࣾࣃ ం  ధనङ   ࡱ޳࢐
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