
 கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஒளி௜யல் பற்௣ய ௳ரி௵ைர ெதாஶொக்ஶ வரேவற்ழேறாம், ௳மான 
இைட௚கத்ொல் ஒ௠ ௳மான இைட௚கத்ொல் ஒளி௳லகல் பற்௣ நாங்கள் ௳வாொத்ேதாம், ேம௩ம் 
இன்௥ ெமாத்த உள் ௔ரொப௧ப்௖ எந்த நிைல௜ல் நைடெப௥ழறௌ என்பைத௞ம் பாரத்்ேதாம்.
 
ேகாள இைட௚கம் ௔ன்னர ்ெலன்ஸ்கள் ௛லம் ஒளி௳லகல் வைர நீட்ூப்ேபாம், ஏெனனில் 
ெலன்ஸ்கள் பல்ேவ௥ பயன்பா௄க௬க்ஶ பரவலாகப் பயன்ப௄த்தப்ப௄ழன்றன, எனேவ ௚த௧ல் 
ஒ௠ ேகாள இைட௚கத்ொல் ஒளி௳லகல் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம், அதன்௔ன் ெலன்ஸ்கள் ௛லம் 
ஒளி௳லகல் ஒ௠ ேகாள இைட௚கம் ேகாள ேமற்பரப்௔ல் மற்௥ம் ெலன்ஸ்கள் ௛லம் ௚த௧ல் இங்ேக.
 நான் ஒ௠ ேகாள ேமற்பரப்௔ல் ஒளி௳லகைலக் காட௄்ழேறன், எனேவ ௚த௧ல் வைரபடத்ைதக் 
காட௄்ழேறன் இௌ 
ஒளி௳லகல் ஶ௣௝ட௄் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூன் இரண்௄ ஊடகங்க௬க்ழைடேயயான ேகாள n n 
இைட௚கம் இௌ ந௄த்தர ஒன்௥ இந்தப் பக்கம் மற்௥ம் ம௥௖றம் ந௄த்தரமானௌ 2 மற்௥ம் இந்த 
௳ஷயத்ொல் நான் ஐ ஐ ௳ட ெபரியதாகக் க௠ொேனன், எனேவ இங்ேக என்பௌ ஒ௠ ௖ள்ளிப் n2 n1 o 
ெபா௠ளாஶம், அதன் படம் ந௄த்தர 2 இல் உ௠வாழறௌ.
 
ேகாள இைட௚கத்ொல் ெபாௌவாக ஏற்ப௄ம் ஒ௠ ேநர ்கொர,் ௳லகாமல் கடந்ௌ ெசல்௩ம் மற்௥ம் ஒ௠ 
தன்னிசை்சயான ேகாண ஆல்பா௳ல் வ௠ம் ஒ௠ ஼௣ய ேகாண ஆல்பா ஒளி௳லகல் ஆஶம், 
ஏெனனில் இங்ேக ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ இைட௚கத்ொற்ஶ இயல்பானைதக் காட௄்ழறௌ, எனேவ 
நிகழ்௵களின் ேகாணம் மற்௥ம்  ஆனௌ ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ப்பதால், கொர ்சாதாரண n2 n1 
ழயைர ேநாக்ழ வைளழறௌ, எனேவ கொர ்சாதாரண ழயைர ேநாக்ழ வைளழறௌ, இௌ ேநரான 
கொைர நான் ௖ள்ளி௜ல் ெவட்௄ழறௌ, எனேவ நான் இந்த ெபா௠ளின் உ௠வப் ௖ள்ளியாக 
இ௠க்ழேறன், இௌ நிகழ்௵களின் ேகாணம் மற்௥ம் நிசச்யமாக  நான் இங்ஶ ஒ௠ கொைர 
காட்ூ௞ள்ேளன், ஏெனனில் ௔ரொப௧ப்௖ எப்ேபாௌம் இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இந்த ௔ன்னம் காற்௥ 
மற்௥ம் கண்ணாூ இைட௚கமாக இ௠ந்தால் ெபாௌவாக நான்ஶ ௚தல் ஐந்ௌ சத௴தம் வைர 
஼௣யதாக இ௠க்ஶம், ஆனால் இந்த பஶொைய எைத ௗாவதன் ௛லம் ஶைறக்க ௚ூ௞ம் எொர ்
௔ரொப௧ப்௖ ௗசா்கள் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழன்றன, எனேவ அ௄த்த௄த்த வைரபடங்களில் இந்த 
௔ரொப௧ப்ைபப் ௖றக்கணிக்ழேறாம், ேம௩ம் நாம் ஒளி௳லகல் ௙ௌ மட௄்ேம கவனம் 
ெச௩த்ௌழேறாம்.
  ெடட் ேர இங்ேக எனேவ ஆல்பா ௕ட்டா மற்௥ம் காமா என்பௌ படத்ொல் காட்டப்பட௄்ள்ள 
ேகாணங்கள் ஆல்பா என்பௌ அசா்டன் ஷூய ேகாணம் மற்௥ம் ௕ட்டா என்பௌ இங்ேக அசா்டன் 
சாதாரணமாக உடப்௄த்தப்படட் ேகாணம் மற்௥ம் காமா இௌ காமா மற்௥ம் இௌ ஒளி௳லகல் r 
ேகாணம்  நிகழ்௳ன் ௖ள்ளி௜ல் இௌ ேமற்பரப்௔ல் இ௠ந்ௌ ெபா௠ள் ்ரம் இங்ேக ௖ள்ளி௜ல் r m p 
உள்ள ெபா௠ளின் நிைல ெபா௠ள் ்ரம் அைடயாளம் மாநாடை்ட ௔ன்னர ்பாரப்்ேபாம் ஆனால் u 
இப்ேபாௌ ெபா௠ள் ்ரத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம் என்பௌ படத்ொன் ்ரம் மற்௥ம் u v r 
௛லதனம் என்பௌ இந்த ேமற்பரப்௔ன் வைள௳ன் ஆரம் என்பௌ வைள௳ன் ைமயம் மற்௥ம் r c r 
என்பௌ ேகாள ேமற்பரப்௔ன் வைள௳ன் ஆரம் ஆஶம், இப்ேபாௌ நாம் ஼௣ய ௌைள௜ன் நிைலைய 
ஒ௠ ஼௣ய ௌைள என்௥ க௠ௌழேறாம் எங்கள் ௚ந்ைதய வஶப்௖கள், இதன் அரத்்தம் 
என்னெவன்றால், அைத இங்ேக காண்௔ப்ேபன், எனேவ ஼௣ய ௌைள இங்ேக ஶ௣ப்௔௄ழறௌ, 
எனேவ நாம் ஒ௠ ஆப்ூகல் அைமப்ைபக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் ேபாௌ அௌ பல ஷ௥கள் அல்லௌ பல 
ேமற்பரப்௖கைளக் ெகாண்ூ௠க்கலாம், ஆனால் இௌ ஼௣ய ௌைள ௛லம் ஃெபரிகல் s  
ேமற்பரப்௖ ஒ௠ ஼௣ய ொறப்௖டன் ஒ௠ ஒளி௖கா நி௥த்தத்ைத இங்ேக ைவத்தால், ஒ௠ ஼௣ய ௌைள 
மற்௥ம் இந்த ௌைள வ௯யாக ௎ைழ௞ம் ஒளி௜ன் கொரக்ள் மட௄்ேம ௔ரொப௧ப்௖ அல்லௌ 
ஒளி௳லகல் அல்லௌ ேவ௥ ஏதாவௌ ெசய்யப்ப௄ழன்றன.
  எனேவ கொரக்ள் என்௥ ெபா௠ள்ப௄ம் ஒ௠ ஼௣ய ௌைளைய நாங்கள் பரி஽௧த்ௌ வ௠ழேறாம் ,
 அதனால் உ௠வாஶம் ெவவ்ேவ௥ நிறங்கைள உங்க௬க்ஶக் காட௄்ழேறன்,
 அதனால் நான் இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளிப் ெபா௠ைளக் ஷ௥ழேறன் அல்லௌ இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி ௛லத்ைத p
என்௥ ெசால்லலாம், ௔ன்னர ்ேநர ்ேகாட்ூல் பயணிக்ஶம் கொரக்ள் இங்ஶ ஼௣ய ேகாணங்கைள 
உ௠வாக்ஶம் கொரக்ள் இந்த ௌைள வ௯யாக மட௄்ேம ெசல்ல ௚ூ௞ம், எனேவ ஼௣ய ௌைள என்பௌ 
அசா்க்ஶ அ௠ழல் ெசல்௩ம் கொரக்ள் மற்௥ம் ஼௣ய ேகாணங்கைள உ௠வாக்ஶம் 
கொரக்ைள மட௄்ேம கட௄்ப்ப௄த்ௌழேறாம்.
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  பராக்஼யல் ேதாராயம் இைதத்தான் நாங்கள் ௳வாொத்ேதாம், எனேவ பராக்஼யல் ேதாராயமான 
அசா் ேதாராயத்ொற்ஶ அ௠ழல் இ௠க்ஶம் கொரக்ள் ெசல்௩பூயாஶம் 
, அதாவௌ நான் ௙ண்௄ம் ைவத்ொ௠க்ழேறன்  இங்ேக ஸ்ைல௄ மற்௥ம் அதாவௌ 
ஆங்ழள் ஆல்பா ஆல்ஃபா இங்ேக உண்ைம௜ல் இந்த ௙ இதற்ஶ ௘க அ௠ழல் உள்ளௌ ஆனால் 
ெதளி௵க்காக நான் சற்௥ ெதாைல௳ல் காட்ூ௞ள்ேளன்
 அதனால் ேகாணங்கள் ெதளிவாக ெதரி௞ம் ஆனால் ேகாணம் ஆல்பா ௘க௵ம் ஼௣யௌ, ஏெனனில் 
௖ள்ளி ௘க அ௠ழல் உள்ளௌ, ஏெனன்றால் நாம் ஼௣ய ௌைள என்௥ க௠ௌழேறாம், எனேவ m  
பாராக்஼யல் ேதாராயமானௌ ெசல்௩பூயாஶம், அதாவௌ ௖ள்ளி என்பௌ க்ஶ அ௠ழல் உள்ளௌ, m p 
அதாவௌ ேகாணம் ஆல்பா ௕ட்டா மற்௥ம் காமா அைனத்ௌ ேகாணங்க௬ம் மற்௥ம் ஏெனனில் i r, 
இந்த ௖ள்ளி இங்ஶ வந்தால், சாதாரணமானௌ ேபால் இ௠க்ஶம் இௌ மற்௥ம் நான் ௘க௵ம் ஼௣யதாக 
இ௠ப்ேபன் , ௔றஶ ேதாராயமாக டான் ஆல்பாைவ ைசன் ஆல்பா௳ற்ஶ ழட்டத்தட்ட சமமாக 
இ௠க்ஶம் ஆல்பா ௘க௵ம் ஼௣யதாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஆல்பா ேரூயன்களில் இ௠க்ஶம் டான் ௕ட்டா 
ழட்டத்தட்ட ைசன் ௕ட்டா௳ற்ஶ சமம் ௕ட்டா ேபான்றைவ  இந்த ௳ஷயங்கள் ெசல்௩பூயாஶம், 
எனேவ இௌ நிசச்யமாக நான் ஶ௣ப்௔ட்ேடன் , ஒளி௜ன் ௔ரொப௧ப்௖ எொரப்்௖ ௗசா்கள் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄வைதப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் ஶைறக்க ௚ூ௞ம் என்பைத நாங்கள் இங்ஶ 
௳வாொக்க மாட்ேடாம், ஏெனனில் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள ேவண்௄ம்  எொர ்௔ரொப௧ப்௖ ௗசா்கள் நாம் 
அைல ஒளி௜யல் பற்௣ ெதரிந்ௌ ெகாள்ள ேவண்௄ம், எனேவ இைதப் பற்௣ ௔ன்னர ்௳வாொப்ேபாம், 
இப்ேபாௌ ௔ரசச்ைனக்ஶ வ௠ேவாம் , இங்ேக இௌ ஒ௠ ேகாள ேமற்பரப்௔ல் ஒளி௳லகல் ஆஶம், 
எனேவ ௚த௧ல் இங்ஶள்ள ேகாணங்களில் கவனம் ெச௩த்ௌேவாம்,
 அதனால் நாம் என்ன பாரக்்ழேறாம் ேகாணம் இந்த ௚க்ேகாணத்ைத மற்௥ம் ஐப் i om comc 
பாரத்்தால் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா க்ஶ சமம் எனேவ க்ஶ சமம் இேதேபால் i i alpha plus beta 
இந்த ேகாணம் இந்த ேகாணம் இந்த ௚க்ேகாணம் இங்ேக ௚க்ேகாணம் என்௥ mci m mci 
பாரத்்தால் நாம் என்௥ பாரக்்கலாம்  ௔ளஸ் காமா என்பௌ ௕ட்டா௵க்ஶச ்சமம், அதாவௌ இந்த r 
ஒளி௳லகல் ேகாணம் இங்ேக மற்௥ம் நான் காமாைவக் ஶ௣ப்௔ட௄்ள்ள காமா இங்ேக ஼ல r 
ேகாணம், எனேவ மற்௥ம் காமா க்ஶ இைடேய உள்ள ௳த்ொயாசத்ைதப் பாரக்்க௵ம், காமா r r r 
என்பௌ இப்பூ எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ, காமா௳ல் நாம் இப்பூ௞ம் ேநராக௵ம் எ௱ௌழேறாம்  இௌ r 
காமா மற்௥ம் இௌ r
 அதனால் நான் ேவ௥ ஏதாவௌ ஼ன்னத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ௜௠க்கலாம், ஆனால் நான் காமா ஆல்பா
௕ட்டா காமாைவ ஒன்றாகப் பயன்ப௄த்ொேனன்,
 அதனால் நான் ஆல்பா ௕ட்டா காமாைவப் பயன்ப௄த்ொேனன், எனேவ ௕ட்டா என்பௌ ௔ளஸ் r 
காமா௵க்ஶ சமம் எனேவ நாங்கள் ஆரவ்மாக உள்ேளாம்  மற்௥ம் ஏெனனில் நாம் ஸ்ெனல்௧ன் r, 
௳ொையப் பயன்ப௄த்த ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ என்பௌ ௕ட்டா ைமனஸ் காமா௵க்ஶச ்சமம் r 
என்௥ எ௱ௌழேறாம், ௔ன்னர ்பாராக்஼யல் ேதாராயத்ொன் காரணமாக இரண்டாவௌ ௖ள்ளி, ஆல்பா 
டான் ஆல்பா௵க்ஶ ழட்டத்தட்ட சமமாக இ௠க்ஶம் இந்த வைரபடத்ொல் ஆல்பா டாைனப் பாரத்்தால்.
  ஆல்ஃபா என்பௌ ஆல் ஆல் ஆல் ஆஶம், ஆனால் இங்ேக ௖ள்ளி க்ஶ அ௠ழல் md odmd od odmd m p 
இ௠ப்பதால் அௌ அசா்க்ஶ அ௠காைம௜ல் உள்ளௌ நாம் எ௱ௌவௌ க்ஶ ழட்டத்தட்ட சமம், op od 
ஏெனனில் ௖ள்ளி அசா்க்ஶ அ௠ழல் உள்ளௌ எனேவ இௌ  ஆல் வஶக்கப்படட் க்ஶ m op md 
ஏறக்ஶைறய சமம், அதாவௌ நாம் ேதாராயமாக ஐ ஆல் வஶக்ழேறாம், இௌ ஒ௠ பாராக்஼யல் od op 
ேதாராயத்ொற்ஶ அல்லௌ ஼௣ய ௌைளகைளக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ம்ேபாௌ, இந்த ேகாணத்ொல் 
சரியாகப் பாரத்்தால் mdc   
ன் ௕ட்டா ௚க்ேகாணத்ைதப் பாரத்்தால் ௕ட்டா௵க்ஶ ழட்டத்தட்ட ச   ம்  க்ஶ ஆல் வஶத்ௌ, md cd 
௚ன்௖ ேபாலேவ ஐ ஆல் ேதாராயமாக்ஶழேறாம், ஏெனன்றால் என்பௌ வைள௳ன் ஆரம் cd cp cp 
ஆஶம், அதனால்தான் இந்த ேதாராயத்ைத உ௠வாக்ஶம் ஒ௠ மற்௥ம் காமா டான் காமா௵க்ஶ proc 
சமம் எனேவ நீங்கள் பாரத்்தால் இங்ேக ௚க்ேகாணம் ௔றஶ காமா டான் காமா௵க்ஶ சமம் mdi md 
ஆல் ஐ ஐூயால் வஶத்தல் ஆனால் என்பௌ பட ்ரம் எனேவ நாம் அைத ஆல் ஆல் idmd ip md ip 
ேதாராயமாக்ஶழேறாம், எனேவ ஆல் ெகா௄க்கப்படட் ேகாணம் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா௵க்ஶச ்i 
சமம், அதாவௌ ஆல்ஃபா இங்ேக ௕ட்டா௳ன் ஆனௌ ஆல் ஆழறௌ எனேவ ௛லம் op md cp md i op 

க்ஶ சமம், ௛லம் மற்௥ம் ேகாணம் என்பௌ ௕ட்டா ைமனஸ் காமா ௕ட்டா இங்ேக md cp md r md 
ஆல் ைமனஸ் ஆல் ஆல் ைமனஸ் ஆல் ஆல் எனேவ சமன்பா௄ ௛ன்௥ cp md ipmd cp md ip ip i 
மற்௥ம் நான்காக இவற்ைறக் ஶ௣ப்௔ட௄்ள்ேளாம், இப்ேபாௌ நாம் ஸ்ெனல் ௳ொையப் 
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பயன்ப௄த்ௌழேறாம், ஏெனன்றால் என்னிடம் நம்௘டம் உள்ளௌ, எனேவ r sin i by sine r 
என்பௌ இரண்௄ ௛லம் ஒன்௥ அல்லௌ ஒ௠ பாவம் இரண்௄ க்ஶ சமம் ஆனால் n n n i sine r 
௙ண்௄ம் நாம்  மற்௥ம் ேகாணங்கள் ௘க௵ம் ஼௣யைவ என்பைத அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள் , i r 
எனேவ ஼௣ய மற்௥ம் க்ஶ நாம் ழட்டத்தட்ட க்ஶ ழட்டத்தட்ட சமம் என்௥ i r sine i i sine r r 
எ௱தலாம், அதாவௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் இரண்௄க்ஶ இௌ ழட்டத்தட்ட சமம் ௘க௵ம் நல்ல n i n r a  
ேதாராயம் ஒன்௥ நான் இரண்௄ க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ மற்௥ம் இங்ேக n n r i r 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ எனேவ ஒன்௥ க்ஶள் நான் சமன்பா௄ ௛ன்௣ல் இ௠ந்ௌ சமன்பா௄ n i
நான்ழல் இ௠ந்ௌ இரண்டாக ஆக உள்ளௌ, எனேவ இைத சமன்பா௄ எண் ஆ௥ என்௥ n rr 
அைழக்ழேறன், இப்ேபாௌ நாம் ேம௩ம் இங்ேக ெதாடரழ்ேறாம் , எனேவ இைத 
ைவத்ௌக்ெகாள்ளலாம்,
 அதனால் நாம் ைவத்ொ௠க்ஶம் ௚ன் பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ இொல் கவனம் ெச௩த்ௌேவாம்.

ஆனௌ ஆக க்ஶ சமம் மற்௥ம் ௚௱வௌம் ெபாௌவானௌ எனேவ இந்த  n1 in i r n2 md md 
அைணந்ௌ ௳௄ழறௌ, எனேவ ௛லம் ஒன் ௔ளஸ் ௅ ஐப் ெப௥ழேறாம், எனேவ ஆக ip n n md 
இ௠க்ஶம் இந்த பஶொ ைமனஸ் இரண்டால் இரண்டாக மா௣௳ட்டௌ.ip n n 
 ஐ௔ஐ இந்த பக்கத்ொற்ஶ ெகாண்௄ வ௠ழேறன், எனேவ ௛லம் என்பௌ க்ஶ சமம், எனேவ n 2 ip cp 
இந்த வாரத்்ைதைய ைமனஸ் ஆல் ஆக்க ம௥பக்கத்ொற்ஶ எ௄த்ௌச ்ெசல்ழேறாம், n 2 n 1 cp 
இப்ேபாௌ இங்ேக நாம் ைசன் கன்ெவன்ஷைனப் பாரக்்க ேவண்௄ம்.

மற்௥ம் ஐ சரியான ௚ைற௜ல் மாற்௣யைமக்கப் ேபாழறௌ மற்௥ம் அைடயாளம் மாநா௄ opip cp 
என்றால் என்ன, எனேவ ைசன் கன்ெவன்ஷைன ௘க ௳ைரவாக நிைன௵ப௄த்ௌேவாம், இௌ 
கண்ணாூ௜ன் ௳ஷயத்ொல் நம்௘டம் இ௠ப்பைதப் ேபாலேவ உள்ளௌ, எனேவ இங்ஶ ஒ௠ 
ஒளி௳லகல் ேமற்பரப்௖ உள்ளௌ மற்௥ம் ௖ள்ளி உள்ளௌ.
 இங்ழ௠ந்ௌ இங்ழ௠ந்ௌ அசா் வைர இயல்பானௌ இங்ேக ேதாற்றம் சமம்  ௚தல் 0 க்ஶ x al x y 
சமம் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் இட௘௠ந்ௌ வ௠ம் ஒளி நிகழ்௵க௬க்ஶ இடௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ ஒளி 
நிகழ்௵கைள ஒேர ஽ராக பரி஽௧க்ழேறாம், எனேவ ொைச ேநரம்ைற ொைச௜ல் உள்ளௌ, எனேவ x x 
இௌ ேநரம்ைற ொைசயாஶம், அதாவௌ இந்த ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ எந்த ்ரம் இ௠ந்தா௩ம்  இடௌ௖றம் 
எொரம்ைறயானௌ மற்௥ம் வலௌ௖றத்ொல் உள்ள ்ரம் ேநரம்ைறயானௌ, எனேவ ெபா௠ள் ்ரம் ஒ௠
படத்ைத உ௠வாக்ஶம் அேத வைரபடப் ெபா௠ளாஶம் , ேம௩ம் ௖றநிைல ்ரம் இங்ேக ைமனஸ் u 
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் அௌ ௖ள்ளி௜ன் இடௌ௖றத்ொல் உள்ளௌ.p 

என்பௌ ேநரம்ைற ஆஶம், இௌ வைள௳ன் ஆரம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், இௌ ேபான்ற ஒ௠  ip cp 
ஶ௯வான ேமற்பரப்ைப நாம் ெகாண்ூ௠ந்தால் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம்.
  இங்ேக வைளந்ௌ ெகாண்ூ௠க்ஶம் ஒ௠ கொர ்இங்ேக உள்ளௌ, எனேவ ேநரான கொர ்இத௑டன் 
ஶ௥க்ழட௳ல்ைல, ஆனால் அைவ இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ வந்ததாகத் ேதான்௥ழறௌ , எனேவ 
௔ம்ப ெமய்நிகர ்படம் நான் உள்ள ௖ள்ளி௜ல் உ௠வாழறௌ இந்த இல் இந்த ௳ஷயத்ொல் நாம் poi 
ெபா௠ளின் ்ர௚ம் இந்த ௖ள்ளி௜ன் இடௌ௖றத்ொல் இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம் க்ஶ x 0 y 
சமமான 0 பட ்ர௚ம் இடௌ௖றத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ இௌ ைமனஸ் மற்௥ம் வைள௳ன் ஆரம் v 
ஷட உள்ளௌ  இடௌ பக்கம் இௌ ஶ௯வான ேமற்பரப்௖ என்பதால் அதன் வைள௳ன் ைமயம் இடௌ 
பக்கத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ அைவ அைனத்ௌம் எொரம்ைறயானைவ, ஆனால் இந்த ௳ஷயத்ொல் 
ெபா௠ள் ்ரம் எொரம்ைறயாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம், ஆனால் இைவ ேநரம்ைறயானைவ, 
எனேவ இௌ எப்ேபாௌ கவனிக்கப்பட ேவண்௄ம் நாம் ஒ௠ ஶ௯வான ேமற்பரப்ைப எ௄த்தா௩ம் 
அல்லௌ ஶ௳ந்த ேமற்பரப்ைப எ௄த்தா௩ம் அதன் ௚ூ௵ மட௄்ேம ெசல்௩பூயாஶம், எனேவ 
ஶ௣௝ட௄் மரைபப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் இப்ேபாௌ ௙ண்௄ம் இங்ஶ வந்ௌள்ேளாம்.
 கன்ெவன்ஷன் என்பௌ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ெபா௠ள் பட ்ரம் op minus ucp r v 
ேநரம்ைற எனேவ நாம் இங்ேக மாற்௥ழேறாம் மற்௥ம் 1 ஆல் ைமனஸ் ஷட்டல் என்பௌ u n 2 by v 

ைமனஸ் ஆல் அல்லௌ நாம் அைத ைவக்கலாம்  பூவம் ௛லம் ௛லம் க௯த்தல்n 2 n n1 r n2 u v 
ஆனௌ ஆல் ைமனஸ் க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இௌ ஒ௠ ௘க ௚க்ழயமான சமன்பாடாஶம்  n1 r n2 n1 

ேகாள ேமற்பரப்௖ அதாவௌ ெபா௠டக்ளின் வைள௵ மற்௥ம் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டூ்ன் ஆரம் 
ெகா௄க்கப்படட்ால், ெபா௠ளின் எந்த நிைலக்ஶம் அௌ படத்ொன் நிைல என்ன என்பைத நமக்ஶத் 
ெதரி௳க்ஶம், எனேவ ஒ௠ உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அௌ இன்௑ம் ெதளிவாழ௳௄ம், 
எனேவ நான் ஒன்ைற எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன்.
  உதாரணத்ொற்ஶ இங்ேக ஒ௠ ௘க ௳ைரவான உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இங்ேக 
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ஒ௠ ேகாள ேமற்பரப்௖ மற்௥ம் ஒ௠ ெபா௠ள் 100 ெசன்ூ௙ட்டர ்ெதாைல௳ல் உள்ளௌ ேகாள 
ேமற்பரப்௔ன் வைள௳ன் ஆரம் 25 ெசன்ூ௙ட்டர ்ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இங்ேக ெபா௠ள் 
ஒளி௳லகல் ெகாண்ட கண்ணாூயாக வழங்கப்ப௄ழறௌ  ஶ௣௝ட௄் 1.
5 மற்௥ம் ெவளிேய அௌ 1.
0 உடன் காற்௥ எனேவ 
௖ள்ளி ெபா௠ள் 100 ெசன்ூ௙ட்டர ்50 ெசன்ூ௙ட்டர ்மற்௥ம் 25 ெசன்ூ௙ட்டர ்ெதாைல௳ல் இ௠க்ஶம் 
ேபாௌ படத்ொன் நிைலைய ோரம்ானிக்ழறௌ.
 ித்ொரத்ொல் மாற்௣யைமப்பொல் எளிைமயான ஼க்கல், ஏெனன்றால் நாம் இப்ேபாௌ இந்த 
ித்ொரத்ைத உ௠வாக்ழ௞ள்ள ஒற்ைற இைட௚கம் இங்ேக 100 ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ u 100 
ெசன்ூ௙ட்டர ்மற்௥ம் என்பௌ 25 ெசன்ூ௙ட்டர ் என்பௌ இங்ேக இந்த ஶ௳ந்த ேமற்பரப்௔ல் r r 
ேநரம்ைற மற்௥ம் ஒளி௳லகல் என்பைத ௳ைரவாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 ஶ௣௝௄கள் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன, எனேவ இைத ெவளிப்பாட்ூல் மாற்௣னால் , கண்ணாூ 
ஊடகத்ொல் 150 150 ெசன்ூ௙ட்டர ்உண்ைமயான படத்ொற்ஶ சமம் எனப் ெப௥ழேறாம், இௌ v 
ேநரம்ைற 150 ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠க்ஶம் , அதாவௌ இௌ 100 ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠ந்தால் இங்ேக 150 
ெசன்ூ௙ட்டரில் படம் உ௠வாழ௜௠க்ஶம்.
 இங்ேக ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ 150 ெசன்ூ௙ட்டர ், அௌ படத்ொன் நிைலயாக இ௠க்ஶம், எனேவ நான் p 
எ௄த்தால் இந்த ித்ொரத்ொன் பயன்பாட்ூன் ௳ைரவான ௳ளக்கம் நீங்கள் 50 ெசன்ூ௙ட்ட௠க்ஶ 
ெசய்யலாம், ஆனால் உங்க௬க்கான ௛ன்றாவௌ ஒன்ைற ௳ைரவாக எ௄க்ழேறன்.
 ைமனஸ் 25 ெசன்ூ௙ட்டர ்சப்ஸ்ூட௟்ட் ஃபார௚்லா ஸ்டெ்ரய்ட் ஃபாரே்வர௄் பொ௨ட௄்க்ஶ சமம்.

என்பௌம் இந்தப் பக்கத்ொேலேய உள்ளௌ, அங்ஶதான் நமக்ஶ ஒ௠ ெமய்நிகர ்படம்  ns v 
ழைடக்ழறௌ, எனேவ நான் ௚ன்௖ ா௠க்கமாக ௳ளக்ழ௜௠ந்த நிைலைம இௌதான், எனேவ நமக்ஶ 
ஒ௠ ேகாள ேமற்பரப்௖ உள்ளௌ, இங்ேக அசா் உள்ளௌ, இந்த ௳ஷயத்ொல் ெபா௠ள் ௖ள்ளி 
ஒப்௕ட்டள௳ல் ெந௠க்கமாக உள்ளௌ.
  ேமற்பரப்௔ற்ஶ அ௠ழல் வைள௳ன் ைமயம் எங்ேகா உள்ளௌ இங்ேக வைள௳ன் ைமயம் இந்த 
பக்கத்ொல் உள்ளௌ இங்ேக பாரக்்க௵ம் ஆனால்
 அதனால் வைள௵ ைமயத்ொல் ேச௠ம் ேகா௄ இௌ ேபான்ற ஒ௠ கொைர எ௄க்ழேறன், இௌ ேபான்ற 
ஒ௠ கொைர 
இௌ ேபால ெசல்௩ம் ஒ௠ கொர ்சாதாரண சம்பவம் கடந்ௌ ெசல்௩ம்.
 இரண்டாம் நிைல, நான் இங்ேக வைள௳ன் ைமயத்ைத வைரந்தால் இௌ ேபான்ற தன்னிசை்சயான 
கொரக்ைள எ௄க்ழேறன், எனேவ ேமற்பரப்௖க்ஶ இயல்பானௌ, எனேவ ேவ௥ நிறத்ைதப் 
பயன்ப௄த்ௌழேறன், எனேவ இௌ ேமற்பரப்௖க்ஶ இயல்பானௌ, இௌ ௖ள்ளிைய இைணக்ஶம் ேகா௄ 
ஆஶம்.
 வைள௳ன் ைமயத்ொற்ஶ நிகழ்௵கள், இௌ நிசச்யமாக வைளந்ௌ௳௄ம்,
 அதனால் கொர ்ஒளி௳லகல் ஏற்ப௄ம்,
 அதனால் கொர ்ஒளி௳லகல் இயல்௖நிைலைய ேநாக்ழ வைளழறௌ, இ௠ப்௔௑ம் இந்த ௳ஷயத்ொல் 
அௌ இன்௑ம் ொைசொ௠ப்பப்ப௄ழறௌ.
 இௌ மற்௥ம் இந்தக் கொ௠டன் ஶ௥க்ழ௄வௌ, அதாவௌ இௌ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ வந்ததாகத் 
ேதான்௥ழறௌ, 
இௌ இங்ேக எங்காவௌ ஒ௠ ௖ள்ளிக்ஶ நீடூ்க்ழறௌ, எனேவ இௌ ெபா௠ள் ்ரம், எனேவ இௌ ஆக o 
இ௠ந்தௌ , எனேவ இௌ ஒ௠ ெமய்நிகர ்படத்ைத உ௠வாக்ஶழறௌ .
 மன்னிக்க௵ம் இௌ பட ்ரம் , இௌேவ ௛ன்றாவௌ வழக்ஶக்ஶ ைமனஸ் 75 ெசன்ூ௙ட்டர ்என பொல் 
ழைடத்தௌ, இௌ 25 ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠ந்தேபாௌ, இௌ 25 ெசன்ூ௙ட்டராக இ௠ந்தௌ, அதாவௌ u 
என்பௌ ைமனஸ் 25 ெசன்ூ௙ட்டர,் அதாவௌ படத்ொன் நிைலைய ைமனஸ் 75 ஆகப் ெபற்ேறாம்.
 இௌ ஒ௠ ெமய்நிகர ்ெபா௠ள் ெமய்நிகர ்படம், இௌ ஒேர பக்கத்ொல் உ௠வாழறௌ, அதனால்தான் 
நமக்ஶ இந்த நிைலைம ஏற்பட்டௌ, ஏெனனில் ெபா௠ள் ெந௠க்கமாக இ௠ந்தால், ெபா௠ள் ஼௣ௌ 
ெதாைல௳ல் இ௠ந்தால், அௌ ஒ௠ நிகழ்வாழ, அௌ ஒளி௳லகல் மற்௥ம் அச஼்ல் ெவட்டப்பட்ூ௠க்ஶம்.
  இங்ேக எங்காவௌ நீங்கள் ேநரம்ைற ஆ பட ்ரத்ைதப் ெபற்௣௠ப்௕ரக்ள், எனேவ ெபா௠ளின் 
நிைலையப் ெபா௥த்ௌ அேத ேகாள ேமற்பரப்௖க்கான படத்ொன் நிைலையப் ெப௥ேவாம் 
அதனால்தான் நான் அந்த இரண்௄ எளிய எ௄த்ௌக்காட௄்கைள எ௄த்ேதன், எனேவ ேம௩ம் 
ெதாடரலாம், நாங்கள் இங்ேக பரி஽௧க்ழேறாம், எனேவ இௌ ஒ௠ ஒற்ைற இைட௚கத்ொற்ஶப் ௔றஶ 
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இப்ேபாௌ ஒ௠ ெலன்ஸால் ஒளி௳லக௩க்ஶச ்ெசல்லலாம், எனேவ இங்ேக நாம் ஒ௠ ெலன்ஸால் 
ஒளி௳லகல் என்பைத இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம்.
 ௚த௧ல் ஒளி௳லகல் ௔ன்னர ்ெலன்ஸஓக்ஶ வர௵ம், எனேவ இங்ேக ெலன்ஸ் ஒ௠ ைபகான்ெவக்ஸ் 
ெலன்ஸ் இௌ ஒளி௳லகல் ேமற்பரப்௖ ஒன்௥ இௌ ஒளி௳லகல் ேமற்பரப்௖ இரண்௄ இௌ ஒளி௳லகல் 
ஶ௣௝௄ இரண்௄ ெலன்ஸ் ஊடகம் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄ இரண்௄ மற்௥ம் இந்த ௳ஷயத்ொல் n n 
என்னிடம் உள்ளௌ  இரண்௄ பக்கங்களி௩ம் ஒன்௣ல் எ௄க்கப்படட்ால் அௌ ஒன்௥ மற்௥ம் n n 
ம௥௖றம் ௛ன்றாக௵ம் இ௠க்கலாம், ஆனால் ஒ௠ எளிய ௳ஷயத்ொல் ெவளிேய ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட n 
ஊடகம் உள்ளௌ மற்௥ம் ெலன்ஸ் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ஊடகம் ெபாௌவாக ஒ௠ கண்ணாூ ெலன்ஸ் 
மற்௥ம் அௌ ஒளி௳லகல் என்௥ க௠ொேனாம்.
  ேமற்பரப்௖ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ இங்ேக ஒ௠ ெபா௠ள் உள்ளௌ, எனேவ ெபா௠ளில் இ௠ந்ௌ 
கொரக்ள் ெவளிப்ப௄ழன்றன, எனேவ நான் ௛ன்௥ கொரக்ள் ஒ௠ ேநரான கொரக்ைளக் 
காட்ூ௞ள்ேளன் , இௌ அச஼்ல் கடந்ௌ ெசல்ழறௌ, இப்ேபாௌ ஒ௠ நி௘டத்ொல் நாம் பாரக்்ஶம் அசா் 
என்ன?  அவ௬ைடய கொரக்ள் ௚த௧ல் ஒளி௳லஶவைதக் காட்ூேனன், அைவ இங்ேக 
ஒளி௳லக௩க்ஶ உட்ப௄ழன்றன, ௔ன்னர ்அைவ இரண்டாவௌ ேமற்பரப்௔ல் ஒளி௳லக௩க்ஶ 
உட்ப௄ழன்றன, எனேவ ௚தல் ஒளி௳லகல் மற்௥ம் இரண்டாவௌ ஒளி௳லகல் படத்ைத உ௠வாக்க 
இப்ேபாௌ ெலன்ஸ் காட்டப்பட௄்ள்ளௌ என்பைத நாம் நிைன௳ல் ெகாள்ள ேவண்௄ம்.
 இரண்௄ ேகாள ேமற்பரப்௖கள் , இந்த இரண்௄ ேமற்பரப்௖க௬ம் ேகாளங்களின் ஒ௠ பஶொ என்௥ 
நாங்கள் ௚தல் வஶப்௔ல் ௳வாொத்ேதாம், இங்ேக வைள௵ ஆரம் இரண்௄ ேகாளங்கள் மற்௥ம் r 
இரண்௄ ௚தல் ேமற்பரப்௖ ஆரம் வைள௵ ஒன்௥ அதன் வைள௵ ைமயம் ஒன்௥ இங்ேக மற்௥ம் r 
இரண்டாவௌ ேமற்பரப்௖ இங்ேக இந்த ேகாளத்ொன் ஒ௠ பஶொ வைள௵ ஆரம் இரண்௄ வைள௵ 
ைமயத்ௌடன் இங்ேக நாம் க௠ொய ெபா௠ள் ௖ள்ளி இங்ேக உள்ளௌ மற்௥ம் பட ௖ள்ளி இங்ேக உள்ளௌ
எனேவ பட ௖ள்ளி ெபா௠ள் ௖ள்ளி உள்ளௌ மற்௥ம் இந்த பாடத்ொல் நாம் ஶ௣ப்பாக பாரக்்ழேறாம் 
ெமல்௧ய படலத்ொல் ெமல்௧ய ெலன்ஸ்கள் ெமல்௧ய ெலன்ஸ்கள் ெமல்௧ய ெலன்ஸ்கள் என்றால் 
௔ரிப்௖ இங்ேக இந்த ௔ரிப்௖ என்௥ நான் அைழத்தால் தூமன் இந்த தூமன் ௘க௵ம் ab a to b t 
஼௣யௌ நான்  இந்த ேதாராயத்ொன் வழ் ெமல்௧ய ெலன்ஸ் sa 
ெதாைல௵கள் க்ஶ ேதாராயமாக இ௠க்ஶம் இந்த தூமன் ஼௣ய க்ஶ ஏறக்ஶைறய சமமாகop oa OP 
இ௠க்ஶம் க்ஶ ழட்டத்தட்ட சமம் எனேவ இௌ ெமல்௧ய ெலன்ஸ்கள் ௳ஷயத்ொல் ௔ன்பற்றப்ப௄ம்op 
ேதாராயமாஶம் , அதனால்தான் நாம் இங்ேக ெமல்௧யதாக க௠ௌழேறாம் இந்த ேபாக்ழல் உள்ள 
ெலன்ஸ்கள் அசா் என்பௌ வைள௵களின் ைமயத்ொன் வ௯யாக ெசல்௩ம் ேகா௄ ஆஶம் இரண்௄ 
மற்௥ம் வைள௳ன் ஆரம் இரண்௄ மற்௥ம் வைள௳ன் ஆரம் இங்ேக ஒன்௥ எனேவ நாம் ேம௩ம் 
ெசல்லலாம், ேம௩ம் படத்ைதத் ோரம்ானிக்க படத்ைதத் ோரம்ானிக்க ெலன்ஸஓக்ஶ ஼ழசை்ச 
அளிக்ழேறாம், ஏெனனில் இௌ ஒ௠ ேகாள ேமற்பரப்௔ல் ஒளி௳லகைலக் கண்டௌ.
 இப்ேபாௌ நாம் ஒவ்ெவா௠ ேகாள ேமற்பரப்௖கைள௞ம் தனித்தனியாகக் க௠ௌேவாம், ேம௩ம் 
ெலன்௻ன் ஒளி௳லகைல இரண்௄ ேமற்பரப்௖களின் ெதாடரச்஼்யான ஒளி௳லகல்களாகப் 
பாரப்்ேபாம்.
  அைதத்தான் இங்ேக அ௄த்த ஸ்ைலூல் காட்டப் ேபாழேறன், எனேவ இங்ேக நான் இந்த 
வைரபடங்கைள ௚ன்ஷடூ்ேய வைரந்ௌள்ேளன்,
 அதனால் அைவ ஒப்௕ட்டள௳ல் ெதளிவாக உள்ளன, எனேவ ெபா௠ள் இங்ேக ௚தல் ேமற்பரப்௔ல் 
ஒளி௳லகல் மற்௥ம் ௔ன்னர ்இரண்டாவௌ ஒளி௳லக௩க்ஶ உட்பட்டைதக் காணலாம்.
 இந்த ேமற்பரப்௖ இரண்டாவௌ ேமற்பரப்௖ இல்லா௳ட்டால் , ஒளி௳லகல் கொர ்இங்ேக எங்காவௌ 
பயணித்ொ௠க்ஶம் , இௌ ந௄த்தர ஒன்௥ ந௄த்தரமானௌ இரண்௄ மற்௥ம் ந௄த்தரமானௌ, நான் இந்த

ஐ ஐ ௳ட ெபரியதாகக் க௠ொேனன் , இௌ ெபா௠ள் ்ரம் மற்௥ம்  இௌ n2 n1 
வ௯த்ேதான்றல்க௬க்ஶச ்ெசல்௩ம்ேபாௌ ெபா௠த்தமான அைடயாள மர௖கைளக் ெகாண்ட படத் 
்ரம், இப்ேபாௌ நான் ஶ௣ப்௔ட௄்ள்ளபூ, இந்த ேமற்பரப்௖ இங்ேக காடட்ப்பட௄்ள்ளௌ மற்௥ம் இந்த 
ேமற்பரப்௖ இங்ேக காடட்ப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ நிகர ஒளி௳லகைலக் ைகயாள்வைதப் 
பாரக்்ஶம்ேபாௌ இைத நாங்கள் ைகயாள்ேவாம்.
  இங்ேக இைட௚கங்கள் 1 மற்௥ம் இைட௚கம் 2 இல் ெதாடரச்஼்யான ஒளி௳லகல்களின் 
ெதாடரச்஼்யான நிகழ்வாக.
 நாம் ஏன் அைதச ்ெசய்ழேறாம், ஏெனனில் நாம் ஏற்கனேவ ஒ௠ இைட௚கத்ொல் ஒளி௳லகைலப் 
பாரத்்ௌள்ேளாம்.

Pru
tor
@
IIT
K



ஒற்ைற இைட௚கத்ொல் ஒளி௳லகல் இரண்டாவௌ ஊடகத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄  f n1 n2 
மற்௥ம் வைள௳ன் ஆரம் என்ற ஒற்ைற இைட௚கத்ொல் ஒளி௳லகல் இங்ேக இந்த சமன்பா௄ r 1 
உள்ளௌ .
 ெபா௠ளின் ்ரத்தால் ந௄த்தரமானௌ ேகாளப் பரப்௔ன் வைள௵ ஆரம் ௛லம் வஶக்கப்ப௄ம் 
ஒளி௳லகல் ஶ௣௝ட௄் ேவ௥பாடூ்ற்ஶ சமம், இப்ேபாௌ இரண்டாவௌ ஒளி௳லகல் இதற்ஶம் 
இதற்ஶம் எந்த சம்பந்த௚ம் இல்ைல என்பௌ ேபால் உள்ளௌ, ஏெனனில் கொர ்ஏற்கனேவ இங்ஶ 
ஒளி௳லகல் அைடந்ௌள்ளௌ, எனேவ கொர ்ஒளி௳லழ௞ள்ளௌ.
 இௌ இங்ேக இரண்டாவௌ ஊடகத்ைத சந்ொக்ஶம் ேபாௌ ெதாடரழ்றௌ, எனேவ இடௌ௖றத்ொல் உள்ள 
௚௱ ஊடக௚ம் மற்௥ம் வலௌ௖றத்ொல் உள்ள ஊடகம் என ேவ௥௳தமாகக் ஷ௣னால், n2 n1 
இப்ேபாௌ இௌ ௚தல் ஊடகம், இௌ இரண்டாவௌ ஊடகம்.
 ந௄த்தரமானௌ, எனேவ இந்த இைட௚கத்ொல் ஒளி௳லகல் சமன்பாடை்ட எ௱ௌழேறாம், 
இரண்டாவௌ இைட௚கம் இல்லா௳ட்டால் ெபா௠ள் இங்ேக இல் ஒ௠ படத்ைத i 1 
உ௠வாக்ழ௜௠க்ஶம்.
  இந்த ௖ள்ளி ஆனால் இரண்டாவௌ இைட௚கத்ொல் இரண்டாவௌ ஒளி௳லகல் காரணமாக 
உண்ைமயான படம் இங்ேக உ௠வாழறௌ இல்ைலெயனில் அௌ இல் உ௠வாழ௜௠க்ஶம், இங்ேகi 1 
அௌ இன் அேத வரி௜ல் உள்ளௌ.i 1 
 எனேவ இந்த இைட௚கத்ைதப் ெபா௥த்த வைர௜ல் கொர ்வ௠ழறௌ.
 இங்ேக எந்த ெபா௠௬ம் இல்ைல, ஆனால் இந்த ஒ௠ ெமய்நிகர ்ெபா௠ளாக ெசயல்ப௄ழறௌ , i1 
படம் இரண்டாவௌ இைட௚கத்ொற்ஶ ஒ௠ ெமய்நிகர ்ெபா௠ளாக ெசயல்ப௄ழறௌ, எனேவ i1 
இங்ழ௠ந்ௌ க்ஶ உள்ள ்ரம் இந்த ௳ஷயத்ொல் ெபா௠ள் ்ரம் மற்௥ம் க்கான ்ரம்  i 1 i
படத்ொன் ்ரம் எனேவ ெபா௠ள் ்ரம் பட ்ரம் மற்௥ம் இரண்௄ என்பௌ வைள௳ன் ஆரம் r 
எனேவ ித்ொரம் இரண்டாவௌ ந௄த்தர இரண்டாவௌ ஊடகத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄ இந்தப் 
பக்கத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ இௌ இப்ேபாௌ இரண்டாவௌ ந௄த்தரத்ொன் ஒ௠ ஒளி௳லகல் n 
ஶ௣௝டாக பட ்ரத்தால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டானௌ பட ்ரம் பட ்ரத்தால் 
வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ ஆஶம், எனேவ இங்ேக ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ வைர காடட்ப்பட௄்ள்ளௌ v v i 
இௌ எனேவ இரண்டாவௌ ஊடகத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄ எப்ேபாௌம் இடௌ௖றத்ொல் இ௠க்ஶம் v i

௚தல் ந௄த்தர வலௌ இரண்டாவௌ ஊடகம் எனேவ இரண்டாவௌ ஊடகத்ொன் ஒளி௳லகல்  s 
ஶ௣௝டை்ட பட ்ரம் ௚தல் ந௄த்தர ௚தல் ஊடகத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, 
இௌ இப்ேபாௌ இரண்ூல் ஒளி௳லகல் இரண்௄ ஆஶம் , இௌ ெபா௠ள் ்ரம் ெபா௠ள் ்ரத்தால் xn n 
வஶக்கப்ப௄ழறௌ  இப்ேபாௌ ஒன்௥ இங்ேக ஒ௠ ெபா௠ளின் ்ரம் என்பௌ இரண்டாவௌ v v 
ந௄த்தரத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டை்டக் க௯த்தல் ௚தல் ஊடகத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝ட௄்க்ஶச ்
சமம், எனேவ சமன்பா௄ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ இந்த சமன்பா௄ ௚தல் இைட௚கத்ொற்ஶ 
ெபா௠ந்ௌம் இந்த சமன்பா௄ இரண்டாவௌ இைட௚கத்ொற்ஶம் ெபா௠ந்ௌம்  எனேவ நாம் இப்ேபாௌ 1 
மற்௥ம் 2 ஐச ்ேசரத்்தால், 1 மற்௥ம் 2 ஐப் பாரக்்க௵ம், இந்தச ்ெசால் ெபாௌவானௌ, எனேவ இௌ 
எொரம்ைற அைடயாளத்ௌடன் உள்ளௌ, எனேவ இந்த ெசால் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் n 1 by 

ஷட்டல் க௯த்தல் ஆக இ௠க்ஶம்  சமம் எனேவ இைத நாம் ௖ரட்டலாம் v n 1 by v n 1 u 
எொரம்ைற அைடயாளத்ௌடன் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்ைற உ௠வாக்கலாம், அௌதான் இங்ஶ n n 
ழைடக்ழறௌ, எனேவ அ௄த்த ஸ்ைலூல் இங்ேக காட௄்ழேறன், எனேவ சமன்பா௄கைள ஒன்௥ 
ேசரப்்ேபன்.
 மற்௥ம் இரண்௄ எனேவ சமன்பா௄கள் 1 மற்௥ம் 2 ஐச ்ேசரப்்பதன் ௛லம் ஐ க௯த்தல் n 1 v n 1 
ஐப் ெப௥வௌ ைமனஸ் க்ஶ 1 க்ஶ சமம் க௯த்தல் 1 ஆல் நாம் ஐ ம௥பக்கத்ொற்ஶn 2 n 1 r 1 r n 1 
ெகாண்௄ ெசல்லலாம் நாம் இைத ஒ௠ ௳ ைமனஸ் ஒன் ைப என்௥ எ௱தலாம், இௌ ௅ ன் u n 
ஒன்௥க்ஶ சமம் என்௥ எ௱தலாம், அௌ ௚௱வௌம் ஒன்௥ இரண்டால் ஆல் வஶப௄ழறௌ .n n n 
  வலௌ ௖றம் என்பௌ ஒ௠ மா௣௧ ஆஶம், இௌ ெகா௄க்கப்படட் நீளத்ொற்ஶ ஒ௠ மா௣௧ ஆஶம், 
ெலன்ஸ் ெகா௄க்கப்படட்ால் , வைள௵களின் ஆரம் நிைலயானௌ மற்௥ம் ெலன்ஸ் ஊடகத்ொன் 
ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄ நிைலயானௌ மற்௥ம் நிசச்யமாக நீங்கள் ஐ ைவக்ஶம் இடத்ைதப் n1 
ெபா௥த்ௌ நிைலயானௌ மற்௥ம்  எனேவ இௌ ஒ௠ மா௣௧, இௌ பட ்ரம் இௌ ெபா௠ள் ்ரம் எனேவ
இௌ ெபரிய ்ரங்க௬க்ஶ இப்ேபாௌ ெலன்௻ன் அள௵௠க்களின் அூப்பைட௜ல் பட ்ரத்ொற்ஶம் 
ெபா௠ளின் ்ரத்ொற்ஶம் இைட௜லான ெதாடரை்பக் ெகா௄க்ழறௌ, எனேவ ெபரிய ்ரங்க௬க்ஶ 1 
ஆல் இைதப் பாரப்்ேபாம்.
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௚தல் 0 வைர ெபரிய ்ரம் ெபா௠ள் ்ரம் இல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ   u 10 u infi nity 1 by u 0 
க்ஶ ெசல்ழறௌ என்௥ ெசால்லலாம், இதன் அரத்்தம் 1 என்பௌ ஒ௠ மா௣௧க்ஶ சமம் என்௥ by v 
அரத்்தம் , வலௌ ௖றத்ொல் இ௠ப்பௌ நிைலயானௌ, அௌ இன் நிைல௜ல் எௌவாக இ௠ந்தா௩ம் அௌ u 

உடன் எந்த ெதாடர௖்ம் இல்ைல.u 
இன் நிைலையச ்சாரந்்ௌ இல்ைல, எனேவ ெபரிய ்ரங்க௬க்ஶ நம்௘டம் ஒன்௥ உள்ளௌ, இௌ  u v 

௳ல் இ௠ந்ௌ ாயாோனமாக இ௠க்ஶம் மா௣௧க்ஶ சமம், அதாவௌ ெபா௠ள் அொக ெதாைல௳ல் u 
இ௠க்ஶம்ேபாௌ, ெபா௠ளி௧௠ந்ௌ வ௠ம் கொரக்ள் அ   ◌ா்க்ஶ ழட்டத்தட்ட இைணயாக இ   ◌ஓக்ஶம்.
  அைவ அைனத்ௌம் ஒ௠௚கப்ப௄த்தப்ப௄ழன்றன அல்லௌ அைவ அைனத்ௌம் ெதாைல௳ல் v 
உள்ள ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒன்௣ைணழன்றன, ேம௩ம் அந்த ௖ள்ளி ஃேபாகஸ் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ௚க்ழய கவனம் அ௄த்த ஸ்ைலூல் இைதப் பற்௣ ௳ரிவாக ௳வாொக்ஶம், 
எனேவ இன் ெபரிய மொப்௖க௬க்ஶ படப் ௖ள்ளி நிரண்௜க்கப்ப௄ம் ேபாௌ நிைலயான படப் u 1 v  
௖ள்ளி ௳ல் இ௠ந்ௌ சாரப்ற்றௌ மற்௥ம் இௌ ௚தன்ைம கவனம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ u f 
இைத ஒ௠ வைரபடத்ொல் காண்௔ப்ேபாம் ெதாடர௖்ைடய பட ்ரம் ஶ௳ய நீளம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ 1 என்பௌ 1 க்ஶ சமம் .by v by f 
  வலௌ ௖றம் உள்ளௌ 1 ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄வௌ ைமனஸ் ைமனஸ் 1 இ௧௠ந்ௌ 4 மற்௥ம் 5 இல்n 2 n 1 
இ௠ந்ௌ 1 ஆல் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் 1 ௛லம் க்ஶ சமம் அூப்பைட௜ல் நாம் ெசான்னௌ இௌ v u f 
ஒ௠ மா௣௧, இௌ சமமானதாஶம்  1 ஆல் இப்ேபாௌ என்ன என்பௌ ஶ௳ய நீளம் என்பௌ f ff f 
ெதாைல்ரப் ெபா௠ளில் இ௠ந்ௌ வ௠ம் இைணயான கொரக்ள் ௖ள்ளி௜ல் ஶ௳வொல் கவனம் 
ெச௩த்ௌழறௌ, எனேவ இைத நான் ௳ளக்ஶேவாம் எனேவ இௌேவ ெலன்ஸ் ஃபார௚்லா எனப்ப௄ம் 
௚க்ழயமான ித்ொரம்.
  ெலன்ஸ் ித்ொரம் வைள௳ன் ஆரம் மற்௥ம் ஒப்௕ட௄் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝ட௄் ேவ௥பாடூ்ன் 
நீளத்ொன் அள௵௠க்கைளப் ெபா௥த்ௌ ஶ௳ய நீளம் இன் எந்த ெலன்ஸஓக்ஶம் படத்ொன் f 
்ரத்ொற்ஶ ெபா௠ள் ்ரத்ைத ெதாடர௖்ப௄த்ௌழறௌ, இப்ேபாௌ இந்த ஶ௳ய நீளத்ைத இன்௑ம் 
ெகாஞ்சம் ௳வாொக்கலாம்  நான் எனேவ 
, ெகா௄க்கப்படட் ெலன்௻ன் ௘க ௚க்ழயமான பண்௖ ஶ௳ய நீளத்ைதப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம், 
எனேவ இௌ 1 ௛லம் எஃப் ெகாண்ட ெலன்ஸ் ித்ொரம் இதற்ஶ சமம், இைதேய நாம் ஶ௳ய நீளம் 
என்௥ம் என்௥ம் அைழத்ேதாம்.n 2 n 1 n 
  1 இௌ ைபகான்ெவக்ஸ் ெலன்ஸ் ஒன்௥ ெபரியௌ  ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் இரண்ைட ௳ட r r 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, ஏெனனில் இரண்௄ இந்த பக்கத்ொல் வைள௳ன் r 
ைமயத்ைதக் ெகாண்௄ள்ளௌ, எனேவ இரண்௄ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, r 
எனேவ நீங்கள் ௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைனந்தால், ெபா௠ளி௧௠ந்ௌ வ௠ம் கொரக்ள் ழட்டத்தட்ட அசா்க்ஶம் 
ெபா௠௬க்ஶம் இைணயாக இ௠க்ஶம்.
 பட ்ரம் என்பௌ க்ஶ சமம், இௌ ஶ௳ய நீளம் எனேவ கொரக்ள் அைனத்ௌம் வ௠ம் இைணயான v f 
கொரக்ள் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒன்௣ைணழன்றன, ஏெனனில் அைவ ்ரத்ொ௧௠ந்ௌ ாயாோனமாக f 
இ௠ப்பதால் அைவ அைனத்ௌம் ஒேர பட ்ரத்ைதக் ெகாண்௄ள்ளன, அைத நாம் அைழக்ழேறாம்  
ைமயப்௖ள்ளி அைவ ஒ௠ ௖ள்ளி க்ஶ ஒன்௣ைணழறௌ மற்௥ம் ெலன்ஸஓக்ஶம் ஃேபாகஸஓக்ஶம் f 
இைடேய உள்ள ்ரம் ஶ௳ய நீளம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, இப்ேபாௌ இௌ ெகா௄க்கப்படட் 
ெலன்ஸஓக்ஶ உண்ைமயாக இ௠க்ழறௌ, ேம௩ம் இங்ேக நாம் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்ேடாம் n 2 
என்பைதக் கவனிக்கலாம்.
 காற்௥ ௔ன்னர ்ஶ௳ய நீளத்ொற்ஶ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட மொப்௖ உள்ளௌ, ஆனால் ெலன்ைஸ ஒ௠ 
ொரவத்ொல் ௛ழ்கூத்தால், ெலன்ஸ் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝ட௄் ொரவத்ொல் ௛ழ்ழ௜௠ந்தால், nl flfl 
௛லம் ஒன்௥ ொரவத்ொல் ஶ௳ய நீளம் இரண்௄  ௛லம் க்ஶப் பொலாக நான் ஐப் n n 1 nl 
பயன்ப௄த்ொேனன் , இௌ ொரவ ைமனஸ் 1 இன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டாக வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இப்ேபாௌ 

காற்ைற ௳ட ஐ ௳ட ெபரியௌ என்பைதக் கவனி௞ங்கள், அௌ ெவளி௜ல் இ௠க்ஶம் காற்௥ nl n 1 
அௌ ஒன்௥ ஆனால் ொரவமானௌ ௚ூைய ௳ட அொக ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டை்டக் ெகாண்௄ள்ளௌ.

காற்ைற ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ ொரவத்ொல் ஶ௳ய நீளம் காற்௣ல் ஶ௳ய நீளத்ைத ௳ட  nl 
அொகமாக உள்ளௌ, ஏெனனில் ஒன்௥க்ஶ அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ இந்த ேவ௥பா௄ இப்ேபாௌ nl 
஼௣யதாக உள்ளௌ, எனேவ காற்௥டன் ஒப்௔௄ம்ேபாௌ இந்த அள௵ ஼௣யதாக உள்ளௌ.

஼௣யௌ அல்லௌ என்பௌ ொரவத்ொல் ஶ௳ய நீளம் காற்௣ல் உள்ள ஶ௳ய நீளத்ைத ௳ட   fl fl 
அொகமாக உள்ளௌ, ெலன்ஸ் ஒ௠ ொரவத்ொல் ௛ழ்ழ ெவவ்ேவ௥ ஶ௳ய நீளம் அல்லௌ ொறம்பட ஶ௳ய 
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நீளம் மா௥ம் பல பயன்பா௄கள் உள்ளன.
 ொரவத்ொல் உள்ள ஶ௳ய நீளம் காற்௣ல் உள்ள ஶ௳ய நீளத்ைத ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ நாம் 
இன்௑ம் ேமேல ெசன்௥ ெலன்ஸ் தயாரிப்பாளரக்ளின் ித்ொரத்ைதப் பாரப்்ேபாம், இௌ ஒ௠ 
பழக்கமான அல்லௌ ௘க௵ம் ெபாௌவான ித்ொரம் ஒ௠ ெலன்௻ன் ெபாௌவான 
பயன்பா௄க௬க்கான ெபாௌவான பயன்பா௄களில் ெப௠ம்பாலானைவ ஒன்௥க்ஶ சமம் காற்௥n n 
நாம் ெலன்ைஸப் பயன்ப௄த்ௌம் ேபாௌ ஒன்௥க்ஶ சமம், ெபாௌவாக ெவளிப்௖ற ஊடகம் காற்றாக 
இ௠க்ஶம், ஼றப்௖ நிகழ்௵கைளத் த௳ர , ெவளி௜ல் ொரவம் இ௠க்ஶம்ேபாௌ அௌ  காற்௥ எனேவ 
ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄ ஒன்௥ மற்௥ம் ெலன்௻ன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄ ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, n 
ஏெனனில் ஒேர ஒ௠ ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄ உள்ளௌ, எனேவ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ைட எ௱ௌவொல் n n 
எந்த அரத்்த௚ம் இல்ைல, எனேவ நாம் என்பௌ ஊடகத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டாஶம் .n 
  ெலன்ஸ் மற்௥ம் இன் ெலன்ஸ் ெபா௠ள் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝ட௄்க்ஶ சமம், ௔ன்னர ்எங்களிடம் n2 n 
உள்ளௌ 1 ஓவர ் என்பௌ ைமனஸ் 1 க்ஶ 1 ஆல் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம், இௌ ெலன்ஸ் f n r1 by r2 
ேமக்கர ்ித்ொரம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ஏெனனில் ஒ௠வர ்ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ெலன்ைஸ 
உ௠வாக்ஶம் ேபாௌ ேதைவயான ஶ௳ய நீளத்ைதப் ெப௥வதற்கான ௳ண்ணப்பம் ெலன்ஸ் f 
தயாரிப்பாளர ்ஒ௠ ெபா௠ைளத் ேதரந்்ெத௄க்கலாம் மற்௥ம் வைள௵ மற்௥ம் ஆரம் r 1 r 2 r 1 r 
2 க்ஶ சமமாக இ௠க்கலாம் அல்லௌ க்ஶ சமமாக இல்லாமல் இ௠க்கலாம் ஆனால் அவர ்ஆரம் r 2 
ேதர௵் ெசய்யலாம்  ேதைவைய அைடய வைள௵  ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட பயன்பாட்ூற்கான ஶ௳ய நீளம் d 
எனேவ இந்த ித்ொரம் பாரம்பரியமாக ெலன்ஸ் தயாரிப்பாளரக்ள் ித்ொரம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, இ௠ப்௔௑ம் ெபாௌவான ித்ொரம் நாம் ஏற்கனேவ பாரத்்தௌதான், எனேவ இௌ
அைனத்ௌ ஒளி௳லகல் ஶ௣௝௄க௬க்ஶம் ெசல்௩பூயாஶம் ெபாௌவான ித்ொரம்.

ஒன்௥ காற்றாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ நாம் ெலன்ஸ் ேமக்கரஸ்் ஃபார௚்லாைவப்  n 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம், இௌ என்பௌ ந௄த்தரத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ, n 
௳௠ம்௔ய ஶ௳ய நீளத்ைதப் ெபற ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூன் ேதர௵்க்ஶ ித்ொரம் r r 
ாடூ்க்காட௄்ழறௌ.
  சமச஽்ர ்ைபகான்ெவக்ஸ் ெலன்ஸ் சமச஽்ர ்என்பௌ வைள௵களின் ஆரம் இரண்௄ம் ஒன்௥தான், இௌ

ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ சமம் நிசச்யமாக இரண்௄ என்பௌ எொரம்ைற அைடயாளத்ௌடன் உள்ளௌ,r r r 
எனேவ ஒன்௥ என்பௌ க்ஶ சமமான க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ இௌ ஒ௠ சமச஽்ர ்r r r 
ைபகான்ெவக்ஸ் ஆஶம்.
 ெலன்ைஸ இங்ேக மாற்௣யைமக்ழேறாம்.
 எங்களிடம் உள்ள ஃபார௚்லா௳ல் ஒன்௥க்ஶ ேமல் என்பௌ சமம் ைமனஸ் ஒன் ௄ ஒன் ைப ஆர ்f n 
ைமனஸ் ைமனஸ் ஆர ்நாட், இௌ இரண்௄க்ஶ சமம் ஆல் ைமனஸ் ஒன் எனேவ என்பௌ r n n 
ெபா௠ள் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
 காற்௥ ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் ெலன்ஸ் ஒன்ைற ௳ட ெபரியௌ, எனேவ ஶ௳ய நீளம் n 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ, இௌ ேநரம்ைற ெலன்ஸ் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ஒ௠ ஶ௳௞ம் 
ெலன்ஸ் ஶ௳ய நீளம் உள்ளௌ, இௌ ேநரம்ைறயாக உள்ளௌ, எனேவ நீளங்கைள ேவ௥ப௄த்ௌவௌ 
பற்௣ பாரப்்ேபாம் சமச஽்ர ்ைபகான்ெவக்ஸ் ெலன்௻ற்கான ெலன்ஸ்கள் ஒன்௥ப௄வைத௞ம் 
ொைசொ௠ப்௖வைத௞ம் இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம் 
.

க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ இங்ேக ஶ௳௞ம் ெலன்ஸ் உள்ளௌ, அௌ ஒ௠ ைபகான்ெவக்ஸ் ெலன்ஸ்   n 
ஒ௠ சமச஽்ர ்ஶ௳ந்த ெலன்ஸ் அௌ சமச஽்ராக இ௠க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல, ஆனால் 
சமச஽்ரந்ிைலக்கான ித்ொரம் , ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஒ௠ ஼றப்௖ r r 
நிகழ்வாக நான் க௠ௌழேறன், எனேவ நமக்ஶ உள்ளௌ ஒ௠ சமச஽்ர ்ைபகான்ேகவ் ெலன்ஸஓக்ஶ f 
ேநரம்ைற ைபகான்ேகவ் இங்ேக ஒ௠ ைபகான்ேகவ் ெலன்ஸ், எனேவ இௌ ஒன்௥ ௚தல் ேமற்பரப்௖ r 
இரண்டாவௌ ேமற்பரப்௖ இரண்௄ ஒன்௥ இந்த பக்கத்ொல் வைள௵ ஆரம் உள்ளௌ, எனேவ r r 
வைள௳ன் ைமயம் இங்ேக உள்ளௌ ூ  எனேவ வைள௳ன் ஆரம் எொரம்ைறயானௌ இரண்௄க்ஶ r 
ம௥௖றம் வைள௳ன் ஆரம் உள்ளௌ , எனேவ இௌ ேநரம்ைற வைள௵ ஆரம் ெகாண்டௌ, எனேவ r 
ஒன்௥ ைமனஸ் க்ஶ சமம் மற்௥ம் அள௵ க்ஶ சமம் ஏெனனில் இௌ சமச஽்ர ்ெலன்ஸ் r r 1 r 2 r 
ஆனால் எொரம்ைற மற்௥ம் ேநரம்ைற எனேவ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் r 1 r 2 r 2 r f r 
இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ இந்த இப்ேபாௌ ஒ௠ அள௵ மட௄்ேம எனேவ இந்த என்பௌ எொரம்ைற r r 
ஶ௣ கணக்ழல் எ௄த்ௌக்ெகாள்ளப்படட்தால் இௌ  ேநரம்ைற மட௄்ம் என்பௌ ைமனஸ் ஆல் f r 
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இரண்டாக ைமனஸ் ஒன் ஆஶம், ஏெனனில் ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் 0 க்ஶம் n n 1 f 
ஶைறவானௌ ேவ௥௳தமாகக் ஷ௣னால் ஶ௳ய நீளம் எொரம்ைறயானௌ எனேவ நாம் a by concave

இ௠ந்தால் ஶ௳ய நீளம் என்பைத இங்ேக பாரக்்கலாம்.lens 
  இந்தப் பக்கத்ொல் , எனேவ என்பௌ இ௠ ஶ௳ந்த ெலன்௻ன் ௳ஷயத்ொல் ேநரம்ைற ஆஶம், f f 
எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் கொரக்ள் ஒ௠ ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ வ௠வைதப் ேபால ௳லழச ்ெசல்ழன்றன f 
௚க்ழய கவனம் இந்த பக்கத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ இௌ ஒ௠  ொைசொ௠ப்௖ம் ெலன்ஸ் அேதசமயம் 
இௌ ஒ௠ கன்ெவர௷்ங் ெலன்ஸ் மற்௥ம் ைபகான்ெவக்ஸ் ெலன்ஸ் என்பௌ ஒ௠ கன்வர௷்ங் s 
ெலன்ஸ், அேதசமயம் ைபேகான்ேகவ் ெலன்ஸ் என்பௌ ஒ௠ மா௥படட் ெலன்ஸ் ஆஶம்.

க்ஶ சமமான ெலன்ைஸக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ங்கள். n 
 
ைமனஸ் ஒன்௥ ௖ள்ளி ஐந்தால் ெப௠க்கப்ப௄ம் ஒன்௥ எனேவ ஶ௳ய நீளம் வைள௳ன் ஆரம் சமம் f 
அேதசமயம் க்ஶ சமம் இரண்௄ ஶ௳ய நீளம் சமம் இரண்௄க்ஶ சமம் நீங்கள் ஐ ைவத்தால் n r n 
இரண்௄க்ஶ சமம், ௔ன்னர ்இௌ ௚௱ௌம்  ஒன்௥ எனேவ என்பௌ ைபட்௄க்ஶ சமம் எனேவ அௌ f r 
ஶ௳ய நீளத்ொன் வைள௳ன் ஆரம் சாரந்்தௌ மட௄்மல்ல, அௌ ெபா௠ளின் ஒளி௳லகல் 
ஶ௣௝டை்ட௞ம் சாரந்்ௌள்ளௌ என்பைத ெதளிவாகக் ஶ௣க்ழறௌ எனேவ ஒ௠ சந்தரப்்பத்ொல் ஶ௳ய 
நீளம் ஶ௳ய நீளம் ஆல் இரண்டாக உள்ளௌ , இௌ ஶ௯வான கண்ணாூகளில் இ௠ப்பைதப் r  r 
ேபான்றௌ , கண்ணாூ௜ன் ௳ஷயத்ொல் ஶ௳ய நீளம் ௛லம் இரண்டாக இ௠க்ஶம், ஆனால் r 
ெலன்௻ல் ஶ௳ய நீளம் இரண்டாக ஆக இ௠க்க ேவண்ூயொல்ைல.r 
 எந்த ௔ரசச்ைன௞ம் ஶொக்க ேவண்டாம் ஓேக ஶ௳ய நீளம் ஆல் இரண்௄ என்பௌ ஒ௠ ெலன்௻ன் r 
௳ஷயத்ொல் சரியல்ல, அௌ ந௄த்தரத்ொன் ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டை்டப் ெபா௥த்தௌ, எனேவ நீங்கள் 
ஃபார௚்லா௳ல் ஒன்ைற மாற்ற ேவண்௄ம், இௌ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் ஒன்௥ ah n n r 
க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄ மற்௥ம் ஶ௳ய நீளம் கண்௄௔ூக்க இப்ேபாௌ பல ிழ்நிைலகள் r 
இங்ேக பல்ேவ௥ ிழ்நிைலகளில் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ என்௥ ஒ௠வர ்சந்ொக்ஶம் ஒ௠ r 
ஶ௳ந்த ெலன்ஸ் உள்ளௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட இரண்௄ r r 
ஶைறவாக உள்ளௌ நான் ௳வாொக்ஶம் ைபகான்ெவக்ஸ் ெலன்ஸ்கள் ஼றப்௖ ேநாக்கங்க௬க்காகப் 
பயன்ப௄த்தப்ப௄ம் ெலன்ஸ்கள் உள்ளன, அைவ இரண்௄ம் இங்ேக ஶ௳ந்த ேமற்பரப்ைபக் 
ெகாண்௄ள்ளன, எனேவ ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ , வைள௳ன் ஆரம் இந்த பக்கத்ொல் r 
உள்ளௌ மற்௥ம் இரண்௄ம் வைள௳ன் ஆரம் ெகாண்டௌ  இந்தப் பக்கம் ஒன்௥ இரண்ூற்ஶச ்r r r 
சமமாக இல்லாமல் இ௠க்கலாம், ஆனால் அைவ இரண்௄ம் ஶ௳ந்த ேமற்பரப்௖கள் , எனேவ 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ இரண்௄ம் இரண்௄ம் ஶ௯வான r r 
ேமற்பரப்௖களாக இ௠க்கலாம் , இொல் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக௵ம் இரண்௄  r r 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக௵ம், ௔ளாேனா ஶ௳ந்த ெலன்ஸ் அல்லௌ ௔ளாேனா ஶ௯வான 
ெலன்ைஸ௞ம் ைவத்ொ௠க்கலாம், இௌ ஒ௠ ௔ளாேனா ஶ௳ந்த ெலன்ஸ், எனேவ இௌ ஒன்௥ r 
வைள௳ன் ௗஜ்௷ய ஆரத்ைத ௳ட ெபரியௌ, இௌ ஒ௠ ௳மான ேமற்பரப்௖, எனேவ வைள௳ன் ஆரம் 
௚ூ௳௧ இரண்௄ ௚ூ௳௧ ஆனால் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ இப்ேபாௌ இ௥ொயாக r  r 
இந்த ிழ்நிைல௜ல் ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ வழக்ைக ௳வாொத்ௌ வ௠ழேறாம், n2 n1 
ஆனால் ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் என்ன ஐ ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் அௌ ெவளி n2 n1 n1 n2 
ஊடகம் என்றால் என்ன ஐ ௳ட அொக ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டாக நிைலைம மா௥ம், ஶ௳ந்த ெலன்ஸ் n2 
ஒ௠ ொைசமாறக்ஷூய ெலன்ஸாக௵ம் , ஒ௠ ஶ௯வான ெலன்ஸ் ஶ௳௞ம் ெலன்ஸாக௵ம் மா௥ம், 
ெலன்ஸ்கைள ொைசொ௠ப்௖ம்ேபாௌ ஒ௠ ஶ௳ந்த ெலன்ஸ் ஒ௠ ஶ௳ந்த ெலன்ஸ் மற்௥ம் ஒ௠ 
ைபகான்ேகவ் ெலன்ஸ் என்௥ நான் ௚ன்௖ காட்ூ௜௠ந்ேதன்.
  ஒ௠ ொைசொ௠ப்௖ம் ெலன்ஸ் ெலன்ஸ்கள் ஶ௳ந்ௌ மற்௥ம் ேவ௥படட்ௌ ஆனால் ெலன்௻ன் 
ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டானௌ ாற்௥ப்௖றத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் என்௥ நாங்கள் 
க௠ொ௜௠ந்ேதாம், ஆனால் தைலவழ் வழக்ழல் ஒளி௳லகல் ெலன்௻ன் ஐவ் இன்ெடக்ஸ் 
ாற்௥ப்௖றத்ைத ௳ட ஼௣யௌ, இௌ கண்ணாூைய ௳ட அொக ஒளி௳லகல் ஶ௣௝டூ்ன் ொரவத்ொல் 
௛ழ்ழ௜௠ந்தால், இந்த நிைல சாத்ொயமாஶம், ேம௩ம் இந்த ௳ஷயத்ொல் ஶ௳ந்த ெலன்ஸ் 
ேவ௥படட்தாக மா௥ம்.
  ெலன்ஸஓம் ஶ௯வான ெலன்ஸஓம் ஒன்௣ைண௞ம் ெலன்ஸாக மாறலாம் 
, அ௄த்த ேகள்௳ என்ன என்றால் , ெலன்௻ன் இடௌ பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ வைள௵ ஆரம் ஒன்௥ மற்௥ம் r 

இரண்ூன் ஆரம் ெகாண்ட ஒளி சம்பவத்ைத நான் க௠த்ொல் ெகாண்டால் என்ன ெசய்வௌ? இௌ r 
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ஒேர ஶ௳ய நீளம் ெகாண்டதா, எனேவ 
வலௌ பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ ஒளி நிகழ்வால் என்ன என்பைத இங்ேக பாரப்்ேபாம், எனேவ இப்ேபாௌ r 1 
மற்௥ம் இௌதான் ெலன்ஸ், எனேவ இைத ஒ௠ நி௘டம் த௄க்கலாம், எனேவ ேகஸ் இங்ேக ஒளி r 2 
சம்பவம்.
 இங்ேக மற்௥ம் இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் கவனம் ெச௩த்ௌவதால், இௌ எஃப் ஒன் ஆ, நான் ஆரம்பத்ொல்
எஃப் இரண்௄ என்௥ எ௱ொ௜௠ந்ேதன், அதனால்தான் இௌ எஃப் ஒன்௥ மற்௥ம் எஃப் ஒன்௥ எஃப் 
ஒன்௥, எனேவ ேகள்௳ என்னெவன்றால், இந்த ்ரம் எஃப் ஒன்௥ நம்௘டம் இ௠ந்தைதப் ேபான்றௌ.
 ஒளி இைணயாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ க௠தப்ப௄ழறௌ  எல் ஒளியானௌ இந்தப் பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ 
நிகழ்வௌ மற்௥ம் இங்ேக ௚க்ழய கவனம் ெச௩த்ௌம் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் கவனம் ெச௩த்தப்படட்ௌ, 
ேம௩ம் ஒளியானௌ இங்ழ௠ந்ௌ நிகழ்வதாக இ௠ந்தால், அௌ இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் கவனம் 
ெச௩த்ௌமா மற்௥ம் அதன் ஶ௳ய நீளம் என்பைத நாம் இப்ேபாௌ என அைழக்ழேறாம்.f 
 அந்தப் பக்கம் உள்ள ஶ௳ய நீளம் இப்ேபாௌ ஒளியானௌ வைள௵ இரண்ூன் ஆரம் ெகாண்ட r 
ேமற்பரப்௔ல் உள்ளௌ, எனேவ நான் இைத சமமாக ாழற்றலாம் மற்௥ம் ெலன்ைஸ இப்பூ 
ைவக்கலாம், இதனால் ஒளி இன்௑ம் இடௌ பக்கத்ொல் உள்ளௌ, ஆனால் இப்ேபாௌ அௌ உள்ளௌ  
இங்ேக இரண்௄ ௚தல் இரண்ைட எொரெ்காள்ழறௌ, சம்பவமாக இ௠ந்த ஒளி இங்ேக வைள௵ r r r 
இரண்ூன் ஆரம் ெகாண்ட ேமற்பரப்ைப எொரெ்காள்ழறௌ, எனேவ அேத ிழ்நிைல௜ல் நான் அைத 
௖ரட்ூ, அைத ௖ரட்ூ௳ட௄் இரண்௄ ௚தல் ஒன்ைற இங்ேக ைவத்ேதன், எனேவ இப்ேபாௌ r r f 
ேமல் ஒன்௥ ஒன்௥ ஒன்௥க்ஶ ேமல் எனேவ இௌ இரண்௄ அல்ல அௌ ஒன்௥ எனேவ ஒன்௥ f f f f f 
ஒன்௥ க்ஶ சமம் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்டால் n n n r 
வஶக்கப்படட்ௌ ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ ஒன்௥ ௚ன்௖ ித்ொரம் ஒன்௥ இ௠ந்தௌ  ஒன்௥ க௯த்தல் r r 
ஒன்௥ இரண்௄ ஆனால் இப்ேபாௌ ஏெனனில்  இந்த ௳ஷயத்ொல் ஆனௌ ஒன் ஆக௵ம், R er two r r
ஒன்௥ ௅ ஆக௵ம் மா௣௳ட்டௌ, ஏெனன்றால் நாம் ெலன்ைஸப் ௖ரட்ூயதால் அௌ 1 ஆல் r r 2 
ைமனஸ் 1 ஆல் ஆக உள்ளௌ, எனேவ இௌ என்ன ைமனஸ் 1 ஆல் எஃப் எனேவ என்பைதத்r1 mod f1 
த௳ர ேவ௣ல்ைல  இந்த ௳ஷயத்ொல் அல்லௌ இந்த ௳ஷயத்ொல் ்ரம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம் , 
ஒளியானௌ இந்தப் பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ வந்தா௩ம் அல்லௌ இந்தப் பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ நிகழ்வதாக 
இ௠ந்தா௩ம் ஶ௳ய நீளம் ஒன்௥தான், இ௠ப்௔௑ம் மற்௥ம் ஆழயைவ ேவ௥படட்ைவ , r 1 r 2 
எனேவ ஒன்றாக இ௠க்ஶம் வைர மட௄்ேம  இந்தப் பக்கத்ொல் மற்௥ம் இந்தப் பக்கத்ொல் n 1 n 1 n 
1 இரண்௄ம் ஒன்௥தான், அௌ மற்௥ம் மற்௥ம் ஆக இ௠ந்தால் என்ன n 1 n n2 n3 n1 n2 n3 
நடக்ஶம் என்பைதச ்சரிபாரப்்பௌ பய௑ள்ளௌ, ஆனால் இப்ேபாௌ நான் இ௠௖ற௚ம் இ௠க்ஶம் 
வழக்ைக பரி஽௧த்ௌ வ௠ழேறன்.

உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ மற்௥ம் ெலன்௻ன் இ௠௖ற௚ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம் வைர  n1 n2 n1 r1
ஆனௌ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம், ஏெனனில் இந்த பக்கத்ொல் ஶ௳ய r2 mod f1 mod f2 mod f5 mod 
நீளம் எொரம்ைறயாக உள்ளௌ.
  நாம் அைதப் பாரத்்தால் இந்தப் பக்கத்ொல் ஶ௳ய நீளம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், ஆனால் 
நிசச்யமாக இந்தப் பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ ஒளி வ௠ம்ேபாௌ இௌ ொைச பா஼டூ்வ் எனேவ ஶ௳ய நீளம் f1 
ெதாடரந்்ௌ ேநரம்ைறயாக உள்ளௌ இௌ எொரம்ைற அல்ல ஆனால் எப்பூ௜௠ந்தா௩ம் இந்த 
௳ஷயத்ொல் நாங்கள் காட்ூ௞ள்ேளாம், ஏெனன்றால் நாம் எப்ேபாௌேம இங்ழ௠ந்ௌ ஒளி 
சம்பவத்ைத பரி஽௧ப்ேபாம், எனேவ இௌ இந்த பக்கத்ொற்ஶ ஶ௳ய நீளம் இ௠க்ஶம்.f1 
 அந்த பக்கம் ஒ௠ ஶ௳ய நீளம் மற்௥ம் ேநரம்ைற மற்௥ம் ஒன்௥ எொரம்ைறயானௌ எனேவ f2 f2 f 
ஒ௠ ெலன்௻ல் இரண்௄ அூப்பைட உள்ளௌ, எனேவ நான் இைத இன்௑ம் ெகாஞ்சம் foci 
௳வாொக்ழேறன், எனேவ இங்ேக ஒ௠ ெலன்௻ன் ௚க்ழய ஶ௳யங்கள் மற்௥ம் ஶ௳ய நீளம் எனேவ 
இங்ேக ெலன்ஸ் ஒளி நிகழ்௵ உள்ளௌ  இங்ழ௠ந்ௌ இடௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ அைனத்ௌ 
ஒளிக்கொரக்௬ம் இங்ேக இடௌ௖றத்ொல் இ௠ந்ௌ தாக்கப்ப௄ழன்றன , அௌ இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி f 
இரண்ூல் ஒ௠ ஶ௳ய நீளம் இரண்௄டன் ஶ௳க்கப்பட௄்ள்ளௌ, அேதசமயம் ஒன்௥ இங்ேக ௚தல் f f 
ெகாள்ைக ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ வ௠ம் ௚தல் ௚தன்ைம ைமயக்கொரக்ள் ஆஶம்.

இைணயாக வழங்கப்ப௄ம், ஏெனன்றால் ஒளி இங்ழ௠ந்ௌ வல௘௠ந்ௌ இடமாக பயணித்தால்,  f1 
அௌ இந்த ெகாள்ைக ைமய ௖ள்ளி௜ல் கவனம் ெச௩த்ொ௜௠க்ஶம், இைதத்தான் ௚ந்ைதய 
ஸ்ைலூல் பாரத்்ேதாம்.
 ஶ௳ய நீளம் இப்ேபாௌ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ , இந்த ௳ஷயத்ொல் ஒளி இங்ழ௠ந்ௌ f1 
பயணிக்ழறௌ, ஆனால் இைணயான ஒளி ௚தன்ைம கவனம் இல் கவனம் ெச௩த்ௌழறௌ f2 
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மற்௥ம் ஶ௳ய நீளம் ஆஶம், அேதசமயம் ௚தல் ெகாள்ைக கவனம் இ௧௠ந்ௌ ெவளிப்ப௄ம் f2 f1 
ஒளி கொரக்ள் இைணயாக வழங்கப்ப௄ழன்றன, எனேவ அள௵  க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ f1 F2 f1 
௚தல் ௚க்ழய கவனம், ஏெனன்றால் நாம் இங்ழ௠ந்ௌ ெசல்௩ம் ேபாௌ ௚தல் ெகாள்ைக கவனம் 
௚தல் ேமற்பரப்௖ ௚தல் ெகாள்ைக கவனம் ௚தல் ஶ௳ய நீளம் ஆழயவற்ைற நாம் சந்ொக்ழேறாம்.
 
எனேவ ஒன்௥ ௚தல் ௚க்ழய கவனம் ஒன்௥ ௚தல் ஶ௳ய நீளம் இரண்௄ இரண்டாவௌ f f f 
௚தன்ைம கவனம் மற்௥ம் இரண்௄ இரண்டாவௌ ஶ௳ய நீளம் இௌ ஒன்௥ மற்௥ம் மற்௥ம் f f1 f2 
ஆழயைவ ெலன்௻௧௠ந்ௌ சமமான ெதாைல௳ல் உள்ளன, ஏெனனில் நாம் இப்ேபாௌ என்௥ f1 
காட்ூ௞ள்ேளாம்.
 அள௵களில் க்ஶ சமம் எனேவ மற்௥ம் என்பௌ ௚தன்ைம ஆஶம் f2 foci f1 f2 foci 
ஒ௠ ெலன்௻ன் ஶ௳ய நீளம் ெகாண்ட ெலன்ைஸப் பற்௣ நாம் ெபாௌவாகப் ேபாம்ேபாௌ , 
இரண்டாவௌ ஶ௳ய நீளம் ஐக் ஶ௣ப்௔௄ழேறாம், ஏெனன்றால் அௌதான் ௔ன்னர ்நாம் சந்ொப்பௌf2 
ெலன்ஸஓக்ஶ அப்பாற்பட்டௌ மற்௥ம் நாம் ஶ௣ப்௔௄ம் இரண்டாவௌ ஶ௳ய நீளம்.
 ெலன்௻ன் கவனம் ஷட நாம் ௛லதனம் எஃப் இரண்ைடக் ஶ௣ப்௔௄ழேறாம், அௌ இரண்டாவௌ 
ெகாள்ைக கவனம் எனேவ இங்ேக அௌ எஃப் இரண்௄ மற்௥ம் ஶ௳ய நீளம் எஃப் இரண்௄ ௔றஶ எஃப் 
ஒன்௣ன் ௚க்ழயத்ௌவம் என்ன, ஏெனனில் ஒளி இங்ழ௠ந்ௌ வ௠ழறௌ, எனேவ ௚க்ழயத்ௌவம் என்ன

இன் ௚க்ழயத்ௌவத்ைத இங்ேக ௳ளக்ஶவௌ ேபால , இ௧௠ந்ௌ வ௠ம் எந்தக் கொரக்௬ம்  f1 f1 
இைணயாக வழங்கப்ப௄ழன்றன, எனேவ ெலன்ஸ்கள் ௛லம் உ௠வான படங்கைளத் 
ோரம்ானிப்பொல் இௌ நமக்ஶத் ேதைவப்ப௄வதால் , இௌ இேம௷ங் உ௠வாக்கம் ஆஶம்.
 ெலன்ஸால் உ௠வங்கள்,
 அதனால் எல்எக்ஸ் ௛லம் படங்கைள உ௠வாக்ஶவௌ பற்௣ ா௠க்கமாக ௳வாொக்ழேறன், எனேவ 
கண்ணாூ௜ன் ௳ஷயத்ொல் படங்கைள உ௠வாக்ஶவௌ பற்௣ ௳ரிவாக ௳வாொத்ேதாம், எனேவ 
இப்ேபாௌ ெலன்ஸ் ௛லம் படங்கைள உ௠வாக்ஶவௌ பற்௣ ௳வாொக்ழேறாம்.
 ேர௧ நீடூ்க்கப்படட் நான் ஏற்கனேவ ஒ௠ ௖ள்ளி ெபா௠ளின் உ௠வத்ைத உ௠வாக்ஶவைதப் பற்௣ 
௳வாொத்ேதன், ஆனால் இப்ேபாௌ நாம் பக்கவாடட்ாக நீட்ூக்கப்படட் ெபா௠ைளப் பற்௣ பரி஽௧த்ௌ 
வ௠ழேறாம், அௌ இங்ேக பரிமாணத்ொன் ஒ௠ ேகா௄ ெபா௠ள் அபாப் என்பௌ ெபா௠ள் ஒன்௥ f 
௚தல் ௚க்ழய கவனம் இரண்௄ இரண்டாவௌ ௚க்ழய கவனம் எனேவ நாம் இங்ஶள்ள f 
வைரபடத்ொல் கவனம் ெச௩த்ௌங்கள், எனேவ ெபா௠ளி௧௠ந்ௌ வ௠ம் ஒ௠ இைணயான கொர ்
இரண்டாவௌ ெகாள்ைக வ௯யாக ெசல்ழறௌ, ெலன்௻ன் ைமயத்ொன் வ௯யாக ெசல்௩ம் ஒ௠ கொர ்
ொைசொ௠ப்பப்படாமல் கடந்ௌ ெசல்௩ம், ேம௩ம் அௌ ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ வ௠ம் கொைர ெவட௄்ம் .

இன் ௔ம்பப் ௖ள்ளியாக இ௠ங்கள், எனேவ இன் படப் ௖ள்ளி ஒ௠ ேகாடாகக் ஶ௣க்கப்பட௄்ள்ளௌ a a 
அல்லௌ நீடூ்க்கப்படட் ெபா௠ளின் ஒ௠ ேகா௄ ேகா௄ இங்ேக இப்ேபாௌ ௚தல் ௚தன்ைம ab b 
ைமயத்ொன் வ௯யாக ெசல்௩ம் ௛ன்றாவௌ கொர ்இைணயாக வழங்கப்ப௄ம் பல ிழ்நிைலகள் 
உள்ளன  சந்தரப்்பங்களில் நாம் இரண்ைடப் ெபற ௚ூயாௌ, எனேவ இந்த இரண்௄ கொரக்ைள௞ம் 
஼ல ேநரங்களில் நாம் ஶ௣ப்பாக ஶ௯வான ெலன்ஸ்கள் ௛லம் ஆ ௳ஷயத்ொல் வைரய ௚ூயாௌ, 
௔ன்னர ்இந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்த ேவண்௄ம்.
 
௚தன்ைம ைமயத்ொல் இ௠ந்ௌ வ௠ம் என்பௌ அசா்க்ஶ இைணயான இைணயான கொர ்ch 
௚தன்ைமக் ஶ௳யத்ொன் வ௯யாகச ்ெசல்௩ம், ஆனால் ௚தன்ைமக் ஶ௳யத்ொ௧௠ந்ௌ வ௠ம் அல்லௌ
கடந்ௌ ெசல்௩ம் கொர ்இைணயாக வழங்கப்ப௄ம், ஶ௥க்ஶெவட௄் இப்ேபாௌ ெபா௠ளின் நிைலைய 
நமக்ஶத் த௠ழறௌ.
  படங்களின் உ௠வாக்கம் நமக்ஶ நன்ஶ ெதரிந்ொ௠ப்பதால் இைத ௳ைரவாகப் பாரப்்ேபாம், எனேவ 
௚க்ேகாணம் மற்௥ம் ௚க்ேகாணம் எனேவ இங்ேக மற்௥ம் ஒ௠ ேகா௄ abp a dash b dash p abp b
ேகா௄ எனேவ இந்த ௚க்ேகாண௚ம் இந்த ௚க்ேகாண௚ம் சமமான ௚க்ேகாணங்கள், ஏெனனில் b 
இந்த எொர ்ேகாணங்கள்  90 ூழரிக்ஶ சமம் எனேவ ௛ன்௥ ேகாணங்க௬ம் சமமாக இ௠க்ஶம், 
எனேவ என்பௌ உண்ைம௜ல் டான் ோட்டா என்பௌ ஒ௠ டாஷ் ேடஷ் ab by bpb by bp ab by bp b 
ைப எனேவ இௌ டான்  ோட்டா உண்ைம௜ல் b dash ba dash b dash by pb dash pb dash 
அல்லௌ ஒ௠ ேகா௄ ேகா௄ எனேவ நான் இைத இங்ேக மாற்௥ழேறன், எனேவ ௛லம் ஒ௠ டாஷ் b ab 

ேகா௄ b bp by 
க்ஶ சமமாஶம்  ேகா௄ ஏெனனில் நாம் ஒ௠ கண்ணாூ௜ன் ௳ஷயத்ொல் பக்கவாட௄் bp sh b ab, 
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உ௠ப்ெப௠க்கத்ொல் ஆரவ்மாக இ௠ப்பதால் பக்கவாட௄் உ௠ப்ெப௠க்கத்ொல் ஆரவ்மாக 
இ௠க்ழேறாம் என்பௌ ெபா௠ளின் அள௳ன் ௛லம் படத்ொன் ெபா௠ளின் அள௳ன் அள௵ படத்ொன் m 
அள௳ற்ஶ சமம்  அதாவௌ, ஆல் ஒ௠ ேகா௄ ேகா௄ ௛லம் ஒ௠ ேகா௄ ௙ௌ நாங்கள் ஆரவ்மாக ab b 
உள்ேளாம், எனேவ ௛லம் ஒ௠ டாஷ் ேகா௄ க்ஶ சமம், எனேவ இைத மாற்௥வௌ ab b bp by bp hh 
ேகா௄ என்பௌ அைடயாள மர௖ப்பூ இௌ எொரம்ைறயானௌ மற்௥ம் இௌ ேமேல உள்ள எந்த 
்ரத்ொ௩ம் ேநரம்ைறயானௌ அசா்க்ஶ ேமேல உள்ள இௌ ேநரம்ைறயானௌ, எனேவ ஒ௠ ேகா௄ b 
ேகா௄ க௯த்தல் ேகா௄ மற்௥ம் h abh 
என்பௌ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் ஆப்ெஜக்ட் ்ரத்ொற்ஶச ்சமம் மற்௥ம் ேநரம்ைற பட ்ரம் v 
மற்௥ம் ெபா௠ள் ்ரம் ேநரம்ைற மற்௥ம் ெபா௠ள் ்ரம் என்பௌ ெபா௠ள் ்ரம் எொரம்ைற 
க௯த்தல் எனேவ அைதத்தான் நாங்கள் இங்ஶ மாற்௣௞ள்ேளாம் அல்லௌ என்பௌ க்ஶ u  m h h 
ேகா௄ சமம் க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ ைபகான்ேகவ் ெலன்ஸஓக்ஶ உ௠வம் உ௠வானைதக் v u 
கண்டால் நான் ௳வாொக்க ேவண்ூயொல்ைல ஆனால் உங்களால் ௚ூ௞ம்  இைத ௘க௵ம் ெதளிவாக
பாரக்்க௵ம் இங்ேக ெபா௠ள் இப்ேபாௌ ஒ௠ இைணயான கொர ்இங்ேக சம்பவம் ab 
ொைசொ௠ப்பப்ப௄ம் அௌ ஒ௠ ொைசொ௠ப்௖ம் ெலன்ஸ் இங்ேக ௚தல் ௚க்ழய ைமயத்ொல் இ௠ந்ௌ 
ேதான்௥ழறௌ இங்ேக இங்ழ௠ந்ௌ ஒ௠ கொர ்வ௠ழறௌ, அௌ ெசன்௣௠க்ஶம், அௌ f 2 
ெசன்௣௠க்ஶம்.
 இந்தக் ேகாட்பாட்ூற்ஶச ்ெசன்றால் இங்ேக இைணயாகக் காட்டப்ப௄ம், ஏெனன்றால் ஒ௠ கொர ்
இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ழனால் அௌ இைணயாக வழங்கப்பட்ூ௠க்ஶம் , அதனால்தான் இந்த கொர ்
இைணயாக வழங்கப்ப௄ம் மற்௥ம் ெலன்௻ன் ைமயத்ொன் வ௯யாக ெசல்௩ம் வரிைச ௳லகாமல் 
ேபாஶம்.
 ௛ன்௥ கொரக்௬ம் 1 2 3 இங்ஶ எங்ஶம் ெவட்௄வொல்ைல, ஒ௠ இ௧௠ந்ௌ வ௠ம் கொரக்ள் ெலன்௻ன் 
ம௥௖றம் எங்ஶம் ெவட்௄வொல்ைல, ஆனால் அைவ இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ வந்ததாகத் 
ேதான்௥ழன்றன, இங்ேக அைவ ெவட௄்ம் இடத்ொல் அைவ நீட்ூக்கப்படட்ால் அைவ வ௠ம் என்௥ 
ேதான்௥ம்.
 ௔ன்தங்ழய ௔ன் அைவ ஒ௠ ேகா௄ ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ வந்ததாகத் ேதான்௥ழறௌ, எனேவ ஒ௠ ேகா௄ b
ேகா௄ என்பௌ ைபேகான்ேகவ் ெலன்௻ன் காரணமாக ன் உ௠வம் ஆஶம் ab-

௚க்ேகாணங்கள் எனேவ ஆல் ஒ௠ ேகா௄ ேகா௄ uivalent ab b 
க்ஶ சமம், இௌ ேகா௄ ௛லம் ேகா௄ ேகா௄ இங்ேக ேகா௄, இௌ அசா்க்ஶ bp by bp h h bb hh 

ேமேல ஆல் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் இந்த படத்ொன் ெதாைல௳ல் க௯த்தல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் h h v
minus u

இௌ க்ஶ சமம் அல்லௌ பக்கவாட௄் உ௠ப்ெப௠க்கம் என்பௌ so minus v by minus u v v by u m 
க்ஶ சமம் என்பௌ ௚ன்௖ ேபாலேவ ௚ன்௖ ேபாலேவ ஶ௳௵ ெலன்௻ன் ௳ஷயத்ொல் நாம் ெபற்ற v 

அேத ித்ொரத்ைத நாம் ௔ன்பற்௣௞ள்ேளாம்.
 அ௄த்த வஶப்௔ல் ைசன் கன்ெவன்ஷனில் ஼ல உதாரணங்கைள 
எ௄த்ௌக்ெகாண்௄ ெலன்௻ன் பவர ்என்ற தைலப்௔ற்ஶ ெசல்ேவாம்.
 அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் நீங்கள் எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள் 
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