
 
ऑिɐƛवरील लेƁर मॉǰूलमȯे आपले ˢागत आहे शेवटǉा लेƁरमȯे आʉी ɘेन इंटरफेसमȯे ɘेन इंटरफेसमȯे अपवतŊनाबȞल चचाŊ 
केली होती आिण आʉी ही İ̾थती देखील पािहली Ǜामȯे एकूण अंतगŊत परावतŊन होते आज आपण अपवतŊनावर चचाŊ कŝ.
 गोलाकार इंटरफेस आिण नंतर आʉी ते लेɌȪारे अपवतŊनापयōत वाढवू कारण लेɌ मोǬा Ůमाणावर िविवध ऍİɘकेशɌसाठी वापरʞा 
जातात ʉणून आʉी Ůथम गोलाकार इंटरफेसवर अपवतŊन नंतर लेɌȪारे अपवतŊन नंतर गोलाकार इंटरफेस गोलाकार पृʿभागावर अपवतŊन 
आिण लेɌȪारे Ůथम येथे चचाŊ कŝ.
 मी गोलाकार पृʿभागावर अपवतŊन दशŊिवत आहे, ʉणून मी Ůथम आकृती दशŊिवतो हा इंटरफेस आहे अपवतŊक िनदőशांक एक आिण n n 
दोनǉा दोन माȯमांमधील एक गोलाकार इंटरफेस आहे हा एक या बाजूला मȯम आहे आिण दुस̴या बाजूला मȯम 2 आहे आिण या 
Ůकरणात  मी पेƗा मोठा मानला आहे, ʉणून येथे एक पॉइंट ऑɥेƃ आहे Ǜाची Ůितमा मȯम 2 मȯे अशा İ̾थतीत तयार n1 n2 o i 
होते.
 एक सरळ िकरण जो सामाɊतः  गोलाकार इंटरफेसवर घडतो जो अिवचिलत जातो आिण एक िकरण जो अिनयंिũत कोनात येतो अʚा एक 
लहान कोन अʚा अपवितŊत होतो कारण येथे िठपके असलेली रेषा इंटरफेसला सामाɊ दशŊवते ʉणून घटनांचा कोन आिण  कारण हा i n2 

पेƗा मोठा असʞामुळे िकरण सामाɊ िदशेने वाकतो आिणn1 
 ȑामुळे िकरण सामाɊ िगयरकडे वाकतो तो िबंदूवर सरळ िकरणांना छेदतो आिण ʉणून हा या वˑूचा Ůितमा िबंदू आहे आता हा i i 
घटनांचा कोन आहे आिण अथाŊतच  मी येथे एक िकरण दाखवला आहे Ůकाशाचा एक लहान अंश देखील परावितŊत होतो कारण परावतŊन 
नेहमीच असते परंतु Ůथम हा अंश लहान असतो साधारणतः  चार ते पाच टſे जर तो हवा आिण काचेचा इंटरफेस असेल परंतु हा अंश या 
पृʿभागावर कशाने कोिटंग कŝन कमी करता येतो  याला अँटी įरɢेƕन कोिटंƺ ʉणतात आिण ʉणून ȑानंतरǉा आकृȑांमȯे आपण या 
परावतŊनाकडे दुलŊƗ करतो आिण आपण फƅ अपवतŊनावर लƗ कŐ िūत करतो.
  येथे टेड िकरण ʉणून अʚा बीटा आिण गॅमा हे आकृतीमȯे दाखिवʞाŮमाणे येथे कोन आहेत अʚा हा अƗासह कमी केलेला कोन आहे 
आिण बीटा हा अƗासह सामाɊ Ȫारे खाली केलेला कोन आहे आिण गॅमा हा गॅमा आहे आिण हा आर अपवितŊत कोन आहे  घटना िबंदूवर r m
हे पृʿभागापासून वˑूचे अंतर आहे िबंदूपासून ते वˑूǉा ̾थानापयōतचे अंतर आहे आपण नंतर िचɎाचे ˢŝप पाš पण आȅा हा p u u 
ऑɥेƃǉा अंतराचा संदभŊ घेतो आिण चा संदभŊ देतो.v 
 Ůितमेचे अंतर आिण कॅिपटल ही या पृʿभागाǉा वŢतेची िũǛा आहे हे वŢतेचे कŐ ū आहे आिण ही गोलाकार पृʿभागाǉा r r c r 
वŢतेची िũǛा आहे आता आपण एक लहान िछū गृहीत धŝ या लहान िछūाǉा İ̾थतीची मी आधीच चचाŊ केली आहे.
  आमचे पूवŎचे वगŊ
 ȑामुळे मुळात याचा अथŊ काय आहे, ʉणून मी ते येथे दाखवूया
 ȑामुळे येथे लहान िछūाचा संदभŊ आहे , जेʬा आपʞाकडे ऑिɐकल Ůणाली असते तेʬा ȑात अनेक घटक िकंवा अनेक पृʿभाग असू 
शकतात परंतु जर हे एस.
  लहान िछūाने पृʿभाग ʉणजे मला काय ʉणायचे आहे जर आपण येथे एक ɰॉक ठेवला जो एक अपारदशŊक थांबा आहे pherical 
Ǜाǉा समोर एक लहान िछū आहे आिण या िछūातून Ůवेश करणा̴ या Ůकाशाǉा िकरणांचे केवळ परावतŊन िकंवा अपवतŊन िकंवा जे काही 
होत आहे.
  तर आʉी एका लहान िछūाचा िवचार करत आहोत Ǜाचा अथŊ िकरण आहे, ʉणून मी तुʉाला िभɄ रंग दाखवतो
 ȑामुळे िकरण बनवतात ʉणून जर मी येथे एक िबंदू ऑɥेƃ िकंवा िबंदू ˓ोत येथे सांगू या तर िकरण जे सरळ रेषेने Ůवास करतात येथेo p 
लहान कोन बनवणारे िकरण केवळ या िछūातून जाǻास सƗम असतील
 ȑामुळे लहान िछū ʉणजे आपण अƗाǉा जवळून जाणा̴ या िकरणांवर मयाŊदा घालत आहोत आिण िकरण केवळ लहान कोन बनवतात आिण
ते काही नसून पॅराİƛयल अंदाजे इतके लहान िछū पूणŊ करतात.
  पॅराİƛअल अ Ůॅॉİ̋झमेशन हेच आपण चचाŊ केली होती
 ȑामुळे पॅराİƛयल ऍŮॉİ̋झमेशन ʉणजे अƗाǉा जवळ असलेले िकरण वैध आहेत याचा अथŊ मी मागे ठेवतो  येथे ˠाइड आहे आिण याचा 
अथŊ असा आहे की कोन अʚा येथे कोन अʚा ŮȑƗात हा याǉा अगदी जवळ आहे परंतु केवळ ˙ʼतेसाठी मी दाखवले आहे की थोडे m 
दूर आहे जेणेकŝन कोन ˙ʼपणे िदसतील परंतु कोन अʚा खूप लहान आहे कारण िबंदू खूप जवळ आहे कारण आपण लहान िछū m  
गृहीत धरत आहोत ʉणून पॅराİƛयल ऍपरोİ̋झमेशन वैध आहे याचा अथŊ िबंदू ǉा जवळ आहे ʉणजे कोन अʚा बीटा आिण गॅमा सवŊ m p 
कोन आिण कारण हा िबंदू येथे आला तर सामाɊ असेल हे आिण मी खूप लहान असू आिण नंतर आपʞाकडे अंदाजे टॅन अʚा सायन i r 
अʚा जवळ जवळ अʚा ǉा समान आहे जेʬा अʚा खूप लहान असतो अथाŊत अʚा रेिडयन मȯे असतो टॅन बीटा सायन बीटा 
जवळजवळ समान बीटा इȑािद बरोबर असतो  या गोʼी वैध आहेत ʉणून मी नमूद केले आहे की Ůकाशाचे परावतŊन कमी केले जाऊ शकते 
Ǜाला अँटी įरɢेƕन कोिटंƺ ʉणतात ȑा वापŝन आʉी येथे चचाŊ करणार नाही कारण समजून घेǻासाठी  अँटी įरɢेƕन कोिटंƺ 
आपʞाला वेʬ ऑिɐƛ मािहत असणे आवʴक आहे आिण ʉणून आपण नंतरǉा ट̪ɗावर यावर चचाŊ कŝ आता आपण सम˟ेकडे परत 
येऊ आिण येथे ते गोलाकार पृʿभागावर इतके अपवतŊन आहे ʉणून आपण Ůथम येथे कोनांवर लƗ कŐ िūत कŝया ʉणजे आपण काय पाहतो.
 कोन जर तुʉी हा िũकोण आिण बिघतला तर ʉणून i om comc alpha plus beta is equal to i i is equal 

ȑाचŮमाणे जर आपण हा कोन हा कोन हा िũकोण इथे िũकोण बिघतला तर तो आपण to alpha plus beta mci m mci r 
पाš शकतो.
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  अिधक गामा हे बीटा बरोबर आहे ʉणजे येथे अपवतŊनाचा हा कोन आहे आिण येथे काही कोन गॅमा आहे जो मी गॅमा दशŊिवला आहे ʉणून r 
कृपया आिण गॅमा मधील फरक पहा या Ůमाणे िलिहलेला आहे तर गॅमामȯे आपण असे आिण सरळ िलिहतो  हा गामा आहे आिण हा r r r 

आहे ʉणून मी इतर काही िचɎ वापŝ शकलो असतो पण फƅ मी गॅमा अʚा बीटा गामा एकũ वापरला होता ʉणून मी अʚा बीटा r 
गामा वापरला
 ȑामुळे िबंदू बीटा ɘस गॅमाǉा बरोबरीचा आहे आिण ʉणून आʉाला मȯे ˢार˟ आहे  आिण कारण आपʞाला ˘ेलचा िनयम r i r 
लागू करायचा आहे आिण ʉणून आपण िलिहतो उणे गामा नंतर दुसरा मुȞा कारण पॅराİƛयल अंदाजे r r is equal to beta 
Ǜाची चचाŊ आपण आȅाच केली आहे अʚा जवळपास समान आहे जर आपʞाला िदसत असेल तर  अʚाtan alpha alpha tan 
हा Ȫारे Ȫारे Ȫारे आहे परंतु येथे िबंदू िबंदूǉा जवळ आहे ʉणजे तो अƗाǉा जवळ आहे की आपण md odmd odmd od m p op 
िलिहतो की जवळजवळ समान आहे कारण िबंदू अƗाǉा जवळ आहे आिण ʉणून हा  जवळजवळ समान आहे भािगले ने od m md op 
ʉणजे आʉी अंदाजे ने बरोबर आहे हे पॅराİƛयल अंदाजासाठी खरे आहे िकंवा जेʬा आपण लहान िछūांचा िवचार केला तर याod od op 
कोनासाठी अगदी सारखे आहे जर तुʉी िũकोणाकडे पािहले तर जवळजवळ समान आहे ला ने भागले आिण mdc tan beta md cd 
आधी जसे आपण चे ने अंदाजे काढत आहोत कारण ही वŢतेची िũǛा आहे ʉणूनच आपण हे अंदाजे बनवणारे Ůोक आहोत cd cp cp 
आिण गॅमा हे टॅन गामाǉा बरोबरीचे आहे ʉणून जर तुʉी पािहले तर येथे िũकोण नंतर बरोबर mdi tan gamma gamma is equal

ने भािगले पण हे Ůितमेचे अंतर आहे ʉणून आपण ते ने ने अंदाजे काढत आहोत आिण ʉणून ने to md idmd id ip md ip i 
िदलेला कोन ने िदलेला कोन ǉा बरोबरीचा आहे ʉणजे अʚा येथे आहे i alpha plus beta md by op beta md by cp
 ȑामुळे अिधक आिण कोन बरोबर वजा गामा येथे i is equal to md by op md by cp r beta beta md by cp 
वजा आहे वजा md by ipmd cp md by ip
 ȑामुळे हे समीकरण तीन आिण चार ʉणून दशŊिवले आहे आता आपण ˘ेलचा िनयम लागू करतो कारण आपʞाकडे आहे आिण ʉणूनi r 

बरोबर दोन बाय एक िकंवा एक पाप दोन बरोबर आहे पण पुɎा आपण  हे जाणून ƽा की sin i sine r n n n i n sine r i
आिण हे कोन खूप लहान आहेत आिण ʉणून लहान आिण साठी आपण जवळ जवळ जवळ जवळ r i r sine i i sine r r 
बरोबर िलš शकतो ʉणजे एक बरोबर दोन मȯे हे जवळजवळ समान आहे  खूप चांगले अंदाजे एक समान आहे n i i n r n i n 
दोन आता आिण येथे िदले आहेत ʉणून एक मȯे समीकरण तीन मधील समान दोन समीकरण चार मधील आहे r i r n i i n rr 
ʉणून मी याला समीकरण Ţमांक सहा ʉणू या आता आपण पुढे पुढे चालू ठेवू आिण ʉणून जर आपण तसे असʞास मला हे ठेवू Ȩा 
जेणेकŝन आपण आमǉाकडे असलेʞा पूवŊ पृʿावŝन यावर लƗ कŐ िūत कŝ.

मȯे समान आहे मȯे आिण सवŊũ सामाɊ आहे ʉणून हा बंद होतो आिण ʉणून आपʞाकडे एक बाय   n1 i n2 r md md n op 
अिधक दोन बरोबर उरतोn ip 
 ȑामुळे हा भाग दोन बाय वजा दोन गेला आहे Ȫारे मी या बाजूला आणत आहे ʉणून md n ip n ipi n 2 by ip is equal 

हे सामाɊ होते आिण ʉणून आʉी ही संǒा दुस̴या बाजूला घेऊन ती वजा आता येथे आपण िचɎ संŮदाय to cp n 2 n 1 by cp 
पाहणे आवʴक आहे.

आिण ला योƶįरȑा बदलणार आहोत आिण साइन क̢ʬे̢शन ʉणजे काय, तर आपण अगदी ȕरीत साइन क̢ʬे̢शन आठवू या  opip cp 
ते जवळजवळ आरशांǉा बाबतीत आपʞाकडे असलेʞा सारखेच आहे ʉणून आपʞाकडे येथे एक अपवतŊक पृʿभाग आहे आिण िबंदू आहे.
  येथे सामाɊ ते अƗ येथे मूळ आहे  ते 0 समान बरोबर 0 आहे आिण डावीकडून Ůकाशाǉा घटनांसाठी आपण x equ al x y 
डावीकडून Ůकाश घटनेचा िवचार करत आहोत ʉणून िदशा सकाराȏक िदशा या बाजूने आहे ʉणून ही सकाराȏक िदशा आहे ʉणजे x x 
या िबंदूपासून िकतीही अंतर आहे.
  डावीकडे ऋण आहे आिण उजवीकडे जे काही अंतर आहे ते सकाराȏक आहे आिण ʉणून ऑɥेƃचे अंतर एक Ůितमा तयार करणारे समान
आकृतीचे ऑɥेƃ आहे आिण ऑɥेİƃʬ अंतरासाठी येथे उणे समान असेल कारण ते िबंदूǉा डावीकडे आहे हे Ůितमेचे op u p ip 
अंतर आहे जे धनाȏक आहे जी वŢतेची िũǛा आहे जी धनाȏक आहे जर आपʞाकडे असा अवतल पृʿभाग असेल तर ती वˑू येथे cp 
आहे योगायोगाने Ůितमा देखील डाʩा बाजूला आहे येथे आहे ʉणून येथे वाकलेला एक िकरण सरळ िकरण याला छेदत नाही परंतु ते येथे i 
िबंदूपासून आलेले िदसतात आिण
 ȑामुळे Ůितमा मȯे िबंदूवर आभासी Ůितमा तयार होते.i 
 या मधील कोणतीही İ̾थती या Ůकरणात आपण पाहतो की ऑɥेƃचे अंतर देखील या िबंदूǉा डावीकडे आहे समान 0 बरोबर 0poi x y 
Ůितमा अंतर देखील डावीकडे आहे
 ȑामुळे ते वजा आहे आिण वŢतेची िũǛा देखील चालू आहे  डावी बाजू कारण ही अवतल पृʿभाग आहे वŢता चे कŐ ū डाʩा बाजूला v c 
आहे आिण ʉणून ते सवŊ ऋण आहेत तर या Ůकरणात आपण पाहतो की वˑूचे अंतर ऋण आहे परंतु ते सकाराȏक आहेत ʉणून जेʬा 
काळजी घेणे आवʴक आहे आपण अिभʩƅीमȯे बदलतो कारण केवळ तेʬाच आपʞाला िमळणारा िनकाल वैध राहील आपण अवतल 
पृʿभाग घेऊ िकंवा बिहवŊŢ पृʿभाग घेऊ, ठीक आहे ʉणून परत येत आहे ʉणून िचɎ िनयम लागू करत आहोत आता आपण येथे परत आलो 
आहोत हे िचɎ लागू करणे हे समीकरण आहे.

आिण ऑɥेƃ इमेजचे अंतर पॉिझिटʬ आहे ʉणून  convention op is equal to minus ucp is equal to r v 
आपण येथे बदलू आिण 1 बाय वजा अिधक बाय बरोबर वजा बाय िकंवा आपण ते मȯे ठेवू शकतो.u n 2 v n 2 n n1 r 
  फॉमŊ Ȫारे  उणे बरोबर वजा आता हे एक अितशय महȇाचे समीकरण आहे कारण ते गोलाकार n2 v n1 by u n2 n1 by r 
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पृʿभागाǉा वŢतेǉा िũǛा व अपवतŊक िनदőशांकाǉा संदभाŊत वˑूचे अंतर आिण Ůितमेतील अंतर यांचा संबंध देते.
 
गोलाकार पृʿभाग ʉणजे वŢतेची िũǛा आिण पदाथाōचे अपवतŊक िनदőशांक िदलेले आहेत, नंतर ऑɥेƃǉा कोणȑाही İ̾थतीसाठी ते 
आपʞाला Ůितमेची İ̾थती काय आहे हे सांगेल , ʉणून आपण उदाहरण घेतʞास ते अिधक ˙ʼ होईल, ʉणून मी एक घेऊ.
  येथे उदाहरण ʉणून येथे एक अितशय जलद उदाहरण घेऊ ʉणजे येथे एक गोलाकार पृʿभाग आहे आिण एखादी वˑू 100 सŐटीमीटर 
अंतरावर आहे गोलाकार पृʿभागाǉा वŢतेची िũǛा 25 सŐटीमीटर िदली आहे येथे सामŤी अपवतŊक असलेʞा काचेǉा ŝपात िदली आहे.
 अनुŢमिणका 1.
5 आिण ȑाǉा बाहेर 1.
0 सह हवा आहे
 ȑामुळे 
जेʬा िबंदू ऑɥेƃ 100 सŐटीमीटर 50 सŐटीमीटर आिण 25 सŐटीमीटर अंतरावर असतो तेʬा Ůितमेची İ̾थती िनधाŊįरत करǻाचा Ůʲ आहे.
 मुळात सूũ बदलǻात सोपी सम˟ा आहे कारण Ǜा एकल इंटरफेससाठी आपण आȅाच हे सूũ काढले आहे,
 ȑामुळे आपण पटकन उचलू या की 100 सŐटीमीटरसाठी येथे सŐटीमीटर आहे आिण सŐटीमीटर आहे येथे या बिहवŊŢ u 100 r 25 r 
पृʿभागासाठी सकाराȏक आहे आिण अपवतŊक आहे.
 िनदőशांक िदले आहेत ʉणून जर आपण अिभʩƅीमȯे बदलले तर आपʞाला हे िमळते काचेǉा माȯमात सŐटीमीटर v 150 150 
वाˑिवक Ůितमेǉा बरोबरीचे आहे ते सकाराȏक 150 सŐटीमीटर आहे ʉणजे जर हे 100 सŐटीमीटर असते तर Ůितमा येथे कुठेतरी 150 
सŐटीमीटरवर तयार झाली असती.
 िबंदू पासून येथे 150 सŐटीमीटर ʉणजे Ůितमेची İ̾थती असेलp 
 ȑामुळे या सूũाǉा वापराचे ते एक ūुत उदाहरण आहे, जर मी असेच उचलले तर तुʉी 50 सŐटीमीटरसाठी कŝ शकता परंतु मला तुमǉासाठी
ितसरे पटकन घेऊ Ȩा  Ōː ेट फॉरवडŊ Ůित̾थापन फॉʄुŊलामȯे वजा 25 सŐटीमीटर पयाŊयाǉा बरोबरीचा आहे आिण तुʉाला ʉणजे उणे 75 v 
सŐटीमीटर वजा 75 सŐटीमीटर िमळेल  देखील या बाजूला आहे आिण ितथेच आपʞाला एक आभासी Ůितमा िमळते ʉणून मी पूवŎ ns v 
थोडƐात सांिगतलेली पįरİ̾थती आहे
 ȑामुळे आपʞाकडे गोलाकार पृʿभाग असा आहे आिण येथे अƗ आहे आिण या Ůकरणात ऑɥेƃ िबंदू तुलनेने जवळ आहे  पृʿभागाǉा 
जवळ वŢतेचे कŐ ū कुठेतरी आहे येथे वŢतेचे कŐ ū या बाजूला आहे येथे पहा परंतु कारण आिण ʉणून रेषा वŢतेǉा कŐ ūाशी जोडणारी आहे 
ʉणून मी एक िकरण घेऊ या याŮमाणे एक िकरण सामाɊपणे या घटनेतून जाईल दुʊम मी कोणताही अिनयंिũत िकरण िनवडत आहे जो असा
आहे की मी येथे वŢतेचे कŐ ū काढले तर ते पृʿभागावर सामाɊ असेल तर मला वेगळा रंग वापŝ Ȩा ʉणजे ही पृʿभागासाठी सामाɊ आहे जी 
िबंदूला जोडणारी रेषा आहे वŢतेǉा मȯभागी घटना नंतर आपण पाहतो की हे नſीच वाकले जाईल
 ȑामुळे िकरण अपवितŊत होईल ʉणून िकरण अपवितŊत होऊन सामाɊ िदशेने वाकतात परंतु या Ůकरणात ते अȨाप वळत आहे की ते येत 
नाही हा आिण या िकरणाला छेदतो ʉणजे हे एका िबंदूपासून आलेले िदसते जे येथे कुठेतरी एका िबंदूपयōत परत िवˑारत आहे ʉणून हे 
ऑɥेƃचे अंतर होते ʉणून हे होते आिण ʉणून ती एक आभासी Ůितमा बनवते या Ůितमेǉा अंतरावर आहे.o 
 हे Ɨमˢ आहे हे Ůितमेचे अंतर आहे आिण ितस̴ या केससाठी आʉाला उणे  सŐटीमीटर असे उȅर िमळाले जेʬा हे  सŐटीमीटर होते तेʬा75 25
आʉाला हे 25 सŐटीमीटर िमळाले ʉणजे तुʉी उणे 25 सŐटीमीटर आहात ʉणजे आʉाला उणे 75 ʉणून Ůितमेचे ̾थान िमळाले.
 जी एक आभासी वˑु आहे ती आभासी Ůितमा आहे जी ȑाच बाजूला तयार होते ȑामुळेच आपʞाकडे ही पįरİ̾थती आहे कारण ती वˑू 
जवळ आहे जर ती वˑू थोडी पुढे असती तर ती घटना घडली असती आिण ती अपवितŊत होऊन अƗाला छेदली असती.
 इथेच कुठेतरी तुʉाला अशा İ̾थतीत सकाराȏक आह इमेज अंतर िमळाले असते,
 ȑामुळे ऑɥेƃǉा İ̾थतीनुसार आपʞाकडे ȑाच गोलाकार पृʿभागासाठी Ůितमेची İ̾थती असेल.
 ʉणूनच मी ती दोन साधी उदाहरणे उचलली आहेत ʉणून पुढे पुढे जाऊया आिण आपण येथे िवचार कŝया,
 ȑामुळे एका इंटरफेसनंतर आता लेɌȪारे अपवतŊनाकडे जाऊ या,
 ȑामुळे येथे आपण लेɌȪारे अपवतŊन आहोत आता पाš या.
 Ůथम अपवतŊन करा आिण नंतर लेɌवर परत या ʉणून येथे लेɌ एक िȪकोनʬेƛ लेɌ आहे ही अपवतŊक पृʿभाग आहे एक हे अपवतŊक 
पृʿभाग आहे दोन हे अपवतŊक िनदőशांकाचे आहे दोन लेɌचे माȯम अपवतŊक िनदőशांकाचे आहे दोन आिण या Ůकरणात माǟाकडे n n 
आहे  दोɎी बाजंूना घेतले तर ते एक आिण दुस̴या बाजूला तीन असू शकते परंतु एका साȯा बाबतीत आपण िवचार केला आहे की बाहेर n n 
एक िविशʼ माȯम आहे आिण लेɌ िविशʼ माȯमाची असते सामाɊत: काचेची लेɌ असते आिण ȑास अपवतŊक असते.
  पृʿभाग एक आिण दोन येथे एक वˑू आहे
 ȑामुळे ȑा वˑूतून िकरण िनघतात आिण ʉणून मी तीन िकरण दाखवले आहेत एक सरळ िकरण जो अƗाǉा बाजूने जातो आता अƗ काय 
आहे ते आपण एका िमिनटात पाš आिण नंतर दोन ओटी  ितचे िकरण मी दशŊिवले आहेत ते Ůथम अपवतŊन करीत आहेत ते येथे अपवतŊन 
करतात आिण नंतर ते दुस̴ या पृʿभागावर अपवतŊन करतात येथे दोन अपवतŊन आहेत ʉणून Ůथम अपवतŊन आिण दुसरे अपवतŊन Ůितमा तयार 
करǻासाठी आता लेɌ दशŊिवली आहे आपʞाला हे लƗात ठेवणे आवʴक आहे की लेɌमȯे आहे दोन गोलाकार पृʿभागांवर आपण Ůथम 
वगाŊत चचाŊ केली होती की हे दोन पृʿभाग गोलांचे भाग आहेत दोन गोल वŢतेǉा िũǛा येथे एक आिण दोन पिहʞा पृʿभागाǉा r r 
वŢतेǉा िũǛा एक ȑाचे वŢतेचे कŐ ū येथे एक आिण दुसरा पृʿभाग जो  येथे या गोलाचा भाग आहे वŢता दोनǉा िũǛाचा येथे r c r 
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वŢता कŐ ūासह येथे आपण िवचार केलेला ऑɥेƃ िबंदू येथे आहे आिण Ůितमा िबंदू येथे आहे ʉणून तेथे Ůितमा िबंदू ऑɥेƃ िबंदू आहे आिण 
या कोसŊमȯे आपण िवशेषतः  पाहतो पातळ िफʝ पातळ लेɌ पातळ लेɌ पातळ लेɌ ʉणजे पृथſरण येथे हे पृथſरण ab a to b 
जर मी ʉटले की जाडी ही जाडी खूपच लहान आहे या अंदाजे अंतगŊत पातळ िभंग हे अंतर अंदाजे ǉा अंदाजे असते, जर t i sa oa op 
ही जाडी लहान असेल तर जवळजवळ ǉा जवळपास समान असेल तर हे एक अंदाजे आहे जे पातळ लेɌǉा बाबतीत पाळले जाते oa op 
ʉणूनच आʉी येथे पातळ िवचार करत आहोत या कोसŊमधील लेɌ अƗ ʉणजे वŢतेǉा मȯभागी जाणारी रेषा आहे वŢता रेषेचे दोन कŐ ū 
वŢता आिण दोनǉा दोन कŐ ūांना जोडणारी रेषा आहे ʉणजे अƗ आहे ʉणून हा आकृती आहे जो गोलाकार पृʿभागाǉा c one c 
पृʿभागावर एक पृʿभाग दशŊवतो  दोन आिण वŢतेची िũǛा दोन आिण वŢतेची िũǛा येथे एक आहेत ʉणून आपण पुढे जाऊ या आिण 
Ůितमेचे ̾थान िनिʮत करǻासाठी Ůितमा िनिʮत करǻासाठी आपण लेɌ हाताळतो कारण ȑाǉा दोन गोलाकार पृʿभाग आहेत कारण 
आपण एकाच गोलाकार पृʿभागावर अपवतŊन पािहले आहे.
 आता आपण Ůȑेक गोलाकार पृʿभागावर ˢतंũपणे िवचार कŝ आिण दोन पृʿभागांȪारे होणारे Ţिमक अपवतŊन ʉणून आपण लेɌȪारे 
अपवतŊन पाš.
  तेच मी पुढील ˠाईडमȯे दाखवणार आहे
 ȑामुळे येथे मी हे आकृȑा अगोदरच काढʞा आहेत जेणेकŜन ते तुलनेने ˙ʼ असतील
 ȑामुळे येथे पिहʞा पृʿभागावर अपवतŊन होत असलेली वˑू आिण नंतर दुस̴या पृʿभागावर दुसरे अपवतŊन होत असलेले आपण पाš शकतो.
 येथे Ůितमा िबंदू तयार करǻासाठी पृʿभाग जर हा पृʿभाग दुसरा पृʿभाग नसता तर अपवितŊत िकरण येथे कुठेतरी Ůवास केला असता आिण 
हा मȯम एक मȯम दोन आिण मȯम एक आहे मी हे पेƗा मोठे मानले आहे आिण हे ऑɥेƃ अंतर आहे आिण  हे योƶ िचɎ n2 n1 
िनयमांसह Ůितमा अंतर आहे जेʬा आपण ʩुȋȅीसाठी जाऊ तेʬा आपʞाला िदसेल की आता मी सांिगतʞाŮमाणे आपण हे हाताळू कारण 
आपण पाš शकता की हा पृʿभाग येथे दशŊिवला आहे आिण हा पृʿभाग येथे दशŊिवला आहे ʉणून आपण िनʫळ अपवतŊन मानतो.
 येथे इंटरफेस 1 आिण इंटरफेस 2 वर लागोपाठ अपवतŊनांची अनुŢिमक केस ʉणून.
 आपण असे का करतो कारण आपण एकाच इंटरफेसवर अपवतŊन पािहले आहे केस एकाच इंटरफेसवर अपवतŊन इंडेƛचे पिहले o  f 
माȯम अपवतŊक िनदőशांकाचे दुसरे माȯम आिण वŢता ची िũǛा येथे आहे तर आपʞाकडे हे समीकरण आहे की दुस̴या n1 n 2 r 1 
माȯमाचा अपवतŊक िनदőशांक येथे Ůितमेǉा अंतराने भागून Ůथमचा अपवतŊक िनदőशांक वजा वˑु अंतराने मȯम हे गोलाकार पृʿभागाǉा 
वŢतेǉा िũǛाने भागलेʞा अपवतŊक िनदőशांकाǉा फरकाǉा बरोबरीचे आहे आता दुसरे अपवतŊन ʉणजे जणू काही याचा याǉाशी काही 
संबंध नाही कारण िकरण येथे आधीच अपवितŊत झाला आहे
 ȑामुळे िकरण अपवितŊत झाला आहे आिण तो आहे पुढे जात असताना येथे दुसरे माȯम समोर येते आिण ʉणून आʉी हे असे दाखवतो जसे 
की डावीकडील संपूणŊ माȯम चे आहे आिण उजवीकडील माȯम चे आहे दुस̴या शɨांत आता हे पिहले माȯम आहे आिण हे दुसरे n2 n1 
आहे.
  मȯम आिण ʉणून आʉी या इंटरफेसवर अपवतŊनासाठी समान समीकरण िलिहतो कारण दुसरा इंटरफेस नसता तर ऑɥेƃची Ůितमा येथे 

येथे तयार झाली असती.i 1 
  हा िबंदू परंतु दुस̴या इंटरफेसǉा दुस̴या अपवतŊनामुळे येथे वाˑिवक Ůितमा तयार होते अɊथा ती वर तयार झाली असती येथे ती i 1 i 
1 Ůमाणेच आहे.
  येथे तेथे कोणतीही वˑू नाही परंतु ही आभासी ऑɥेƃ ʉणून कायŊ करते Ůितमा दुस̴या इंटरफेससाठी आभासी ऑɥेƃ ʉणून i1 i1 
कायŊ करते आिण ʉणून येथून पयōतचे अंतर या Ůकरणात ऑɥेƃचे अंतर आहे आिण मधील अंतर आहे  Ůितमेचे अंतरi 1 i 
 ȑामुळे वˑूचे अंतर Ůितमेचे अंतर आिण दोन ही वŢतेची िũǛा आहे ʉणून सूũ दुस̴या माȯमाचा अपवतŊक अनुŢमिणका आहे िȪतीय r 
माȯम या बाजूला आहे ʉणून आता हा आहे दुस̴या माȯमाचा एक अपवतŊक अनुŢमिणका भािगले Ůितमा अंतर Ůितमेǉा अंतराने n 
भागलेला अपवतŊक िनदőशांक हा आहे जो आहेv 
 ȑामुळे येथे काय दाखवले आहे कŐ ūापासून पयōत हा आहेv i v 
 ȑामुळे दुस̴या माȯमाचा अपवतŊक िनदőशांक नेहमी आपण डावीकडे असतो पिहले मȯम उजवे हे दुसरे माȯम आहेi  s 
 ȑामुळे दुस̴या माȯमाचा अपवतŊक िनदőशांक Ůितमेǉा अंतराने भागलेला वजा पिहʞा माȯमाचा अपवतŊक िनदőशांक आता हा आहे जो xn 
दोन मधील अपवतŊक दोन आहे भाग अंतर ऑɥेƃ अंतराने  आता एक येथे एक ऑɥेƃ अंतर दुस̴या माȯमाǉा अपवतŊक n v v 
िनदőशांकाǉा समान आहे वŢतेǉा िũǛाने भागलेʞा पिहʞा माȯमाǉा अपवतŊक िनदőशांकाला वŢतेǉा िũǛाने भागले ʉणून समीकरण 
एक आिण दोन हे समीकरण पिहʞा इंटरफेसला लागू होते हे समीकरण दुस̴या इंटरफेसला लागू होते आिण  ʉणून जर आपण आता 1 आिण 
2 जोडले तर कृपया 1 आिण 2 पहा जर आपण जोडले तर ही संǒा सामाɊ आहे आिण ʉणून हे नकाराȏक िचɎासह आहे ʉणून ही संǒा रȞ 
होते आिण आपʞाकडे बाय अिधक बाय वजा असेल.n 1 v n 1 v n 1 

ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आपण हे İɢप कŝ शकतो आपण नकाराȏक िचɎासह दोन वजा एक कŝ शकतो आिण तेच   u n n 
आपʞाला येथे िमळते ʉणून मी येथे पुढील ˠाइडमȯे दाखवतो ʉणून समीकरण एक जोडत आहे आिण दोन ʉणून आपण येथे लƗ कŐ िūत 
कŝ या समीकरण 1 आिण 2 जोडून आपʞाला बाय वजा बाय ʉणजे वजा मȯे 1 बाय वजा 1 बाय n 1 v n 1 u n 2 n 1 r 1 r
आपण ला दुस̴या बाजूला घेऊ शकतो आिण आपण हे असे िलš शकतो की एक बाय वजा एक बाय ʉणजे दोन बाय एक n 1 v u n n 
ʉणजे एक दोन एक एक एक दोन एक एक वजा एक बाय दोन वर काय आहे ते लƗात ƽा उजʩा हाताची बाजूn n n n n n n r r 
ही İ̾थरांक आहे ही एक İ̾थरांक आहे िदलेʞा लांबीसाठी लेɌ िदलेली असते ʉणजे वŢतेची िũǛा अपवतŊक िनिʮत केली जाते आिण लेɌ 
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माȯमाचा अपवतŊक िनदőशांक िनिʮत केला जातो आिण अथाŊतच तुʉी कुठे ठेवता यावर अवलंबून देखील िनिʮत केला जातो आिण  ʉणून n1 
हे İ̾थर आहे हे Ůितमेचे अंतर आहे हे ऑɥेƃचे अंतर आहे
 ȑामुळे हे मोǬा अंतरासाठी लेɌǉा पॅरामीटसŊǉा संदभाŊत Ůितमा अंतर आिण ऑɥेƃचे अंतर यांǉातील संबंध देखील देते
 ȑामुळे मोǬा अंतरासाठी हे पाš या 1 ते 0 जेʬा मोǬा अंतरावर ऑɥेƃ अंतर करते तेʬा ऑɥेƃ वर असतो by  u 10 u infi 

आपण असे ʉणूया की 1 बाय कडे झुकतो याचा अथŊ असा की आपʞाकडे 1 बाय हे एका İ̾थरांकाǉा बरोबरीचे आहे जे nity u 0 v 
उजʩा बाजूला आहे ते İ̾थर आहे ȑाचा बरोबर काहीही संबंध नाही चे ̾थान काहीही असो.u u 

ǉा ̾थानावर अवलंबून नाही ʉणून मोǬा अंतरासाठी आपʞाकडे एक आहे समान İ̾थरांक जो पेƗा ˢतंũ आहे ʉणजे  u by v u 
जेʬा वˑू मोǬा अंतरावर असते तेʬा याचा अथŊ ऑɥेƃमधील िकरण अƗाǉा जवळजवळ समांतर असतात परंतु  ते सवŊ एकाŤ करतात 
िकंवा ते सवŊ अंतरावरील एका िबंदूवर एकũ होतात आिण ȑा िबंदूला फोकस ʉणतात, मुƥ फोकस पुढील ˠाइडमȯे याबȞल अिधक v 
तपशीलवार चचाŊ करेल जेणेकŝन Ůितमा िबंदू बाय ǉा मोǬा मूʞांसाठी िनिʮत केला जाईल.u 1 v 
  İ̾थर Ůितमा िबंदू हा पासून ˢतंũपणे िनिʮत केला जातो आिण याला मुƥ फोकस ʉणतात आपण हे एका आकृतीमȯे दशŊवू या u f 
संबंिधत Ůितमेǉा अंतराला फोकल लांबी ʉणतात आिण ʉणून 1 बाय हे 1 बाय ǉा बरोबरीने İ̾थर असते.v f 
  उजवीकडे आहे 1 बाय Ȫारे दशŊिवले जाते वजा वजा 1 या मȯे 4 आिण 5 आमǉाकडे 1 बाय वजा 1 बरोबर 1 बाय f n 2 n 1 v u f
आहे मुळात आपण जे ʉटले आहे ते हे İ̾थरांक आहे जे समान आहे  1 बाय आता काय आहे ते ʉणजे फोकल लŐथ ʉणजे फोकस f ff f 
आहे जेथे दूरǉा वˑूचे समांतर िकरण िबंदूवर एकũ येǻासाठी फोकस करतात ʉणून मी हे ˙ʼ कŝ ʉणजे हे महȇाचे सूũ आहे Ǜालाf 
लेɌ सूũ ʉणतात  लेɌ फॉʄुŊला फोकल लŐथ ǉा कोणȑाही िदलेʞा लेɌसाठी ऑɥेƃǉा अंतराशी इमेजǉा अंतराशी संबंिधत आहे जेf 
वŢतेǉा िũǛा आिण सापेƗ अपवतŊक िनदőशांक फरक असलेʞा लांबीǉा पॅरामीटसŊवर अवलंबून असते आता आपण या फोकल लांबीची 
थोडी अिधक चचाŊ कŝ या  मी आहे ʉणून आपण फोकल लŐथबȞल चचाŊ कŝ जो िदलेʞा लेɌचा एक अितशय महȇाचा गुणधमŊ आहे ʉणून
फोकल लांबी ʉणून हे लेɌचे सूũ आहे 1 बाय बरोबर आहे याला आपण फोकल लŐथ आिण ʉणतो  1 हे िȪकŐ िūत िभंग f n 2 n 1 n 
आहे एक मोठे आहे  शूɊ पेƗा आिण दोन हे शूɊापेƗा कमी आहेत कारण दोन या बाजूला वŢता कŐ ū आहे ʉणून दोन शूɊापेƗाr r r r 
कमी आहेत आपण अनंताकडे Ůवृȅ आहात यािवषयी आपण चचाŊ केली आहे की ऑɥेƃमधील िकरण अƗ आिण ऑɥेƃला जवळजवळ 
समांतर असतात Ůितमेचे अंतर हे ǉा बरोबरीचे आहे जी फोकल लांबी आहेv f 
 ȑामुळे समांतर िकरणे जे सवŊ येतात ते एका िबंदूमȯे मȯे एकिũत होतात कारण ते अंतरापेƗा ˢतंũ असतात ȑा सवाōमȯे समान f u 
Ůितमा अंतर असते Ǜाला आपण ʉणतो  फोकल पॉइंट ते एका िबंदू मȯे एकũ होतात आिण लेɌ आिण फोकसमधील अंतराला मुƥ f 
फोकस ʉणतात आता हे िदलेʞा लेɌसाठी खरे आहे आिण जर आपण लƗात घेऊ शकलो की येथे आपण घेतले आहे उदाहरणाथŊ काचn 2 
आिण  हवेत तर फोकल लŐथचे ठरािवक मूʞ असते पण जर आपण लेɌला ūवात बुडवले तर लेɌ अपवतŊक इंडेƛ ǉा ūवात nl 
बुडवʞास एक Ȫारे ʉणजे ūवातील फोकल लांबी दोन असते.flfl n 
  Ȫारे ǉा ऐवजी मी वापरला आहे जो ūव वजा 1 चा अपवतŊक िनदőशांक आहे याला भािगले आता हे लƗात ƽा की हवा n 1 nl nl nl n
1 पेƗा मोठा आहे जर बाहेरची हवा असेल तर ती एक आहे परंतु ūवाचा अपवतŊक िनदőशांक केसांपेƗा मोठा आहे ʉणून हे हवेपेƗा nl n 
मोठे आहे ʉणून ūवातील कŐ ūिबंदू हवेतील कŐ ū लांबीपेƗा जाˑ आहे कारण एकापेƗा जाˑ आहे आिण ʉणून हा फरक आता लहान nl 
आहे ʉणून हे Ůमाण हवेǉा तुलनेत लहान आहे हे लहान आहे ʉणजे एक Ȫारे  लहान िकंवा ʉणजे ūवातील फोकल लांबी ही fl fl 
हवेतील फोकल लांबीपेƗा जाˑ असते असे अनेक ऍİɘकेशɌ आहेत जेथे लेɌ 
वेगʨा फोकल लांबीसाठी ūवामȯे बुडवले जाते िकंवा फोकल लांबी Ůभावीपणे बदलते आिण आʉाला मािहत आहे की  ūवातील फोकल लŐथ 
हवेतील फोकल लŐथपेƗा मोठी असते, तर चला आता पुढे जाऊन लेɌ मेकर फॉʄुŊला पाš या हे एक पįरिचत िकंवा सामाɊ सूũ आहे.

कारण लेɌǉा सामाɊ ऍİɘकेशɌसाठी बŠतेक सामाɊ ऍİɘकेशɌ हवा समान असते जेʬा   a n one is equal to n 
आपण लेɌ वापरतो तेʬा बाहेरील माȯम ʉणजे हवा असते िवशेष Ůकरण वगळता जेʬा आपʞाकडे बाहेरील बाजूस ūव असतो
 ȑामुळे ते असते.
  हवा आिण ʉणून अपवतŊक िनदőशांक एक आहे आिण िभंगाचा अपवतŊक िनदőशांक ने दशŊिवला जातो कारण तेथे फƅ एक अɊ अपवतŊक n 
िनदőशांक आहे ʉणून एक आिण दोन िलिहǻात काही अथŊ नाही ʉणून आपण हा माȯमाचा अपवतŊक िनदőशांक आहे .n n n 
  लेɌ आिण चे लेɌ मटेįरयल įरůॅİƃʬ इंडेƛǉा बरोबरीचे असते आिण मग आपʞाकडे 1 ओʬर ʉणजे वजा 1 ते 1 बाय n2 n f n 

वजा 1 बाय याला लेɌ मेकर फॉʄुŊला ʉणतात कारण एखादी ʩƅी जेʬा एखाȨा िविशʼ ʩƅीसाठी लेɌ बनवते.r1 r2 
 
आवʴक फोकल लांबी िमळिवǻासाठी अजŊ लेɌ िनमाŊता वŢता िũǛा आिण ǉा िũǛाचे सािहȑ आिण आवʴक f r 1 r 2 r 1 
मूʞे िनवडू शकतो ǉा बरोबरीने िकंवा ǉा बरोबरीचे असू शकत नाही परंतु तो िũǛा िनवडू शकतो  आवʴकता साȯ r 2 r 2 
करǻासाठी वŢता एका िविशʼ ऍİɘकेशनसाठी फोकल लŐथ ʉणून या सूũाला पारंपाįरकपणे लेɌ मेकसŊ फॉʄुŊला ʉटले जाते, जरी d 
सामाɊ सूũ हे आपण आधीच पािहले आहे की एक एक कŝन ʉणून हे सामाɊ सूũ आहे हे सवŊ अपवतŊक िनदőशांकांसाठी वैध आहे परंतु f 
िवशेष  जेʬा एक हवा असेल तेʬा आʉी लेɌ मेकर फॉʄुŊला वापरतो जे सोपे आहे जेथे हा माȯमाचा अपवतŊक िनदőशांक आहे हे सूũ n n 
इİǅत फोकल लांबी िमळिवǻासाठी एक आिण दोन ǉा िनवडीकडे सूिचत करते आता आपण पुढे पुढे जाऊया  समिमतीय िȪउȋɄ r r 
िभंग समिमत ʉणजे दोɎी वŢतेची िũǛा समान आहे जी एक दोन बरोबर आहे अथाŊत दोन ऋण िचɎासह आहे आिण ʉणून r r r r 
एक वजा दोन समान आहे ʉणून ते समिमतीय िȪकोनʬेƛ आहे नंतर आपण येथे फॉʄुŊलामȯे बदलतो आपʞाकडे एक r r lens 
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ओʬर समान आहे वजा एक मȯे एक बाय वजा शूɊ ʉणजे जे दोन बरोबर वजा एक आहे ʉणून लƗात ƽा की चे f n r r r n n 
सािहȑ आहे हवा पेƗा जाˑ असलेली लेɌ एक पेƗा मोठी आहे ʉणून फोकल लांबी शूɊ पेƗा जाˑ आहे जी सकाराȏक आहे ʉणून n f 
ȑाला अिभसरण लेɌ ʉणतात एका अिभसरण लेɌची फोकल लांबी असते जी सकाराȏक असते ʉणून आपण पाšया की वळवलेʞा लांबीचे
काय? तर आपण अिभसरण आिण वळवणारी लेɌ पाš या, तर येथे समिमतीय िȪकŐ िūत लेɌसाठी ते अिभसरण आिण वळवणारे लेɌ आहेत 
आȅाच आपण दाखवले की एक बाय ʉणजे दोन बाय मȯे वजा एक िकंवा ʉणजे बरोबर दोन मȯे एक  वजा एक तर येथेf r n f r n 
अिभसरण लेɌ आहे की िȪकŐ िūत िभंग एक समिमतीय बिहवŊŢ िभंगाने समिमतीय असणे आवʴक नाही परंतु समिमतीसाठी माǟाकडे 
असलेले सूũ मी एक िवशेष केस मानले आहे जेʬा एक दोन बरोबर असतो ʉणून आपʞाकडे आहे समिमतीय बायकॉनकेʬ r r f 
लेɌसाठी पॉिझिटʬ ʉणजे एक िȪकोनकेʬ आहे इथे एक िȪकोनकेʬ लेɌ आहे ʉणून आपण पाš शकतो की हा एक आहे पिहला r 
पृʿभाग दुसरा पृʿभाग आहे दोन एक या बाजूला वŢता िũǛा आहे ʉणून वŢतेचे कŐ ū येथे आहे ट  याˑव वŢतेची िũǛा ऋण आहे r r r
दोन ची वŢता िũǛा दुस̴या बाजूला आहे आिण ʉणून यात वŢतेची सकाराȏक िũǛा आहे ʉणून एक वजा दोɎी आिण r r r 1 r 2
पįरमाण ǉा समान आहे कारण ती समिमतीय आहे लेɌ पण ऋणाȏक आहे आिण धनाȏक आहे आिण ʉणून समान r r 1 r 2 r 2 
आहे देते समान वजा बाय दोन ʉणून हा आता फƅ एक पįरमाण आहे ʉणून हा कारण नकाराȏक िचɎ िवचारात घेतले r f r r r r 
आहे ʉणून हे आहे  धनाȏक फƅ हे उणे बरोबर दोन मȯे उणे एक आहे कारण पेƗा जाˑ आहे 0 पेƗा कमी आहे f r n n 1 f 
दुस̴या शɨांत फोकल लांबी ऋण आहे ʉणून आपण येथे पाš शकतो की जर आपʞाकडे अवतल िभंग असेल तर फोकल लांबी िकती आहे  
या बाजूला आिण ʉणून नकाराȏक आहे िȪ-उȅल िभंगाǉा बाबतीत सकाराȏक आहे,f f 
 ȑामुळे या Ůकरणात िकरणे दूर वळतात जसे की ते एखाȨा िबंदूपासून येत आहेत मुƥ फोकस येथे या बाजूला आहे आिण ʉणून हा एक f 
आहे  डायʬिजōग लेɌ तर हे क̢ʬिजōग लेɌ बायकॉनʬेƛ लेɌ आहे एक अिभसरण लेɌ आहे तर िȪकोनकॅʬ लेɌ एक वळवणारी s 
लेɌ आहे लƗात ठेवा की साठी समान आहे याचा िवचार करा िवचारात ƽा साठी बायकॉनʬेƛ लेɌ 1.n n 

समान आहे समान आहे एक िबंदू पाच हे एक िबंदू पाच आहे  वजा एक ʉणजे िबंदू पाच ʉणजे दोन ने गुणाकार केला तर एक 5 f rn 
ʉणजे फोकल लांबी वŢतेǉा िũǛाएवढी असते तर साठी दोन फोकल लांबी समान असते बरोबर दोन असते जर तुʉी इथे f n r n 
समान दोन ठेवले तर ही संपूणŊ गोʼ  एक आहे आिण ʉणून हे बाइटǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे ˙ʼपणे सूिचत करते की ते केवळ f r 
वŢतेǉा िũǛेवर फोकल लांबीवर अवलंबून नाही तर ते सामŤीǉा अपवतŊक िनदőशांकावर देखील अवलंबून असते ʉणून एका बाबतीत 
फोकल लांबी दुस̴ या बाबतीत असते  केसांची फोकल लांबी आर बाय दोन आहे हे अवतल आरशांǉा बाबतीत असे आहे की आपण आधी r 
आरशाǉा बाबतीत पािहले आहे की फोकल लांबी आर बाय दोन आहे परंतु लेɌǉा बाबतीत फोकल लांबी आर बाय दोन असणे आवʴक 
नाही.
 कोणȑाही सम˟ा उडी माŝ नका  ठीक फोकल लŐथ बाय दोन आहे हा िनʺषŊ लेɌǉा बाबतीत बरोबर नाही तर ते माȯमाǉा t o r 
अपवतŊक िनदőशांकावर अवलंबून असते आिण ʉणून तुʉाला सूũात एक Ȫारे हे दोन वजा एक बरोबर बदलावे लागेल.f ah n n 
 एक बाय एक वजा एक दोन मȯे आिण फोकल लŐथ शोधा आता अनेक पįरİ̾थती येथे िविवध पįरİ̾थती Ǜा एखाȨाला आढळतात की r r r
एक शूɊापेƗा मोठा आहे तेथे बिहवŊŢ िभंग एक शूɊ पेƗा मोठा आहे दोन सामाɊ पेƗा कमी आहे िȪकोनʬेƛ लेɌ Ǜाची मी चचाŊ r r 
करत आहे तेथे लेɌ आहेत Ǜा िवशेष कारणांसाठी वापरʞा जातात िजथे ȑा दोɎीचंा येथे बिहवŊŢ पृʿभाग असतो ʉणून एक शूɊापेƗा r 
मोठा आहे वŢतेची िũǛा या बाजूला आहे आिण दोनची देखील वŢता िũǛा आहे  ही बाजू एक दोन ǉा बरोबरीची असू शकत नाहीr r r 
परंतु ते दोɎी बिहवŊŢ पृʿभाग आहेत आिण ʉणून एक शूɊ पेƗा मोठे दोन शूɊापेƗा मोठे दोɎी अवतल पृʿभाग असू शकतात Ǜा r r 
बाबतीत एक शूɊापेƗा कमी असेल आिण दोन असेल.r r 
  शूɊापेƗाही कमी आिण आपʞाकडे ɘॅनो बिहवŊŢ िभंग िकंवा ɘॅनो अवतल िभंग देखील असू शकतात ही एक ɘॅनो बिहवŊŢ िभंग आहे 
ʉणून ही आर एक आहे वŢतेǉा शूɊ िũǛापेƗा मोठी आहे आिण ही एक समतल पृʿभाग आहे ʉणून वŢतेची िũǛा अनंत आहे.r 
  दोन अनंत आहे परंतु एक शूɊापेƗा मोठा आहे शेवटी आता या पįरİ̾थतीत आपण चचाŊ करत आहोत जेʬा पेƗा मोठा असेल r n2 n1 
परंतु पेƗा मोठा असेल तर पेƗा मोठा असेल तर काय होईल? n1 n2 n1 n2 

पेƗा जाˑ अपवतŊक िनदőशांक ʉणून पįरİ̾थती बदलेल एक बिहवŊŢ िभंग वळवणारी िभंग बनू शकते आिण अंतगŖल िभंग एक अिभसरण n2 
िभंग बनू शकते, मी पूवŎ दाखवले होते की वळवणा̴या आिण अिभसरण लेɌमȯे बिहवŊŢ िभंग एक अिभसरण लेɌ असते आिण िȪकोणक 
िभंग असते.
  एक वळवणारी लेɌ अिभसरण आिण वळवणारी लेɌ परंतु तरीही आपण असे गृहीत धरले होते की लेɌचा अपवतŊक िनदőशांक 
सभोवतालǉा भागापेƗा मोठा आहे परंतु उलट İ̾थतीत जेʬा अपवतŊन होते लेɌचा इंडेƛ सभोवतालǉा भागापेƗा लहान आहे, हे शƐive 
आहे की जर हे काचेǉा पेƗा जाˑ अपवतŊक िनदőशांकाǉा ūवामȯे बुडवले गेले असेल तर ही पįरİ̾थती उȥवǻाची शƐता आहे आिण या 
Ůकरणात बिहवŊŢ िभंग िवचिलत होऊ शकते.
  लेɌ आिण अवतल लेɌ एक अिभसरण लेɌ बनू शकतात उजʩा बाजूने काय तर पुढचा Ůʲ आहे जर मी लेɌǉा डाʩा बाजूने वŢता r 
एक आिण दोन ǉा िũǛा असलेʞा Ůकाश घटनेचा िवचार करत आहे तर उजʩा बाजूने Ůकाश घटना घडʞास काय होईल? ȑाची r 
फोकल लेȺ सारखीच असेल तर मग इथे पाš या उजʩा बाजूने Ůकाश घटना असेल तर काय असेल तर आता आिण ही लेɌ r 1 r 2 
आहे आिण आʉी हे एका िमिनटासाठी ɰॉक कŝ िदले आहे
 ȑामुळे केस येथे Ůकाश घटना आहे येथे आिण येथे एका िबंदूवर लƗ कŐ िūत करणे ʉणजे हे एक आह आहे मी सुŜवातीला दोन िलिहले f f 
होते ʉणून ते एक आहे आिण एक वन आहेf f f 
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 ȑामुळे Ůʲ असा आहे की हे अंतर आहे सारखेच आहे  Ůकाश समांतर असताना िवचारात घेतले जाते  एल लाईट ही या बाजूने f one ff 
घटना होती आिण येथे मुƥ फोकसकडे एका िबंदूकडे लƗ कŐ िūत केले जाते आिण आʉी आता या फोकल लांबीला असे ʉणतो जर Ůकाशf 
येथून घटना घडला तर तो येथे एका िबंदूवर कŐ िūत होईल की नाही आिण यावरील फोकल लांबी  बाजू ȑा बाजूǉा फोकल लŐथ सारखीच आहे 
आता Ůकाश वŢता दोन ǉा िũǛासह पृʿभागावर घटना आहे ʉणून मी हे समतुʞपणे िफरवू शकतो आिण लेɌ अशा Ůकारे ठेवू शकतो r 
जेणेकŝन Ůकाश अजूनही डाʩा बाजूला घटना आहे परंतु आता तो  येथे दोन Ůथम दोनचा सामना होत आहे तो Ůकाश जो घटना घडलाr r 
होता तो येथे पृʿभागावर वŢता दोन ǉा िũǛाला सामोरा जात आहेr 
 ȑामुळे तीच पįरİ̾थती आहे ʉणून मी ते आȅाच पलटले आहे आिण दोन Ůथम आिण एक येथे ठेवले आहे आिण ʉणून आता एक वर r r f
आहे  एक वर एक ʉणून हे दोन नाही ते एक आहे ʉणून एक ओʬर एक समान दोन वजा एक वजा एक भागी दोन f f f f f n n r 
वजा एक एक याआधी आपʞाकडे एक Ȫारे सूũ होते  एक वजा एक बाय दोन पण आता कारण  या Ůकरणात दोन एक झालेr r r er r 
आिण एक दोन झाले कारण आपण लेɌ İɢप केली आहे ʉणून ती 1 बाय वजा 1 बाय आहे तर हे काय आहे हे उणे 1 बाय r r r 2 r1 

आिण ʉणून आहे की नाही  या Ůकरणात िकंवा या Ůकरणात अंतर समान आहे फोकल लांबी समान आहे मग Ůकाश या बाजूने f mod f1 
घडलेला असो िकंवा तो या बाजूने घडलेला असो, जरी आिण िभɄ आहेत फƅ ʉणून जोपयōत समान आहे तोपयōत  या r 1 r 2 n 1 
बाजूला आिण या बाजूला समान आहे ते आिण आिण असʞास काय होते हे तपासणे n 1 n 1 n 1 n n2 n3 n1 n2 n3 
फायदेशीर आहे परंतु आȅा मी या Ůकरणाचा िवचार करत आहे िजथे आपण दोɎी बाजंूनी  आहे आिण हे आहे आिण जोपयōत n1 n2 

हे ǉा बरोबरीचे नसले तरीही लेɌǉा दोɎी बाजंूना समान आहे मी वापरले r1 r2 mod f1 n1 f1 mod f2 mod f5 mod 
आहे कारण या बाजूची फोकल लांबी ऋणाȏक आहे  आिण या बाजूला फोकल लŐथ पॉिझिटʬ आहे जर आपण बिघतले तर अथाŊतच या बाजूने 
Ůकाश येतो तेʬा िदशा सकाराȏक आहे ʉणून फोकल लŐथ पॉिझिटʬ राहते हे नकाराȏक नाही पण तरीही या केससाठी आʉी दाखवलेf1 
आहे कारण आʉी सवŊ असतानाच आʉी येथून Ůकाशाǉा घटनेचा िवचार कŝ आिण
 ȑामुळे या बाजूला फोकल लŐथ असेल आिण  ȑा बाजूला एक फोकल लांबी आहे आिण सकाराȏक आहे आिण एक f1 f2 f2 f 
नकाराȏक आहे अशा Ůकारे लेɌमȯे दोन तȇ फोकस असतात, ʉणून मी यावर थोडी अिधक चचाŊ कŝया, ʉणून येथे लेɌची मुƥ फोकस
आिण फोकल लांबी , ʉणून येथे लेɌ Ůकाश घटना आहे  येथून डाʩा बाजूने सवŊ Ůकाशिकरण डाʩा बाजूने आलेले आहेत आिण ते येथे 
फोकल लांबी दोन सह िबंदू दोन वर कŐ िūत आहेत तर वन हे Ůथम मुƥ फोकस िकरण आहेत जे येथे Ůथम तȇ फोकस पासून येतातf f f 

समांतर रŐडर केले जाईल कारण जर Ůकाश येथून उजवीकडून डावीकडे Ůवास करायचा असेल तर ते या तȇावर फोकस पॉइंट वन वरf1 f 
कŐ िūत झाले असते आिण हे आपण आधीǉा ˠाइडमȯे पािहले होते.
 फोकल लांबीला आता वन ʉणतात या Ůकरणात Ůकाश येथून Ůवास करत आहे परंतु समांतर Ůकाश मुƥ फोकस वर कŐ िūत आहे f f2 
आिण फोकल लांबी आहे तर Ůथम तȇ फोकस पासून िनघणारे Ůकाश िकरण समांतर केले जातीलf2 f1 
 ȑामुळे पįरमाण  ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे पिहले मुƥ फोकस आहे कारण जेʬा आपण येथून जातो तेʬा आपʞाला Ůथमf1 f2 f1 
तȇ फोकस Ůथम पृʿभाग Ůथम तȇ फोकस Ůथम फोकल लांबी आढळते जेʬा आपण पुढे जातो तेʬा आपʞाला दुसरा पृʿभाग दुसरा 
अपवितŊत पृʿभाग दुसरा िसȠांत फोकस आिण िȪतीय फोकल लांबी आढळतो  तर वन हे पिहले मुƥ फोकस वन हे पिहले फोकल लांबीf f 

दोन हे दुसरे मुƥ फोकस आहे आिण दोन ही दुसरी फोकल लांबी हा एक आहे आिण आिण हे लेɌपासून समान अंतरावर f f f1 f2 
आहेत कारण आʉी आȅाच दाखवले आहे की आहे पįरमाणात ǉा बरोबरीने ʉणून फोकस आिण हे मुƥ कŐ ūिबंदू आहेतf1 f2 f1 f2 
जे सामाɊतः  जेʬा आपण फोकसचा संदभŊ घेतो तेʬा लेɌपासून समान अंतरावर असतात लेɌचे जेʬा आपण सामाɊत: फोकल लŐथ ǉा f 
लेɌबȞल बोलतो तेʬा आपण दुस̴या फोकल लŐथ चा संदभŊ घेतो कारण ती लेɌǉा पलीकडे असते आिण ती दुसरी फोकल लांबी असते f2 
Ǜाचा आपण उʟेख करत असतो आिण  लेɌचा फोकस देखील आपण कॅिपटल दोनचा संदभŊ देत आहोत जे दुसरे तȇ फोकस आहे, f 
ʉणून येथे दोन आहे आिण फोकल लांबी दोन आहे तर वन चे महȇ काय आहे कारण Ůकाश येथून घटना आहेf f f 
 ȑामुळे महȇ काय आहे चे महȇ येथे ˙ʼ केले आहे जे वŝन येणारे कोणतेही िकरण समांतर Ůˑुत केले जाईलf1 f1 
 ȑामुळे आपʞाला याची आवʴकता कोठे आहे लेɌȪारे तयार केलेʞा Ůितमा िनिʮत करǻासाठी आपʞाला याची आवʴकता आहे 
जेणेकŝन पुढील िवषय असेल इमेिजंग िनिमŊती  लेɌǉा सहाʊाने Ůितमा तयार होतात
 ȑामुळे Ȫारे Ůितमा तयार होतात ʉणून मी Ůितमांǉा िनिमŊतीबȞल थोडƐात चचाŊ कŝ या आʉी आरशाǉा बाबतीत Ůितमांǉा lx 
िनिमŊतीबȞल तपशीलवार चचाŊ केली आहे ʉणून आता आपण लेɌȪारे Ůितमा तयार करǻाबȞल उिशरा चचाŊ करत आहोत रॅली िवˑाįरत मी 
आधीच पॉइंट ऑɥेƃǉा Ůितमेǉा िनिमŊतीवर चचाŊ केली आहे परंतु आता आपण पा Ŋ̫ िवˑाįरत ऑɥेƃचा िवचार करत आहोत जी येथे 
डायमे̢शन अबबची एक रेषीय ऑɥेƃ आहे एक Ůथम मुƥ फोकस दोन दुसरा मुƥ फोकस आहे ʉणून चला चला इथʞा आकृतीवरf f 
लƗ कŐ िūत करा ʉणजे ऑɥेƃमधून येणारा एक समांतर िकरण दुस̴या तȇावर फोकस करतो, जो िकरण लेɌǉा मȯभागी जातो तो 
अिवचिलत होऊन जातो आिण तो फोकसमधून येणा̴या िकरणांना छेदतो आिण तो  चा Ůितमा िबंदू असू Ȩा ʉणून चा Ůितमा िबंदू डॅश a a 
ʉणून िचɎांिकत केला आहे िकंवा िवˑाįरत ऑɥेƃ ची Ůितमा डॅश डॅश आहे येथे आता ितसरा िकरण जो पिहʞा मुƥ ab b 
फोकसमधून जात आहे तो समांतर Ůˑुत केला जाईल अनेक पįरİ̾थती आहेत  केसेस आपʞाला दोन िमळू शकत नाहीत ʉणून हे दोन िकरण
काहीवेळा आपण अवतल लेɌȪारे िवशेषतः  ǉा बाबतीत काढू शकत नाही आिण नंतर आपʞाला हे तȚ वापरावे लागेल की एक िकरण ah 

िŮİɌपल फोकसमधून येतो समांतर रŐडर केला जाईल अƗाǉा समांतर समांतर िकरण िकरण मुƥ फोकसमधून जाईल परंतु whi  ch 
मुƥ फोकसमधून जाणारा िकंवा येणारा िकरण समांतर Ůˑुत केला जाईल छेदनिबंदू आपʞाला आता ऑɥेƃची İ̾थती देईल  आपण हे 
ȕरीत पाš या कारण आपʞाला Ůितमांǉा िनिमŊतीशी पįरिचत आहे, ʉणून िũकोण आिण िũकोण डॅश डॅश पहाabp a b p 

Pru
tor
@
IIT
K



 ȑामुळे येथे आिण डॅश डॅश ʉणून हा िũकोण आिण हा िũकोण हे समतुʞ िũकोण आहेत कारण हे िवŜȠ कोन आहेत  ९० अंश abp b b 
समान आहेत
 ȑामुळे ितɎी कोन समान आहेत आिण ʉणून आपʞाकडे आहे जे ŮȑƗात ab by bpab by bp tan theta ab bp bp 
डॅश डॅश डॅश बा डॅश डॅश डॅश डॅश बरोबर आहे ʉणून हे टॅन आहे  ŮȑƗात िकंवा डॅश डॅश ʉणून मी हे b b b pb pb theta b 

इथे हलवत आहे ʉणून डॅश डॅश समान आहे डॅश आता साइन क̢ʬे̢शन लागू करत आहे आʉाला ah a b by ab b b by bp 
मािहत आहे की ते काय आहे ʉणून आʉाला शोधǻात रस आहे  डॅश कारण आʉांला लॅटरल मॅिưिफकेशनमȯे da sh b by ab 
ˢार˟ आहे ǛाŮमाणे आरशाǉा बाबतीत आʉाला लॅटरल मॅिưिफकेशनमȯे ˢार˟ आहे हे Ůितमेǉा आकाराǉा आकारानुसार m 
Ůितमेǉा आकाराǉा आकाराŮमाणे वˑुǉा आकाराŮमाणे आहे.
 ʉणजे आʉाला डॅश बाय डॅश डॅश बाय मȯे ˢार˟ आहे ʉणून डॅश डॅश बाई अब डॅश ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हेb ab b b p bp 

डॅश आहे िचɎ िनयमानुसार हे नकाराȏक आहे आिण हे वरील कोणȑाही अंतरावर सकाराȏक आहे अƗाǉा वरील हे धन आहे आिण hh 
ʉणून आपण डॅश डॅश वजा डॅश आिण बरोबर ऑɥेƃ अंतर जो सकाराȏक आहे आिण Ůितमा अंतर आहे जे सकाराȏक b h abh v 
आहे आिण ऑɥेƃ अंतर आहे जे आहे जे ऑɥेƃचे अंतर ऋण आहे.bp u 
 तर तेच आपण इथे बदलले आहे िकंवा डॅश आता जर आपण बायकोनकॅʬm is equal to h by h is equal to v by u 
लेɌǉा केससाठी Ůितमा बनवताना पािहली तर मला चचाŊ करǻाची गरज नाही पण तुʉी कŝ शकता.
  हे अगदी ˙ʼ पहा  की येथे ऑɥेƃ आहे आता एक समांतर िकरण येथे घटना वळवली जाईल ती वळवणारी लेɌ आहे येथे Ůथम ly ab 
मुƥ फोकस वŝन येत आहे येथे येथून एक िकरण येत आहे जो गेला असेल जो असेल  या तȇाकडे गेलं की इथे फोकस समांतर होईल f 2 
कारण इथून एखादा िकरण सुŝ ʬायचा असेल तर तो समांतर रŐडर केला गेला असता आिण ʉणूनच हा िकरण समांतर रŐडर केला 
जाईल आिण लेɌǉा मȯभागी जाणारा अॅरे अिवचिलत होईल.
 सवŊ तीन िकरण 1 2 3 येथे कुठेही छेदत नाहीत कडून येणारी िकरणे लेɌǉा पलीकडे कुठेही छेदत नाहीत परंतु लƗात ठेवा की ते एका a 
िबंदूवŝन येतात असे िदसते जेथे ते एकमेकांना छेदतात.
 बॅकवडŊ नंतर ते डॅश िबंदूवŝन आलेले िदसतात आिण ʉणून डॅश डॅश ही िȪकोन लेɌमुळे ची Ůितमा आहे, जर तुʉी िũकोण b ab abp 
आिण डॅश डॅश पािहला तर ते आहेत.b p eq 
  समान िũकोण आिण ʉणून डॅश डॅश समान आहे डॅश बरोबर डॅश आहे डॅश डॅश येथे डॅश आहेa b by ab b p bp h h bb hh 
जो ने अƗाǉा वर आहे हा Ůितमा अंतर वजा समान आहे आिण उणे ʉणजे उणे बाय उणे जे बरोबर बरोबर आहे h h v u v u v u 
िकंवा पा Ŋ̫ िभंग बरोबर बाय पूवŎŮमाणेच आहे याचा अथŊ तेच सूũ आहे जे आपʞाला बिहवŊŢ िभंगाǉा बाबतीत िमळाले आहे कारण m v u 
आपण ȑाचे पालन केले आहे.
 पुढील वगाŊत साइन क̢ʬे̢शन आपण काही उदाहरणे घेऊ आिण लेɌǉा पॉवरǉा िवषयावर पुढे जाऊ जेʬा लेɌ अिभसरण िकंवा वळवते 
तेʬा अिभसरण शƅी काय आहे आिण वळवणारी शƅी काय आहे याǉाशी संबंिधत शƅी असते.
 पुढǉा ʩाƥानात घेऊ 
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