
ಕึದ ಉಪක౲ ಸದย౵  ඁಜ౷ ೦ౢ ನದ ಉಪක౲ ಸ ෥വ౲ ฯ ಡ ๯๬౷ ಗತ කโ ද౵ ೕඨ ಇಂಟ඿ბ๺ ನย౵  ද౵ ೕඨ ಇಂಟ඿ბ๺ ನย౵  
ವ౾౳ ೕಭವನದ ಬಡ౛  ಚ೉ბ๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಇಂൿ ಒഖౣ  ಆಂತคಕ ಪ౳ ൟ෈ಂಬದ ๭౩ ൟಯඝ౬  කโ ඣೕലං౪ ೕๅ ಮൡ౨  කโ 
ತೕม౽ರದ ಇಂಟ඿ბ๺ ನย౵  ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ඦತರ කโ ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಮ๰ರಗಳ ෩ಲಕ 
ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  เಸ౨ ค๭ ಏಃಂದฉ ಮ๰ರಗำ เเಧ ಅನ౷ ಯಗัಡ ฿౲ ಪಕ฿ಜ ಬಳಸಲ౭ ഴತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෮ದฤ ತೕะ౽ರದ ಇಂಟ඿ბಸ౬ ย౵  ವ౾౳ ೕಭವನದ ඦತರ ಮ๰ರಗัಂದ ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ತೕม౽ರದ ಇಂಟ඿ბ๺ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಯย౵  ಮൡ౨  ಮ๰ರಗಳ ෩ಲಕ ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ෮ದฤ ಇย౵
කඝ ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ൧ೕค๯ൟ౨ ං౪ ೕච ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ෮ದฤ ชಌ೉ತ౳ ವඝ౬  ൧ೕค๯൤౨ ೕච ಇൿ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರഴ ෥ಧ౲ ಮಗಳ n n 
ನഴเನ ತೕะ౽ರದ ಇಂಟ඿ბ๺ ಇಂಟ඿ბ๺ ಆಜං ಇൿ ಮಧ౲ ಮ ಒಂൿ ಈ ಬൽಯย౵  ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽಯย౵  
ಮಧ౲ ಮ 2 ಮൡ౨  ಈ ๸ದಭბದย౵  කඝ ಜಂತ ກ೉౞ ನದඝ౬  ಪคಗ൐๭ං౪ ೕච n2 n1 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಒಂൿ ෈ಂൿ ವ๯౨ ฿ಜൿ౪ , ಅದರ ೉ತ౳ โ ಮಧ౲ ಮ 2 ರย౵  ಒಂൿ ๬౩ ನದย౵  งඬತำ౶ ತ౨ ං o i 
ಆದ౪ คಂದ ๬෥ನ౲ ฿ಜ ನย౵  ๸ಭเ๯ವ ඡರ ౾ರಣเං เಚಲನತಳ౶ ං ๻ൿຄೕಞವ ກคಕฯ ಇಂಟ඿ბ๺ ಮൡ౨  sp 
ಅඛ฀ൟ౳ ತ ಆೕನ ಆม౮ ದย౵  ಬฆವ ౾ರಣโ ಸಣ౧  ಆೕನ ಆม౮  ವ౾౳ ೕಭವನತำ౶ ತ౨ ං ಏಃಂದฉ ಇย౵  ೋಃౙ ಗಳ ชಒ෷ 
ಇಂಟ඿ბ๺ ಡ ๬෥ನ౲ ವඝ౬  ൧ೕค๯ತ౨ ං i 
ಆದ౪ คಂದ ಘಟචಯ ಆೕನ฿ಜං ಮൡ౨  ಜಂತ ກ೉౞ ฆโದคಂದ ౾ರಣโ ෇ಞತ౨ ං ๬෥ನ౲  ಕഷಡ ಮൡ౨  n2 n1 
ಆದ౪ คಂದ ౾ರಣโ ๬෥ನ౲  ಢฑ ನ ಕഷಡ ෇ಞತ౨ ං, ಅൿ ඡರ ౾ರಣವඝ౬  ෈ಂൿเನย౵  ೞൽ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  i 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಈ ವ๯౨ เನ ೉ತ౳  ෈ಂൿ฿ಜං ಈಗ ಇൿ ಘಟචಯ ಆೕನ฿ಜං ಮൡ౨  ಸಹಜ฿ಜ කඝ ಇย౵  ಒಂൿ ಸಣ౧  
ූಗವඝ౬  ൧ೕค๭ං౪ ೕච ಪ౳ ൟ෈ಂಬโ ෴฿ಗล ಇฆโದคಂದ ෍ಳ౾ನ ಪ౳ ൟ෈ಂ෈ತ฿ಜං ಆದฉ ෮ದฤ ಈ ූಗโ ಛั 
ಮൡ౨  ಛ೧ನ ಇಂಟ඿ბ๺ ಆಜದ౪ ฉ ๬෥ನ౲ ฿ಜ කಲౙ คಂದ ಐൿ ಪ౳ ൟಶತದ๠ౣ  ೉ಕౙ ർಜං ಆದฉ ಈ ූಗವඝ౬  ಪ౳ ൟ෈ಂಬದ 
ศಪನ ಎಂൿ ಕฉ෷ವ ෩ಲಕ ಈ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ศඪ๯ವ ෩ಲಕ ಕല෫ ෥ಡಬ๾ൿ. ඦತರದ ชಌ೉ತ౳ ಗำ කโ 
ಈ ಪ౳ ൟ෈ಂಬವඝ౬  ಸರಳ฿ಜ ඛಲბ౾౹ ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಇย౵  ವ౾౳ ೕಭವನದ ౾ರಣದ ෬ว ෥ತ౳  ಄ಂൽ౳ ೕಕค๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ೉ತ౳ ದย౵  ൧ೕค๭ฆ๋൤ ಆม౮  ෈ೕഓ ಮൡ౨  ಛ෥ ಇย౵  ಆೕನಗะಜๅ ಎಂ්ൿ ಅౘඅಂൽಡ a lpha 
ಒಳತำ౶ ವ ಆೕನ฿ಜං ಮൡ౨  ෈ೕഓ ಎಂ්ൿ ಅౘඅಂൽಡ ๬෥ನ౲ ฿ದ ಆೕನ฿ಜං ಮൡ౨  ಛ෥ ಇൿ ಛ෥ ಮൡ౨  
ಇൿ ವ౾౳ ೕಭವನದ ಆೕನ ಆಜං ಘಟචಯ ງತದย౵  ಇൿ ಇย౵  ෬ว౱ ೖ෵ಂದ ವ๯౨ เನ ಅಂತರ฿ಜං ವ๯౨ เನ r r m 
๬౩ ನಃౙ  ෈ಂൿโ ವ๯౨ เನ ඀ರ฿ಜං කโ ඦತರ ೉ກ౬ ಯ ಸ෥ๆಶವඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಆದฉ ಇൽೕಗ ඛೕโ p u 
ವ๯౨ เನ ඀ರವඝ౬  ಉว౵ ೕ಍๯ൟ౨ ೕค ಮൡ౨  ೉ತ౳ ದ ඀ರವඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ීಡ฿ಳ ಎಂ්ൿ ಈ v r r 
෬ว౱ ೖಯ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ฿ಜං ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳  ಮൡ౨  ಎಂ්ൿ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಯ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ฿ಜං, ಈಗ c r 
කโ ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳ ದ ๭౩ ൟಯඝ౬  ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳ ವඝ౬  ಊ๼๯൤౨ ೕๅ, ಇದඝ౬  කඝ ಈಛಗศ ನಮ౱  ๼ಂൽನ ತರಗൟಗಳย౵
ಒಂದඝ౬  ಚ೉ბ๭ං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಇದರ ಅಥბๆචಂದฉ ಅದඝ౬  ಇย౵  ൡಂ෇ ೉ಕౙ ർಜ ൧ೕค๯൤౨ ೕච ಇย౵  ൿ౲ ൟฏಧ౳ โ කโ ಆඪౣ ಕฯ ๭ಸౣ ෳ 
ಅඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ ಅൿ ಹಲ฿ฆ ಘಟಕಗಳඝ౬  ಅಥ฿ ಹಲ฿ฆ ෬ว౱ ೖಗಳඝ౬  ຄಂൽರಬ๾ൿ ಆದฉ ಇൿ ಸಣ౧  
ൿ౲ ൟฏಧ౳ ൽಂದ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖ ಆಜದ౪ ฉ කโ ಇย౵  ෇౵ ಋ ಅඝ౬  ๻౾ದฉ ಅൿ ಈ ෨ಂං ಅඩರದಶბಕ ๬ౣ භ w 
ಆಜං ಒಂൿ ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳ ವඝ౬  ൤ฉ෷โದคಂದ ಮൡ౨  ಈ ൿ౲ ൟฏಧ౳ ದ ෩ಲಕ ಪ౳ ๆ๏๯ವ ෍ಳ౾ನ ౾ರಣಗำ 
ಪ౳ ൟಫಲನ ಅಥ฿ ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  ಒಳಛಞൟ౨ ๅ ಅಥ฿ ෴โർದง ಒಂൿ ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳ ವඝ౬  කโ ಪคಗ൐๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ 
ಅಂದฉ ౾ರಣಗำ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ඛಮಡ เเಧ ಬಣ౧ ಗಳඝ౬  ൧ೕค๯൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ౾ರಣಗำ ತ෴ค๯ತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಇย౵  ඩ෵ಂഡ ಆ෍ౠ ಋౣ  ಅඝ౬  ಒ ಅಥ฿ ඩ෵ಂഡ ෩ಲ ಎಂൿ ຂಳฤ ಅವ౽ಶ ඛೕലದฉ ಇย౵  ಸಣ౧  p 
ಆೕನಗಳඝ౬  ෥ഴವ ඡರ ชಒಯ ౾ರಣಗಳ ಉದ౪ ౙಁ  ಚย๯ವ ౾ರಣಗำ ಈ ൿ౲ ൟฏಧ౳ ದ ෩ಲಕ ෥ತ౳  ๻ൿຄೕಗฤ 
๬ಧ౲ ฿ಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳  ಎಂದฉ කโ ౾ರಣಗัಡ ඛಬბಂඌ๯൤౨ ೕๅ ಅౘದ ಸ෦ೕಪದย౵  ๻ൿຄೕಞವ ౾ರಣಗำ ಮൡ౨  
ಸಣ౧  ಆೕನಗಳඝ౬  ෥ತ౳  ෥ഴವ ౾ರಣಗำ ಮൡ౨  ಇൿ ඩ౲ ฃ౾౺ ಯฯ ಅಂർಜඝ౬  ຄರൡಪല๭ ෎ชඞ ಅಲ౵ , 
ಆದ౪ คಂದ ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳ โ ඩ౲ ฃ౾౺ ಯฯ ಅಂർಜඝ౬  ൣඪ౨ ಪല๯ತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ කโ ඩ౲ ฃ౾౺ ಯฯ ಅಂർ೧ನ ಬಡ౛  ಚ೉ბ๭ං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಅౘದ ಅಂർ೧ನ ಸ෦ೕಪเฆವ ౾ರಣಗำ ෥ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ๅ ಅಂದฉ කඝ ಇย౵  ๲౵ ೖി ಅඝ౬  ๼ಂൟฆಜ๯൤౨ ೕච 
ಮൡ౨  ಇದರಥბ ಆೕನ ಆม౮  ಆೕನ ಆม౮  ಇย౵  ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಈ ಇದಃౙ  ൡಂ෇ ಹൟ౨ ರದย౵ ං ಆದฉ ಸ౭ ಷౣ ൤ಛಜ කඝ m 
൧ೕค๭ං౪ ೕච ಸ౷ ಲ౭  ඀ರದย౵  
ಆದ౪ คಂದ ಆೕನಗำ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ತೕಚค๯ತ౨ ๅ ಆದฉ ಆೕನ ಆม౮  ൡಂ෇ ೉ಕౙ ർಜං ಏಃಂದฉ ඩ෵ಂഡ ൡಂ෇ m 
ಹൟ౨ ರದย౵ ං ಏಃಂದฉ කโ ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳ ವඝ౬  ಊ๼๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ඩ౲ ฃ౾౺ ಯฯ ಅಂർ೩ ෥ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಅಂದฉ ඩ෵ಂഡ ಡ ಹൟ౨ ರದย౵ ං ಅಂದฉ ಆೕನ ಆม౮  ෈ೕഓ m p 
ಮൡ౨  ಛ෥ ಎม౵  ಆೕನಗำ ಮൡ౨  ಏಃಂದฉ ಈ ງತโ ಇย౵ ಡ ීದฉ ๬෥ನ౲ โ ๼ೕಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  කඝ ൡಂ෇ i r 
೉ಕౙ ർಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ කโ ഓ౲ ඨ ಆม౮ ದ ಅಂർ೩ ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಆม౮  ൡಂ෇ ೉ಕౙ ർಜർ౪ ಗ ಆม౮ ಡ 
ಸค๯෥ฆ ಸ෥ನ฿ದ ๴ඨ ಆม౮ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಆม౮  ชലಯඨ౺  ನย౵ ං _ _ ಇย౵  ಚ೉ბ๭ ಏಃಂದฉ ಪ౳ ൟ෈ಂಬದ 
ศಪನಗಳඝ౬  ಅಥბ෥ലಆಳ౶ ฤ කโ ತฏಗ ඁಜ౷ ೦ౢ ನವඝ౬  ൟัൿಆಳ౶ ෎ಀ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ඦತರದ ງತದย౵  ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ ಈಗ කโ ಸಮ๲౲ ಡ ๼ಂൟฆಞ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಇย౵  ಇൿ ಒಂൿ sp 
ನย౵  ವ౾౳ ೕಭವನ฿ಜං ກคಕฯ ෬ว౱ ೖ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෮ದฤ ಇย౵  ಆೕನಗಳ ෬ว ಄ಂൽ౳ ೕಕค๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ൟ౳ ಆೕನ ಮൡ౨  ಅඝ౬  ඣೕലದฉ කโ ಆೕನವඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ඦತರ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓ om comc 
ಐಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ඣೕലದฉ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಆೕನ ಈ ಆೕನ ಈ ൟ౳ ಆೕನ ಇย౵  mci m 
ൟ౳ ಆೕನ ඦತರ කโ ಪ౵ ๺ ಛ෥ ෈ೕഓಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ කโ ඣೕಡಬ๾ൿ ಅൿ ಈ ವ౾౳ ೕಭವನದ m ci r 
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ಆೕನ ಇย౵  ಮൡ౨  ಃಲโ ಆೕನ ಇย౵  ಛ෥ ಎಂൿ කඝ ๰೉๭ං౪ ೕච r 
ಆದ౪ คಂದ ದಯเഖౣ  ನഴเನ ವ౲ ൞౲ ಸವඝ౬  ඣೕല ಮൡ౨  ಛ෥ ಅඝ౬  ಈ คೕൟ ಬฉಯมಞತ౨ ං ಆದฉ ಛ෥ದย౵  r r 
කโ ಈ คೕൟ ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ඡರ฿ಜ ಇൿ ಛ෥ ಮൡ౨  ಇൿ r 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ෎ฉ ෴โർದง ೉ກ౬ ಯඝ౬  ಬಳಸಬ๾ൽൡ౨  ಆದฉ කඝ ಛ෥ ಆม౮  ෈ೕഓ ಛ෥ವඝ౬  ಬಳ๭ං౪ ೕච

ಆದ౪ คಂದ කඝ ಆม౮  ෈ೕഓ ಛ෥ವඝ౬  ಬಳ๭ං౪ ೕච ඩ෵ಂഡ ෈ೕഓโ ಆฑ ಪ౵ ๺ ಛ෥ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಐ ಮൡ౨  ಆฑ ನย౵  ಆಸ౾౨  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಏಃಂದฉ කโ ๲౬ ฯ ನ ඛಯಮವඝ౬  ಅನ౷ ෵ಸฤ ಬಯ๯൤౨ ೕๅ 
ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅඝ౬  ෈ೕഓ ෭ನ๺ ಛ෥ಃౙ  ಸಮ ಎಂൿ ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಈಗ ಚ೉ბ๭ದ ඩ౲ ฃ౾౺ ಯฯ r 
ಅಂർ೧ನ ౽ರಣ ಎರಡඡ ෈ಂൿ ಆม౮  ๯෥ฆ ഓ౲ ඨ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಈ ชಌ೉ತ౳ ದย౵  ಆม౮  ഓ౲ ඨ ಆม౮  a lpha 

ಆದฉ ಇย౵  ඩ෵ಂഡ ಡ ಹൟ౨ ರ฿ಜฆโದคಂದ කโ ಅඝ౬  ಬฉ෷൤౨ ೕๅ෻ md by o dmd by odmd by od m p op 
ಅൿ ಅౘಃౙ  ಹൟ౨ ರದย౵ ං ಎಂൿ කโ ඣೕലದฉ ಅൿ ಸค๯෥ฆ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ ෈ಂൿโ ಅౘಃౙ  od m 
ಹൟ౨ ರದย౵ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಡ ಸค๯෥ฆ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෵ಂದ ූಜ๭ ಅಂದฉ කโ ඛಂದ ಅඝ౬  ಅಂർ೩ md o p op op 
෥ഴ൤౨ ೕๅ ಇൿ ඩ౲ ฃ౾౺ ಯฯ ಅಂർ೧ಡ ಅಥ฿ ಸಣ౧  ൿ౲ ൟฏಧ౳ ಗಳඝ౬  කโ ಈ ಆೕನಃౙ  ඛಖರ฿ಜ ಪคಗ൐๭ർಗ ඛೕโ 
ൟ౳ ಆೕನವඝ౬  ඣೕഴൟ౨ ೕค ෈ೕഓ ෈ೕഓಡ ಸค๯෥ฆ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෵ಂದ mdc tan md cd 
ූಜ๭ ಮൡ౨  ෮ದยඦ൤ කโ ඛಂದ ಅඝ౬  ಅಂർ೩ ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಏಃಂದฉ ඛಖರ฿ಜ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ฿ಜං, cp cd cp 
ಅದ౽ౙ ಜ෻ කโ ಈ ಅಂർಜඝ౬  ෥ഴವ ඲౳ ಋ ಆಜං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಛ෥ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ഓ౲ ඨ ಛ෥ಡ 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಇย౵  ൟ౳ ಆೕನವඝ౬  ඣೕലದฉ ಆಗ ഓ౲ ඨ ಛ౲ ෥ಃౙ  ಸ෥ನ฿ದ ಛ෥โ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං mdi md 

෵ಂದ ූಜ๭ ಆದฉ ೉ತ౳ ದ ಅಂತರ฿ಜං idmd i d ip 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ෵ಂದ ඛಂದ ಅಂർ೩ ෥ഴൟ౨ ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  md ip 
ಆದ౪ คಂದ ಆഔౣ ฆವ ಆೕನ කඝ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಅಂದฉ ಆม౮  ಇย౵  ಆಜං ෈ೕഓโ i md o p cp 
෵ಂದ ಆಜං, md 
ಆದ౪ คಂದ ෩ಲಕ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ෩ಲಕ ಮൡ౨  ಆೕನ ෈ೕഓ ෭ನ๺ ಛ෥ ෈ೕഓಡ i op md c p md r 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಇย౵  ෵ಂದ ෭ನ๺ ෩ಲಕ ෩ಲಕ ෭ನ๺ ෩ಲಕ ಆಜං md cp md ipmd cp md ip 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಇโಗಳඝ౬  ๼ೕಡ ๰೉๭ං౪ ೕච ಸ෦ೕಕರಣ ෩ฆ ಮൡ౨  කฤౙ  ಈಗ කโ ๲౬ ฯ ඛಯಮವඝ౬  
ಅನ౷ ෵๯൤౨ ೕๅ ಏಃಂದฉ ನಮ౱ ย౵  ಆฑ ನಮ౱ ย౵ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ๭ඨ ಐ ා ๴ඨ ಆฑ ಎಂ්ൿ ಎඨ ಎರಡคಂದ ಎඨ ಒඨ ಅಥ฿ ಎඨ ಒඨ ๭ඨ ಐ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎඨ ಎರഴ 
๴ඨ ಆฑ ಆದฉ ಮ൤౨  ನಮಡ ಆೕನಗำ ಎಂൿ ൟัൽං ಮൡ౨  ಬಹಳ ೉ಕౙ ർಜං ಮൡ౨  i r 
ಆದ౪ คಂದ ಸಣ౧  ಮൡ౨  ಛಜ කโ ๴ඨ ಸค๯෥ฆ ๴ඨ ಡ ಸค๯෥ฆ ಸ෥ನ฿ಜ ಡ ಸค๯෥ฆ i r i i r 
ಸ෥ನ฿ಜ ಬฉಯಬ๾ൿ ಅಂದฉ ಒಂದคಂದ ಎರഴ ಡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಇൿ ಸค๯෥ฆ ಸค๯෥ฆ n i n r 
ಉತ౨ ಮ ಅಂർ೩ ಒಂൿ ಈಗ ಎರഴ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಮൡ౨  ಅඝ౬  ಇย౵  ඛೕಡมಜං n i n r i r 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ ಡ ಸ෦ೕಕರಣ ෩ರคಂದ ಎರഴ ಡ ಸ෦ೕಕರಣ කಲౙ คಂದ n ii n rr 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಇದඝ౬  ಸ෦ೕಕರಣ ๸ಒ౲  ಆฆ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ ಈಗ කโ ಇย౵  ෨ಂൿವค෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ಇค๭ಆಳ౶ ฤ ಅವ౽ಶ ඛೕലದฉ කโ තವბ ඬಟൽಂದ ಇದರ ෬ว ಄ಂൽ౳ ೕಕค๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅඝ౬  ಅඝ౬  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಉದ౪ ౙಁ  n1 i n2 md md 
๬෥ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ຄೕಞತ౨ ං ಆෆ ಮൡ౨  MD 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒಂൿ ෩ಲಕ ೯൤ಡ ಎರഴ ෩ಲಕ ಉัൽං౪ ೕๅ n op n ip 
ಆದ౪ คಂದ ಆಜฆವ ಈ ූಗโ ಎರഴ ෩ಲಕ ಎರഴ ෩ಲಕ ಎರഴ ಈ ಬൽಡ ತฆൟ౨ ං౪ ೕච md n ip n ip n 
ಆದ౪ คಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං n 2 by ip cp 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಪದವඝ౬  ෵ಂದ ෭ನ๺ ෥ಡฤ ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽಡ ಆಂഺ෷౲ ൤౨ ೕๅ ಈಗ ಇย౵  කโ cp n 2 n 1 

ಮൡ౨  ಗಳඝ౬  ๰ಕ౨ ฿ಜ ಬದยಸฤ ຄರഔฆವ ๴ඨ ಕච౷ ನ౸ ඨ ಅඝ౬  ඣೕಡ෎ಀ ಮൡ౨  ๴ඨ ಕච౷ ನ౹ ඨ ಏඝ opip cp 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ಅವ౽ಶ ෥ലಆല ೉ກ౬ ಯ ಸ෥ๆಶವඝ౬  ತ౷ คತ฿ಜ චನඪ๭ಆ ౶ั , ಇൿ ಕನ౬ ലಗಳ เಷಯದย౵  කโ 
ຄಂൽฆ๋൤෻ ಇฆತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵  ವ౾౳ ೕಭವನದ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಇย౵  ಅౘಃౙ  ಇย౵  ๬෥ನ౲ ฿ಜฆವ ෈ಂൿโ ෩ಲ 

ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 0 ಮൡ౨  ಎಡൽಂದ ෍ಳ౾ನ ಘಟචಯඝ౬  කโ ಏಕงಪ฿ಜ ಎಡൽಂದ x 0 x y 
෍ಳ౾ನ ಘಟචಯඝ౬  ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ൽಀౙ  ಧකತ౱ ಕ ൽಀౙ  ಇದರ ಉದ౪ ౙಁ  ಇฆತ౨ ං x x 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಧකತ౱ ಕ ൽಀౙ  ಅಂದฉ ಈ ෈ಂൿเඛಂದ ಎಡූಗದย౵ ฆವ ඀ರโ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  
ಬಲූಗದย౵  ෴โඃ ඀ರเದ౪ ง ಅൿ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಅൽฆ ವ๯౨ เನ ಅಂತರโ ೉ತ౳ ವඝ౬  งඪ๯ವ ಅඃ 
ชಌ೉ತ౳ ದ ವ๯౨ ฿ಜං ಮൡ౨  ಇย౵  ವ๯౨ ඛಷ౤  ඀ರದ ಆභ ෭ನ๺ ෷ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ ಅൿ ෈ಂൿเನ p 
ಎಡූಗದย౵ ං ಆದฉ ಎಂ්ൿ ೉ತ౳ ದ ಅಂತರ฿ಜං, ಇൿ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ฿ಜฆವ ಧකತ౱ ಕ ಆಜං ಒಂൿ ๆึ කโip cp 
ಈ คೕൟಯ ౽චౙ ೕํ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ ಅൿ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಇದฌಂൽಡ ಆದฉ ಅโ ಇย౵  කඝ ಒಂൿ 
෈ಂൿเඛಂದ ීඈ൤ ൧ೕฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ೉ತ౳ ದ ವೋბವฯ ಇ෬೴ ಅඝ౬  ෈ಂൿเನย౵  ರ೉ಸมಞತ౨ ං ෴โඃ ๸ದಭბದย౵  ಈ ನย౵  ಈ i poi 
๸ದಭბದย౵  ವ๯౨ เನ ಅಂತರโ ಈ ෈ಂൿเನ ಎಡූಗದย౵  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 0 ಡ x y 
ಸ෥ನ฿ದ 0 ೉ತ౳ ದ ಅಂತರโ ಎಡූಗದย౵ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ෭ನ๺ ಆಜං ಮൡ౨  ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ โ ಎಡූಗದย౵ ං ಏಃಂದฉ ಇൿ ౽චౙ ೕํ ෬ว౱ ೖ෴ಜൿ౪  ಅದರ v 
ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ โ ಎಡූಗದย౵ ං ಮൡ౨  
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ಆದ౪ คಂದ ಅๅಲ౵ ใ ಋ൏ತ౱ ಕ ಆದฉ ಈ ๸ದಭბದย౵  කโ ഔ ಎಂൿ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ವ๯౨ เನ ಅಂತರโ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜං 
ಆದฉ ಇโಗำ ಸ౽ฃತ౱ ಕ฿ಜๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯย౵  ಪ෴ბಯ฿ಜ ಬಳ๭ർಗ ಇದඝ౬  ౽ಳ೧ ವ๼ಸ෎ಀ ಏಃಂದฉ කโ ౽චౙ ೕํ ෬ว౱ ೖ 
ಅಥ฿ ඪೕನ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡง කโ ಪഷ෷ವ ಫย൞ಂಶ ෥ತ౳  ෥ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಅನ౷ ෵๯ತ౨ ං ಈಗ කโ ๴ඨ ಕච౷ ನ౸ ඨ ಅඝ౬  ಅನ౷ ෵๯ವ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಅನ౷ ෵๯ವ ಸ෦ೕಕರಣโ ಇย౵ ಡ 
๼ಂൟฆಜංโ ๴ඨ ಕච౷ ನ౸ ඨ ಅඝ౬  ಅನ౷ ෵๯ವ ಸ෦ೕಕರಣโ ෭ನ๺ ෷๭ඪಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ವ๯౨ เನ op 
ಇ෬೴ ඀ರโ เ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵  ಮൡ౨  1 คಂದ ෭ನ๺ ෷ ೯൤ಡ ಅඝ౬  เ ෩ಲಕ ಬದย๯൤౨ ೕๅ ඛಂದ ෭ನ๺ n 2 r n 2 n n1 
ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅಥ฿ කโ ಅದඝ౬  งಪದย౵  ๻ಕಬ๾ൿ ෭ನ๺ ෩ಲಕ ෭ನ๺ ಡ n2 v n1 u n2 n1 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಈಗ ಇൿ ವ๯౨ เನ ನഴเನ ๸ීಧವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಎಂಬ ಅಥბದย౵  ಬಹಳ ෨ಖ౲ ฿ದ 
ಸ෦ೕಕರಣ฿ಜං ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ඛೕലದ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಯ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ಮൡ౨  ವಕ౳ ൤ಯ 
ൟ౳ ಜ౲ ದ ಪคූ๣ಯย౵  ඀ರ ಮൡ౨  ೉ತ౳ ದ ඀ರ ಎಂದฉ ವ๯౨ ಗಳ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲  ಮൡ౨  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕವඝ౬  
ඛೕಡมಞತ౨ ං ඦತರ ವ๯౨ เನ ෴โඃ ๬౩ ನಃౙ  ಅൿ ಏචಂൿ ನಮಡ ൟั๯ತ౨ ං ೉ತ౳ ದ ๬౩ ನ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಅൿ ກೋ౞  ಸ౭ ಷౣ ฿ಞತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಇย౵  ಒಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵  ಒಂൿ ತ౷ คತ ಉർಹರൕಯඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ತೕม౽ರದ ෬ว౱ ೖ ಮൡ౨  ವ๯౨ โ 100 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ඀ರದย౵ ං ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಯ ವಕ౳ ൤ಯ 
ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  25 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ඛೕಡมಜං ಇย౵  ವ๯౨ ವඝ౬  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ 1.5 ඣಂൽಡ ಛ೧ඦ൤ ඛೕಡมಜං ಮൡ౨  
ಅದರ ຄರಡ ಛั෷ 1.0 ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ඩ෵ಂഡ ವ๯౨ โ 100 ರ ඀ರದย౵ ฆ฿ಗ ೉ತ౳ ದ ๬౩ ನವඝ౬  ඛಧბค๯ತ౨ ං ๲ಂഔ෦ೕಟฑ 50 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಮൡ౨  
25 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ෩ಲේತ฿ಜ ๰ತ౳ ದย౵  ಪ෴ბಯ฿ಜ ಸರಳ฿ದ ಸಮ๲౲ ෴ಜං ಏಃಂದฉ කโ ಇൽೕಗ ಈ 
๰ತ౳ ವඝ౬  ಪഷൽฆವ ಏಅಕ ಇಂಟ඿ბ๺ 
ಆದ౪ คಂದ කโ 100 ๲ಂഔ෦ೕಟಡბ ಇย౵  100 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಮൡ౨  ಆฑ 25 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಆฑ ಆಜං ಇย౵  ಈ ඪೕನ ෬ว౱ ೖಡ 
ಧකತ౱ ಕ฿ಜං ಮൡ౨  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕಗಳඝ౬  ඛೕಡมಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯย౵  ಪ෴ბಯ฿ಜ ෥ലದฉ කโ ಇದඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಛ೧ನ ෥ಧ౲ ಮದย౵  150 150 v 
๲ಂഔ෦ೕಟಗბಳ ජಜ ೉ತ౳ ಣಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅൿ ಧකತ౱ ಕ 150 ๲ಂ. ಐ෦ೕಟฑ ಅಂದฉ ಇย౵  100 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಆಜದ౪ ฉ 
೉ತ౳ โ ಇย౵   ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ඩ෵ಂഡ ඛಂದ ಇย౵   ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ನย౵  งඬತಂലൡ౨  150 150
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ೉ತ౳ ದ ๬౩ ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ൤ಡൿಆಂಡฉ ಈ ๰ತ౳ ದ ಅನ౷ ಯದ ತ౷ คತ เವರൕ ಅඃ คೕൟ ඛೕโ  ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಡ ෥ಡಬ๾ൿ ಆದฉ 50
෸ ම෨ბม ๲ౣ იೖഡ මವბിბ ಬದยಯย౵  ෭ನ๺ 25 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಪ෴ბಯಃౙ  ಸಮකಜฆವ ෩ರචಯದඝ౬  
ತ౷ คತ฿ಜ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕච ಮൡ౨  ඛೕโ ಅඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค ෭ನ๺ 75 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ෭ನ๺ 75 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಅಂದฉ v v
ಈ ಬൽಯย౵  ಮൡ౨  ಅย౵ ෻ කโ ವೋბವฯ ಇ෬೴ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಈ ๼ಂං ๸౾౹ ಪ౨ ฿ಜ เವค๭ದ ಪค๭౩ ൟ෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ คೕൟಯ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಇย౵  ಅౘเං ಮൡ౨  ಈ ๸ದಭბದย౵  ವ๯౨  
෈ಂൿโ ൡಲකತ౱ ಕ฿ಜ ಹൟ౨ ರದย౵ ං ෬ว౱ ೖ ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ โ ಎส౵ ೕ ಇං ಇย౵  ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ โ ಈ ಬൽಯย౵ ං ಆದฉ 
ಇย౵  ඣೕല ಆದฉ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ชಒ෷ ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ๳ฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಈ ಒಂൿ ౾ರಣವඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕච ಈ ๬෥ನ౲ ฿ಜ ಘಟච෷ ൽ౷ ൟೕಯಕ฿ಜ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං, කඝ
෴โඃ ಅඛ฀ൟ౳ ತ ౾ರಣವඝ౬  ಆค๯ൟ౨ ං౪ ೕච ಅൿ කඝ ಇย౵  ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ๲ึ෷ൟ౨ ದ౪ ฉ ಅൿ ෬ว౱ ೖಡ 
๬෥ನ౲ ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ෎ฉ ಬಣ౧ ವඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ෬ว౱ ೖಡ ๬෥ನ౲ ฿ಜං ชಒ෷ ಘಟචಯ ෈ಂൿವඝ౬  ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ ಃౙ  ๳ฆತ౨ ං ಎಂൿ කโ 
ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಸಹಜ฿ಜ ෇ಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ౾ರಣโ ವ౾౳ ೕಭವನತำ౶ ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ౾ರಣโ ๬෥ನ౲  ಕഷಡ ෇ಞತ౨ ං ಆದฉ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಅൿ ಇඞ౬  ෎ฉഷಡ ಬฆโൽಲ౵  ಮൡ౨  ೞൽ๯ತ౨ ං ಈ 
౾ರಣದ ೯൤ಡ ಇൿ ಒಂൿ ෈ಂൿเඛಂದ ීඈ൤ ౽൒ತ౨ ං, ಅൿ ಇย౵  ಎส౵ ೕ ಒಂൿ ෈ಂൿเಡ เಸ౨ ค๯ൟ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ವ๯౨ เನ ඀ರ฿ಜൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಆಜൡ౨  ಮൡ౨  o 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂൿ ವೋბವฯ ೉ತ౳ ವඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං ಈ ೉ತ౳ ದ ඀ರ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ౘ෦๭ ಇൿ ೉ತ౳ ದ ಅಂತರ฿ಜං ಮൡ౨  ಇൿ 25 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಆಜฆ฿ಗ ෩ರඡ ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ෭ನ๺ 75 
๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಎಂൿ කโ ಉತ౨ ರವඝ౬  ಪഷൿಆಂലං౪ ೕๅ, ಇൿ 25 ๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಆಜൡ౨ , ಅಂದฉ ඛೕโ ෭ನ๺ 25 
๲ಂഔ෦ೕಟฑ ಆಜದ౪ ฉ කโ ೉ತ౳ ದ ๬౩ ನವඝ౬  ಪഷൿಆಂലං౪ ೕๅ ෭ನ๺ 75 ಇൿ ವೋბವฯ ಆ෍ౠ ಋౣ  ವೋბವฯ ಇ෬೴ 
ಆಜൿ౪  ಅൿ ಒಂඃ ಬൽಯย౵  งඬತำ౶ ತ౨ ං, ಅದ౽ౙ ಜ෻ ನಮಡ ಈ ಪค๭౩ ൟ ಇං ಏಃಂದฉ ವ๯౨ โ ಹൟ౨ ರದย౵ ං ಏಃಂದฉ 
ವ๯౨ โ ಸ౷ ಲ౭  ඀ರದย౵ ದ౪ ฉ ಅൿ ಘಟච෴ಞൟ౨ ൡ౨  ಮൡ౨  ಅൿ ವ౾౳ ೕಭವನತำ౶ ತ౨ ං ಮൡ౨  ೞൽ๯ತ౨ ං ಇย౵  ಎส౵ ೕ 
ಅౘเං 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಆ ๸ದಭბದย౵  ಧකತ౱ ಕ ಆຉ ಇ෬೴ ඀ರವඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค 
ಆದ౪ คಂದ ವ๯౨ เನ ๬౩ ನವඝ౬  ಅವอ෈๭ කโ ಅඃ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಡ ೉ತ౳ ದ ๬౩ ನವඝ౬  ຄಂൽฆ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಆ ಎರഴ ಸರಳ ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ൤ಡൿಆಂലං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ෨ಂං ෨ಂൿವค෽ೕಣ ಮൡ౨  කโ ಇย౵  ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂඃ ಇಂಟฑ ඿๺ ನ ඦತರ ಆຉ ಅඝ౬  ಅඝಮൟ๯ತ౨ ං ಈಗ วඨ౺  ඛಂದ ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  ຄೕತೕಣ 
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ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  කโ วඨ౺  ඛಂದ ವ౾౳ ೕಭವನ฿ಜං౪ ೕๅ ಈಗ ෮ದฤ ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಮൡ౨  ඦತರ วඨ౺  ಡ 
๼ಂൟฆಜ 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵ ං ಮ๰ರโ ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಆಜං ಇൿ ವ౾౳ ೕಭವನದ ෬ว౱ ೖ ಒಂൿ ಇൿ ವ౾౳ ೕಭವನದ ෬ว౱ ೖ ಎರഴ ಇൿ 
ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ಎರഴ วඨ౺  ෥ಧ౲ ಮโ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ಎರഴ ಮൡ౨  ಈ ๸ದಭბದย౵  කඝ ಎರവ n n 
ಬൽಗಳย౵  ൤ಡൿಆಂലං౪ ೕච ಮൡ౨  ಒಂದඝ౬  ෈ ಮൡ౨  ෩ฆ ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽಯย౵ ෸ ಸಹ ಆದฉ ಸರಳ฿ದe n one n 
๸ದಭბದย౵  කโ ຄರಡ ಒಂൿ ඛൽბಷౣ  ෥ಧ౲ ಮเං ಎಂൿ ಪคಗ൐๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಮ๰ರโ ඛൽბಷౣ  ෥ಧ౲ ಮದ 
๬෥ನ౲ ฿ಜ ಛ೧ನ ಮ๰ರ฿ಜං ಮൡ౨  ಇൿ ವ౾౳ ೕಭವನದ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ຄಂൽං ಮൡ౨  ಎರഴ ಇย౵  ವ๯౨ เං 
ಆದ౪ คಂದ ౾ರಣಗำ ವ๯౨ เඛಂದ ຄರຄ෨౱ ತ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කඝ ෩ฆ ౾ರಣಗಳඝ౬  ಒಂൿ ඡರ ౾ರಣವඝ౬  ൧ೕค๭ං౪ ೕච ಅൿ ಅౘದ ಉದ౪ ౙಁ  ๻ൿຄೕಞತ౨ ං ಈಗ කโ
ಒಂൿ ඛ෦ಷದย౵  ඣೕഴವ ಅౘ ෴โൿ ಮൡ౨  ඦತರ කඝ ൧ೕค๭ฆವ ಇತರ ಎರഴ ౾ರಣಗำ ಅโ ෮ದฤ 
ವ౾౳ ೕಭವನತำ౶ ತ౨ ๅ ಎಂൿ ൧ೕค๭ං ಅโ ಇย౵  ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  ಒಳಛಞತ౨ ๅ ಮൡ౨  ඦತರ ಅโ ಎರಡඡ ෬ว౱ ೖಯย౵  
ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  ಒಳಛಞತ౨ ๅ ಇย౵  ಎರഴ ವ౾౳ ೕಭವನಗำ ಇๅ 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದಲ ವ౾౳ ೕಭವನ ಮൡ౨  ಎರಡඡ ವ౾౳ ೕಭವನโ ೉ತ౳ ವඝ౬  งඪಸฤ ಈಗ ಮ๰ರವඝ౬  ൧ೕคಸมಜං, 
ಮ๰ರโ ಎರഴ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಗಳඝ౬  ຄಂൽං ಎಂ්ದඝ౬  කโ චನඪഖౣ ಆಳ౶ ෎ಀ, කโ ಇದඝ౬  ෮ದಲ 
ವಗბದย౵  ಚ೉ბ๭ං౪ ೕๅ ಎರഴ ෬ว౱ ೖಗำ ತೕಳಗಳ ූಗ฿ಜං ಇย౵  ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ದ ಎರഴ ತೕಳಗำ ಒಂൿ ಮൡ౨  r r 
ಎರഴ ವಕ౳ ൤ಯ ෮ದಲ ෬ว౱ ೖ ൟ౳ ಜ౲  ಒಂൿ ಅದರ ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳  ಒಂൿ ಇย౵  ಮൡ౨  ಎರಡඡ ෬ว౱ ೖ ಇย౵  ಈ r c 
ತೕಳದ ූಗโ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ದ ಎರഴ ಇย౵  කโ ಪคಗ൐๭ದ ವ๯౨  ෈ಂൿ ಇย౵ ං ಮൡ౨  ೉ತ౳  ෈ಂൿ ಇย౵ ං r 
ಆದ౪ คಂದ ಇ෬೴ ඩ෵ಂഡ ವ๯౨  ෈ಂൿเං ಮൡ౨  ಈ ಆೕ๺ ბನย౵  කโ ඛൽბಷౣ ฿ಜ ൤ำ฿ದ ඹฯ౱  ಅඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ
൤ำ฿ದ ಮ๰ರಗำ ൤ำ฿ದ ಮ๰ರಗำ ൤ำ฿ದ ಮ๰ರಗำ ಎಂದฉ ෎ಪბഴเಃ ಇย౵  ಈ ෎ಪბലಃ ab a to b 
ಎಂൿ කඝ ಕฉದฉ ದಪ౭  ಈ ದಪ౭ โ ൡಂ෇ ೉ಕౙ ർಜං ಇൿ ൤ำ฿ದ ಮ๰ರ฿ಜං ಈ ಅಂർ೧ನ ಅലಯย౵  ಇൿ t 
൤ำ฿ದ ಮ๰ರ฿ಜං ಈ ಅಂർ೧ನ ಅലಯย౵  ඀ರವඝ౬  ಡ ಅಂർ೩ ෥ಡมಜං ಈ ದಪ౭ โ ೉ಕౙ ർಜං oa op oa 
ಆಜං ಓ෈ಡ ಸค๯෥ฆ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ൤ำ฿ದ ಮ๰ರಗಳ ๸ದಭბದย౵  ಅඝಸค๯ವ ಅಂർ೩ ಆಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಆೕ๺ ბನย౵  කโ ൤ำ฿ದ ಮ๰ರಗಳඝ౬  ಇย౵  ಪคಗ൐๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ ಅౘโ ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ ದ ෩ಲಕ 
๻ൿຄೕಞವ ชಒ෴ಜං. ವಕ౳ ൤ಯ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๸ಪ౾ბ๯ವ ชಒ෷ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರഴ ಅౘ฿ಜං c c 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಗಳ ෬ว౱ ೖ ಒಂൿ ෬ว౱ ೖ ಎರഴ ಮൡ౨  ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ๰೉๯ವ 
ชಌ೉ತ౳ ฿ಜං. ಇย౵  ಒಂർಜං vature 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෨ಂං ຄೕತೕಣ ಮൡ౨  ೉ತ౳ ದ ೉ತ౳ ದ ๬౩ ನವඝ౬  ඛಧბคಸฤ ೉ತ౳ ವඝ౬  ඛಧბคಸฤ කโ ಮ๰ರವඝ౬  
ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ ಏಃಂದฉ ಅൿ ಎರഴ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಗಳඝ౬  ຄಂൽං ಏಃಂದฉ කโ ಒಂඃ ತೕะ౽ರದ 
෬ว౱ ೖಯย౵  ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ ಈಗ කโ ಪ౳ ൟ෽ಂൿ ತೕಳವඝ౬  ಪ౳ ൤౲ ೕಕ฿ಜ ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ ෬ว౱ ೖಗำ 
ಮൡ౨  කโ ಮ๰ರൽಂದ ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ಎರഴ ෬ว౱ ೖಗัಂದ ಸತತ ವ౾౳ ೕಭವನಗะಜ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ෨ಂൽನ ๲౵ ೖി ನย౵  ಇย౵  ൧ೕคಸยං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  කඝ ಈ ชಌ೉ತ౳ ಗಳඝ౬  ෨ಂ೉ತ฿ಜ ೉ൟ౳ ๭ං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಅโ ൡಲකತ౱ ಕ฿ಜ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ඣೕಡಬ๾ൿ ವ๯౨ โ ಇย౵  ෮ದಲ ෬ว౱ ೖಯย౵  ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  ಒಳಛಞತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ ಇย౵  ಎರಡඡ 
෬ว౱ ೖಯย౵  ಎರಡඡ ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  ಒಳಛಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಇย౵  ೉ತ౳  ෈ಂൿವඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං ಈ ෬ว౱ ೖ ಎರಡඡ ෬ว౱ ೖ 
ಇಲ౵ ൽದ౪ ฉ ವ౾౳ ೕಭವನದ ౾ರಣโ ಇย౵  ಎส౵ ೕ ಪ౳ ෴൐๯ൟ౨ ൡ౨  ಮൡ౨  ಇൿ ಮಧ౲ ಮ ಒಂൿ ಮಧ౲ ಮ ಎರഴ ಮൡ౨  ಮಧ౲ ಮ 
ಒಂൿ කඝ ಈ ಅඝ౬  ಜಂತ අಡ౥ ർಜ ಪคಗ൐๭ං౪ ೕච ಮൡ౨  ಇൿ ವ๯౨ เನ ಅಂತರ฿ಜං ಮൡ౨  කโ ഷคಛಜ n2 n1 
ຄೕർಗ ಇൿ ๰ಕ౨ ฿ದ ೉ກ౬  ๸ಪ౳ ർಯಗูಂൽಡ ೉ತ౳ ದ ಅಂತರ฿ಜං ಈ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ಇย౵  ൧ೕคಸมಜං ಮൡ౨  ಈ 
෬ว౱ ೖಯඝ౬  ಇย౵  ൧ೕคಸมಜං ಎಂൿ ඛೕโ ඣೕಡಬ๾ർඈ൤ කโ ಇದඝ౬  ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ಈಗ කโ 
ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵  ඛವ౷ ಳ ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ಇಂಟ඿ბ๺ 1 ಮൡ౨  ಇಂಟ඿ბ๺ 2 ನย౵  ಸತತ ವ౾౳ ೕಭವನಗಳ ಅඝಕ౳ ಮ 
ಪ౳ ಕರಣ฿ಜ ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ . කโ ಈಛಗศ ಒಂඃ ಇಂಟฑ ඿๺ ನย౵  ವ౾౳ ೕಭವನವඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ ಏಃಂದฉ කโ ಒಂඃ 
ಇಂಟฑ ඿๺ ನย౵  ವ౾౳ ೕಭವನದ ๸ದಭბದย౵  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ  ಎರಡඡ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ  ನ ಎರಡඡ n1 n 2
෥ಧ౲ ಮ ಮൡ౨  ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲  ಇย౵  ඦತರ කโ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅൿ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ r 1 
ಎರಡඡ ෥ಧ౲ ಮವඝ౬  ೉ತ౳ ದ ඀ರൽಂದ ූಜ๭ർಗ ෮ದಲ ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰೉ಯඝ౬  ವ๯౨ เನ ಅಂತರൽಂದ 
ಕึದฉ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ವ౲ ൞౲ ಸโ ತೕะ౽ರದ ෬ว౱ ೖಯ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ൽಂದ ූಜಸಲ౭ ಟౣ  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕಃౙ  
ಸಮකಜฆತ౨ ං. ಏಃಂದฉ ಇย౵  ౾ರಣโ ಈಛಗศ ವ౾౳ ೕಭವನತಂലං 
ಆದ౪ คಂದ ౾ರಣโ ವ౾౳ ೕಭವನತಂലං ಮൡ౨  ಇย౵  ಎರಡඡ ෥ಧ౲ ಮವඝ౬  ಎൿค๭ർಗ ಅൿ ෨ಂൿವค෷ൟ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ಇದ౪ ಂ൤ ൧ೕค๯൤౨ ೕๅ ಎಡූಗದย౵ ฆವ ๸තಣბ ෥ಧ౲ ಮโ ಆಜං ಮൡ౨  ಬಲූಗದย౵ ฆವ n2 
෥ಧ౲ ಮโ ಆಜං ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ ಇൿ ෮ದಲ ෥ಧ౲ ಮ฿ಜං ಮൡ౨  ಇൿ ಎರಡඡ ෥ಧ౲ ಮ฿ಜං n1 
ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಇಂಟ඿ბ๺ ನย౵  ವ౾౳ ೕಭವನಃౙ  ಅඃ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಎರಡඡ ๆึ ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಇಂಟฑ ඿๺ 
ಇಲ౵ ൽದ౪ ย౵  ಆ෍ౠ ಋౣ  ಈ ງತದย౵  ಇย౵   ೉ತ౳ ವඝ౬  ರ೉๯ൟ౨ ൡ౨  ಆದฉ ಎರಡඡ ಇಂಟฑ ඿๺ ನย౵  ಎರಡඡ ವ౾౳ ೕಭವನದ i 1
౽ರಣ ඛಜ฿ದ ೉ತ౳ ಣโ ಇย౵  งඬತำ౶ ತ౨ ං ಇಲ౵ ൽದ౪ ฉ ಅൿ ನย౵  งඬತำ౶ ತ౨ ං ಇย౵  ಅൿ ฀൤෻ ಅඃ i 1 i 
๬ยನย౵ ං. 1. 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಇಂಟฑ ඿๺ ಡ ๸ීඌ๭ඈ൤ ౾ರಣโ ಇย౵ ಂದ ಬฆൟ౨ ං ಅย౵  ෴โඃ ವ๯౨ เಲ౵  ಆದฉ ಇൿ  ವೋბವฯ i1
ವ๯౨ ฿ಜ ౽ಯბඛವბ๼๯ತ౨ ං ೉ತ౳   ಎರಡඡ ಇಂಟ඿ბ๺ ಡ ವೋბವฯ ವ๯౨ ฿ಜ ౽ಯბඛವბ๼๯ತ౨ ං ಮൡ౨  i1
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵ ಂದ ඀ರ ಈ ๸ದಭბದย౵  ವ๯౨ เನ ಅಂತರ฿ಜං ಮൡ౨  ಡ ಇฆವ ಅಂತರโ ೉ತ౳ ದ ඀ರ฿ಜං i 1 i 
ಆದ౪ คಂದ ವ๯౨ เನ ඀ರ ೉ತ౳ ದ ඀ರ ಮൡ౨  ಎರഴ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ฿ಜං r 
ಆದ౪ คಂದ ๰ತ౳ โ ಎರಡඡ ಮಧ౲ ಮ ಎರಡඡ ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ฿ಜං 
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ಆದ౪ คಂದ ಈ ಬൽಯย౵ ං ಇൿ ಈಗ ಎರಡඡ ෥ಧ౲ ಮದ ಒಂൿ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰೉ಯඝ౬  ೉ತ౳ ದ ඀ರದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ n 
๰೉෵ಂದ ූಜ๭ർಗ ೉ತ౳ ದ ಅಂತರದ ೉ತ౳  ඀ರൽಂದ ූಜ๭ർಗ ಇൿ ಆಜං, v 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಄ಂದ౳ ൽಂದ ವฉಡ ൧ೕค๭ฆโൿ v i v 
ಆದ౪ คಂದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ಎರಡඡ ෥ಧ౲ ಮ ෴฿ಗล ಎಡූಗದย౵ ฆವ කโ ෮ದಲ ෥ಧ౲ ಮ ಬಲ ಎರಡඡ 
෥ಧ౲ ಮ 
ಆದ౪ คಂದ ಎರಡඡ ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕವඝ౬  ೉ತ౳ ದ ಅಂತರൽಂದ ූಜ๭ ෮ದಲ ෥ಧ౲ ಮದ ෮ದಲ 
෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕโ ಈಗ ಎರಡರย౵  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ಎರഴ ಆಜං ವ๯౨ เನ ಅಂತರൽಂದ ූಜ๭ದ ವ๯౨ เನ xn n 
ಅಂತರโ ಈಗ ಒಂൿ ಇย౵  ಒಂൿ ವ๯౨ เನ ಅಂತರโ ಎರಡඡ ಮಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං , v v 
෮ದಲ ෥ಧ౲ ಮದ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ൽಂದ ූಜ๭ ෮ದಲ ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕವඝ౬  ಕല෫ ෥ല 
ಆದ౪ คಂದ ಸ෦ೕಕರಣโ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರഴ ಈ ಸ෦ೕಕರಣโ ෮ದಲ ಇಂಟ඿ბ๲౛  ಅನ౷ ෵๯ತ౨ ං ಎರಡඡ ಇಂಟฑ ඿๺ ಡ 
ಸ෦ೕಕರಣ ಅನ౷ ෵๯ತ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಗ 1 ಮൡ౨  2 ಅඝ౬  ๳ค๭ದฉ ದಯเഖౣ  1 ಮൡ౨  2 ಅඝ౬  ඣೕല කโ ಈ ಪದವඝ౬  ๳ค๭ದฉ 
๬෥ನ౲ ฿ಜං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಋ൏ತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಈ ಪದ฿ಜං ರൿ౪ ತั๯ತ౨ ං ಮൡ౨  කโ คಂದ ೯൤ಡ คಂದ n 1 v n 1 v 
෭ನ๺ ෷ ಸಮකಜฆತ౨ ං n 1 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ൟฆಜಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಋ൏ತ౱ ಕ ೉ກ౬ ෽ಂൽಡ ಎರഴ ෭ನ๺ ಎඨ ಒಂದඝ౬  ෥ಡಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಅದච౬ ೕ කโ ಇย౵  n 
ಪഷ෷൤౨ ೕๅ කඝ ෨ಂൽನ ๲౵ ೖി ನย౵  ಇย౵  ൧ೕค๯൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ๳ค๯ವ ෩ಲಕ කโ ಇย౵  ಗಮನಹค๵ೕಣ 1 ಮൡ౨  2 ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬
๳ค๯ವ ෩ಲಕ කโ คಂದ ෭ನ๺ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ෭ನ๺ ಡ 1 คಂದ ෭ನ๺ 1 n 1 v n 1 n 2 n 1 r 1 r 
෩ಲಕ කโ ಅඝ౬  ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽಡ ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ ಮൡ౨  කโ ಇದඝ౬  ಒಂದคಂದ ෭ನ๺ ಒಂದคಂದ n 1 v u 
ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ , ಇൿ ಎರഴ ෩ಲಕ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಅൿ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ಲಕ ಒಂದคಂದ n n n n n 
ಒಂದคಂದ ಒಂದಃౙ  ಒಂದคಂದ ූಜ๯ತ౨ ං ෭ನ๺ ಒಂದคಂದ ಆฑ ಎರಡคಂದ ಬಲූಗದย౵ ฆโದඝ౬  ๭౩ ರๅಂൿ ಗಮඛ๭r 
ಇൿ ඛൽბಷౣ  ಉದ౪ ಃౙ  ๭౩ ರ฿ಜฆತ౨ ං ಒಂൿ ಮ๰ರವඝ౬  ඛೕಡมಞತ౨ ං ಎಂದฉ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ඛಗൽಪലಸมಜං 
ಮൡ౨  วඨ౺  ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰೉ಯඝ౬  ඛಗൽಪലಸมಜං ಮൡ౨  ඛೕโ ಎย౵  ಇค๯ൟ౨ ೕค ಎಂ්ದರ ಆඋರದ ෬ว 

ಅඝ౬  ಸಹ ඛಗൽಪലಸมಜං ಮൡ౨  n1 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ๭౩ ರ฿ಜฆತ౨ ං , ಇൿ ೉ತ౳ ದ ඀ರ, ಇൿ ವ๯౨ เನ ඀ರ, 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ๸ීಧವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං අಡ౥  ಅಂತರಗัಡ ಈಗ วඨ౺  ನ ඛಯ൞ಂಕಗಳ ಪคූ๣ಯย౵  ೉ತ౳ ದ ඀ರ ಮൡ౨  
ವ๯౨ เನ ಅಂತರದ ನഴเನ n 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  අಡ౥  ಅಂತರಗัಡ 1 คಂದ คಂದ 0 ವฉಡ ඣೕഺೕಣ, ವ๯౨ โ ಅඦತದย౵ ฆ฿ಗ ವ๯౨ เನ u 10 
ಅಂತರವඝ౬  අಡ౥  ಅಂತರದย౵ ർ౪ ಗ කโ ຂูೕಣ 1 ಡ ಒಲโ ൧ೕฆತ౨ ං ಇದರಥბ කโ 1 ಅඝ౬  by u 0 by v 
ຄಂൽං౪ ೕๅ ಎಂ්ൿ ๭౩ ರ൤ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಬಲූಗದย౵  ಏඝ ๭౩ ರ฿ಜฆತ౨ ං ಅൿ ඣಂൽಡ ෴โඃ u 
๸ීಧเಲ౵  ෴โඃ ๬౩ ನ฿ಜರย ಅൿ ๬౩ ನವඝ౬  ಅವอ෈๭ಲ౵  u 
ಆದ౪ คಂದ අಡ౥  ಅಂತರಗัಡ කโ ಒಂൿ ඛಂದ ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅൿ ඛಂದ ಸ౷ ൪ತ౳ ฿ಜฆವ ๭౩ ฃಂಕಃౙ  v u 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅಂದฉ ವ๯౨ โ අಡ౥  ඀ರದย౵ ർ౪ ಗ ವ๯౨ เನ ౾ರಣಗำ ಅౘಃౙ  ಬ๾൥ಕ ಸ෥කಂತರ฿ಜฆತ౨ ๅ 
ಆದฉ ಅๅಲ౵ ใ ಄ಂൽ౳ ೕಕค๯ತ౨ ๅ ಅಥ฿ ಅโಗำ ಎม౵  เ ඀ರದย౵ ฆವ ෈ಂൿเಡ ಒ෨౱ ಖ฿ಞತ౨ ๅ ಮൡ౨  ಆ 
෈ಂൿವඝ౬  ශೕಕ๺ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ෨ಖ౲  ಗಮನโ ෨ಂൽನ ๲౵ ೖി ನย౵  ಇದඝ౬  ກೋ౞  เವರ฿ಜ 
ಚ೉ბ๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ คಂದ ಯ අಡ౥  ෰ಲ౲ ಗัಡ ಇ෬೴ ඩ෵ಂഡ ಅඝ౬  ๭౩ ರ ೉ತ౳  ෈ಂൿ฿ಜฆತ౨ ං ඛಂದ ಸ౷ ൪ತ౳ ฿ಜ u 1 v u 
๭౩ ರ฿ಜං ಮൡ౨  ಇದඝ౬  ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ෨ಖ౲  ಗಮನ ಎෆ කโ ಇದඝ౬  ชಌ೉ತ౳ ದย౵  ൧ೕค๯൤౨ ೕๅ t 
ಅඝಞಣ฿ದ ೉ತ౳ ದ ඀ರವඝ౬  ශೕಕฯ วಂ൬ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ 1 คಂದ คಂದ ಎෆ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಆ ๭౩ ರ ಬಲූಗದย౵ ฆವ ๭౩ ರವඝ౬  1 คಂದ ಎෆ ඛಂದ v 1 
๰೉ಸมಞತ౨ ං ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 2 ෭ನ๺ ෭ನ๺ 1 ಅඝ౬  4 ಮൡ౨  5 คಂದ කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ 1 คಂದ n n 1 v 
෭ನ๺ 1 ෷ 1 คಂದ ಎෆ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෩ಲේತ฿ಜ කโ ຂัฆโൿ ಇൿ ๭౩ ರ฿ಜං ಇൿ 1 คಂದ ಎ඾౛  
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಈಗ ಅൿ ಎෆಎෆ ಏඝ ශೕಕฯ วಂ൬ ಎෆ ಎಂ්ൿ ඀ರದ ವ๯౨ เඛಂದ ಸ෥කಂತರ ౾ರಣಗำ ಎෆ 
෈ಂൿเಡ ಒ෨౱ ಖ฿ಗฤ ಄ಂൽ౳ ೕಕค๯ವ ಄ಂದ౳ ෈ಂൿ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  කඝ เವค๯൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ วඨ౺  ම෨ბม วඨ౺  ම෨ბม ಎಂൿ ಕฉಯಲ౭ ഴವ ಪ౳ ෨ಖ ๰ತ౳ ฿ಜං ಇದඝ౬  ೉ತ౳ ದ ඀ರಃౙ  
ವ๯౨ เನ ඀ರಃౙ  ๸ීඌ๭ං ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲  ಮൡ౨  ๬ධౘ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ವ౲ ൞౲ ಸದ ಉದ౪ ದ ඛಯ൞ಂಕಗಳඝ౬  
ಅವอ෈๭ฆವ ෴โඃ ශೕಕฯ วಂ൬ ನ ෴โඃ ಮ๰ರ౽ౙ ಜ ಈಗ කโ ಈ ක෗඀ರವඝ౬  ಸ౷ ಲ౭  ກೋ౞  ಇย౵  f 
ಚ೉ბ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಇย౵ ං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ ක෗඀ರโ ಯ ಬಹಳ ෨ಖ౲ ฿ದ ಆ๭౨ ෴ಜං วඨ౺  a 
ಆದ౪ คಂದ ශೕಕฯ วಂ൬ ඛೕಡมಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ 1 คಂದ ಎෆ ຄಂൽฆವ วඨ౺  ම෨ბม ಇದಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං ಇದඝ౬  කโ ශೕಕฯ วಂ൬ ಎಂൿ 
ಕฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಇൿ ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಒಂൿ ๵ච౬ ಜಂತ අಡ౥ ർಜං ಮൡ౨  ಎರഴ ಕല෫෴ಜං n 2 n 1 n 1 r r 
๒ನ౲  ಏಃಂದฉ ಎರഴ ಈ ූಗದย౵  ವಕ౳ ൤ಯ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ຄಂൽං r 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಅඦತ൤ಡ ಒಲโ ൧ೕฆൟ౨ ฆ฿ಗ ಎರഴ ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಕല෫෴ಜං ಇದඝ౬  කโ ಚ೉ბ๭ದ ವ๯౨ เඛಂದr 
౾ರಣಗำ ಅౘಃౙ  ಸ෥කಂತರ฿ಜฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  ವ๯౨ โ ೉ತ౳ ದ ಅಂತರโ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಇൿ ශೕಕฯ วಂ൬ f 
ಆದ౪ คಂದ ౾ರಣಗำ ಸ෥කಂತರ ౾ರಣಗำ ಒಂൿ ෈ಂൿเಡ ಒ෨౱ ಖ฿ಞತ౨ ๅ ಏಃಂದฉ ಅโ ඀ರൽಂದ 
ಸ౷ ൪ತ౳ ฿ಜฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  ಅๅಲ౵ ใ ಒಂඃ ೉ತ౳  ඀ರವඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ๅ, ಅದඝ౬  කโ ಄ಂದ౳ ෈ಂൿ ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ 
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ಅโ ಒಂൿ ෈ಂൿเಡ ಒ෨౱ ಖ฿ಞತ౨ ๅ ಮൡ౨  วඨ౺  ಮൡ౨  ශೕಕ๺ ನഴเನ ಅಂತರವඝ౬  ශೕಕฯ วಂ൬ ಎಂൿ 
ಕฉಯมಞತ౨ ං ಈಗ ಇൿ ඛൽბಷౣ  วඨ౺  ಡ ඛಜ฿ಜං ಮൡ౨  ಇย౵  කโ ಛ೧ನ ಮൡ౨  ಛั෴ಜ  ಅඝ౬  n 2
൤ಡൿಆಂലං౪ ೕๅ ಎಂൿ කโ ಗಮඛಸಬ๾ർದฉ, කโ ඛൽბಷౣ  ෰ಲ౲ ವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ශೕಕฯ วಂ൬ ಆದฉ කโ 
วඨ౺  ಅඝ౬  ದ౳ ವದย౵  ෨ำಜ๭ದฉ ಮ๰ರโ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ನ ದ౳ ವದย౵  ෨ำಜർಗ ಒಂൿ ๸ದಭბದย౵  nl flfl
ದ౳ ವದย౵ ನ ක෗඀ರโ ಬದยಡ ಎರഴ ා ಆಜං, කඝ ದ౳ ವದ ෭ನ๺ 1 ರ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ฿ದ n 1 n nl nl 
ಅඝ౬  ಬಳ๭ං౪ ೕච ಇದರ ෩ಲಕ ූಜ๭ ಈಗ ಗಮඛ๭ ಛั ಜಂತ අಡ౥ ർಜං ಅൿ ຄರಜನ ಛั෴ಜದ౪ ฉ ಅൿ n 1 nl 
ಒಂർಜං ಆದฉ ದ౳ ವโ ಁದฤಜಂತ ກ೉౞ ನ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰೉ಯඝ౬  ຄಂൽං 
ಆದ౪ คಂದ ಛัಜಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං n nl 
ಆದ౪ คಂದ ದ౳ ವದย౵ ನ ක෗඀ರโ ක෗඀ರ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ಛัಯย౵  ಏಃಂದฉ ಒಂದ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  nl 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ವ౲ ൞౲ ಸโ ಈಗ ೉ಕౙ ർಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಛัಯ ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ຄೕย๭ದฉ ಈ ಪ౳ ෥ಣโ ೉ಕౙ ർಜං ಇൿ ೉ಕౙ ർಜං ಎಂದฉ ಒಂದคಂದ ೉ಕౙ ർಜං fl 
ಅಥ฿ ದ౳ ವದย౵ ನ ක෗඀ರโ ශೕಕย౛ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ಛัಯย౵  ಉದ౪ โ เ෗ನ౬  ශೕಕฯ ಉದ౪ ವඝ౬  ຄಂದฤ fl 
วඨ౺  ಅඝ౬  ದ౳ ವದย౵  ෨ำಜ๭ದ ಹಲ฿ฆ ಅඪ౵ ಄ಶඨ ಗัๅ ಅಥ฿ ಪค൏ಮ౽ค෴ಜ ක෗඀ರโ ಬದมಞತ౨ ං ಮൡ౨  
ದ౳ ವದย౵ ನ ක෗඀ರโ ಛัಯย౵ ನ ක෗඀ರ౾ౙ ಂತ අಡ౥ ർಜං ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං 
ಆದ౪ คಂದ ಸค ෈ല කโ ಆຉ ೧ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ෨ಂං ಮൡ౨  วඨ౺  ತ෴ರಕರ ๰ತ౳ ವඝ౬  ඣೕല, කඝ ಈಗ ಚ೉ბಸฤ 
ಬಯ๯൤౨ ೕච ಇൿ ಪค೉ತ ಅಥ฿ ກೋ౞  ๬෥ನ౲ ฿ದ ๰ತ౳ ฿ಜං ಏಃಂದฉ วඨ౺  ನ ๬෥ನ౲  ಅඪ౵ ಄ಶඨ ಗัಡ n 
๬෥ನ౲  ಅඪ౵ ಄ಶඨ ಗำ ಛัಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං කโ ๬෥ನ౲ ฿ಜ วඨ౺  ಬಳ๯฿ಗ ಒಂದಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං n 
ຄರಜನ ෥ಧ౲ ಮโ ಛั෴ಜൿ౪  เ๕ಷ ๸ದಭბಗಳย౵  කโ ຄರಜನ ದ౳ ವವඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ ಅൿ ಛั෴ಜං 
ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕโ ಒಂർಜං ಮൡ౨  ಮ๰ರದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰೉ಯඝ౬  ඛಂದ ๰೉ಸมಞತ౨ ං ಏಃಂದฉ n 
ಇඣ౬ ಂൿ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ ෥ತ౳  ಇฆโದคಂದ ಇಲ౵  ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರഴ ಬฉ෷ವ ඩ෵ಂഡ n n 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮ๰ರದ ವ๯౨ เನ ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ฿ಜං ಮൡ౨  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕಃౙ  n n2 n 
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ කโ 1 ಓವฑ ಎෆ ಅඝ౬  ຄಂൽൿ౪  ෭ನ๺ 1 คಂದ 1 คಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං n r1 
෭ನ๺  ා  ಅඝ౬  วඨ౺  ෬ಕ๺ბ ම෨ბม ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಏಃಂದฉ ಒಂൿ ඛൽბಷౣ  ಅඪ౵ ಄ಶඨ ಡ 1 r2
ಅಗತ౲ เฆವ ක෗඀ರವඝ౬  ಪഷಯฤ วඨ౺  ಅඝ౬  ತ෴ค๭ർಗ วඨ౺  ತ෴ರಕඝ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ದ ವ๯౨  ಮൡ౨  ಅಗತ౲  
෰ಲ౲ ಗಳඝ౬  ಆ෺ౙ  ෥ಡಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಡ ಸ෥ನ฿ಜರಬ๾ൿ ಅಥ฿ ಸಮ฿ಜರං ಇರಬ๾ൿ r 1 r 2 r 1 r 2 

ඛಂದ  ವฉಡ ಆದฉ ඛൽბಷౣ  ಅඪ౵ ಄ಶඨ ಡ ಅಗತ౲ ฿ದ ක෗඀ರವඝ౬  ๬ඌಸฤ ಅವඝ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  al r 2
ಆค๭ಆಳ౶ ಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๰ತ౳ ವඝ౬  ๬ಂಪ౳ ർ෵ಕ฿ಜ วඨ౺  ತ෴ರಕರ ๰ತ౳  ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං, ಆದง ๬෥ನ౲  ๰ತ౳ โ 
කโ ಈಛಗศ ಎෆ ෩ಲಕ ಒಂದඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ๬෥ನ౲  ๰ತ౳ โ ಎม౵  ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕಗัಡ ෥ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ เ๕ಷ ๸ದಭბದย౵  ಒಂൿ n 
ಛั෴ಜฆ฿ಗ කโ วඨ౺  ತ෴ರಕರ ๰ತ౳ ವඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕๅ, ಇൿ ಸರಳ฿ದ ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ n 
๰ಚ౲ ಂಕ฿ಜൿ౪ , ๰ತ౳ โ ಒನ౬  ಆ෺ౙ ಡ ๰೉๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಎರഴ ಅධ౾౹ ತ ක෗඀ರವඝ౬  ಪഷಯฤ ಈಗ කโ r r 
ಸ෦౱ ൟೕಯ ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಸ෦౱ ൟಛಜ ෨ಂൿವค෷൤౨ ೕๅ ಎಂದฉ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲  ಎರവ ಒಂඃ ಆಜฆತ౨ ං ಅൿ ಒಂൿr 

ಎರഴ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಸಹಜ฿ಜ ಎರഴ ಋ൏ತ౱ ಕ ೉ກ౬  ಮൡ౨  r r 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಎರഴ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං r r r 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಸ෦౱ ൟೕಯ ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಆಜฆತ౨ ං ඦತರ කโ ಇย౵  ๰ತ౳ ದย౵  ಪ෴ბಯ฿ಜ කโ ಒಂൿ ಓವฑ f 
ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ෭ನ๺ ಒඨ ಇಂೋ ಒඨ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ ෭ನ๺ කഡ ಇൿ ಎರಡಃౙ  n r r 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಒಳಡ ಆฑ ෭ನ๺ ಒಂದඝ౬  ಗಮඛ๭, ಎಂ්ൿ ಛัಜಂತ ກ೉౞ ฆವ ಮ๰ರದ ವ๯౨ ฿ಜං n n n 
ಒಂದ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ශೕಕฯ วಂ൬ ๵ච౬ ಜಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං, ಅൿ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ಕನ౷ ೧ბಂ಩ วඨ౺  ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං, ಒ෨౱ ಖ฿ಞൟ౨ ฆವ ಮ๰ರโ ක෗඀ರವඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං 
ಧකತ౱ ಕ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಉದ౪ ಗಳ เಭ೧๯ವ ಬಡ౛  ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒ෨౱ ಖ฿ಞൟ౨ ฆವ ಮൡ౨  เ෗ನ౬ ฿ಜฆವ ಮ๰ರಗಳඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಅൿ ಸ෦౱ ൟೕಯ ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಛಜ ಮ๰ರಗಳඝ౬  ಒ෨౱ ಖ฿ಜ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ෎ฉഷಡ ൟฆಜ๯ൟ౨ ං ಎಂൿ 
කโ ಇൽೕಗ ൧ೕค๭ං౪ ೕๅ. ಅಥ฿ ಎಂ්ൿ ಡ ಎರಡคಂದ ಒಂದคಂದ ෭ನ๺ ಒಂದಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං f r n 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಒ෨౱ ಖ฿ಞൟ౨ ฆವ วඨ౺  ಆಜං ಅൿ ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಒಂൿ ಸ෦౱ ൟೕಯ ඪೕನ วඨ౺  ಇൿ 
ಸ෦౱ ൟೕಯ฿ಜರ෎౽ಜಲ౵  ಆದฉ ಸ෦౱ ൟಛಜ කඝ ຄಂൽฆವ ๰ತ౳ ವඝ౬  කඝ เ๕ಷ ಪ౳ ಕರಣๅಂൿ ಪคಗ൐๭ർಗ r 
ಒಂൿ ಎರಡಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං r 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಸ෦౱ ൟೕಯ ා౽ඨ ಄ํ วඨ౺  ಡ ಎෆ ಧකತ౱ ಕ൤ಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅൿ ා౽ඨ ಄ํ ಇย౵  ා౽ඨ ಄ํ 
วඨ౺  ಆಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂർಜං ಎಂൿ කโ ඣೕಡಬ๾ൿ ෮ದಲ ෬ว౱ ೖ ಎರಡඡ ෬ว౱ ೖ ಎರഴ ಒಂൿ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  r r r 
ຄಂൽං ಈ ූಗದย౵  ವಕ౳ ൤ 
ಆದ౪ คಂದ ನ ಄ಂದ౳  ಇย౵ ං c urvature 
ಆದ౪ คಂದ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ โ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜං ಎರഴ ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽಯย౵  ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ຄಂൽං ಮൡ౨  r 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ವಕ౳ ൤ಯ ಧකತ౱ ಕ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ຄಂൽං 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಪ౳ ෥ಣโ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ ಅൿ r r r 1 r 2 r 
ಒಂൿ ಸ෦౱ ൟೕಯ ಮ๰ರ฿ಜං ಆದฉ ಋ൏ತ౱ ಕ ಮൡ౨  ಧකತ౱ ಕ฿ಜං ಮൡ౨  r 1 r 2 
ಆದ౪ คಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಡ ಎರഴ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං r 2 r f r 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಈಗ ಒಂൿ ಪค෥ಣ฿ಜං r 
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ಆದ౪ คಂದ ಈ ಋ൏ತ౱ ಕ ೉ກ౬ ಯඝ౬  ಗಣචಡ ൤ಡൿಆಳ౶ มಜං r 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಧකತ౱ ಕ ෥ತ౳  ಆಜං ෭ನ๺ ಡ ಎರಡคಂದ ෭ನ๺ ಒಂದಃౙ  ಸಮ ಏಃಂದฉ ಜಂತ ກ೉౞ ದ౪ ฉ 0 f r n n 1 f 
౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಅಂದฉ ශೕಕฯ วಂ൬ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵  ඣೕಡಬ๾ൿ කโ ා ౽චౙ ೕํ วඨ౺  ຄಂൽದ౪ ฉ ශೕಕฯ วಂ൬ ಈ ಬൽಯย౵ ං ಮൡ౨  a 
ಆದ౪ คಂದ ൽ౷ -౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ನ ๸ದಭბದย౵  ಎෆ ಋ൏ತ౱ ಕ ಎෆ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  ౾ರಣಗำ ಒಂൿ ෈ಂൿเඛಂದ ීඈ൤ ඀ರ ຄೕಞತ౨ ๅ ಇย౵  ෨ಖ౲  ಗಮನโ ಈ f 
ಬൽಯย౵ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ഹವ೧ბಂ಩ วඨ౺  ಆದฉ ಇൿ ಒ෨౱ ಖ฿ಞൟ౨ ฆವ ಮ๰ರ฿ಜං ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಒಂൿ ౽ඨ౷  ಆಜං rging
วඨ౺  ಆದฉ ා౽ඨ ಄ํ ಮ๰ರโ เ෗ನ౬ ฿ಜฆವ ಮ๰ರ฿ಜං, ಇൿ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ ಪคಗ൐ಸฤ n 
ಆಸ౾౨ ർಯಕ ๸ಗൟ෴ಜං, ಇದඝ౬  ಪคಗ൐๭ ಛಜ ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  1.5 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං n f rn 

ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಒಂൿ ඩ෵ಂഡ ಐൿ ಇൿ ಒಂൿ ඩ෵ಂഡ ಐൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ ඩ෵ಂഡ ಐൿ ಅඝ౬  rn 
ಎರಡคಂದ ಞ൐๭ർಗ ಒಂൿ 
ಆದ౪ คಂದ ක෗඀ರโ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ ಡ ಎರഴ ශೕಕฯ ಉದ౪ โ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං f n r 
ඛೕโ ಇย౵  ಅඝ౬  ಎರಡಃౙ  ಸಮ ಎಂൿ ๻౾ದฉ ಈ ๸තಣბ เಷಯโ ಒಂൿ ಮൡ౨  n 
ಆದ౪ คಂದ ಎಂ්ൿ ාഡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං f r 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ශೕಕฯ ಉದ౪ ದ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ ದ ෬ว ಅವอ෈ತ฿ಜං ಎಂൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ๰೉๯ತ౨ ං ಆದฉ ಇൿ 
ವ๯౨ เನ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰೉ಯඝ౬  ಅವอ෈๭ฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ๸ದಭბದย౵  ක෗඀ರโ ಇඣ౬ ಂൿ ๸ದಭბದย౵  ಆಜฆತ౨ ං ಇൿ ඛಮ౬  ಕನ౬ ലಗಳ เಷಯದย౵  කโr 
๼ಂං ඣೕലං౪ ೕๅ ಕನ౬ ലಯ ๸ದಭბದย౵  ක෗඀ರโ ා ಎರറಜฆತ౨ ං ಆದฉ วನ౺ ౬  ๸ದಭბದย౵  ශೕಕฯ ಉದ౪ โ r 
ಎರಡคಂದ ಆಜರ෎ಀ r 
ಆದ౪ คಂದ ෴โඃ ಸಮ๲౲ ಗಳย౵  ಸค ක෗඀ರ ಎಂൿ ൟೕ෥ბನಃౙ  ຄೕಗ෎ല ಮ๰ರದ ๸ದಭბದย౵  ಎರഴ r r 
ಸคಯಲ౵  ಅൿ ෥ಧ౲ ಮದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕವඝ౬  ಅವอ෈๭ฆತ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ම෨ბมದย౵  ಒಂದคಂದ ಅඝ౬  ಬದยಸ෎ಀ ಎರഴ ෭ನ๺ ಒಂದคಂದ ಒಂದคಂದ ಒಂൿ f ah n n r 
෭ನ๺ ಒಂದಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎರಡคಂದ ಮൡ౨  ක෗඀ರವඝ౬  ಉഴ๼ല෵ค ಮൡ౨  ಈಗ ಹಲ฿ฆ ಸඛ౬ ๆಶಗำ r 
ಇย౵  ಹಲ฿ฆ ๸ದಭბಗಳย౵  ಒಂൿ ๵ච౬ ಜಂತ අಡ౥ ർಜං ಎಂൿ ಎൿค๯ವ เเಧ ๸ದಭბಗಳย౵  ಒಂൿ ౽ච౷ ಋ౺  r 
วඨ౺  ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ අಡ౥ ർಜං ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಎರഴ ಕല෫ කඝ ಚ೉ბ๯ൟ౨ ฆವ ๬෥ನ౲  ා౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  เ๕ಷ r r 
ಉං౪ ೕಶಗัಛಜ ಬಳಸมಞವ ಮ๰ರಗำ ಇๅ, ಇๅರവ ಇย౵  ඪೕನದ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ๅ, 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ๵ච౬ ಜಂತ අಡ౥ ർಜං ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ โ ಈ ಬൽಯย౵ ං ಮൡ౨  ಎರഴ ಈ ಬൽಯย౵  ವಕ౳ ൤ಯ r r 
ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ຄಂൽං ಒಂൿ ಇರಬ๾ൿ ಎರಡಃౙ  ಸಮ ಆದฉ ಅๅರവ ඪೕನ ෬ว౱ ೖಗะಜๅ ಮൡ౨  r r 
ಆದ౪ คಂದ ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಒಂൿ ๵ච౬ ಜಂತ ກೋ౞  ಎರഴ ๵ච౬ ಜಂತ ກ೉౞ ನโ ಎರവ ౽චౙ ೕํ ෬ว౱ ೖಗะಜರಬ๾ൿ r r 
ಈ ๸ದಭბದย౵  ಒಂൿ ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಮൡ౨  ಎರഴ ಸಹ ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಮൡ౨  කโ ෥ಡಬ๾ൿ ඩ౵ ඣೕ r r 
౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  ಅಥ฿ ඩ౵ ౲ ඨ ಅඝ౬  ಸಹ ຄಂൽค ಓ ౽චౙ ೕํ วඨ౺  ಇൿ ඩ౵ ඣೕ ౽ච౷ ಋ౺  วඨ౺  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಆฑ ಒඨ ವಕ౳ ൤ಯ ๒ನ౲  ൟ౳ ಜ౲ ౾ౙ ಂತ අಡ౥ ർಜං ಮൡ౨  ಇൿ ಸಮತಲ ෬ว౱ ೖ෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ โ ಅඦತ ಎರഴ ಅඦತ฿ಜං ಆದฉ ಒಂൿ ๵ච౬ ಜಂತ අಡ౥ ർಜං ಈಗ ಅಂൟಮ฿ಜ r r n2 

౾ౙ ಂತ ກ೉౞ ฆವ ๸ದಭბದย౵  කโ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಚ೉ბ๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ ಆದฉ ಜಂತ ಜಂತ ກ೉౞ ದ౪ ฉ n1 n1 n2 n2 n1 n2 
ಜಂತ අಡ౥ ർಜದ౪ ฉ, ຄರಜನ ෥ಧ౲ ಮโ ಜಂತ ກ೉౞ ನ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕ฿ಜ ಪค๭౩ ൟ෷ ඪೕನವඝ౬  n2 
ಬದม෵๯ತ౨ ං วඨ౺  ഹವ೧ბಂ಩ วඨ౺  ಆಗಬ๾ൿ ಮൡ౨  ౽චౙ ೕํ วඨ౺  ಒ෨౱ ಖ ಮ๰ರ฿ಗಬ๾ൿ ಎಂൿ කඝ 
෮ದศ ൧ೕค๭ං౪ , ಮ๰ರಗಳඝ౬  ൟฆಜ๯ವ ಮൡ౨  ಒ෨౱ ಖ฿ಜ๯ವ ಮ๰ರಗಳย౵  ඪೕನ ಮ๰ರโ ಒ෨౱ ಖ฿ಞವ 
ಮ๰ರ฿ಜං ಮൡ౨  ා౽චౙ ೕํ ಮ๰ರโ เ෗ನ౬  ಮ๰ರ฿ಜං . ಮ๰ರದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕโ ๯ತ౨ ෨ತ౨ ยನ 
ಪ౳ ඃಶ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ූเಸมಜං ಆದฉ ๼෨౱ ಖ ๸ದಭბದย౵  ಮ๰ರದ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕโ 
๯ತ౨ ෨ತ౨ ยನ ಪ౳ ඃಶ౾ౙ ಂತ ೉ಕౙ ർಜದ౪ ฉ ಅൿ ๬ಧ౲  ಛ೧ನ౾ౙ ಂತ ກ೉౞ ನ ವ౾౳ ೕ౽ರಕ ๰ಚ౲ ಂಕದ ದ౳ ವದย౵  ඦತರ ಈ rsed 
ಪค๭౩ ൟಯඝ౬  ຄಂದฤ ๬ಧ౲ เං ಮൡ౨  ಈ ๸ದಭბದย౵  ඪೕನ ಮ๰ರโ เಭ೧๯ವ ಮ๰ರ฿ಗಬ๾ൿ ಮൡ౨  ౽චౙ ೕํ
วඨ౺  ಒ෨౱ ಖ฿ಞವ ಮ๰ರ฿ಗಬ๾ൿ , ಅൿ ෨ಂൽನ ಪ౳ ๔౬ ෴ದฉ කඝ ಏකಗಬ๾ൿ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ අಂൽಡ 
วඨ౺  ನ ಎಡූಗൽಂದ ෍ಳ౾ನ ಘಟචಯඝ౬  ಪคಗ൐ಸมಜං ಆฑ ಒඨ ಮൡ౨  ಆฑ ಎರಡರ ෍ಳ౾ನ ಘಟච෷ ಬಲූಗൽಂದ 
๸ಭเ๭ದฉ ಅൿ ಒಂඃ ක෗඀ರವඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵  ඣೕഺೕಣ. ๴ി 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಮൡ౨  ಇൿ วඨ౺  ಆಜං ಮൡ౨  කโ ಇದඝ౬  ಒಂൿ ඛ෦ಷ ඛಬბಂඌಸฤ ನನಡ ಅವ౽ಶ ඛೕലං౪ ೕๅ r 1 r 2 
ಆದ౪ คಂದ ಪ౳ ಕರಣโ ಇย౵ ಂದ ಲಭ ಘಟච෴ಜං ಮൡ౨  ಇย౵  ಒಂൿ ງತದย౵  ಗಮನಹค๯ൟ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಎෆ ಒඨ ಆຉ කඝ ಆฏಭದย౵  ಎෆ ಎಂൿ ಬฉൽං౪ ೕච ಎರഴ ಅದ౽ౙ ಜ෻ ಅൿ ಎෆ ಒඨ ಮൡ౨  ಎෆ 
ಒඨ ಎෆ ಒඨ ಆಜං, 
ಆದ౪ คಂದ ಪ౳ ๔౬ ෺ಂದฉ ಈ ඀ರโ ಎෆ ಒඨ ಈ ಬൽ෵ಂದ ෍ಳ౾ನ ಸ෥කಂತರ ෍ಳಀ ๸ಭเ๭ർಗ කโ ಪคಗ൐๭ದ 
ಎෆಎෆ ಮൡ౨  ඪ౳ ඛ౺ ඩฯ ಕഷಡ ಗಮನಹค๭ ಇย౵  ಄ಂൽ౳ ೕಕค๭ ಮൡ౨  කโ ಈ ක෗඀ರವඝ౬  ಈಗ ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ f 
෍ಳಀ ಇย౵ ಂದ ಘಟච෴ಗ෎౽ಜൡ౨ , ಅൿ ಇย౵  ಒಂൿ ෈ಂൿเಡ ಄ಂൽ౳ ೕಕค๯ತ౨ ං෻ ಮൡ౨  ಈ ಬൽಯ ක෗඀ರโ ಆ 
ಬൽಯย౵ ฆವ ක෗඀ರโ ಒಂඃ ಆಜฆತ౨ ං෻ ಮൡ౨  ಈಗ ෍ಳಀ ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ අಂൽಡ ෬ว౱ ೖಯย౵  ๸ಭเ๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ෥ಡಬ๾ൿ ಸ෥ನ฿ಜ ಇದඝ౬  ൟฆಜ๭ ಮൡ౨  ಮ๰ರವඝ౬  ಈ คೕൟ ಇค๭ ಇದคಂದ ෍ಳಀ ಇඞ౬  
ಎಡූಗದย౵  ಘಟච෴ಞൟ౨ ං ಆದฉ ಈಗ ಅൿ ಎರഴ ෮ದಲ ಎರഴ ಎൿฃಞൟ౨ ං ಇย౵  ಘಟච෴ದ ෍ಳಀ ಇย౵  r r 
ವಕ౳ ൤ಯ ൟ౳ ಜ౲ අಂൽಡ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ಎൿค๯ൟ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಅඃ ಪค๭౩ ൟ ๻ಛಜ කඝ ಅದඝ౬  ൟฆಜ๭ං ಮൡ౨  ಅದඝ౬  ෮ದฤ ಎರഴ ಮൡ౨  ಇย౵  ಒಂದඝ౬  r r 
๻౾ං౪ ೕච ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಒಂൿ ෬ว ಒಂൿ ෬ว f f one f one 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಎರಡಲ౵  ಇൿ ಒಂൿ f f 

Pru
tor
@
IIT
K



ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ෬ว ಒಂൿ ಎರഴ ෭ನ๺ ා ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂದඝ౬  ಒಂದคಂದ ಎರಡคಂದ ಒಂൿ ෭ನ๺ f n n r 
ಒಂದคಂದ ಒಂದคಂದ ූಜ๭ർಗ කโ ෮ದฤ ಒಂದคಂದ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂದคಂದ ಎರഴ ๰ತ౳ ವඝ౬  r r r 
ຄಂൽං౪ ೕๅ ಆದฉ ಈಗ ಎರഴ ಒඨ ಆಜฆโದคಂದ ಮൡ౨  ಒಂൿ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಎರഴ ಆಜฆโದคಂದ කโ r r r r 
วඨ౺  ಅඝ౬  ൟฆಜ๭ං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ 1 คಂದ ෭ನ๺ 1 คಂದ ಆಜං r 2 r1 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಏඝ ಅಲ౵  ಆದฉ ಎෆ ඛಂದ ෭ನ๺  ಮൡ౨  g 1
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಅಥ฿ ಈ ๸ದಭბದย౵  ඀ರโ ಒಂඃ ಆಜฆತ౨ ං, ෍ಳಀ ಈ ಬൽ෵ಂದ mod f1 
๸ಭเ๭ದง ಅಥ฿ ಈ ಬൽ෵ಂದ ಘಟච෴ಜದ౪ ง ಮൡ౨  ಆಜದ౪ ง ශೕಕฯ ಉದ౪  ಒಂඃ ಆಜฆತ౨ ං r 1 r 2 
เ෗ನ౬ ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಬൽಯย౵  ಒಂඃ ಆಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  ಈ ಬൽಯย౵  ಒಂඃ ಆಜದ౪ ฉ ಅൿ ಮൡ౨  n 1 n 1 n 1 n 1 n n2 n3 n1 

ಮൡ౨  ಆಜದ౪ ฉ ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ಪค๏ೕย๯โൿ ෽ೕಗ౲ ฿ಜං ಆದฉ ಇൽೕಗ ಎರവ ಬൽಗಳย౵  කโ n2 n3 n1 
ಅඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ ಮൡ౨  ಇൿ  ಆಜฆ฿ಗ ಮൡ౨  วඨ౺  ನ ಎರവ ಬൽಗಳย౵   ಒಂඃ ಆಜฆ฿ಗล  ಡ n2 n1 r1 r2
ಸ෥ನ฿ಜಲ౵ ൽದ౪ ง ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ කඝ ಪคಗ൐๯ൟ౨ ං౪ ೕච ಬಳ๭ං౪ ೕๅ mod f1 mod f2 mod f5 mod i 
ಏಃಂದฉ ಈ ಬൽಯ ක෗඀ರโ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಈ ಬൽಯ ක෗඀ರโ කโ ಅದඝ౬  ඣೕലದฉ 
ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ ಸಹಜ฿ಜ ಈ ಕഷ෵ಂದ ෍ಳಀ ಬฆ฿ಗ ಈ ൽಀౙ  ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ශೕಕฯ วಂ൬ ಧකತ౱ ಕ฿ಜ ෨ಂൿವค෷ತ౨ ං ಋ൏ತ౱ ಕವಲ౵  ಆದฉ ຂಛದง ಈ ಪ౳ ಕರಣಃౙ  කโ f1 
൧ೕค๭ං౪ ೕๅ ಏಃಂದฉ කโ ಎม౵  ಸಮಯದล౵  කโ ෍ಳಕඝ౬  ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ ಇย౵ ಂದ ಘಟච ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಈ ಬൽಡ ශೕಕฯ วಂ൬ ಎෆ1 ಮൡ౨  ಆ ಬൽಡ ශೕಕฯ วಂ൬ ಮൡ౨  ಎෆ 2 ಧකತ౱ ಕ ಮൡ౨  ಎෆ ಒಂൿ f2 
ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ๼ೕಡ ಮ๰ರโ ಎರഴ ತತ౷ ಗಳඝ౬  ຄಂൽං 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಇದඝ౬  ಸ౷ ಲ౭  ກೋ౞  ಚ೉ბ๯൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  วඨ౺  ನ ಪ౳ උನ ශೕ๭ ಮൡ౨  ශೕಕฯ วಂ൬ 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಎಡූಗൽಂದ วඨ౺  ෍ಳ౾ನ ಘಟච෴ಜං, ಎม౵  ෍ಳ౾ನ ౾ರಣಗำ ಇย౵  ಎಡූಗൽಂದ ๸ಭเ๯ತ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಇൿ ಇย౵  ශೕಕฯ วಂ൬ ಎෆ ಎರಡฌಂൽಡ ಒಂൿ ෈ಂൿ ಎෆ ಎರಡಃౙ  ಄ಂൽ౳ ೕಂತ฿ಜං ಎෆ ಒඨ ಇย౵  ෮ದಲ ತತ౷  
ශೕಕ๺ ඛಂದ ಬฆವ ෮ದಲ ಪ౳ උನ ශೕಕ๺ ౾ರಣಗำ ಎෆ  ಅඝ౬  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ಪ౳ ದ๏ბಸมಞತ౨ ං ಏಃಂದฉ ෍ಳಀ1
ಇย౵ ಂದ ಬಲൽಂದ ಎಡಃౙ  ಚย๭ದฉ ಅൿ ಈ ತತ౷  ශೕಕ๺ ඩ෵ಂഡ ಡ ಄ಂൽ౳ ೕಕค๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಇದච౬ ೕ කโ ๼ಂൽನ 
๲౵ ೖി ನย౵  ඣೕലං౪ ೕๅ ಈಗ ශೕಕฯ วಂ൬ ಅඝ౬  ಎෆ ಒඨ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಈ ๸ದಭბದย౵  ෍ಳಀ ಇย౵ ಂದ 
ಚย๯ൟ౨ ං ಆದฉ ಸ෥කಂತರ ෍ಳಀ ಪ౳ උನ ශೕಕ๺ ಎෆ 2 ನย౵  ಄ಂൽ౳ ೕಂತ฿ಜං ಮൡ౨  ශೕಕฯ วಂ൬ ಎෆ 2 ಆದฉ 
෮ದಲ ತತ౷ ൽಂದ ຄರຄ෨౱ ವ ෍ಳ౾ನ ౾ರಣಗำ ශೕಕ๺ ಎෆ1 ಅඝ౬  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ಪ౳ ದ๏ბಸมಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಎෆ 1 ಪค෥ಣโ ಎෆ 2 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಎෆ 1 ෮ದಲ ಪ౳ ෨ಖ ಗಮನ฿ಜං ಏಃಂದฉ කโ ಇย౵ ಂದ ຄೕർಗ කโ ෮ದಲ ತತ౷ ವඝ౬  ಎൿค๯൤౨ ೕๅ 
෮ದಲ ෬ว౱ ೖ ෮ದಲ ತತ౷  ශೕಕฯ วಂ൬ කโ ෨ಂං ຄೕർಗ කโ ಎರಡඡ ෬ว౱ ೖಯඝ౬  ಎൿค๯൤౨ ೕๅ 
ವ౾౳ ೕಭವನದ ෬ว౱ ೖ ಎರಡඡ ತತ౷  ಗಮನ ಮൡ౨  ಎರಡඡ ක෗඀ರ 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ෮ದಲ ಪ౳ උನ ಗಮನ ಒಂൿ ෮ದಲ ශೕಕฯ ಉದ౪  ಎರഴ ಎರಡඡ ಪ౳ උನ ಗಮನ ಮൡ౨  f f f f 
ಎರഴ ಎರಡඡ ක෗඀ರ ಇൿ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಮൡ౨  ಮ๰ರൽಂದ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ කโ ಈಗ๣ౣ ೕ f1 f2 f1 
ಪค෥ಣದย౵  ಡ ಸಮ ಎಂൿ ൧ೕค๭ං౪ ೕๅ f2 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๬෥ನ౲ ฿ಜ ශೕಕฯ วඨ౺  ಬಡ౛  ෥ತකഴ฿ಗ วඨ౺  ನ ශೕಕ๺ ಅඝ౬  ಉว౵ ೕ಍๯฿ಗ ๬෥ನ౲ ฿ಜ 
วඨ౺  ඛಂದ ಸ෥ನ฿ದ ෩ಲ  ಮൡ౨   ತತ౷ ಗำ ಪ౳ ෨ಖ ಗะಜๅ. ಉದ౪  කโ ಎರಡඡ ශೕಕฯ วಂ൬ foci f1 f2 foci f 
ಎෆ2 ಅඝ౬  ಉว౵ ೕ಍๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ ಏಃಂದฉ ಅൿ කโ ඦತರ ಎൿค๯โൿ ಮ๰ರವඝ౬  ෦ೕคං ಮൡ౨  ಇൿ කโ 
ಉว౵ ೕ಍๯ൟ౨ ฆವ ಎರಡඡ ශೕಕฯ วಂ൬ ಮൡ౨  ශೕಕ๺ ಆಜං วඨ౺  ನ ಸಹ කโ ౽౲ ඪಟฯ ಎෆ ಎರಡඝ౬  
ಉว౵ ೕ಍๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ ಅൿ ಎರಡඡ ತತ౷ ದ ಄ಂದ౳ ෈ಂൿ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಅൿ ಎෆ ಎರഴ ಮൡ౨  ශೕಕฯ วಂ൬ ಎෆ ಎರഴ ඦತರ ಎෆ ಒಂದರ ඩ౳ ෨ಖ౲ ൤ ಏඝ ಏಃಂದฉ ෍ಳಀ 
ಇย౵ ಂದ ಘಟච෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಎෆ 1 ರ ඩ౳ ෨ಖ౲ ൤ ಏඝ කโ ඣೕഴ๋൤ ಇย౵ ෻ ඩ౳ ෨ಖ౲ ൤ಯඝ౬  เವคಸมಜං ಎෆ 1 ඛಂದ ಬฆವ 
෴โඃ ౾ರಣವඝ౬  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ಪ౳ ದ๏ბಸมಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ಇൿ ಎย౵  ෎ಀ , ಮ๰ರಗัಂದ งඬತಂಡ ೉ತ౳ ಗಳඝ౬  ඛಧბค๯ವย౵  ನಮಡ ಇൿ ෎౽ಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ೉ತ౳ ಗಳ ೉ತ౳ ಣ ರಚචಯ ෨ಂൽನ เಷಯ฿ಜං วඨ౺  ඛಂದ 
ಆದ౪ คಂದ ಎฯ ಎಋ౺  ඛಂದ ೉ತ౳ ಗಳ ರಚච 
ಆದ౪ คಂದ ೉ತ౳ ಗಳ ರಚචಯඝ౬  ๸౾౹ ಪ౨ ฿ಜ ಚ೉ბ๵ೕಣ , ಕನ౬ ലಗಳ ๸ದಭბದย౵  ೉ತ౳ ಗಳ ರಚචಯඝ౬  කโ เವರ฿ಜ 
ಚ೉ბ๭ං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ วඨ౺  ඛಂದ ೉ತ౳ ಗಳ ರಚචಯඝ౬  ඩಶ౷ ბ฿ಜ เಸ౨ ค๭ං౪ ೕๅ කඝ ಈಛಗศ ೉ತ౳ ದ ರಚචಯඝ౬  
ಚ೉ბ๭ං౪ ೕච ඩ෵ಂഡ ಆ෍ౠ ಋౣ  ನ ಆದฉ ಈಗ කโ ඩಶ౷ ბ฿ಜ เಸ౨ ค๭ದ ವ๯౨ ವඝ౬  ಪคಗ൐๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ ಅൿ ಇย౵  ಆ෴ಮದ

ಎಂ්ൿ ಒಂൿ ชಒಯ ವ๯౨ ฿ಜං ಒಂൿ ෮ದಲ ಪ౳ ෨ಖ ಄ಂದ౳ ฿ಜං ಎರഴ ಎರಡඡ ಪ౳ උನ ಗಮನ ab ab f f 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෬ว ಄ಂൽ౳ ೕಕค๵ೕಣ ಇย౵  d iagram 
ಆದ౪ คಂದ ವ๯౨ เඛಂದ ಬฆವ ಒಂൿ ಸ෥කಂತರ ౾ರಣโ ಎರಡඡ ತತ౷ ದ ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං ශೕಕ๺ ಇย౵  
ಮ๰ರದ ಮಧ౲ ದ ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞವ ౾ರಣโ เಚยತ฿ಜ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಅൿ ಄ಂದ౳ ൽಂದ ಬฆವ 
౾ರಣವඝ౬  ೞൽ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಅൿ ೉ತ౳ ฿ಜฆತ౨ ං ಯ ෈ಂൿเನ ෈ಂൿವඝ౬  റ౲ ๜ ಎಂൿ ಞฆൟಸมಜං ಅಥ฿ a 
เಸ౨ ೃತ ವ๯౨ เನ ೉ತ౳  റ౲ ๜ ෈ റ౲ ๜ ಆಜං ಇย౵  ಈಗ ෮ದಲ ಪ౳ උನ ශೕಕ๺ ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞವ ෩ರඡ ab 
౾ರಣವඝ౬  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ಪ౳ ದ๏ბಸมಞತ౨ ං ಅඡಕ ๸ದಭბಗಳย౵  කโ ಇฆ൤౨ ೕๅ ಎರಡඝ౬  ಪഷಯฤ 
๬ಧ౲ ฿ಞโൽಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಎರഴ ౾ರಣಗಳඝ౬  ಃಲ่෫౱  ౽චౙ ೕํ วඨ౺  ಗಳ ෩ಲಕ เ๕ಷ฿ಜ ಆຉ ನ ๸ದಭბದย౵  ๲ึಯฤ 
๬ಧ౲ ฿ಞโൽಲ౵  ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಈ ಅಂಶವඝ౬  ಬಳಸ෎ಀ, ෨ಖ౲  ಗಮನൽಂದ ಬฆವ ౾ರಣವඝ౬  ಸ෥කಂತರ 
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౾ರಣದ ౾ರಣಃౙ  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ඛೕಡมಞತ౨ ං ಅౘಃౙ  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ಪ౳ උನ ශೕಕ๺ ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං 
ಆದฉ ෨ಖ౲  ශೕಕ๺ ඛಂದ ๻ൿຄೕಞವ ಅಥ฿ ಬฆವ ౾ರಣವඝ౬  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ಪ౳ ದ๏ბಸมಞತ౨ ං ೞದಕโ 
ನಮಡ ವ๯౨ เನ ๬౩ ನವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಈಗ කโ ಇದඝ౬  ತ౷ คತ฿ಜ ඣೕഺೕಣ ಏಃಂದฉ කโ ಇ ೉ತ౳ ಗಳ ರಚචಡ ar 
ಪค೉ತ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ൟ౳ ಆೕನವඝ౬  ඣೕല ಮൡ౨  ൟ౳ ಆೕನ ಇย౵  ಮൡ౨  റ౲ ๜ abp a dash b dash p so abp a dash b b 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ൟ౳ ಆೕನ ಮൡ౨  ಈ ൟ౳ ಆೕನ ಇโ ಸ෥ನ ൟ౳ ಆೕನಗะಜๅ ಏಃಂದฉ ಈ เฆದ౫  ಆೕನಗำ 90 ലಜ౳ ಗัಡ 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಎม౵  ෩ฆ ಆೕನಗำ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅൿ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಆಜൿ౪  ಅൿ റ౲ ๜ab by bpab by bp tan theta ab by bp 

റ౲ ๜ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං b 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಇದඝ౬  ಇย౵ ಡ ಬದม෵๯ൟ౨ ං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ඛಂದ റ౲ ๜ ෈ റ౲ ๜ ෈ റ౲ ๜ ෈ ෵ಂದ ෈ඪಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಈಗ ๴ඨ ಕච౷ ನ౸ ඨ ಅඝ౬  ab 
ಅನ౷ ෵๯โದคಂದ ಅൿ ಏචಂൿ ನಮಡ ൟัൽං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆ෕ ෩ಲಕ റ౲ ๜ ෈ റ౲ ๜ ಅඝ౬  ๾ഴಕฤ ಆಸ౾౨  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಏಃಂದฉ කโ ಇದರย౵  ಆಸ౾౨  
ຄಂൽං౪ ೕๅ ม౲ ಟರฯ ವಧბච෷ ಕನ౬ ലಯ ๸ದಭბದย౵  කโ ඩಶ౷ ბ ವಧბචಯย౵  ಆಸ౾౨  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಎಂ්ൿ m 
೉ತ౳ ದ ಛತ౳ ದ ಛತ౳ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං. ඛಂದ റ౲ ๜ ab b 
ಆದ౪ คಂದ ෵ಂದ റ౲ ๜ റ౲ ๜ ෈ റ౲ ๜ ෵ಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ab b p bp 
ಆದ౪ คಂದ ಬದย෴ಜ ๸಄ತ ๸ಪ౳ ർಯඈ൤ ಇൿ റ౲ ๜ ಆಜൿ౪  ಇൿ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ hh 
ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಅౘದ ෬ยฆವ ෴โඃ ඀ರโ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ റ౲ ๜ ෈ റ౲ ๜ ಅඝ౬  ಬದย๯൤౨ ೕๅ റ౲ ๜ ಮൡ౨  ಇൿ ಧකತ౱ ಕ ಮൡ౨  ೉ತ౳ ฿ಜฆವ ವ๯౨ เನ h abh v 
඀ರಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆವ ඀ರ ಮൡ౨  ವ๯౨ เನ ಅಂತರโ ಆಜฆವ ವ๯౨ เನ ಅಂತರโ ಋ൏ತ౱ ಕ bp 
෭ನ๺ ಆಜං, u 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵  ಪ෴ბಯ฿ಜ ಅಥ฿ ಎಂ්ൿ ඛಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಈಗ m h h u u 
කโ ರಚචಯඝ౬  ඣೕലದฉ ಬಹಳ ෎ಗච ා౽ඨ ಄ํ วඨ౺  ನ ๸ದಭბದย౵  ೉ತ౳ ದ ೉ತ౳ ದ ಬಡ౛  කඝ ಚ೉ბಸ෎౽ಜಲ౵  
ಆದฉ ಇย౵  ವ๯౨  ಆಜං ಎಂൿ ඛೕโ ಇದඝ౬  ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ඣೕಡಬ๾ൿ ಈಗ ಒಂൿ ಸ෥කಂತರ ౾ರಣ ಇย౵  ಘಟච෷ ab 
෎ฉഷಡ ൟฆಞತ౨ ං, ಇൿ ഹವ೧ბಂ಩ วඨ౺  ෮ದಲ ඪ౳ ඛ౺ ඩฯ ඛಂದ ීඈ൤ ౽൒ತ౨ ං ಇย౵  ශೕಕ๺ ಇย౵  ಎෆ  ಇย౵ ಂದ 2
ಒಂൿ ౾ರಣ ಬฆൟ౨ ං, ಅൿ ຄೕಞൟ౨ ൡ౨ , ಅൿ ಈ ತತ౷ ಃౙ  ຄೕಞൟ౨ ൡ౨ , ಇย౵  ශೕಕ๺ ಅඝ౬  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ඛೕಡมಞತ౨ ං 
ಏಃಂದฉ ౾ರಣโ ಇย౵ ಂದ ඩ౳ ฏ෗๭ದฉ ಅൿ ಸ෥කಂತರ฿ಜ ඛงඪಸಲ౭ ഴತ౨ ං ಮൡ౨  ಅൿ ಡ෋౵ ౲  ಆಜං ๻ข ಈ 
౾ರಣವඝ౬  ಸ෥කಂತರ฿ಜ ಪ౳ ದ๏ბಸมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಮ๰ರದ ಮಧ౲ ූಗದ ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞವ ರಚච෷ ಎม౵  
෩ฆ ౾ರಣಗำ  เಚಲನತಳ౶ ං ຄೕಞತ౨ ං  ಇย౵  ಎย౵ ෸ ೞൽ๯โൽಲ౵  ඛಂದ ಬฆವ ౾ರಣಗำ วඨ౺  ನ1 2 3 1 2 3 a 
ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽಯย౵  ಎย౵ ෸ ೞൽ๯โൽಲ౵  ಆದฉ ಗಮඛ๭ ಅโ ಇย౵  ಒಂൿ ෈ಂൿเඛಂದ ීඈ൤ ൧ೕฆತ౨ ๅ ಅย౵  
ಅโ ೞൽ๯ತ౨ ๅ කโ ಇโಗಳඝ౬  ๼ಂದಃౙ  เಸ౨ ค๭ದฉ ಅโ ಬฆತ౨ ๅ ಎಂൿ ൧ೕฆತ౨ ං ඦತರ ಅโ ಒಂൿ ෈ಂൿเඛಂದ 
റ౲ ๜ ඛಂದ ಬฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ റ౲ ๜ ෈ റ౲ ๜ ಎඝ౬ โൿ ා౽ඨ ಄ํ วඨ౺  ඛಂർಜ ನ ೉ತ౳ ฿ಜං. ඛೕโ ಮൡ౨  റ౲ ๜ ab abp a dash b p 
ൟ౳ ಆೕನಗಳඝ౬  ඣೕലದฉ ಅโ ಸ෥ನ ൟ౳ ಆೕನಗะಜๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ඛಂದ റ౲ ๜ റ౲ ๜ ෵ಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅಂದฉ ab b b dash p bp h dash by ha dash bb 
റ౲ ๜ ಇย౵  റ౲ ๜ ಆಜൿ౪  ಅൿ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಅౘದ ෬ว ඛಂದ ಈ ೉ತ౳ ದ ඀ರದ ෭ನ๺ ಡ hh h h v 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ෭ನ๺ u 
ಆದ౪ คಂದ ෭ನ๺ ඛಂದ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಇൿ ඛಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅಥ฿ ඩಶ౷ ბದ v u v v 
ವಧბච෷ ෮ದยඦ൤ ඛಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂದಥბ ಅඃ ๰ತ౳  කโ ಅඝ౬  ಅඝಸค๭ฆโದคಂದ ඪೕನ u v t 
ಮ๰ರದ ๸ದಭბದย౵  කโ ಪഷൿಆಂലං౪ ೕๅ ಅವฆ ෨ಂൽನ ತರಗൟಯย౵  ಸ෥ๆಶಃౙ  ಸ๼ ๻ಀ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ 
ಃಲโ ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  วඨ౺  ನ ಶ౾౨ ಯ เಷಯಃౙ  ෨ಂൿವค෷൤౨ ೕๅ, ಮ๰ರโ 
ಒ෨౱ ಖ฿ಞ฿ಗ ಅಥ฿ ෎ฉഷಡ ຄೕಞ฿ಗ , ಒ෨౱ ಖ฿ಜ๯ವ ಶ౾౨  ෴โൿ ಮൡ౨  เಭ೧๯ವ ಶ౾౨  ෴โൿ 
ಎಂ්ದಃౙ  ๸ීඌ๭ದ ಶ౾౨  ಇං. ෨ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵  ඛೕโ ൤ಡൿಆำ౶ ൟ౨ ೕค 

Pru
tor
@
IIT
K




