
  ࠬ అందࠤࢤ ڔࡍదయం, ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంڴల ࡍڷంۨ మڡࠪ ࠾ࡍझ बࣃ ࡹలހసࠬకర ࡽࢗ  నऴభంశం ऴపࣆफత 
పߖ޳ऒ  ఎ࡮ ऴప࢘శ߭టदడం ࡍڷంۨ ߘߝ చࡍऐ ంచడం ऴߦరంࠚంۨన ۨవࡍ ఉపߕङ సం޶࢑ ࡹङ దయࣃए ంతతछ ం߯ ఈ 
అࣣ ܼߖࡹ ڡߧ ۨవࡍ ఉపߕङ వ ړߖࣃ ऐۧ ࠭.
ङ޶࢑   దయࣃए ంత తరంࡱڴ అࡱߧ ߖవబݦ తరంڴల తరం ޳ࡶ అంచࣆޓ ࡍ޳ ڕߕफంڒ ޴బܽद ఈ ܌ࡗ మనం 
ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ ం అం݄ ߘߝ ۨవࡍࣃࡍ ऴࣄ࢐న ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంڡࠪ ࡱڴझ  ڕలހసࠬకర ࡽࢗ 
అڷߘణంڴ ఉߕऒ యߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߖంచߕޔࠓऒ .ߘ
झڡࠪ ఆ ࠭࠲   ߖఅవకలన సࠬకరణం అ ݟంߘ లހఆ సࠬకర ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߘలހసࠬకర ࡽࢗ 
షएࡍప ߘలހఅవకలన సࠬకర ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߖ࢐ܽ ݦలవబߧ  ంచడంࡍ
छ޳ छ޳ లހఈ సࠬకర ࡌ ऒߕఉ ࡱڴతరం ࡹలڴన తరంݟయబ࢘ ߕఅంచ ࡌ యߖ మߖ࢐ܽ ࠾ࡍ ఇߩओ  ݡ
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంࡱڴ అࣃࡱߧ ߖफ झࡏڝ ఈ ࡱހకం݄ అవకలన  సࠬకర޶ఎం ࡏ కएࡅ   పړ߅ࡍ ࠫంۨన࢑ 
ఇకए డ ߘߝ ఎలवڝदࠪ కएࡅ ۃ  పࢲࡍए ऒߖࡌ  ఊࣕࣃफ एࢲࡍఆ ప ࠾ࡍమ ࡱ ࢟࢘ ڡܽߜ  ߘ झڡࠪ ࡱࡌ  ࡽࢗ 
సࠬకరހలڕ అڷߘణంڴ ఉߕऒ యߖ ۫పడం, ఎలवڝदߖڒ࠱జం߯ ఈ ఉపߕङ झࡏڝ లࣃ  అంతܼ మనం ۫ࣆफనऒ  
झڡࠪ ऒߕఉ ڴణంڷߘఅ ڕలހసࠬకర ࡽࢗ  యߕޔߩ۫ ߖऒ  ,ߘ
ङ޶࢑ బܽदڒ దయࣃए ంత తరం޶࢑ ࡱڴङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑల తరంࡱڴ తపओ  మڒ ࠬࡔదߘߝ ߖ 
మघࠒ ఒక ڴࡍࣃࡍవۨ ࠭࠲ బܽदڒ ,ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ .࠭ࣃڶ ߘ
  ఒక࢘ళ ߘߝ మࢁच  అࠒ ޻మघ ఇకए ߘ డ ࣋ڶफ, ߘߝ ఈ తరంߖڴऒ  ఇ࡮ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࣃߧ۫ ߘफ  ߘߝ ఇ࢑ ࠾ࡍమ ߘ
ఇకए డ ࣆڶफనऒ  ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࢗక द࡛ झ  ఇ޴ ޴శ ఇ޴ ޴శ మ࠾ࡍ  ఇ޴ ޴శ ڒబܽद ޶࢑ङ  z x y x ޴ఉం ࡹశ޴ इऴతం ޠ
మߘߝ ࠾ࡍ ఇࣄڶ ࡮న సంబం߅త అయࣃए ంత इऴతం ڒబܽद అయࣃए ంత इऴత ࡔఖࡱ అయࣃए ంత इऴత ࢗక द࡛ झ  
అయࣃए ంత इऴత ࢗక द࡛ झ ఉనऒ ࢟࢘ ޴फంࣆߧ۫ బܽद ߸గ࡛ڒ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ڕ  ओߩ పऱ࣒ ݡ ङ޶࢑ ࡹశ޴   इऴతం z ޠ
మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴࡱޑ ऴపۧరం ޴శڕ లంబంڴ ఉంܼ࠼.
 ఇకए డ అయࣃए ంత इऴతం మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంగం ࡅకए  ऴపۧర ޴శڕ లంబంڴ 
ఉంܼ޶࢑ , ࠼ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴࡱޑ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉంܼ࠼ మࡓ ࠾ࡍంݢ 
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంగం ࡅకए  ऴపۧర ޴శڕ లంబంڴ ఉంܼ࠼ 
మ࠾ࡍ అۯ ࡏࠬ ࢑యగڵ࡯నంత దశࡹ ఉంܼ࠼.
 ఇకए డ ۫డంݟ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ߕࣆऒ  అ࠼నߩओ एࣃఅయ ݡ ంత इऴతం ߕࣆऒ , ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࠪڵऒ ङ݀  ݭ
ओߩనڵࡍ߭ एࣃఅయ ݡ ంత इऴత పࠪࡍణం ߭ޔڷࡏం޴ మ࠼࣎ߙ࣌ ߖܽ࢒ ࠾ࡍడࡽ తరంࡱڴ అࣃࡱߧ ߖफ  ,ࡏ
ఎం޶కం݄ ߘߝ ۨవ࠼࣎ߘ࣌ ࡍࣃࡍడࡽ తరంࡱڴ అߖ ߖరछ ۨంۧߘ ఎం޶కం݄ ఈ తరంڴల సबలం మ࠾ࡍ 
సమయం ఆ߄రపడటం ߘߝ ऴࣃ࢐फ  బܽद అ࢑ڒ ࡱڴతరం ࡽడ࠼࣎ߙ࣌ ࡱڴతరం ߤ࣌ ࡹఒక సࠬకరణం  ߘ
ङ޶࢑ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴࡱޑ దశࡹ ఉߕऒ ओߧۮ ࡍࣃࡍవۨ ߘߝ ࠾ࡍమ ࠼ న ऱܿڴ ఈ సంఖङ అర ߘ बం 
సओ ࡮ۧ ࡹవడంڝࣆۯ షदంڴ ఉం࡯ݞ, ఈ పంڕफ޶࢑ ࡱङ एࣃఅయ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ంత పࠪࡍణం మ޴ ࠾ࡍశߘ 
ࠪऴతࣃۨࣇ ࠲फ .࠼
  ఇకए డ ߸గ࡛ ࡅకए  అࣾం ࢗంట ࢑࢑ధ ࠼ߦంటऱ వదभ ߹ࡽन ఉం޴  ఇ࡮ంܽ కద࡯కࡱ ఏࠬ ࣃ ,࢓ࡶब నऴభంశం ޶ࡶ, ఇ޴ 
ङ޶࢑ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴࡔ࢘ ࡱޑछ  ࠾ࡍబܽद మڒ ࠼ఉంܼ ޕࡏࠪ ڴణంڷߘ࡮ڒ ల వదभ࢓޶ంࠉ ࡏ
అߖऒ ङ޶࢑  దయࣃए ంత తరంࢁڣ ࡱڴ సबలంࡹ ఒښ ࢘గంޜ ऴపࣃށ࠻फ యߘߝ ߖ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ऴపࣃफ ࢑ంۧ࡯.
 ఆ ࡱ࢑వ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࠫޛघ घࠫޛ ݡఏ ޴  8 ڕߘపవ࡛ ࣊క ݟంߘ 10 ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡంࡓ ޴
ࠬటర ऱ వరڕ ఇ޴ ఖۨऐ త࠳న ࡱ࢑వ ఇߩओ కएࡅ గం࢘ ޒంڒ ࡹసबలం ࢁڣ ޴ఇ ݡ  ࢘గం మ࠾ࡍ ࠬట࡛ ࡅకए  
కएࡅ ݋ߖ࠿  ఖۨऐ త࠳న ࡱ࢑వߖ ڴరछ ۨంచబݟం޴  ࠬట࡛ అ࠼న ߰డ݋ߖ࠿ ࢓ ఈ ڒంޒ ࢘గం ࢁڣ ޳ࡶ 
 సबలంڒ ࡹంޒ ࢘గం ޳छ రछߖ ࡌ ۨంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అߖऒ ङ޶࢑  దయࣃए ంత తరంࢁڣ ࡱڴ సबలంࡹ c 
ఇۨऐ న అ޻ ࢘గంޜ ऴపࣃށ࠻फ ङߕఉప ࡍవۨ ࠾ࡍమ ࠼ సంߧ۫ ߘߝ ࡹంۯ ࣊ओ वక दߧ۫ ߘ ࠹ంۧߘ.
 ࢑࢑ధ ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంࡆݟࡔ ࡱڴ తరం࠳ ࡱڴऴ࢟࢘ڝ ల మధङ  ࡱڴతరం ݭࡓ߷ऴ ߤఇ ڕࠬ ࡱڴతరం ޒంڒ 
అߗޒలࣕࡹతంڴ ఉంܼ࠼ అߩओ झڡఎ ڕࠬ ݡ ऒߗఇవ ,࠼ఉంܼ ࡱހరړ ࠪڴ ࡱހరړ- ङ޶࢑  దయࣃए ంత 
తరంڴలࣃۨࣇ ߘफ ऒߗఇవ ࠼ ङ޶࢑ ࡛ۧ  एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑల ޳छ ࡍవ ࡌ पంచబడ࠼ޑ మ࠾ࡍ అవߗऒ  
ఈ సంఖङ ࡹసबలం ࢁڣ छ޳  फࣃށ࠻ऴప ޜన ࢘గంݟంచబ޴అం ࡌ  c ݡ࠮ ڴరణం߄ࣃ మనం ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ࠼
టరࠬ ޴ࠫߖఎ ڕߘక࣊ ݟంߘ ޴ప ݟంߘ ऱ శړ फ వరڕ అంచࣃ࢘ ߕफ .޴ఉంܿం ڴࡏࠪࣆ ړ޴ప ݡ࠮ వࡱ࢑ ߖ޵ ,࠭
  పవ࡛ ఎ݋࠼ ࠬట࡛ ప࡛ ࣊కߘ అ޴ߝ ఇం۪ࠫం۪ ࡱ࢑వ ࠆݥ ऴపڒరం ఖۨऐ త࠳న ࡱ࢑వ ఇߩओ  ݡ
రछߖ ۨంۨన ऱܿࡓ ڴం࠼ߦ ݡంࠫޛ ݋घ घࠫޛ ޴ घࠫޛ ݡఏ ޴  ڕߘక࣊ ޴ప ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡంࡓ ޴
ఎ޴ࠫߖ ࠬటڒ ࡏబܽद ఇߩओ ంܿనऒڕߘల࠻ۯ ߘߝ ݡ ऒߕంܿڕߘంۧలށగࡍప ߖ࢐ܽ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ ޴   a ߘ
ङ޶࢑ ࡽడ࠼࣎ߙ࣌ దయࣃए ంత తరంగం మߘߝ ࠾ࡍ ऴ࢐యࡃࠓ ఈ పࢲࡍए రం ࠪڡझ  ڕలހసࠬకర ࡽࢗ 
అڷߘణంڴ ఉందڒ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ ߖబܽद ࣌࠼࣎ߙడ޶࢑ ࡽङ దయࣃए ంత తరంߖڴऒ ఇకए ߘߝ  డ 
నߧ۫ ऱܿڴ ఈ ۨऴతం޶࢑ ࡹङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޴ంޜߩ۫ ࡹశ޴ इऴతం ޠ ంత इऴతం ۫ޜߩం޴ ޴శࡹ x y 
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మ࠾ࡍ ऴపۧరం ࢗంట ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ రక࠳న తరంగం ఈ ߷రࡅ ࠹కए  సࠬకరހల ޳छ  z ࡌ
ఈకछ ܘఈ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ङڒ ఐ ܿ ࡽ ङڒ ఈ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ ݋ߕ ఇ ߵ ړवࡵఎ ߵ दࡽ߹ ڡन ޴శࡹ e kz t i x 
ऒߖ࢐సफ࢐ ߝందݟంచబۨࣇ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ  కएࡅ इऴతం ޠ  పࠪࡍణం ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࡅకए  గࡍషद ࡱ࢑వ 
మߤ࣌ ࠾ࡍ ఫంࣾ࢐ ߤసफړߖ࢐ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࡏڷ ڕࠬ ߘߝ ߖफ ࣃۯफ ङ޶࢑ ߘ एࣃఅయ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ంత 
इऴతం ࡅకए ऱߦ  ऱܿ ఒక ࡍߖ भషद సమయంࣃ ࡹब నం ࡅకए ङ޶࢑ ޴ఇ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ࣄۯదయ ڴ߅࢑   ࠾ࡍమ ޠ
అయࣃए ంత इऴޑల ࡅకए  పࠪࡍణం మ޴ ࠾ࡍశల ࡅకए ऒࣃ  .ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ݋ࢲ ߵ
ऒߕࣆ సమయం ۯ࡯ߧ ߖఅ ߘߝ   फࣃࡱߧ ߘߝ ߖసࠪనం అ ړ ङ޶࢑ ڴࡍࣃࡍవۨ ݞږ ߘߝ ,ߘ  t ࠾ࡍమ ޠ
అయࣃए ంత इऴޑలߧ۫ ߘంۯ ఒక ࠒమघ ࡍߖ ఒక ߘ भషद ࣃब నం వదभ సమయం ࡅకए  ޴అ ,ߘంۧ޴ం߰ࡐ ڴ߅࢑ 
మࡖక ߸గ࡛ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఒక ࠒమघ ओߩనࣄ۫ ߘ గ࡛ ఖۨऐ߸ ݟంచంߖగమ ڴऴగతफ܉ ࡮ۧ ݡ తంࣆۨࣇ ߖߖ޻ ڴफం޴
ङ޶࢑ ޴బܽद ఇڒ ఇకए ߘߝ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ డ ࣄڶన సంబం߅త అయࣃए ంత इऴతం ޴శࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद y b 
అڒ ޴ߝङ ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  సࠪనం ړ ణంࠪࡍంత పڜ ߵ డ j b naug ht sine kz t 
۫డగڵ࡯న ऱܿ޶࢑ ߘߝ ڴङ ऒߕफࣆڵࡆఉప ߖ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ޻అ ࡵइऴతం వ ޠ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ߘ  ࠾ࡍమ ޠ
అయࣃए ంత इऴࡱޑ దశࡹ ఉనऒ ం޶న ࡓంݢ ఒߤ࣌ ښ ఫంࣾ࠳ ߤన࣒ ఒ޳ ڴ࠲छ  sin kz t ࠼ޑంచబడۨࣇ ࡌ
మ࢐ܽ ࠾ࡍ పࡱހࠪࡍ ఇ ݋ߕ మ݋ߕ ࠉ ࠾ࡍ మ޴ ࠾ࡍశࡱ ఐ ڒङ ङڒ ܐ ࠾ࡍమ ߵ  ࡍࣃࡍవۨ ߘߝ ߖఅ ߵ
ओߦۮ ݞږ కࢗ ࠉ ࣒ڒఇ ऴ ,ߘ द࡛  ఇ ऴࢗ ࣒ڒక द࡛ ङڒ फ ఐ࣋۫ ߖࠉ ࣒ڒఇ ऴ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ऴపۧరం ࠉ   ࣒ڒऴ ߵ
ङڒ ޴ߝఅ ߨ݇  ܐ యడం అం݄ ఈ సంఖङۯ ऴపۧరం ࡹశ޴ సࠪనం అం݄ ڕ ߵ  ऴڒ ࣒ڒङ  k z e b ,޴फంࣆۨࣇ ߘ ߵ
ఒక ऴ࣒ڒ తపओ ङ޶࢑ ࡹశ޴ ఈ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ࡹశ޴ ऴపۧర ڴࡍసߖ కएࡅ इऴతం ޠ  పࠪࡍణం ߕࣆऒ  b z e ޜ
࢐ङ ऒڵࠪ తరంగం ۯంߧ ङ݀ ऒߕࣆ ݭ  అయࣃए ంత इऴతం ࡓంݢ ఇߩओ ऒߕఉ ࡹదశ ݡ  a  b ޴ంړఈ ऴ ߘߝ ,࠼
ऒߕޔࠓయۯ ߖ࢐ܽ झڡࠪ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ,ߘ ऒߕఉ ڴణంڷߘఅ ڕలހసࠬకర ࡽࢗ  యڕࠬ ߘߝ ߖ 
ऒߕޔࠓంచߧ۫ ऒߕޔࠓడ۫ ߘߝ సంڝ ߖ޵ ࠾ࡍమ ߘ ङ޶࢑ ߘߝ బܽदڒ ࡹసबలం ࢁڣ ߘ దయࣃए ంత తరంగం 
కएࡅ  ऴపۧߖࡌऒ ऒߕफࣆ۫  సबలం అం݄ మధङ ࢁڣ అం݄ ߘ సबం ޶ࡶ మࡎ۸ ࠾ࡍण࢓ࡶ ࡱ ऴప࢓ࡶ ࡱ࢐ࣔ 
ङ޶࢑ బܽदڒ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴࡱޑ ऴړం޴ సࠬకరހలߘ సంతృߧफపࣃࡏफ ऒߕࣆ ݋ݞ ݋ݞ ࠼  సమऴగ ࠉ e 
కएࡅ ࡽఇంܽऴగ ޴ߝఅ ݋ݞ ఇ ࡽఇంܽऴగ ࡗ܋ ޴ߝసࠪనం  అ ڕ ݋ݞ  da dl p dot da d ࠾ࡍన࣒ మ࠳ 
ఇంܽऴగ݋ݞ ࡽ అ޴ߝ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ల ࡅకए కएࡅ ࣒ڴ  एࣃయమం అయߖ  ంత इऴޑల ڝసం ࡅ ࣒ڴకए  b dl  
చటदం ߷రࡅ ݦకए  ఇండࣾߖ ߤయమం మ߄ࣃ ࠾ࡍరނకࡍంۨన ఆంߧయ࡛झ  చటदం మ࢒ ࠾ࡍటߖऒ ంܽߘߝ ࡹ 
ఇకए డ ߘంߘ ߩ࢙ ݟڕ ݟం۸࡛ ݟ ण ޛ ߖలڵంۧڒ ߘబܽद ఇకए డ ߕࣆऒ  ఉంڒ ޴బܽद ߩ࢙ ݟڕన కࡓంڒ ޶ࡶ ݋బܽद 
కࡓంڒ  ޶ࡶ ݋బܽद ఇకए డ కࡓంڕ ݋ సంబం߅ంۨన పదం ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకర޶࢑ ࡱހङ  ࠾ࡍమ ޠ
అయࣃए ంత इऴޑలߘ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మߧ۫ ߘߝ ࠾ࡍంచ޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄ ߘߝ ऴࣄ࢐న పࢲࡍए రం 
ఈ ࡓంݡ ऴ޳వࡱހ  అߘ࠻ऱ ࠪڡझ  ,࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ڕలހసࠬకర ࡽࢗ 
నऒޔࡏࠪ  అయࣃए ంత इऴతం ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ  ఉతओ నऒޔࡏࠪ ࠾ࡍమ ߖफందࣆۯ फޒ ङ޶࢑   ڕߕ इऴతం ޠ
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఇࣆफందߖ ఈ ࡓంݡ సࠬకరߕޔࠋۮ ࡱހऒ యߖ ఇߩओ .ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ ऱࢁమ ݡ
ङ޶࢑   నऒޔࡏࠪ సమయం ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ङ޶࢑  एࣃइऴతం అయ ޠ ంత इऴࣆޓ ࡍ޳ ړߖޑफం޴, ఇ޶࢑ ޴ङ  ޠ
మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴࡱޑ ఒకڜߖ޳కܽ జంటڴ ఉంݦ ࠪరठం మ࠾ࡍ ఇ޶࢑ ޴ङ దయࣃए ంత इऴࡱޑ 
అంతࣾࡍంࡹ ऴపۧరం మ࠾ࡍ ఉతओ ఏ ࠪధङ ڕలڴఈ తరం ࠾ࡍరठం మࠪ ࣋ۯ फޒ మం అవసరం ޶ࡶ ధछ  ߖ
తరంܽߗ ޳ࡶ ࡱڴ తరం޳ࡶ ࡱڴ वࣄदంߖࡹ ۃ తరంࡱڴ వంܽ ఇతర తరంڴల వڕڒ ࡵంݞ, ࠪధङ మం 
అవసర࠳నߩओ ఏ ࠪధङ ړߖݞయۯ ऴపۧరం ࡱڴఈ తరం ݡ మం అవసరం ڒ ޶ࡶబܽद ఈ తరంڒ ࡱڴంޒ 
సంవతझ ఉనऒ ࡹరం޷ లࡌ  నࣾऴޑల ߘంࢁڣ ݟ సबలం ޳छ .࢓యగలۯ ऴపۧరం ࡌ
 అకए డ ߘంݟ వۯऐ తపओ ޒంڒ  ङ޶࢑ ڴࡍసߖ దయࣃए ంత ߦऴతߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇߩओ  ڕࠬ ߘߝ ݡ
एࢲࡍప ޴ࡃࠓంచߧ۫ एࢲࡍప ݡంࡓ ఈ ߘߝ ߘలࡌ  అం݄ , ࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ڕలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ࡱࡌ
ఈ సࠬకరణం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన అయࣃए ంత इऴతం మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరހల ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన ޶࢑ङ  इऴతం ޠ
మ࠾ࡍ సంబం߅త ఈ ࡓంݡ పࢲࡍए ఈ సࠬకరణం ఇకए ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ࡱࡌ డ పࢲࡍए  ړߖ޵ ࡱࡌ
అڷߘణంڴ ఉంܼ࠼.
 మనం ࠴దట ߷రݦ చటदం ߘంݟ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ڒబܽद ߘߝ ऴࣆ࢐फనऒ  పࢲࡍए రం ఏ పࣄࡍबߘߝ ࡹޒ ऴࣆ࢐फనऒ  
పࢲࡍए రం ఈ సࠬకర࠳ ړߖހన࣒ ޳छ ओߩఇ ޜݞ ݋ݞ ࡽఇంܽऴగ ࡌ  d v ޾ఉం ڴबరంࣄ ݡ
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ .ߘ
चࢁమ ߘߝ   छ޳  फࣃڶ ߖ గ࡛߸ ߝఅ ࡌ ङ޶࢑ ߘߝ బܽदڒ ߘ ङ߄࢑࢙ इऴత ޠ ऒߖ  ఇࣃڶ ࡮फ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ߘ ంత x z 
इऴత ࢙࢑ధङ ం ఇ࡮ ఉంܿంڜ ࡹ ࢟࢘ ߘߝ ,޴ంత ࠙ߖڴऒ ऒߕफࣆ۫  ఇకए ࠾ࡍమ ߘ డ అయࣃए ంత इऴత ࡔఖࡱ ఇ࡮ 
ऒߕޔߩ۫ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ࡹఈ తࣾణ సమయం ࠼ ऒߕޔߩ۫ ړ߯ ࡹఈ తࣾణ సమయం ࡱఖࡔ इऴత ޠ  ࡔస ࠼
ఇߩओ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ఏࠫ ߘߝ ݡ ऒߕంܿڕߘంۧలށగࡍప ߖ࢐ܽ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ అం݄ ߘ ఇకए ߘ డ ఒక 
ఇకए ߵࡲ డ ߘߝ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ߤషڼఇంܽऴ ࡹశ޴ ఈ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ ఇకए ࠾ࡍమ ߘ డ pqrs 
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۫డంݟ ఎడమ ࢙ߩ ఒక ڝऱܘन ߯ ޠߦ   సమऴగతߘ కڵ࡯ ఉం޴ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍ అయࣃए ంత ऴపߖ࢐ࣔऒ  కڵ࡯ ఉం޴ 
ऒߖހఈ సࠬకర ࡹలޔबࣄࡍఏ ప ߘߝ ࠾ࡍ࢑ࠪనం మ  ߘంܼڕࣆޓ ߵࡲ ߘߝ బܽदڒ  సంతృߧफ pqrs xz 
పࣆࡏफߕऒ ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ߠ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ޶࢑ङ एࣃఅయ ݞంڷ ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴इऴతం ఉం ޠ ంత 
ऴప࢐హం ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ࠭ఖङ ంࣆ۫ ڴफనऒ  ऴߦంతం ఈ ऴߦంతం ڒబܽद ڕߕ అయࣃए ంత इऴత ࡔఖࡱ ఉߕऒ  ࠼

ఉనऒ ࡹశ޴  ఈ ऴߦంߖޑऒ ఇకए ࠾ࡍటడం మ޳  డ ࡹࢁڣ ఉనऒ ङ޶࢑   ఈ ࠪరठం y ߘߝ బܽदڒ ,޴इऴతం ఉం ޠ
మڝ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍసం ఎడమ ࢙ړࡵ ߘߩए ంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߕంܿڕߘల࠻ऴ࢐ ߘߝ బܽदڒ ߘ .ߘ
 ఈ ࠪర ठం ڝసం మߖ࢐ܽ ࠾ࡍ సమం ࣄۯ, సࠬకరߖހऒ  ߰ందంݟ ఇߩओ కएࡅ ߵࡲ ఈ ݡ  ఎޔफ మ࠾ࡍ ఇ޴ h 
࢑ࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࢑ࠪనం అߖߖ޵ ߘߝ ߖ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   అࣃࡱߧ ߖफ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ߘ  అ޴ߝ z az z z z 
నऒۨ ࡮ۧ द࡮ݥ  ం  ఓ޳ంڕߘఅ ߖవ అࡱ࢑  నऒۨ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ   సంఖङ  మߘߝ ࠾ࡍ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ f z 
మړࡵ ߘߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍए ంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߘదట న࠴ బܽदڒ ߘ  ఎడమ ࢙ߘ ߩంݟ ऴߦరంࣃࠚफ  ߘߝ బܽदڒ ߘ
ఇంܽऴగࡽ ఇ ݋ݞ ܽఎړࡵ ߘ ࡽए ంۧలڕߘంܿߕऒ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ఉనऒ ठࡌࠪ  ऒߖ  ۫డంߘߝ  ݟ 
ऒߕంܿڕࣆޓ ప  ࡽఇంܽऴగ ޴బܽद ఇڒ ߘ ऱ࣒  ఇంܽऴగࡽ  ప ऱ࣒  pqrs p to qe dot dl q to re dot dl 

మ࠾ࡍ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߘߝ Integral r to se dot dl plus integral s to pe dot dl 
ఇۨऐ న ऱܿ ڒ  ࣆࡱޘ ڕߕङ ओߩఇ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ ݋ߕ ఇ ߵ ړబܽद ఎలवڒ ݡ दࡽ߹ ڡन అࣾం ࢗంట ఉం޴ kz t x 
ఇపओ ࡏࠬ బܽदڒ ఇకए ښܽ డ ࢗ ޠߦంబݟ ۫࣋फ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࢗక द࡛ ړवࡵఎ ޴ఉం ڴలంబం ڕ  दࡽ߹ ڡन qr dldl qr 
లంబంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఈ ࠪర ठం݋ݞ ࡹ ఉంܿంࣅ ޠߦ ޴ओ  ఈ ࡔఖڕ లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ݋ݞ e dl e l 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ڕవర ݟంߘ ࠾ࡍమ ݟంߘ ݟంߘ ఈ సమऴగ ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ  న q rq r s p࡯ڵࠫ 
కएࡅ ࡱڴసమऴ ݡంࡓ  అߖऒ e x z z ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ࠲కం݄ ఇ ࠪऴత޶సࠪనం  ఎం ڕవలࡱ࢑ 
మ࠾ࡍ  పऱ࣒ द࡮ݥ   వదभ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࡱ࢑వ ࠚనऒ ంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ z z 
ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ޜࡏࠪ ޜంڒ ޴బܽद ఇ޴ అߘߝ ߖ ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद సమऴగ ݋ݞ తపओ z ڕࠬ ڴࡍసߖ eq e dl 
సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ  ޴ంߘ ࡱڴ࠙ ݡం݋ݞ ݟ  ప ऱ࣒  p qe dl r se dot dl ࡱసమऴగత ݡంࡓ న࡯ڵࠫ ݡంࡓ 
ऒߕࣆ ప  ࡹ࢓తफం ߰డ࠴ ޴బܽद ఇڒ ࠾ࡍమ ࠼ࡌࠪ ڴ ऱ࣒ द࡮ݥ   వదभ ޶࢑ङ इऴతం తపओ ޠ  p to qe dot dl z z 
మ޶ڒ ࠬࡔ ఎం޶కం݄ ޶࢑ङ .޴ఉంܿం ڴबరంࣄ इऴతం ޠ
  ߰డ࢓ మ޶࢑ ࠾ࡍङ  dl e dl edl e ࡹఈ ࠪరठం ࠾ࡍమ ݋ݞ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪంతరం ړߖޑइऴ ޠ
 hh r s ݟంߘ ࡹండవ ࠙గంࡓ ࠾ࡍకరణ మڔఏ ࢓ఈ ߰డ ޴ఉంܿం ࡹ࢓ఈ ߰డ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ 
వరࡏࠬ ڕ ఇకए డ ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ फࣃۨࣇ   r s ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ కరణ ࠪరठంڔఏ ړ߯ ࡏ
ऴపږޒల సంߖޑښऒ  ߰ంߘޑ޶ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మࡅ ړࡹ ߘߝ ࠾ࡍకए e dot tl h z e ߖ న࣒࠳ 
߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ఇࡅ ޴కए   ప ऱ࣒ द࡮ݥ  తపओ ړࡹ న࣒࠳   మࡖకܽ ޶ڒ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  అ޴ߝ z e z e x x z 
అనంత࠳న దࢡంశ ࠻ంܾܽ ఇߩओ ऒߕफࣆۯ फࡏڷ ڕࠬ ߘߝ ݡ కएࡅ ߤఒక ఫంࣾ ࡏࠬ ఓࣣ ߘ  అవకలనߘqu  d 
రछߖ ۨంۧࡏ 
ऒߘబܽद నڒ छ޳  द࡮ݥ ޴ߝం అ޳ంڕࣆޓ ߤఒక ఫంࣾ ࡌ  ప࡮ݥ ޒࠫࡍद  పړޒࠫࡍ సࠪనం ࡮ݥद द࡮ݥ   dx df x x x 

छ޳  న࣒ x x f࠳ ࡌ
ఒక ఫంࣾߤ ప࡮ݥ ޒࠫࡍद కएࡅ  తघ޳ࠡ   క ߖరछ చనం  ࡮ݥ ߘߝद కएࡅ  నऒۨ ࡮ۧ  ऒߕڕఎం۪ ߘవࡱ࢑   x x ,ߘ
ఇ࡮ݥ ޴द छ޳  కएࡅ ࡌ కएࡅ    ప ऱ࣒ द࡮ݥ  ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  కएࡅ ߘߝ    ప ऱ࣒ द࡮ݥ   x x f x x f f x x 
అߖ ऴ࢐యగలߖ޵ ߘߝ ߘऒ  సరࢁకృతం ࣋ۯफ ڕߕ వࣆफంࡅ  ޴కए   ప ऱ࣒ द࡮ݥ  బܽद  పڒ ࠑ ऱࡏࣃ  ऱ࣒  f x x df dx x 
द࡮ݥ  వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए వ  పࡱ࢑  ऱ࣒ द࡮ݥ   వదभ ఉనऒ  ఫంࣾࡱ࢑ ߤవڕ సࠪనం, ఈ సమయంړ ࡹ x x x x
సంబం߅ంۨ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇڷࠈ ޴ం࡮ݥ  ޴द కएࡅ   పࡹޒࠫࡍ వङ ڔ फకరణ ۧ࡮ aa x 
ۨనऒ ప  ߘߝ ,޴ంޔࡏࠪ ڴ޴ ऱ࣒ కएࡅ दࡽݥ  కएࡅ   ఈ రక࠳న ࢑సफరణߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఈ x f ࡏࠬ 
సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ పߖ޳ऒ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఇߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ ݡ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఇࡅ ޴కए   ప ऱ࣒  दz e࡮ݥ 

కएࡅ ޴న࣒ ఇ࠳ కएࡅ    ప ऱ࣒ द࡮ݥ  కएࡅ న࣒࠳  द࡮ݥ బܽदڒ   z e, x f x x f x x f   ߝంటࢗ ߘߝ న࣒࠳ 
ऴ࢐యగల࡮ݥ  ߘद द࡮ݥ ࠆన࣒ ఆ࠳  తపओ ړࡹ   మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ߘߝ ఈ ऴړం޴ సࠬకరߖހऒ  z e z z dz 
߰ంߘޑ޶ సమऴగ ڕ ݋ݞ సࠪనం ڒబܽद ࡮ݥ ࠑद ओߩఇ ړࡹ  ړఈ ఎలव ߘߝ ݡ दڡ ఫంࣾߖ ߤ e dl ah de dz h z 
झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ న ࢑షߖ࠻ऒ  ఇకए డ ऴపࣃफ ࢑ంۧࡽ߹ ࡯न అࣃ ޴ߝब నం మ࠾ࡍ సమయం ࡓంݟంܽ ࡅకए  e z ߅࢑ 
మߕ ࠾ࡍ ఉతओ నऒ ం ࢘ࡍయࡽࠋझ बࣃ  ంۨ ఉనऒ߅సంబం ړߖߕ ం޶న ఇ߄ࣃ ޴రణంऀߦ ڴక ఉతओ నऒ ంڴ 
ऴ࢐యబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ గށతం޳ ࡹछ छ޳ ࡌ द࡮ݥ ࡌ అర ߖ޵ ޴ంޔݡऴ࢐యబ ړࡹ  बం del e del z h z 
కएࡅ ࠹݅ ۃంߧڔ ߘߝ ङ޶࢑ ڴ߅࢑  కएࡅ इऴతం ޠ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ ऒߕంܿڕࣆޓ  ङ޶࢑ న࠳बరࣄ ߘ  इऴతం z ޠ
అࣃ ޴ߝब నం మ࠾ࡍ సమయం ߯ ఆ߄రపݟ ఉంݦ ఒక ࢘ࡍయࡽࠋ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ఉతओ నऒ ంߘߝ ࡹ z t
ओ߮ۮ దంߘߝ ޑ సమߖ࠻ऒ కएࡅ ߤంۨ ఫంࣾ߅సంబం ړߖݞఉంచ ڴबరంࣄ   ఉతओ ऒߕ ऒߖ ऒߕంܿڕࣆޓ   z ߘ
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ऒߕफࣆऴ࢐ ߖఅ ࡽݥ ࠑ ࡽݥ  క ఉతओऀߦ ߖߖ޵ ޴అ  ߘ నऒ ం అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴ ఒక ڝఆࡍ नڕ ݋ߝ z 
సంబం߅ంۨ మࡖక ڝఆࡍ नࣄ ߘ ݋ߝबరంڴ ఉంۯ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం ڒబܽद ڕߕ లࠚంۨన޴ సమऴగం ݋ݞ e dl
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అࡽݥ ޴ߝ ఇ ߘ ࡽݥ ࠑం࡮ݥ ݟद  అߖ ఇߩओ  ఈ సࠬకరణం z h z , ݟడం۫ ߩ࢙ ޒۯ ݟڕ ݟయܑయం࡯ޘ ڕߕ ݡ
కएࡅ ఇకए ߩ࢙ ݟڕ  డ ఉం޴, ఇ޴ సమऴగ ݞ ݋ݞ ࠉ ఇߩओ తపओ ߘߝ ݡ छ޳ ంతంߦఈ ऴ ڴࡍసߖ ఫ ࡌ ऱڡझ  ߘ 
एړࡵ ంۧࡏࠬ ,࡯ గమߖం࠴ ۯదܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄ ఏڔకరణ ఈ ޴శࡹ ఉనऒ ం޶న ऴߦంతం ࢗక द࡛   ఈ ޴శࡹ ఉం޴
ఎం޶కం݄ ࣄۯ ߘߝన ߵࡲ ఇంܽऴڼష࠻ ߤంܾ ڒऱڡ ࢙ ࣒ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛  ఈ ޴శࡹ ఉం޴, ఇڒ ޴ङ తపओ ߵ  మࡖకܽ ykj 
కएࡅ ߤషڼబܽद ఈ ఇంܽऴڒ ޶ڒ  ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛ एࣃఅయ ݞږ శ޴ ޴ంట ఉంࢗ  ంత इऴతం ࡅకए  y ߘߝ బܽदڒ శ޴ 
एړࡵ ߘݞ ݋ݞ ࠉ ࡽఇంܽऴగ ߝంటࢗ ంచగలߘ ఇߩओ द࡮ݥ ݡ నऒۨ ࡮ۧ   పࠪࡍణం అࡏڷ ߖफం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद z 
అయࣃए ంత इऴతం మ࠾ࡍ మధङ एࣃఅయ ࡹంతంߦఈ ऴ ߘఊࣕంచగల ߘߝ ߖఉంܿంద ڴबరంࣄ ߩ޳޳  ంత z 
इऴతంࡹ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ  द࡮ݥ  एࣃఅయ ڴߩ޳޳ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ߩ޳޳  ంత इऴړߖޑ సࠪనం మ࠾ࡍ z z 
ఈ ࠴తफం ࡅ ߵࡲకए లङࢡ࢙  ంࡏࣃ ࡹऱ ࡮ݥद द࡮ݥ ߘ  పओۮ ڴ  వ۪ऐ చ ݦబܽद ߷రڒ  दܼ ల ڝసం ߘߝ h z h z
తపओ క ړࡵ ߖए ంۧ࡯ ఇం݃ऴగࡅ ݞ ݋ݞ ࠉ ࡽకए  ఇ޴ ఏࠬ ߘߝ ߗڒ ޶ڒ మࢁच  ࠭ంߧ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ ޶ d dt 
फࣃऴ࢐ ړࡹ ݟంߘ एࣃకం݄ అయ޶ఎం ߘ ంత इऴతం ࣃब నం మ࠾ࡍ సమయం ࠬద ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद hdz 
ऒߕफࣆۯ ంۨ ࠡదం߅సంబం ړߖ࠻సమ ߘߝ కएࡅ ߘߝ బܽदڒ ߘ క ఉతओऀߦ  నऒ ంڴ ऴࣃ࢐फ  b h ړߖ࠻సమ ߘ
द࡮ݥ ళࢗ ړࡹ  ऱంݟ, త޳छ కएࡅ చటदం ܾࡍߦ ߘߝ ࡌ  ఎడమ ࢙ߘߩ ߰ంڒ ߘ޳బܽद ఎడమ ࢙࡮ۧ ߩ ఎڕए వ z 
ङޑऴప ړࡹఈ సࠬకరణం ߘߝ బܽदڒ ࠪऒ యం ࣃۯफ ङޑऴప ߗంܽݟంࡓ ఈ ߘߝ బܽदڒ ߘ ࠪऒ యం ࣃۯफ  e ޴ంړ  ߘ
సࠬకరణంࡹ అ޴ߝ సమऴగ ࡅ ܼ ݋ݞకए छ޳  బܽद సమऴగ e dot dl v dt dڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ࡌ e dot dli

द࡮ݥ छ޳  एړࡵ ڴ ࡌ ంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ࡮ݥ ޴द छ޳  del zh z del e ޴న࣒ ఇ࠳ ࡌ del tx z del b , 
छ޳ ࡽݥ  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡽݥ छ޳ ࡽݥ ࡌ छ޳ చటदం ࣒ݦబܽद ߷రڒ సࠪనం ړࠉ ࡽݥ న࣒࠳ ࡌ  e z t del e ࡌ

కएࡅ ޜ ओࡏࠪ  ङ޶࢑ ޴फంࣆۨࣇ ߘܿࡔ  एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴڒ ࡱޑబܽद ߘߝ ఇకए డ del z e 
సࠬకరߖހऒ  మࢁऱ ऴࣃ࢐फ  z ߘంۧߧ۫ ߘߝ ߖసࠪనం అ ړܽ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ న࣒࠳ ࡽݥ ࠑ ఇ ࡽݥ ߘߝ బܽदڒ ߘ
ఒࡽݥ ࣎ ڴ࠲ ఇ ࡽݥ ࠑ అࡏࣃ ޴ߝऱ ఇ ࠳ ݭܐڙ ࣒ڒ ݋ߕన࣒ ఒࠉܽ ڴ࠲ ఈకछ  న࣒ t z k kz࠳ ߤ࣌ ݋ߕ ࠉ ܿ ࡽ
ఒڒ ܽ ڴ࠲బܽद ޜܽ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠳న࣒ ࡏڷफ ఉంڒ ޴బܽद ࣃۯ ߘߝफ  న࣒࠳  ߘ
ఒ࠳ ݭܐڙ ࣒ڒ ݋ߕ ࠉ ڴ࠲న࣒ ఒڴ࠲ ܽ ߰ందంڒ ݟబܽद ఇࡽݥ ޴ ఇ ࡽݥ ࠑ ఇڒ ܽ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ ޴బܽद ߘߝ z 
ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ ఇకए  ߘ డ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ߤ࣌ڜ ఫంࣾߘ ߤ ర޶भ ߘࣃۯ మࡏࣃ ߘߝ ࠾ࡍऱ ute k 
߰ంߘޑ޶ మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ సమయం ړ ݋ߕ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ߘߝ ఒక సࠬకరߖހऒ  ߰ంߘ޳ , అం݄ ޶࢑ङ  bޠ
మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴࡱޑ ఆ సࠬకరހల ޳छ ఇవछ ࡌ బݟనటऱޙ࠼ , పࢲࡍए ऒߕھߘక ߘߝ ߘలࡌ  ݦర߾ ߘ
కएࡅ  ఇండࣾߖ ߤయࠪߖऒ  సంతృߧफ పరచړߖݞ ఆ పࢲࡍए ङ޶࢑ ࡱࡌ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑల పࡱހࠪࡍ 
ఈ సࠬకరړߖހ సంబం߅ంۨన࢓ڒ ࢑, అ޴ ఒޜ ݋ߕ ڴ࠲ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, ఇڕߕ ޴ ఇߩओ  ంۨన vࠚల ݡ
एࢲࡍప ޻అ ࡹయ࡛ లߧంۨన ఆంࡍకނర߄ࣃ ࡹయ࡛ లߧఆం ߘߝ దܽ సࠬకరణం࠴  ߘలࡌ
వࡍ फంపܑ࠻లڕߘంܿߕऒ ओߩబܽद ఇڒ చటदం ߘ भ޳۫ ߘߝ ݡ ం ڒబܽद ఆంߧయ࡛ ࡅకए  చటदం సమऴగ ݋ݞ ࠉ 
కएࡅ ݞ ݋ݞ ఇ ޴ߝఅ ࡽఎݟ छ޳ ܽݟ  झߧఎ ࡗ܋ ࠭ ࡌ  ݟڕ ࠾ࡍమ ߩ࢙ ఎడమ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ޜݟ ࡗ܋ ߤ࡮
एړࡵ ߗంܽݟంࡓ ߩ࢙ ంۧڒ ࡯బܽद ࠒ ߘߝమघ వछߖయڶ ߘ ంݟ  మࢁच  ఇకए డ ߘߝ మࢁच ङ޶࢑  ऒߖޑइऴ ޠ  కڵ࡯ 
ఉߕऒ एࣃఅయ ࡮ఇ ڕߕ ࠾ࡍమ ߘ ంత इऴతం ఉం޴, ఇߩओ  బܽदڒ ߘంܼڕࣆޓ ߵࡲ ࡹ࢑ࠪనం ఇతర ߘߝ ݡ
ప  ݋ం࠼ߦ  ߘߝ ޴ఇ ݋ం࠼ߦ ޻ऱ ఇࢁమ ޴బܽद ఇڒ ߘంܼڕࣆޓ ߵࡲ ࡮ఇ ߘߝ ऱ࣒ द࡮ݥ   z s z z ߘߝ బܽदڒ 
ఇߩओ ߮  ߘߝ బܽदڒ ߘంܼڕࣆޓ ݡ ऱڕࣆޓ ߵࡲ ࡹ ߤంܼڒ ߘబܽद ఇ޴ ఇ޴ ఇ޴ ఈ ߵࡲ pqrs yz aa z x y 
ఇߩओ నऒޔܿ޳ ߘ ߤఈ ߮ऱ ڕబܽद మనڒ ޴ఉం ࡹ ߤఆ ߮ऱ ݡ  ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ఉం޴ మ࠾ࡍ  అయࣃए ంత इऴతం y 
ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ࡹ ߵࡲ ఇంܽऴగݟ ݋ݞ ࠉ ࡽఎߖ ࡽ మ࠾ࡍ ఈ ޜ ߵࡲ ۪టदబݟ ఉనऒ  ఈ ऴߦంݟڕ ړߖޑ 
एړࡵ ߘߩ࢙ ంۧలڕߘంܿߕऒ ङޑऴప ړࡹఈ సࠬకరణం ࠾ࡍమ ߘ ࠪऒ యంڴ ఉంܿం޴ మ޶࢑ ࠾ࡍङ  इऴతం ޠ
మ݋ߕ ࠾ࡍ మ޴ ࠾ࡍ మధङ  సంబంߖ߄ऒ  మࢁऱ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ एࣃఅయ  ߘ ంత इऴతం ڒ ޶ࡶబܽद b 
फࣃࠚరంߦంచడం ऴށऱ గࢁమ ߖ ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ ࡽఇంܽऴగ ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ ࡽఇంܽऴగ ߘߝ ङږ ݟంߘ ߧ ,ߘ  ݋ݞ ࠉ
ङږ ࡽఎݟ खࡍఆ ݡంࡓ  పऱ࣒ ࡽఎݟ ݋ݞ   ఆ࡛ ݀ ఎࣄओ పऱ࣒ ࡽఎݟ ݋ݞ   ఎ࣒ ߘంݟ ݋ݞ ࠉߧ ݟఎڒ ࡽబܽद ఇకए డ 
۫డంݟ ఇంږ ݀ ߧ ࡹ޶ङ ప ࠉ ऱ࣒  q two rb dot dl plus r two sv dot dl plus s  ޴ఉం ࡽఎݟ ݋ݞ 

ఇࡍߪ ޴ फ ߵࡲ ఇߩओ ఇకए ߝڴ࡮పܽߘ࠭ ݡ డ ۫డంݟ ఇకए డ అయࣃए ంత इऴతం ޴శࡹ two pv dot dl y 
ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ޴శࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ࡔఖޜ సమऴగ ߘ ݋ݞంݟ వరڕ b dl q r 
మߘ  ࠾ࡍంߕࣆ ݟऒ ప  ݋ݞ ݟంߘ వలం సమऴగښ ߘߝ బܽदڒ  ऱ࣒  ఇంܽऴగߘ ࡽం݋ݞ ݟ s p p qv dl r sv dl
వరڕ ߰ం࡯ڵࠫ , ߘޑ޶న ࡓంݡ ఇంܽऴగࡽझ  ఇߩओ ऒߕࣆ ࡹ࢑ࠪనం ఈ ࡹ ߤࡷ ఈ ݡ  ࡹ ߤࡷ ఈ ,࠼ఉంܼ ڴ
అయࣃए ంత इऴతం ఇకए డ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   వదभ ړࡵए ంచబޔݡం޴  అయࣃए ంత इऴతం వదभ ఉం޴, అయࣃए ంత z z z 
इऴతం ࡅకए ఇకए ڴ࢑ధం ޻అ ݋ݞ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹకరణ ࠪరठంڔశ ఏ޴  డ గށంచవ۪ऐ  b dl b dot dli 
ప ࠉ వదभ ޴ఇ ߘߝ బܽदڒ ऱ࣒ द࡮ݥ  సࠪనం తపओ ړ  z z ڕరం ఇంత޷ ఈ  ߘޑ޶ం߰ ߘߝ ߖదڒ సࠪనం ڔߖ޻ 
࠭ం޶ అ࢑࠙ ߖంచంڒ ݟబܽद వదभ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ  ओߩఇ ړࡹ  ఇకए ݡ డ ۫డంߘ ݟంݟ సమऴగ h b z z h r s 
అయࣃए ంత इऴతం ޴శࡹ ఉం޴ మߕ ࠾ࡍ ఏڔకరణ ࠳న࣒ ޴శࡹ ఉంڒ ޴బܽद ࠳ ڕߕన࣒ ࡏڷफ వࣆफం޴  y y 
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కएࡅ ߘߝ బܽदڒ కएࡅ ޴ఇ ,ߘޑ޶ం߰ ړࡹ ߖࠉ న࣒࠳   కం݄  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   z h z b z z b h ړࡹ ݟంߘ న࣒࠳ 
వࣆफంࡽݥ ޴ ఇړࡵ ߖए ంచߘߝ ړߖݞ ఇۨऐ న ࢐దనߝ మࢁऱ ఉపڵࡆంచడం  ޳छ ఇకए ߘߝ ࡌ డ ऴࣄ࢐న ऱܿ del zi 
ప  ࠆఆ ࡏऴ࢐యగల ߝంటࢗ ߖఅ ݟంڝफం۪ࡏڷ ऱ࣒ द࡮ݥ  द࡮ݥ ࠆన࣒ ఇ ఆ࠳  छ޳  ప  ࡌ ऱ࣒ द࡮ݥ   e z z z zde dzb z z
द࡮ݥ ڴࡏࠪࣆ ࠆన࣒ ఆ࠳ b z z z dot dl del b ڴసࠪనం ړ ړ  ࠉ ࡽబܽद ఇంܽऴగڒ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ  del b
ఉంܿంړࡹ ޴ మࢁऱ ऀߦ ߘߝక ఉతओ నऒ ం ऴࣆ࢐फߕऒ एࣃకం݄ అయ޶ఎం ߘ ంత इऴతం ࣃब నం మ࠾ࡍ x delta z 
సమయం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇړ ޴ సంబం߅ంۨ ఉతओ నऒ ం ڒబܽद సమయం ࣄबరంڴ ఉంచడం ఇߩओ z ݡ
एړࡵ ߖޒۯ ݟڕ ߘߝ ంۧ࡯ ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ఇ ߯ݞ ݋ݞ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఇޜ ߵࡲ ޴ కపओ బݟన 
ऴߦంతం మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖయࠪߖ ޒۯ ݟڕ ంతంߦబܽद ऴڒ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఉంద ࡹశ޴ ఈ ߤషڼఇంܽऴ ݡ  pqrs 
ఉపڵࡆంۨ ߖ޵ऒ  ऴړం࡯ߦ۫ ړ޴, ఇ޴ ఏڔకరణ ࠪరठం.
  ఈ ޴శࡹ మߖ ޒۯݟڕ ࠾ࡍయమం ڒరణంڴ ऴߦంతం ऴړంޔߩ۫ ړ޴నऒ ం޶న ޶࢑ङ  ޴ంޜߩ۫ ړ߯ చऴకం ޠ
మڒ ࠾ࡍబܽद ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, దయࣄۯ ఈ సࠬకరణంࡏڷ ࡹफం۪ڝం޶࢑ ݟङ  ړ߯ इऴతం ޠ
నऒޔߩ۫  ऴߦంతం  ఈ ߵࡲ ऴߦంతం޶࢑ ࡹङ ऒߕޔࠓఊࣕంచ ߘߝ ߖఉంܿంద ڴबరంࣄ ߩ޳޳ इऴతం ޠ  ߘ
ओߩऱ ఇࢁబܽद మڒ ऒߖޑښల సంږޒऴప ݡ  కڵ࡯  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ సమऴగత ऴߦంతంށڷ ޜంచబݟన ఈe dot da 
సమయం޶࢑ ࡹङ .޴ంޔ࢓इऴతం అ ޠ
కएࡅ ߵࡲ   ऴߦంతం ڒబܽद ఇࡅ ߵࡲ ޴కए లङࢡ࢙  ంࡅ ࡹకए కएࡅ  द࡮ݥ ޴సࠪనం, ఇ ڕ న࣒࠳   e z h zi 
ङ޶࢑ ࡹంతంߦऴ ߵࡲ ऒߕफࣆఊࣕ ߘߝ ߖఉంܿంద ڴबరంࣄ ߩ޳޳ इऴతం ޠ  eݞన࣒ ఎ࠳ ޴ߝఅ ݞ ݋ݞ బܽदڒ ߘ
ఎం޶కం݄ ऴߦంతం ऴړంړ޴ ۫పబޔݡం޴  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ߯ޔߩ۫ ړం޴ మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन 
ఇం۪ࠫం۪ మࢡ࢙ ࠾ࡍలङ ంށڷ ޜంచబޔݡం޴, ఇࡏࣃ ޴ऱ ࡮ݥद झߧఎ ݋ߕ బܽदڒ  e z h z mu n d ݋ߕ ߤ࡮
ఇంܽऴగࡽ ఇ ࠳ ݞ ݋ݞన࣒ ࠭ ݋ߕ ఎߧझ छ޳ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡽݥ ݋ߕ ߤ࡮ छ޳ ܽ ࡽݥ ࡌ द࡮ݥ ࡌ  e h z 
క ఉతओऀߦ ߘߝ ऱࢁమ ړࡹ ऒߕ ऒߖ  ऴࣆ࢐फߕऒ ړवࡵకం݄ ఎ޶ఎం ߘ दࡽ߹ ڡन అ޴ߝ మ࠾ࡍ సమయం ࡓంݟంܽړ z 
సంబం߅ంۨన ߅࢑ మ࠾ࡍ ఈ ఉతओ నऒ ం సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ࠪऴతڒ ࠲బܽद ߘߝ ఈ ࡌߪप ంࡓ ړߖڒంݟంܽߗ 
ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ కएࡅ య࡛ߧఆం  ߘ  ఎऴగݟ ݋ݞ ࠉ ࡮ ࡽఎࡽ అ݋ߕ ࠭ ޴ߝ ఎߧझ छ޳ ݟ ݋ߕ ߤ࡮  ݋ݞ ఇ ࡌ
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ݞ ݋ݞ ఇ ࡽఇంటऴగ ݋ݞ एړࡵ ߖఅ ࡽఇం݃ऴగ ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ అࣣ ݦ ంۧڒ ߘబܽद ݟ ݋ߕ ࠉఎࡽ 
ఇం݃ऴగ࡮ݥ ܘ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ ࡽद  అ࠳ ޴ߝన࣒ ࠭ޜ సࠪనం  ఎߧझ द࡮ݥ వ ࡽݥ ࠑ ఇ ࡽݥ ݋ߕ ߤ࡮  z ࡽݥ ޴ఇ ,ݭܐ 
झߧఎ ݋ߕ ࠭ న࣒࠳ అం݄ ࡽݥ ࠑ ࠉ  zړࠉ ࡽݥ ݭܐ ࡽݥ ࠑ ఇ ࡽݥ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړܽ ࡽݥ ࠑ ఇ ࡽݥ ݋ߕ ߤ࡮
సంబం߅ంۨన సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉనऒ ݄ऱ ړܽ ࡽݥ మࡗ సంబంధం ఉం޳  ޴छ  del b del z del e ࠾ࡍమ ࡌ

మధङ  కߘక ߘߝ ऴࣄ࢐న పࢲࡍए  by del t ࡱࡌ
ఆంߧయ࡛ ల߄ࣃ ߘరނకࡍంۨన ఆంߧయ࡛ ߖయࠪߖऒ  సంతృߧफ పరచవలࣄ వ࣋फ, ޶࢑ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత 
इऴࡱޑ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ޳ ࡯छ एࢲࡍప ߘߝ బܽदڒ ࡌ ऒߖࡌ  ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ  బܽद e del tڒ ߘ
ऒߖ޵ ߘߝ  మࢁऱ మࢁऱ ऴ޳࢐भ ం ڒబܽद ࡽݥ ࠑ అ࠳ ޴ߝన࣒ ࠭ ݋ߕ ఎߧझ  del v z t ࡽݥ ࠑ ఇ ࡽݥ ݋ߕ ߤ࡮
ఇߩओ छ޳  సࠪనం ړࠉ ࡽݥ బܽदڒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ ݋ߕ ࠉ ޴ߝఅ ݡ  b kz t del z kb naught kb ࡌ

న࣒naught cos kz࠳ అం݄ ܽ ࡽݥ ࠑ ఇ ࡽݥ బܽदڒ ܽ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ܋ښ ߤ࣌ ݋ߕ ఇ ݃ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  సࠪనం ړ
ఒڴ࠲ ఇ ࠳ ݭܐڙ ࣒ڒ ݋ߕన࣒ ఒݟ ڴ࠲ఫߖࡓलయߦ ࡽపం ߤ࣌ڜ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠳న࣒ ࡏڷफ ఉనऒ ం޶న ڕߕ 
ఇకए డ ࠳న࣒ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఒڒ ڴ࠲బܽद  ߖ޵ ߘߝऒ  ఈ సࠬకరణంړࡹ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ, ࡏࣃ ڕߕऱ ࠉ k 
झߧఎ ࡗ܋ ࠭ ޴फంࣆవ ݋ߕ ऒߕࣆ ߤ࡮ एࢲࡍన పࣄऴ࢐ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ݋ߕ ఇ ڴ࠲ఒ ړ  ంۨనࡍకނర߄ࣃ ࡱࡌ
ఆంߧయ࡛ ߖయࠪߖऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯, అߩओ  బܽदڒ ఈ సࠬకరణం ࡯޳ంۮ फߧసంతృ ݋ߕ ࠉ ࠾ࡍమ ݋ߕ ఇ ݡ
ఇߩओ ऒߖހంۨన ఇతర సࠬకరࠚల ڕߕ ݡ కएࡅ ݦఆࣣ ߷ర ޴ం, ఇ޳ంڕࣆۯ फࡏڷ  ऒߖయࠪߖ   సంతృߧफ 
పరచړߖݞ షరڴޔ ఉం޴, కߘక ߘߝ ऴࣄ࢐న పࢲࡍए తపओ ࡱࡌ కएࡅ ݦయ࡛ ఆࣣ ߷రߧఆం ڴࡍసߖ  ఇండࣾߤ 
ऒߖయࠪߖ  సంతృߧफ పరచవలࣄ ఉం݄ ࡓ ڕߕంݡ సࠬకరࡱހ వۧऐ .࠼
 ఈ పࢲࡍए య࡛झߧంۨన ఆంࡍకނర߄ࣃ ࡱࡌ  చ दܼ ऒߖ  సంతృߧफ పరۧ࡯ మ࠾ࡍ ఏړߖ޵ ޵ సంబం߅ంۨన࢓ڒ ࢑ b 
फࣃۯ కృతంࢁసర ࣄऴ࢐ ڵࡍޒ ߘలހఈ సࠬకర ߘߝ బܽदڒ ओߩఇ ڕߕ బܽदڒ ߘ ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ݡ  ࠼
झ࠹݅ ڴ࠲ఒ  ޶ࡶ ڴऱ ఇ ఏࠬ సࠪనంࡏࣃ బܽदڒ झ࠹݅ ڙ ࠾ࡍమ ݋ߕ ࠉ  झߧఎ ݋ߕ ࠭ ݋ߕ ࠉ   k ݋ߕ ߤఎ ߤ࡮
ఒڴ࠲ ఇ ڕ ݋ߕ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలށڷ ߘంచߖవछ ంښ ڕߕ ݟ ࣋ए छ ࡛ ఇ ݋ߕ ࠉ ݋ߕ 
ఈకछ झߧఎ ݋ߕ ࠭ ܿ ࡽ ए࣋ ڴ࠲ఒ ݋ߕ ߤఎ ߤ࡮ छ ࡛ ఇ ڒ ݋ߕ ࠈ ݋ߕబܽद ߘߝ ఇ ߖ ݋ߕ ࠉ ݋ߕ ర޶भ ࣋ۯफ ښ ڕߕ
࣋ए छ ࡛ అ݋ߕ ࠭ ޴ߝ ఎߧझ ए࣋ ڴ࠲ఒ ݋ߕ ߤ࡮ छ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ޜ ࡛ మధङ ڙ ࠾ࡍమ ڴ࠲ఒ ݡ  సంబంߖ߄ऒ  
కڵ࡯ ఉߕऒ ङࡲ࣍ ޴ఇ ,ߘ షߤझ ङࡲ࣍ ߖࡹ  షߤझ ऐࡍచ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ఉం ڴ࠲ఒ ߤఎڙ ޴फంࣆߧߖక ࡹ  फనऒࣆ ओߩ  ݡ
ऒߖڴ࢘ తరంగ ߘߝ ࡱڴతరం ߖࡹ ۃदంࣄఒక व ݟంڝफం۪ࡏڷ छ޳  రछߖ ڴڴ࠲ఒ ࡌ ۨంۧڒ ߘబܽद ఒڴ࠲ మ࠾ࡍ k k
छ޳ బܽद తరంగ ࢘గంڒ ࠼ఉంܼ ڵ࡯సంబంధం క ޜߖ޵ झߧఎ ޴సࠪనం, ఇ ڕڴ࠲ఒ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮ ऒߕࣆ ࠭   k 
కएࡅ  వర ठ࠮లం ޳छ ङ޶࢑ ంۨనߧ۫ ڕࠬ ߘߝ  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ దయࣃए ంత తరంగ ࢘గం 
ఏࠫటం݄, ࡐ ࢟࢘ ߘߝపం޶࢑ ࡹङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑల పࢲࡍए  ,ߘంۧࠚరంߦऴ ޜలࡌ
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ఆ సऱߘ ݭ࠼ మࢁऱ ఇకए డ ࠬߘޑߩ۫ ڕ, ఇకए డ మనం ऴࣄ࢐న ޶࢑ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑలࡅ  ߘకए   aw 
ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࣌࠳ ߤన࣒ ఒڴ࠲ అߖ ऴ࢐యబݟం޴, ఇ޴ ޴శ࢐ ࡹङ  ఒక తరంగం ave here kz t z ۯంߧ

అయࣃए ంత इऴతం ࠳న࣒ ఒڴ࠲ అయࣃए ంత इऴతం ऴపۧరం ۯయడం ޴శࡹ ఒక jb naught sin kz ta z 
తరంగం, ఈ ࡓం޶࢑ ݢङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑలڕ సంబం߅ంۨన޶࢑ ࢑ङ దయࣃए ంత इऴతం మ࠾ࡍ ఈ 
एࢲࡍప ݢంࡓ झڡࠪ ࢐లం݄ڒ ࡱࡌ  ࠭࠲ ߖఅ ࡱڴతరం फ పరۧలం݄ ఇ࢑ߧసంతృ ߘలހసࠬకర ࡽࢗ 
కߕھߘऒ ࠭, ఎం޶కం݄ ߘߝ ఇ࡮ంܽ పࢲࡍए ङ޶࢑ ఇ࢑ ࠾ࡍమ ࡱڴతరం ఇ࢑ ߘࣃऴ࢐ ߘలࡌ దయࣃए ంత 
తరంࡱڴ మࢁڣ ࠾ࡍ సबలం޶࢑ ࡹङ దయࣃए ంత తరంڴల ࢘గం ఎߧझ छ޳ ݋ߕ ࠭ ݋ߕ ߤ࡮ , ޴ంݟంచబ޴అం ࡌ
फࣃࡱߧ ߖగం అ࢘ ޒంڒ ࡹసबలం ࢁڣ ړߖ࢐సफ࢐ ߖߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ న ࢘గంࣄऴ࢐ ޶ం࠭ ڕఇంత ߘߝ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ
ఇకए డ ۫డంࢁڣ ,ݟ సबలం޶࢑ ࡹङ దయࣃए ంత తరంగం ࡅకए  ऴ߹ڙछ झߗ ऒߖఅ ݞంڕࡶ సంబంధం ޜ  
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంࡱڴ ఉߕऒ ࡛ࣛڴ࠱ ࡏࠬ   द૽  ߲నఃߕߩङ ల వదभ ࡆݟࡔ తరంڴలڴڵ ޳ࡶ ߘ ࡛ࣛ द૽  
߲నఃߕߩङ ల వదभ ࠳ऴ࢟࢘ڝ లߕڕࣆޓ ߘऒ నङߩఎంత ߲నః ࡹ ۃ࡯ ޳ࡶ  ం ڕࣆޓంܼࡏ  తరం޳ࡶ ࡱڴ ht x 
ङ޶࢑ ࡱހరړ ࠪڴ ޳ࡶ ࡱހరړ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑలݟږ ޜన ఈ తరంڴలߗऒ  ఒښ ࢘గం࢐ ޜङ फࣃߧ  ࠼

ఇ޴ ఎߧझ ए࣋ ࡗ܋ ࠭ ࡗ܋ ߤ࡮ छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕమన ޴ఒక ఆࣣ, ఇ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ࡌ  న సంబంధం.c࠳
 ఈ ߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ܌ࡗంۨన޴ ఏࠫటం݄, ޶࢑ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴతం ࢁڣ సबలంࡹ తరంڴࡱڴ ऴపۧరం 
झߧఎ ࡹసबలం ࢁڣ ల ࢘గంڴఈ తరం ࠾ࡍమ ޶యగలۯ ऒߕࣆ ߤ࡮ కएࡅ ࡗ܋ ࠭   వర ठ࠮లం ޳छ  ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࠭ఖङ ంߕ ڴ దగ ठర ఉనऒ झڡࠪ ړߖ܉ߖ  ޴ ऒߖހసࠬకర ࡽࢗ   
పࡍషए ओߩఅ ,޶ࡶంచࡍ एࢲࡍప ݡ ङ޶࢑ ߘߝ , ఏࠫటం݄ ޴ంۨనߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߗڒ ࠼ంۧࠚల ࡱࡌ  ࠾ࡍమ ޠ
అయࣃए ంత इऴޑల తరంగ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ऴ࢐࣋फ, ڡࠪ ߘߝझ एࢲࡍఈ ప ,ߘफ పరచగలߧసంతృ ߘలހసࠬకర ࡽࢗ   ࡱࡌ
ఈ తరంࡱڴ ఎంత ࢘గంޜ ऴప࣋ށ࠻फ ఆ సࠬకరހలߘ గࡍషदంڴ సంతృߧफపࣃࡏफ .࠼
 ఎߧझ ए࣋ ࡗ܋ ࠭ ࡗ܋ ߤ࡮ छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ झ࠹ܑ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ޴అం ࡌ ऱ࡛एڒ  झڡࠪ  కएࡅ ࡽࢗ   అంచߕ 
మ࠾ࡍ అతߘ 
ङ޶࢑ గం࢘ ޒంڒ దయࣃए ంత ࢘గం అߖ కھߘనऒ ओߩ झߧఎ ޴ߝఅ ࢟࢘ ڡఎܽ  ݡ ऒߕࣆ ߤ࡮ ࡗ܋ ࠭ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ 
దగ ࡮ۧ ړߖڴ࢘ ޒంڒ ࡹసबలం ࢁڣ వࡱ࢑ న޴ం߰ ߘఅత ݟంߘ ఈ సࠬకరణం ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ  ठరڴ ఉం޴, c 
కएࡅ ޒంڒ ࡹసबలం ࢁڣ ऒߖڴ࢘ నۨ࡯ڜ   అతߘ అంచݡࣃ࢘ ߕ.
ङ޶࢑   దయࣃए ంత మߘߝ ࠾ࡍ ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿࡹ1888 ڴ ࡛ࣛ द૽  ऴపࣄۯ ࡱڴࡆ ఈ ޶࢑ङ దయࣃए ంత 
తరంڴల తరం ࡍڷ फంߧ۫ ߘߩంۧݡ మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంత తరంࡱڴ అߖऒ  రڒల ߲నఃߕߩङ ల వదभ 
ఉߕऒ యߖ ఇߩओ छࡔ࢘ ړ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ ర߮ ࡏ ऱߘ ߭ दܼ ࠭.
  ߲నఃߕߩङ ङ޶࢑ ࡹసबలం ࢁڣ ࠾ࡍమ ࡱ దయࣃए ంత తరంڴల ࢘గం కం݄ ࠭ంߝڴࡍ޴ࠪ ޶ 
టరࠬ ޴ࠫߖఎ ڕߘక࣊ ࣄ ऱݡ࠮ ߩ޳޳ ڕ ప޴ మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంత తరంڴల తరంగ޼ర डङ ం ࡮ంࠈन  ڕ
సࠪనం అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ ఇ޳ ޴छ ङߕߩ࢑࢑ధ ߲నః బܽदڒ ࡌ నऒࠚ࢑ ࡱ ంڴ ఉంܼ࠼.nu c 
 తరంగࡌ޼ड ङ ऒߗఇవ ࡱ डࡌ޼తరంగ ࡹసबలం ࢁڣ  ङ ङޑऴప ߘవలࡱ࢑ ߹బܽद ऴڒ ࡱ ࠪऒ యం ۯయమߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  
छڙ సంڝ లڴతరం ࡆݟࡔ  ߘޑరڝ झߗ  x ࠾ࡍమ ࡱހరړ ࠪڴ ࠾ࡍమ ࡱހరړ ࡱڴతరం ޒంڒ ࡱ ࢟࢘ڝऴ࠳ ࡱ
తరంగࡌ޼ड ङ లړࡵ ߘए ంచంݟ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంࡆݟࡔ ڴ తరంߖڜ ࡱڴऒ  వందల ࠬటర ऱ తరంగ޼ర डङ  ࡱ ࢟࢘ڝऴ࠳ 
࣊ంܾࠬట࡛ లࡹ ఉంܼڒ ࠼ంޒ తరంࠬߠߕ ࡱڴట࡛ లࡹ ఉంܼړ ࠼ర࡮ۧ ࡱހ ۨనऒ  x ࠼ఉంܼ ڴ࢑
కएࡅ ట࡛ࠬߠߕ నऒࠚ  ం ఆ߯ ࠬࠬڝߧ ࡏటర ऱ పړ ࠪڴ ࡹ߅ࡍరހలߘ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࡏబܽद తరంగࡌ޼ड ङ  తफం࠴ ࡱ
తరంగࡌ޼ड ङ ల పߖ߅ࡍ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ޻ ߲నఃߕߩङ లߘ సߧऱ࠱ంࣃۯ ݋फ ऒߗబܽद ఇవڒ ࠼  
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంࡱڴ అߘߝ ߖ ఒకࡍࣃ ఈ ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంڴలߘ ߰ం޴నߩओ  ࡮ۧ ڕࠬ ߘߝ ݡ
ంۨనߧ۫ లంڒ ऱܿ ࡏڷफం۪ڝం࠭࠲ ݟ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  మڻࠪ ࠾ࡍऒ दࣃ݇ झڡܽ ऐࡍంۨ చࡍڷ  फనऒࣆ ओߩ ङ޶࢑ ,ݡ  ޠ
మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴࡹ࢐ܽ ࡱޑ శړ फߖ ߖలछ फࣃۯ  లछߖ ࠾ࡍమ ࠼ ړన శݟయబۯ  फ ޶࢑ङ దయࣃए ంత 
తరంڴలߖ ࡹలछ ړన శݟయబۯ  फ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद  ఎࡵवڝदࣃद ړశ ڡܽ फ ࣃంऴదత సగం ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  అߖ 
.ߘంۧߧ۫ ޻ం࠭ ߘߝ

చޔరऴసం అం݄   e 
అ࢑ ޻ధంࡲ࢐ ݋ߖ࠿ ڴङ ङ޶࢑ ڕ ࠹ ړశ ޠ फ ࣃంऴదత శړ फ అయࣃए ంత శړ फ ࣃంऴదత ఒకܽ ࡓంݡ mu zero b 
࣋ए छ ࡛ ఇߩओ ఇకए ࠭࠲ ݡ డ ఈ ࡓంݡ పࢲࡍए झߧఎ ڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍమ ࠭޳ం߰ ߘలࡌ ए࣋ ࡗ܋ ࠭ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ࡛ 
छ޳ ݋ࡐ ऒߖڴ࢘ ࡌ ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ ߘంۧߧ۫  भ޳۫ ޾फంࣆۨࣇ ఈ సࠬకరణం ఏࠫ ݟంచంߖగమ ݞږ  ం

నߘऒ  చదవߖవछ ంڒ ݟబܽद ࡏࣃऱ అ޴ߝ ఒࡏࣃ ڴ࠲ऱ ݋ߕ ఈڔ ऱ࣒  ఈܘ ke Naught k e naught v b Naught 
ఈڔ ऱ࣒  ఈܘ ఈڔ ऱ࣒  బܽद b naught is equal to k by omega in e naught and k by omega by oneڒ 
ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद ߕࣆऒ ङ޶࢑  దయࣃए ంత తరంగం޶࢑ ࡹङ కएࡅ इऴతం ޠ  గࡍషद e naught by c e 
ङ޶࢑ ,फ࣋ۨࣇ ߘవࡱ࢑ దయࣃए ంత తరంగంࡹ అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए  గࡍషद ࡱ࢑వ ޜ సࠪనం ޶ڒ, ఇకए డ c c
అࢁڣ ޴ߝ సबలంڒ ࡹంޒ ࢘గం ڒబܽद ఇ޴ మࢁऱ ۧ࡮ ࠭ఖङ .న సంబంధం࠳
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ङ޶࢑ ࡹసबలం ࢁڣ  దయࣃए ంత తరంగం ࡅకए  ఎలवڒदߤ మ࠾ࡍ ఎࡵवړ दڡ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴޜ ࡱޑ b
సంబంధం కڵ࡯ ఉండవࡏڷ ߖफం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद ఇ޳ ޴छ ఇకए ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ڕ ࡌ డ c e naught
ఉ޳హరణڕ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ  ub ub mu zero ݡంࡓ ఒకܽ ڕ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ޴޻ం߰ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ

࣋ए छ ࡛, ఇ޴ వ݋ߕ ࠉ ࡗ܋ ࠭ ݀ ࠑ ߤ ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ  ,ah b kz t ࠭ ݡంࡓ ړఒకܽ ޴ఇ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
ऒߕࣆ ओߩసࠪనం, ఇ ړ ए࣋ ݋ߕ బܽद ఇڒ ࣄ ޶ڒ ݋ߕ ఇ ݋ߕ ݡ छ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ  p c kz t ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
छ޳ ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡌ ए࣋ ࣄ ࠑ ߤవ ݋ߕ ࠮ ܿ ࠑ ఒకܽ ݡ छ ࡛ ఎߧझ ए࣋ ݋ߕ ఇ ࡗ܋ ࠭ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ ࡛ 

झߧఎ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ఇ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ए࣋ ݋ߕ ఇ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ  అం݄ kz t kz t ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
అయࣃए ంత శړ फ ࣃంऴదత ޶࢑ङ ړశ ޠ फ ࣃంऴదత ఒకܽ ࡓంݡ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఇ ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ ఒకܽ ࡓంݡ ఎߧझ  ߤ࡮
ऒߕࣆ  ఇ ݋ߕ ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ  kz t  ޶ࡶ ఏࠬ ڴరణంڒ ఈ సంబంధం ࡏࠬ బܽदڒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంగం޶࢑ ߖࡹङ కएࡅ इऴతం ޠ  శړ फ ࣃంऴదత మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంత తరంగంߖࡹ 
అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए  శړ फ ࣃంऴదత ఖۨऐ తంڴ సࠪనంڴ ఉంܼࡓ ࠼ంݞږ ݢ సగం ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ړ
సࠪనం ఇ ڒ  ࡱ ݋ߕछ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ ङ޶࢑ బܽदڒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛ దయࣃए ంత తరంగం ऴపۧరం ࣆۯफనऒ ओߩ  kz t ݡ
ఈ శړ फޔࢂࢗڕࣆޓ ߖంڒ ޴బܽद ࠴ ߘߝతफం శړ फ ࣃంऴదత  ప ऱ࣒ झߧఎ ޴ఇ ߘऴ࢐యగల ߖసࠪనం అ ړ   u ue ub ߤ࡮
ऒߕࣆ  మ݋ߕ ࠾ࡍ ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ ړఎలव ޴ఇ ࡏంۧݟܔ ߖంܽݟంࡓ ఈ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛ दࡽ߹ ڡन ఎనࡎ ण kz ti 
झߖݥ ऒڻࠪ ܾ ࡎन ఎనࡽ߹ ڡܽ ण ߖݥझ ܾ అ࢑ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మߘߝ ࠾ࡍ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  మ݋ߕ ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ 
ए࣋ ߤࣄ छ ओߩఇ ߘ޳ం߰ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛  kz t ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ సమయం ޴ఇ ݡ
۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఒక ࣃब నం ࠪޕࡏ ఉంܿం޴ ఇߩओ छڙ߹ऴ ࡽदకߧఆ ݡ झߗ లߤࣄ ࡹ ࣋ए छ  kn t ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
నङߩబܽद ߲నఃڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ం ۧ࡮ ߭దभڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  అߘసࡍంచడం ۧ࡮ కషदం ڒబܽद మనం 
ړఈ శ ޴࣋ۯ ڴరణం߄ࣃ फ ࣃంऴదత ࡅకए  సమయ సగܿ సమయ సగܿړࡵ ߘए ంచడం మߘߝ ࠾ࡍ సమߖ࠻ऒ  
एړࡵ ంచగలߘ  సࡌసࡍ ఒకܽ ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ भ޳ࡱߧ ߖఅ ݋ڼद ఇం݃ऴݠܿ ܿ ࡗ܋ ࡽఇంܽऴగ ࠑ ߤవ ࣁݞ  ం u t 
కएࡅ ࢟࢘  ߘబܽद సగܿڒ ߘޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ సగܿ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜకరణ సమయంڔలం ఏڒ 
एړࡵ ంచߘߝ ړߖݞ ఒక ࡍߖ भషद ऴߦంతం߯ ఏڔకృతం ࣄۯ ఆ ऴߦంతం ࡅకए ओࡱడࢗ  फࣃڵ࠙ ޜ  ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
సగܿߘ ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ఇ޴ ఎߧझ ए࣋ ݋ߕ సࠪనం   ఇ ړ ߤ࡮ छ ए࣋ ߤࣄ ܽ ݟంߘ  ࠑ ࡛ छ 0ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛ t 0 kz 

ఇవछ ڴ࠲ఒ ݡంࡓ ޜ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఇ ݋ߕ ࣋ए छ  tdt t pi ߖసࠪనం అ ړߖڴస ࡹ ࡛
సమసङ ڕࠬ ంచడంߧ۫ న࠭घ ߘߝ ߖఉంద ڴ ऒߕޔ  ߘ
ए࣋ ߤࣄ ݟంߘ 0 ࡽఇంܽऴగ ࠑ 1  ࡏޑߩ۫ ࡏࠬ బܽदڒ छ  t t kn t dt ࡏࠬ ߖసగం అ ړߖ࢐సफ࢐ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
ए࣋ ߤࣄ ,࡯࢐ڝࣆࡱޘ छ ࡛ ఫంࣾࡅ ߤకए  సగܿ సగܿ ߤ࣌ڜ ࣋ए छ ࡛ ఫంࣾࡅ ߤకए  సగܿ సగం ڒబܽद సగܿ సగం 
మ࠾ࡍ అ޴ సమయం ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంగంޜ అߘబం߅ంచబݟన సగܿ ࠴తफం శړ फ ࣃంऴదత మ࠾ࡍ ఈ శړ फ 
࢐సफړߖ࢐ ఇకए డ ڴ࡮ ऴపۧరం ۯ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ऴړం޴ పࣄࡍबߖޒ ۫డగలڒ ߘబܽद ݋ߖ࠿ ߘߝ ऴߦంߖޑऒ  
ऒߘన ړߖݞవڝࣆޓ  అߘమޒంۧڒ ߘబܽद ఇࢡ࢙ ݋ߖ࠿ ޴లङ ం మ࠾ࡍ ߰డ࢓ ߰డږ ޜ࢓ङ  ci ݟంڝࣆޓ ߘ ࠗ

߰డ࢓ మࢡ࢙ ݋ߖ࠿ ࠾ࡍలङ ంޜ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ తరంࡱڴ a  cuboi  d c 
࢐ङ ࡹశ޴ ङࡲ࢐ ఈ ࡹసమయం ݋ߖ࠿ బܽद ఒకڒ శ޴ ంచడం ఈߧ ړతफం శ࠴ ߖࡹ ࠹ फ ఈ ࡲ࢐ङ ఉనऒ ࡹ ࠹  తफం࠴ 
శړ फߖ ఈ ऴߦంߖޑऒ ऒߖޑంߦఈ ऴ  ޴ంޔܿ޳  ړసగܿ శ ړߖ࠻సమ ݋ߖ࠿  ߘߝ బܽदڒ ݟటం޳  फ ऴࣄڒం݋ߖ࠿ ۃ 
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ  శړ फ ࣃంऴదతڕ సࠪనంړࡵ ڴए ంచగలߘ, ఇࡲ࢐ ޴ङ  c ړఒకܽ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ ړࡹ ࠹
झߧఎ ࣄ ݡంࡓ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఇ ݋ߕ ࣋ए छ ړబܽद ఈ శڒ సࠪనం ړ ࡛ फ ޶࢑ङ దయࣃए ంత తరంڴలࡹ ఉంܿం࢐  ޴ङ  फߧ
లङࢡ࢙ ݋ߖ࠿ ࠾ࡍమ ࢓ఈ ߰డ ࡹసమయం ݋ߖ࠿ ఒక ࠾ࡍమ ޴ంޔ޶ంۮ ంࡹ ఉనऒ  శړ फ ఉపࡍతలం c 
ړఆ శ ࠾ࡍమ ޴ంޔܿ޳ फ ఇ޻ అޔ࢓ం޴ మޓ ߖߖ޵ ࠾ࡍऴవత అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ  ڴరణం߄ࣃ ࠾ࡍమ ࡏ
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంగం ࡅకए फࣃࡱߧ ߖఅ ߘऴవతޓ   i.ࡏ
झߧఎ ࣄ ࠆఎ ࠆࣔ  ऒߕࣆ ߤ࡮  ఇ ݋ߕ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బݟంڒ ޴బܽद ޓऴవత మ࠾ࡍ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ఈ సంబంధం 
छ޳ ఖङ࠭ ࡮ۧ ࡌ ऒߖ߄న సంబం࠳  కڵ࡯ ఉంܼ࠼, ఒక࢘ళ ࠬޓ ڕऴవత ࣋࡯ޘफ  ݋ߖ࠿ సమ݋ߖ࠿ ړߖ࠻ 
ऴߦంړߖޑ పవ࡛ ऴࣄڒంۃ ఎంత ఉంࣆࡱޘ ڕࠬ ޾, అߩओ ړత ఎలव߅సంబం ࡏࠬ ݡ दࡽ߹ ڡन ߘ ఇకए డ ړࡵए ంచవ۪ऐ  
మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరߖހऒ  మࢁऱ ఇకए డ ऴࣃ࢐फ झߧఎ ࣄ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ߘ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఇ ݋ߕ ࣋ए छ  సࠪనం ړ ࡛
మ࠾ࡍ ఇ ݞږ ݋ߕ సࠪనం  ࣄ ఎߧझ छ޳ ߤ࡮ కएࡅ ݡంࡓ ࡌ  వర ठ࠮లం ڒబܽद ࠬޓ ڕऴవత ࣋࡯ޘफ ࠬࡏ i 
ङ޶࢑ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంచవ۪ऐ ङ޶࢑ ڕࠬ , ओߩఇ ߘऴవతޓ లڴఆ తరం ࡏࠬ फ࣋࡯ޘ इऴతం ޠ एړࡵ ݡ ంచవ۪ऐ  ఆࣣ 
ओߩబܽद మనం ఇڒ ङ޶࢑ ڴజంߖ అం݄ మనం ࠭ࣃۯ ఏࠫ ݡ एࣃఅయ  ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴࡱޑ తరంڴࡱڴ 
ఉంܼ࠼ మߘߝ ࠾ࡍ ऴࣄ࢐న పࢲࡍए రం ࠪڡझ झڡࠪ ۯࡍफపߧసంతృ ߘలހసࠬకర ࡽࢗ   ڕలހసࠬకర ࡽࢗ 
అڷߘణంڴ ఉంܿందߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߖంۧߖڴ࢘ ߘߝ ,ߘऒ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ڴ  c ࠾ࡍమ ޠ
అయࣃए ంత इऴޑల పࠪࡍణం మధङ  సంబంߖ߄ऒ  ߰ంߘޑ޶ మ࠾ࡍ ఇ޻  అంచߕ ఇߩओ ऒߖڜ ߘߝ ݡ  
ఉ޳హరణల࢐ڝࣆޓ ߘలڕߘంܿߕऒ ङ޶࢑ ంܽ࡮ఎ ࡹలޔबࣄࡍరణ ప߄ࣃ ࠾ࡍమ ߘ  ࡱޑइऴ ޠ
ఉతओ నऒ మړࡵ ࡆޑ࢓ए ంۧలڕߘంܿߕऒ ంܿనऒڕߘలݞ۫ ߘߝ బܽदڒ ߘ ङࡏࣇ హరణ޳దܽ ఉ࠴   ݡ
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రङࣇ ऐۯవ ݟంߘ ޒంڒ ङ޶࢑ ఒక ޒంڒ  దయࣃए ంత తరంగం , ࣇరङ  ࠫࠝ ޴ఆࣣ అ ޴ంޜݡప ߯ࠫࠝ ޒంڒ
వۨऐ ړ࡯పࡱࢗ నߩओ एڕఎ ࡮ۧ ޴అ ݡ వڴ ఉంܿంߗڒ ޴ అޑ࢐ ࠫࠝ ޴వరణం࢐ ࡹङ ओߩంۨనߧ  ޴అ ݡ
ऱ࡮ۮ ओߩనݟప ޴ऴవత అޓ సగܿ ߯ࠫࠝ ړࡍబܽद ۨవڒ ޴ఉంܿం ڴࡏ޶ۮ  ࠫࠝ  ݡ
ఒక చదరߩ ࠬట݋࢐ 1000 ߩ޳޳ ڕࡏझ , ఇ࡮ࢡ࢙ ݋ߖ࠿ ޴ङ ړశ ࡮ۧ ړߖ फ, ఇ޴ ఒక చదరߩ ࠬట݋࢐ ڕࡏझ కएࡅ 
छڙ߹ऴ ښఒ ޴ఇ , ߘంచగలڵࡆఉప ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ऴవతޓ झߗ  ࢘࢟ అߘߝ ߖ ఊࣕࣆफߕऒ  సగܿన ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘ
ఉంܿం޶࢑ ߘߝ  ޴ङ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంచړߖݞ ఈ సࠬకరߖހऒ  ఉపڵࡆంచగలڒ ߘబܽद ࣇరङ కएࡅ ޒంڒ  
ङ޶࢑ छ޳ ݡంࡓ इऴతం ޠ झߧఎ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮  i c ޴సࠪనం, ఇ ړݟڕ ړߖڴస ޴సࠪనం, ఇ ړ
छ޳ గం࢘ ޒంڒ झߧఎ ޴ࠫߖపవ࡛ ఎ ޴ప ݡ࠮ ࡹసबలం ࢁڣ  సࠪనం ړ޴ప ݟంߘ ݡంࡓ ړݡ࠮ పవ࡛ ࡌ  ,ࡗ܋ ߤ࡮
ఇ޴ ఎ࠼ߦ ޴ࠫߖం݋ ఎ޴ࠫߖ ఐ޶ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ పߜऒ ంݡ వరڕ సగం వరڕ ߭ంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
खࠑݥ వందల ޴ࠫߖఎ ڴࡏࠪࣆ .p ࡱ दࡽ࢛ 

ࠬట࡛ ڒబܽद ࣇరङ खࠑݥ వందల ޴ࠫߖఎ ߩ޳޳ ڕࡏటࠬ ޒంڒ एڕद ల కం݄ ఎࡽ࢛  వ సం࠙వङ  er   ܘदࡶ࢛ 
ङ޶࢑ ऒߖޑइऴ ޠ  ఉతओ एࣃత అయ߅సంబం ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ फޒ ంత इऴߖޑऒ एړࡵ ݞږ  ంచగల݋ߕ ߘ v 
అ޳ ޴ߝछ खࠑݥ ޴ࠫߖఎ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ߕ ࡌ ړశ ޴ప ݡ࠮ ړ फڵ࠙ ޜంచబݟనߩओ  c e ޴ࠫߖసࠪనం  ఎ ݡ
అం݄ ߘ ݡ࠮ ߩ޳޳ంۨ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఆࣃ݃ ࡏऱ  వరڕ ఒక ࠬట࡛ ڕ ఎ޴ࠫߖ వందల ࠑݥख  ࢐టऱ ޶࢑ङ  ޠ
इऴతం మ࠳ ݡ࠮ ࠾ࡍऴࣃ݃ ڝऱ  ऴకమంࡹ అయࣃए ంత इऴతం ڒబܽद ࡏࣇङ ऐۯవ ݟంߘ ݟ ङ޶࢑  దయࣃए ంత 
తరంࡱڴ ఈ రక࠳న ޶࢑ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴ1977 ࡱޑ ࣊߭दంబࡃ࢐ ࡹࡏజ࡛ అࡱߧ ߖవబݦ 
పంࠫ޽घ खࠑݥ ޴  ఏࡹݡ ऴపڵࡆంచబݟన ఉపऴగహం మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓంܼߘ, 
అ޴ గత 30 సంవతझ ర వङ࣏ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంۨంށ࠻ऴప ڴࡱࡌ వసबܽ߭ۨݟ࢑ ߘद అంతࣾࡍంړࡹ ऴప࢘ࢢంۨం޴.
  ऴపࣆफత ޷రం  ߘంߘ  ݟంݟ పవ࡛  ࠬటࡏऱ మ࠾ࡍ ऴܼߤझ  ࠫ ట࡛ పవ࡛  ݋࢐झ  ఇߩओ झߤఈ ऴܼ ݡ  ࠫ ట࡛ 2 10 13 20
ऴపࣃరం ۯయడం ޶ࡶ అߖऒ ऒߕం݃࠻ ޴ఇ ߗڒ ࡱశ޴  కएࡅ   ఒక ࡐపం, ࠬ࢑࡯݃ ࡽࠋښ ࡏజ࠻ ߤం݃ߕऒ ల 
फనऒࣆڵࡆసం ఉపڝ ऒߕం݃࠻  తపओ ߘ క ۫ࣄ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࢐సफړߖ࢐ తరంڴలߘ ఒక ࡍߖ भషद ޴శړࡹ మࢀऱంۯ 
ऒߕం݃࠻  ఉం޴ మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంత తరంࡱڴ అߖऒ ऱࡹశ޴   ఈ ړߖ࢐సफ࢐  ࡏࠬ ࡱ޶ऱ బࢇࢗ ړ
ङ޶࢑ దయࣃए ంత తరంڴల ࢐ङ ڵత ߖफߧ ठంۨ, 
ङ޶࢑ ࡹశ޴ నࣄవలڒ ڕࠬ దయࣃए ంత తరంڴల ޓऴవతߘ ߭ంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠻ ࠭࠲ం݃ߕऒ  
రछߖ ࠭࠲ ߖߖ޳ ݦలవబߧ ڴభం࡮ ۨంۧ࠭, ఇߩ޳޳ ړڷࡱߕ ޴ ఆ࠼ߦ ࡏం ऱܿ ఐߘ ޶ంݟ ప޴ వరڕ 
ఉంܿం޴.
 
ओߩఇ ߘߝ ङ޶࢑ ݡ దయࣃए ంత తరంڴలߘ ఒక ࡍߖ भషद ޴శࡔߖ ࡹ भࣆࢢफߕऒ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ߘ  ంచడంࡍऴపస ࡹశల޴ 
एڕఎంత ఎ ڕߕ బܽदڒ ޶ࡶ వ ޓऴవత లࣆࠚफం޾ మߘߝ ࠾ࡍ అంڕ޶నऒ एړࡵ ߘऴవతޓ  ంచగలߘ అ޴ 
ఇర࢙ ݋࢐ లڕ సࠪనం అం݄ అకए డ ݡ࢑దలࡃङ  శړ फ ఆ࡮ ࡏభం.
ࡓ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ   ऱܿ శړ फ ޳ ڷࡱߕ ڷࡱߕछ  pi ݟంߘ ޴ప ݟంߘ ݡంࡓ ޴ఇ ߩరం చదర޷ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
శړ फ పదݡ࠮ చదరߩ ࠬట࠳ ڕࡏన࣒ ఇర࢙ ࡓం݋࢐ ݡ ల వరࡓ ڕం࠼ߦ ݡంటऱ ఆࡏ ప޴ వరڕ ఉంܿం޴, 
ఆ ࡃ࢐జ࡛ ओ࣋ ࣒ ऴࠆڒद ߘంݟ ఇకए డڕ వࣆफనऒ కएࡅ ऴవతޓ   అޒ తڕए వ ࡱ࢑వ మࢗ ࠭࠲ ࠾ࡍంటߝ సంబం߅త 
ङ޶࢑ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంచగల࠭.
झߧఎ ࣄ ࠑ ݡంࡓ नࡽ߹   ం࠼ߦ ڷࡱߕ ݟంߘ द లࡽ࢛ ޴న࣒ ప࠳ ڕࡏటࠬ ޴అ ࠾ࡍమ ࠆࣔ ప࡛ ܘࡕ ࡗ܋ ߤ࡮ ऱܿ i 
एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ڕవర ޴ప ڷࡱߕ ంత इऴతం ޳ ࣄछ  e ݋ం࠼ߦ ఒక ڴࡏࠪࣆ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ߕ ࡌ
ఐߘ ޶ంݟ ప޴ వరڕ ఉంܿం࠳  ޴న࣒ ప޺भ޴ࠫߖ 
ఇ޴ ङ࢛ మߡక ߘంݟ వۯऐ నऒۨ ࡮ۧ  ङ޶࢑  एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴతం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ క݃ݟ ࠪ  दࡏऱ ఈ 
సంޑښలࡍڷ ߘ फంచగల࢓ మڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍ ఇవछ దۨ࡯న ఒక ۨవࡍ ఉ޳హరణ ࡶజ࡛ అߖ అڕߘం޳ం.
తపओ ࡏࠬ  झ݋࢐ ऱࡰࠫ ߤ݃ ࠆజ࡛ పవ࡛ ఆࡶ ߘߝ బܽदڒ ࡏఉంܼ ࣄ۫ ߘంట࡛ ల࠼ߦ జ࡛ࡶ ڴࡍసߖ  , ం݄ڕࣆޓ 
అ޴ ప࠳ ړ޴న࣒ ࡓం݋࢐ ݡ లڕ సࠪనం మ࢐ ߘߝ ࠾ࡍङ बࡌࣃ ऒߖ  ఊࣕంۨనటऱࡶ ޙ࠼జ࡛ ߩంజం ߩ޳޳ ఒక 
ऱࠬࡰࠫ ట࡛ అޓ ޙ࠼ऴవత ࢙ࢡలङ ం ڴࡎ࢐ శړ फړ సࠪనం, ఇ޴ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ݀ ࠑ ࠑ ఆ࡛ ࣋ए छ  ޴సࠪనం, ఇ ړ ࡛
పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఆࡏ ࠬటర ऱ చޔరऴసం వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ పవ࡛ ړ ࡛ࠂ పړ޴ సࠪనం చదరߩ ࠬటڕࡏ ߯
छ޳ ల ݋࢐ एړࡵ ߖ ݋ߕ ఇ ߝంటࢗ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡌ ంచగలߘ , ఇࡓ ޴ంݡ ఐ ޳छ झߧఎ ࣄ ࡌ  సగం ڕ ܘࡕ ࡗ܋ ߤ࡮
ࠬట࡛ ڕ ఒక ࠼ߦం݋ ఐࡽ࢛ ࡹړ ޶द ڴࡱ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ సంబం߅త అయࣃए ంత इऴతం ޳ ࣄछ  ڕబయట ࡌ
వࣆफం޴ ఐ޶ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఆࣃ݃ ࡏऱ  వరڕ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ పవ࡛ ࡽࢗࡵझ ऒߕఉ ڴబలం ࡮ۧ  యࡏࠬ ߖ
۫డవ۪ऐ , అ޴ చదరߩ ࠬట݋࢐  ڕࡏ ల࠼ࢗ ڕङ ङ޶࢑ త߅సంబం ࠾ࡍమ ࡱ ݋࢐  एࣃइऴతం అయ ޠ ంత 3000
इऴڒ ࡱޑబܽद ఇࡓ ࢑ంݡ࠮ ޳ࡶ ݡ ఉ޳హరణࡱ అߘߝ ߖ అߕڕߘऒ .ߘ
ङ޶࢑ ړߖ࢐సफ࢐ ࡏࠬ  దయࣃए ంత తరంڴల ޓऴవత ߘంړࡵ ݟए ంచగలరڕࠬ ߖ ఆసړ फ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  ࡏࠬ ,
࢐సफړߖ࢐ సంబం߅త ޶࢑ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑలړࡵ ߘए ంచవ۪ऐ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇߩओ .࠭ࣃۯ ఏࠫ ݡ
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ङ޶࢑  దయࣃए ంతతछ ం߯ ఈ ࡏڝझ ङߕఉప , ݟరం ڕߩంڵ࠭  छ޳ లࣃ ङߕగత ఉప ڕమన ࡌ  ڕफࡏڷ ࡱࣃ
ऐ۪ޘ ङ޶࢑ ,ం޳ంڕ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑల࢑ ߘవࡍంۯ చ दܼ ల࠭࠲ ߘ ߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ ఈ ޶࢑ङ  ޠ
इऴࡱޑ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴࡱޑ ఏࠫ݇ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭.
 
ۨవర࠭࠲ ڕ అߖऒ  సࠬకరހలڙࠪ ߘझ छ కएࡅ ࡽ  సࠬకరࡱހ అۯ࡯ߧ ߖ సࠬకరހల సࠫࢀࠫ ڴޒతం 
झڙࠪ ,࠭ࣃۯ छ కएࡅ య࡛ߧఆం ࡹలހఆ సࠬకర ࡽ ఖङ࠭ ࡮ۧ ړߖయࠪߖ  ऒߖࡌڒన సహ࠳  ంۧ࠭ݟܔ 
మ࣋ݟ ࠭࠲ ߖߖ޳ ࠾ࡍओ ଊ࣊ घ ం݋ కࡓం݋ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంతޑछ ऒߖ  ࢑వࡍంڷࡱߕ ۯ 
ఖङ࠭ ࡮ۧ .࠭޳ం߰ ߘలހన సࠬకర࠳
ఇపओ ࠭࠲   झ࡛ࠂ ܘంࡓࡹ ంۨనڵࡆఉప ښܽ  ڼ࡯ఊࣕంచగ ࡏࠬ ࡱހసࠬకర ܿߦ ޜ࡮ 
అߖऒ కएࡅ ల ࠹సदࣄ  ࡍߪ  फ ޶࢑ङ దయࣃए ంత ऴపవర फనߘ అంࣃ޴फ  ࡹ ۃంࡍߗక ఇంజޒࠥ ࡱހఈ సࠬకర ࠾ࡍమ ࠼
ఖङ࠭ ࡮ۧ వరߘక అߝఅ ࠭࠲ ,న ࠙గం࠳ फࡹߕऱ ङ޶࢑  దయࣃए ంత తరంڴలߘ ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭.
ङ࠮క ࡽࠑ࠴   ࡱڴతరం ޒంڒ ڕమన ࡱڴతరం  ࠼ఉంܼ ݟరప߄ఆ ߯ڝऴ࠳ ޳ࡶ ࡱڴతరం ࡆݟࡔ ऱߘషښߖ
ఉߕऒ వరߘ࢑࢑ధ అ ߖܽ࢒ ,࠼ फߕల ڝసం ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭, క࠮ङ  ࡮ۧ ߘలڴతరం ࡆݟࡔ ࡱఉపऴగࣔ ߤషښߖ
फࣃۯ రంࣃऴప ݟంߘ రం޷ ऒߖ޵ ంۨڵࡆఉప ߘలހఈ సࠬకర  ࠼  ఉపڵࡆంచగ޶࢑ , ࡏڴ࡯ङ  ࠾ࡍమ ޠ
అయࣃए ంత इऴޑల ߘࢗక ఉనऒ ړఆస ࡮ۧ  फకర࠳న ࠥޒక ࢡवࣃफ ऒߖ  అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ మ࠾ࡍ 
ङ޶࢑ ࡹసबలం ࢁڣ దయࣃए ంత తరంڴలߘ ఎ࡮ ఉతओ యవ۪ऐۯ फޒ  మ࠾ࡍ ऴపۧరం ۯయవ۪ऐ  , ఈ తరంڴలڕ 
ఏ ࠪధङ మం అవసరం ޶ࡶ.
ङ޶࢑ ࡹశం޻ऴప ࢁڣ ࡏࠬ   దయࣃए ంత తరం࢐ ࡱڴङ ఇకए ࠾ࡍమ ڕ޶ంపܑ࣋ంߧ డ ఉనऒ కएࡅ గం࢘ ޒంڒ   c 
࢘గం ఐࣅ ߤदߤ ऴప޴ߦޒంۨన ऴపޙङ క ࣾ߮ࣃతݞږ ړ ఆ߄రం ڒబܽद ऴపۧరం ۯయڜ ڕࠬ ߘߝ ,ړߖݞంత ఉޑझ ऒߖࣔ
ऒߕफࣆࢢఆ ߖనڴ࡯యܑయగ࡯ޘ .ߘ
 మڡࠪ ࠾ࡍझ ړక ఆసߘࢗ లހసࠬకర ࡽࢗ  फ మ࠾ࡍ అ޶ग త࠳న ࠥޒకࢡवసफం మߪ ࠾ࡍరछ ం  ߮ۮ ࡏ࢐ओ  
ࠪటࡱ ࠬ అందڔࡍ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ఇం࡮ۧ ڒ ఉߕऒ बࡌ޳ప ࠭࠲ ,࠼ ల޶࢑ ࡹङ దయࣃए ంత తరంڴలߘ 
పࡌ޳ब ల޶࢑ ࡹङ దయࣃए ంత తరంڴల ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచڒ ,޶ࡶబܽद మనం ࡮ۧ ࡹܽ࢒ వరڕ మࡍంత అర बం 
ङߕదܽ ఉప࠴ ߘߝ ࠾ࡍగల࠭ మڝࣆۯ సంࡖ߮ ࡹए నऒ ऱܿࡍܾ࠱ ܼ࠱ ڴయࡽझ కएࡅ   ఆసړ फకర࠳న ࠙వన 
మ࠾ࡍ ऴపږޒల వऴڔభవన ۨࣇక మ࠾ࡍ అం޶వలన ఇవߗऒ ङ޶࢑  దయࣃए ంతతछ ం ࡅకए  పړࡹ߅ࡍ వࣃफ  ࠼
घࡌߖ ړߖ࢐సफ࢐ బܽद మనంڒ ఏరओ ߘలހ రచవ۪ऐ ړమనం ఎలव ࡹܽ࢒ , दڡ పࡍघ ܽ࢑ܾ ఎߧझ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ߤ࡮ ంత 
రగమङߦ త ࡅకए ړఆస ࡮ۧ  फకర࠳న లࣾހలߘ ߰ందగڵ࡯న ࢑ధంࡌߖ ڴघ ంచవ۪ऐ޴ం߰ࡐ ߘలހ .
 ఈ ޒࠥ ܌ࡗక ࢡवసफం࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ ङ޶࢑ ࡏࠬ ࠾ࡍపం మࡐ న అంశం࠳ దయࣃए ంతతछ ం߯ ఉపߕङ  లࣃ
झࡏڝ छࣃఆ ߘ ऒߕफࣆࢢఆ ߘߝ ߖంۧర޴ ऒߕफࣆయܑ࡯ޘ ࡱంࣾڒ࠙ࢤ ڕࠬ ࠾ࡍమ ߘ ధనङ ࡮ۧ ߘ  ࡱ޳࢐
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