
 
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࠪ दࣃदڝवࡵదయం ఎࠤࢤ ڔࡍఅంద ࠬ ࡹలࣃ झڡܽ ऐࡍచ ࠭࠲ ంۨࡍڷ  ంۧ࠭ , ۸࡛ ण పࡍసర 
ऴߦంతం޶࢑ ࡹङ ऒߖޑइऴ ޠ  ఉతओ న ۸࡛ࣄ۫ ࠭࠲ ߖफందࣆۯ फޒ ण ࠙వనߘ పࡍచయం 
ङ޶࢑ ,ߘࣃۯ ړల߯ శࡏइऴతం ఇత ޠ फߖ ऴపࣆڵࡆफంࡎ۸ ޴ णڒ ࡱబܽद ࠬࡐࣃ ڕపङ ࡎ۸  णࡱ ఉం݄ అ࢑ వङ  కࡔޒ
ࡎ۸ णలߘ కڵ࡯ ఉం݄ అߧޒ ࢑ओ दࣃदڝवࡵబܽद ఎڒ ,࠼ޑటदబడڜ చ ۯంࡍ࢑వ ߘల ڡܽ दܼ లڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߘబܽद 
۸࡛ ࠭࠲ ण పంނߧల ࡅకए ङ޶࢑  చ ࣒ڴ ݦసࣔయప ڕࠪ ࡹందడం߰ ߘలޑइऴ ޠ दܼ ऒߖ  ࠾ࡍమ ࠭޳ం߰ ݞږ 
ऐࡍచ ڴ࢑వరం ߘन లࡽ߹ ࠭࠲ ంۧ࠭  ࢘ࡔछ ۸࡛ ࡏ ण ݟवࣄदࠌङ షߤ ల ޳छ ఉతओ ࡌ ओߩన ఇݟయబۯ फޒ  ࠭࠲ ݡ
ऒڻࠪ दࣃ݇ झڡܽ  అߝ మࡖక అంߕޔࢂࢗ ړߖࢡऒ ۸࡛ ࡹసమయం ޒంࢡ࢑ऴ ڕࠬ బܽदڒ ࠭ ण ఉం݄, ఈ ۸࡛ ण కదలడం 
ऴߦరంࠚంۨనߩओ ओߩన࠳రంభߦऴ ݡ ङ޶࢑ ݡ ۸࡛ ڴరణంڒ इऴతం ޠ ण ߯  ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ  ఏరओ ࠭࠲ ఆ߯ ,޴ంޔݡ
ఇతర ߖ࢐ܽ కھߘంܼ࠭  ఈ ޶࢑ङ ࡛ۧ इऴతం కం݄ ޠ ण ߯  మࡖక శړ फ ఉంܿంߖߖ޵ ,޴ అయࣃए ంత శړ फ అࣃࡱߧ ߖफ ࡏ
ओߩనࣄۯ బܽदڒ ࡛ࣔ  ݡ ण చలనంࡹ ఉం޶࢑ ࡏࠬ ,޴ङ दࣃदڝवࡵఎ ڴరణంڒ इऴతం ޠ ړశ ڡܽ फߖ కڵ࡯ ఉంܼࡏ ac 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతంߖ ڴరछ ۨంۯ మࡖక इऴతం ڒరణంڴ అయࣃए ంత అయࣃए ంత శړ फ ݞږ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ అయࣃए ంత ऴప࠙࢐ల2500 ࡏࠪࣆ ߘ సంవతझ ల 500 సంవతझࡌ  ࡏ࢐ తంړల ऴࡌ
కھߘనऒ ओߩ ऒߖڜ ݡ ऒߕھߘక ߘలڴ࠙  .ࡏ
హ ࠭కएࡹ ఇతర ࡱࣔࡹ  లߘ ఆకࡍ लంۧ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అయࣃए ంతతछ ం ࡅకए  इऴతం ܽߩदం޴ మ࠾ࡍ 
అయࣃए ంతతछ ం 
కएࡅ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ߘయࠪలߖ  फޜ  ࢐ܽ సంబంߖ߄ऒ చ ۯంޒయంऴߖ  दܼ లߘ కھߘన࢑࢑ ړߖݞధ వङ  ࡮ۧ ࡱफڕ
ऴపڒ ,ࡏࢡۯ ࡱڴࡆబܽद ࠪݢङ కएࡅ ࡽ  ఈ ࠙గంڻࠪ ࠭࠲ ࡹऒ ܽజం ࠪڻऒ అధङ ߘల࠻࢑ష ంۨࡍڷ ڡܽ యనం
फࣃۯ ࠭.
 అయࣃए ంత इऴޑల ڒరణంڴ అయࣃए ంత इऴࡱޑ ఎ࡮ 
ఉతओ నऒ మ࠼ޑ࢓ మ࢑࢑ ߖ࢐ܽ ࠾ࡍధ అߘవర फߕల ڝసం ఎ࡮ ఉపڵࡆం۪ڝవ۪ऐ एࣃఅయ ࠭࠲ బܽदڒ  ంత 
ऴప࠙࢐ల ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచړߖݞ ࠭ం࡮ۧ ࡹࠬ ޶ మం޴ ఎకए एࣃన అయࣄ۫ ݩ ంత ऴప࠙࢐ల ࡅకए ऒߖڜ   
రణ ऴపదరज߄ࣃ నలߧ۫ ڕࠬ ߘంۧలڕߘంܿߕऒ .ߘ
 ࠬ చߝڴࠈ ࡹࠬ ࡹ࢓޶ ఉంڒ ޴బܽद ߖڜ ࠭࠲ऒ  అయࣃए ంޑలޜ ऴߦరంࣃࠚफ ఇకए ߘߝ  ࠭ డ ࠬޔߩ۫ ڕనऒ  
ऒڻࠪ ࡛ࠈ ߖߖ޳ ఇకए ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏఅంܼ ݋ డ ۫డవ۪ऐ ࡍߖ ఒక ࡹగం࠙߯ ߖ޵ ,  भషद మ࠾ࡍ మࡖక ࢙ߩ n sn 
ఉతफړߖࡌ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ దऀړߖހ అڷߘణంڴ ఉంܿంڻࠪ ࡛ࠈ ߖߖ޵ ,޴ऒ  s.ࡏఅంܼ ݋
 ఇకए డ ࡛ࣔझ ऒڻࠪ ࢶ  एࣃక అయࡖమ ݦవబࡱߧ ߖఅ ݋ ంతం ఉం޴ ఇకए డ ఉతफړߖࡌ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ n 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డ దऀړߖހ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇతర అయࣃए ంޑలߘ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ , 
ఉ޳హరణڕࠬ ڕ ఇకए డ ࡍంڻࠪ ۃऒ ओߩఇ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉం ݋ ऒߖఅ ݡ  రڒల అయࣃए ంޑలߘ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  
ఉ޳హరణߘߝ  ߘߝ ڕ ఇకए డ అߖ ऴࣄ࢐న ߖߖ޳ ఇకए డ ړ దగ ठరڕࣆޓ ڴవ࣋फ, ఇకए డ ࢑కర लణ శړ फ ఉందߘߝ ߖ n n 
ࡍڷ फంۨన ࠼ߦంڕࣆޓ ڕ ࡽ߱ ݋వ࣋फ ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగ࢑ ڼ࡯ధంڴ అ޴ మన వదभ ఉనऒ  ఎࡵवڝदࣃद  फలڕశ ڡܽ
ࡍఆక ߝڴࡍ޴ࠪ लޔలޔ࢓ందޔߩ۫ ڕࠬ ߖం࢑  ޴కర लక మ࠾ࡍ ఆకర लނయ࠳న శڕफࡓ ࡱంݟంܽߗ కڵ࡯ ఉనऒ ऱܿڴ 
۫࣋फ, ఈ లߘ ఆకࡍ लࣆफంߖ ߘߝ ߗڒ ,޴ దగ ठڕࣆޓ ړࡍవ࣋फ అߧޒ ޴ओ दనܽڜ ऱܿ అࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݡ n n n 
సందࡌग ల࢑ ࡹకర लక శړ फ మ࠾ࡍ ఆకర लނయ࠳న శړ फ ఉߕऒ एࣃఅయ  ࠭ࣃ۫ మనం ఏࠫ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ ంత 
झږ޴ ఇకए ݟలవంߧ ڴۨ డ అయࣃए ంత ږ޴झ ۨ ఉం޴, ఇకए డ ఒక అయࣃए ంతం ఉం޴, అࡽߺ ڼࡍޒ ޴ ऴక࠹ ߯  
స࣊ओ ంۯ ݭయబݟం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ అయࣃए ంతం ޒపओ వ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫డగڼ࡯టߩओ  ߕࣄۯ ఏࠫ ߘߝ ݡ
అ޴ ఒక ࡍߖ भషद ޴శࡹ ఉంܿం޴ 
ओߧޒ ߖ޴ࣇ ߘߝ నߩओ ఇకए ݡ డ ఉనऒ ओߩఎలऱ ۃࠪ ڕ ࠹సदࣄ  ఉనऒ ࡹశ޴ ఒక ݢ ऱܿ అࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠝࠫ
छ޳ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం ࡅకए సछ ߖ޳ ړࠫࠝ బܽदڒ శ޴  ంత అయࣃए ంత इऴతం ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ఈ అయࣃए ంతం అయࣃए ంత इऴతం ࢙ߩ సమࡶఖనం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం  ࠪڻऒ दࣃ݇ झڡܽ  ߘ 
అధङ యనం ࣃۯफ ం , ఇ࡮ంܽ అయࣃए ంޑల߯ శڕफࡱ మ࠾ࡍ ܼ࡛ए एࣃఈ అయ ࠾ࡍఏࠫܽ మ ࡱ  ంࡱޑ ఇߩओ ݡ
ङ޶࢑ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంతతछ ం ࡅకए  ࠪ ऴߦరంభ దశల࢑࢑ ࡹధ ޴శలڕ ఎ࡮ సమࡶఖనం ۯయబడࡆޑ 
అధङ యనం ࣃۯफ ࠭ మ޶࢑ ࠾ࡍङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంతతछ ం ࡓంࡔ࢘ ݡछ नݞంచబށగࡍప ڴࡱޑइऴ ࡏ  బܽदڒ ࠼
ङ޶࢑ ࡎ۸ ޠ णలڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴.
 మ࠾ࡍ అయࣃए ంతతछ ం అ޴ߝ అయࣃए ంޑల ޳छ ఉతओ ࡌ ࡍవ ڴࡱޑన इऴݟయబۯ फޒ पంచబݟం޴, ఇߩओ  ޴అ ݡ
ప޺भ޴ࠫߖ పంࠫޛघ సంవతझ ޴ झߤహ ࡹలࡌ  ऴࣄړदయߖ܊߸ ࣁߖݞ ߤ ߰ం޴ం޴ ఉపߕङ సం ఇࣆफనऒ वసफ࢘ࢡ  తफ మ࠾ࡍ 
ఉపߕङ సం సమయంࡹ అతߘ అకࣃघ छ޳ ऴప࢐ࣔల ݋ంࡓక ڴफޔ एࣃఅయ ࡌ ంత इऴࡱޑ ఏరओ డޑయߖ 
కߕھߘऒ ۪ ࢐ܽ ,ݡ द݀  అయࣃए ంత इऴతం ఉందߧ۫ ڕࠬ ߖంచߘߝ ړߖݞ ۨనऒ ङࠈ  టڕࣆޓ ߖࡎంܿߕऒ  ߘ
మڕࣆޓ ࡛࢙ ߘߝ ࠾ࡍంܿߕऒ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ߘ ङࠈ ߘ ࡛࢙ ߘߝ ߘ టړࡎ కڡߜ द ࣃۯफ ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ  
झږ޴ ऒڻࠪ ۨ దగ ࣒ߦకం ڡܽ ठర ఉం۪ߘޑ మ࠾ࡍ ఇږ޴ ޴झ కएࡅ ۨ  ࢑इࣆޓࡍ޳ ړߖߦफందڕࠬ ߘߝ ߖ 
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फࣃߧ۫ ప ߘ ۃࠪ ߘߝ బܽदڒ ߘ दܿߖڝవछ ంݟ, ఇకए డ అయࣃए ంړߖޑ దగ ठరߘ ࡛࢙ ڴ ప दܿߖڝవछ ంࡏࠬ ݟ 
అయࣃए ంߖޑऒ ڡߜక ߘߝ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫  द ࣄۯన ࢗంటߝ అయࣃए ంత ޔڷࡏޒ ޴ࣇం޴ అࡏࠬ ߖ ۫࣋फ, 
అయࣃए ంత ߯޴ࣇ ఉనऒ ߯ ࡽ࠼ڒ   శړ फ అయࣃए ంత శړ फ ఉందߖ మ࠾ࡍ అޔڷࡏޒ ޴ందࣆߧ۫ ߖफంڒ ޴బܽद 
ఇࣄۯ ޴న ऴపࡆగం  ࣔߤझ  ऴࣄړदయߤ ఓ࣊ द࡛ ङ޶࢑  एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంతతछ ం మధङ  న సంబంధం࠳బల ࡮ۧ 
ఉందߧ۫ ߖంచړߖݞ ऴపࡱ࢐ࣔ అయࣃए ంత इऴޑలߘ ఉతओ फࣃۯ फޒ  ఏࠫ ړߖ࢐సफ࢐ ڴ࢑ధం ࣋۫ బܽद మనంڒ ࠼
జޜڷࡏంࠈ ߘߝ ޴ङ టߖࡎ ఈ ࢙࡛ ړ కڡߜ द ࣄۯన ࢗంట޳ ߖ޵ ߝछ  , ޴फంࣆऴపవࣕ ݞంڷ ࡛࢙ ݋ంࡓక ۯऴపవࣕం ࡌ
కࡓం݋ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ एࣃఅయ ޴అ ,޴फంࣆۯ फޒ ంత इऴతం ఇకए డ ߖ޴ࣇ ऴప࠙࢑తం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ 
అయࣃए ంత ࢑ ޴ࣇइపం ۮంޔ޶ంڒ ޴బܽद ܼ࡛ए  ఉంܿం޴  అయࣃए ంత ࢑ ޴ࣇइపం ۮంޔ޶ంڒ ޴బܽद ఇ޴ 
झߤࣔ తంړలం ऴڒ ࡮ۧ  ऴࣄړदయߤ ఓ࣊ द࡛ छࡌగం తࡆఆ ऴప ࠾ࡍగం మࡆన ऴపࣄۯ  త ఆంߧయ࡛ ߷రݦ ࣛऴߗ వంܽ 
వङ ఈ వङ ࠾ࡍమ ࡱफڕ एࣃతफం అయ࠴ ࠾ࡍమ ࡏࢡۯ ࡱڴࡆऴప ࡮ۧ ࡐफలందڕ ంత इऴతం ఇߩओ  म޴వృࠚఅ ݡ
.޴ం޴ంۮ
 
ఆ సమయం޶࢑ ࡹङ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ߘࣃۯ చయంࡍప ߘల ࠙వనޑइऴ ޠ फࣃࡱڜ ࡹद లࡽ࢛ ڕࡏటࠬ ߘలޑइऴ ޠ రߖ
మనࣄ࡯ޘ ڕన ఒక ߘߝ ߘ ݋ߖ࠿ పࡍచయం ڒ ,ߘࣃۯబܽद మనڜ ڕంత ݋ߖ࠿ అయࣃए ంత इऴࡱޑ ఉం࡯ݞ 
మ࠾ࡍ మనం శڕफలߘ ۫డటం ऴߦరంࠚంۨనߩओ ऐࡍచ ߘߝ ݡ फࣃ ऱࣃ݃ ߘ  అߘ ݋ߖ࠿ ߝ పࡍచయం ࣆۯफం޴ i 
ఈ ݃ࣃऱ  అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए वసफ࢘ࢡ ړߖ޵ ࠾ࡍమ ݋ߖ࠿  తफ ࣃ݃ ࡮ڝߖऱ ߭ ࡏ߮  दܼ   లతڜ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ
అయࣃए ంత इऴతం ݃ࣃऱ ऱࣃ݃ న࣒ 4࠳ ݟంߘ మనం 10 ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ ݋ߖ࠿ దभ߭ ࡮ۧ   వరڕ ఉం࣒ڴ ݦ 
అߝ ۨనऒ फࣃڵࡆఉప ߖ ݋ߖ࠿  ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࠭  తࡌछ త మࢁऱ పࡍచయం ࣃۯफ ఇకए ړߖ܉ߖ ࠾ࡍమ ߘ డ ఒక 
ࠬట࡛ ఉందߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߖంۧలڕߘంܿߕऒ .ߘ
ऱࣃ݃   ࠬట࡛ 
ఏ సమయంࡅ ߖ޳ ߕߞࡹకए  అయࣃए ంత इऴߖޑऒ एࣃఅయ ݡంࡓ ۯ࡯ڜ  ంޑలߘߝ ߘ ఇకए డ కڵ࡯ ఉߕऒ  , ߘ
ఇకए ࡏࠬ డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఇ࡮ۧ ࢑ బల࠳న అయࣃए ంࡱޑ, ఇ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ఆకࡍ लࣃफ ఇకए ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ డ
డవ۪ऐ۫ ڴబలం ࡮ۧ .
 ఇకए డ అయࣃए ంࡱޑ మ࠾ࡍ ఈ అయࣃए ంࡱޑ ఉతओ एࣃఅయ ࣋ۯ फޒ ంత इऴࡱޑ ఏࠫ݇ ڕࠬ ߘߝ 
ऒߕంܿڕߘంۧలߧ۫  ߘ
బܽद ఇకएڒ డ ߘߝ అయࣃए ంߖޑऒ  ఇకए డ ఉంۧߘ మߘߝ ࠾ࡍ ఇ޴ ऴ߱ࠗ ఈ ऴ߱ࠗ ࡅకए న వదभ ఒక ۨనऒڜ   ऴړసदࡽ
ఉం޴, ఇ࢐ ޴సफࣆࡱڜ ړߖ࢐फం޴  అయࣃए ంత इऴతం ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఉం߯ߖ޳ ,޴ అయࣃए ంత इऴతం ݋ߖ࠿ 
ఉంࡏࠬ ߯ߖ޳ ,޴ ఇకए డ ۫డవ۪ऐ , ఇకए డ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ ऒߕࣆ  వछߖయۯ  ంݟ ఇకए డ 0 ڴࡏࠪࣆ.

ऱࣃ݃ ऱࡰࠫ ऱࣃ݃ ࡽࠫ 0 ߩ޳޳ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕ  ఉం޴  ఇకए డ ࠬࡏ ۫డగڵ࡯న ऱܿ1 ڴ mt h 
ऒߖ޵ ߘߝ  అయࣃए ంړߖޑ దగ ठరڕࣆޓ ڴవ࣋फ , అయࣃए ంత इऴతం ߭ޔڷࡏం޴, అ޴ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  
झߕ࣊ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱڜ एࣃం݄ అయڕࣆޓ ߯ߖ޳కࡖమ ߘ ࡛ ంత इऴతం ࡅకए ࡍߖ  भషद ߏరړށ అڷߘణంڴ 
ఇకए డ ऴపږޒల సంښతం ఉం޴  ఇకए డ అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए फࣃ۫ ࡏࠬ ߖవ ఉందࡱ࢑ లږߘࣃ   ࠾ࡍమ ࡏ
ఇకए డ అయࣃए ంత इऴࡱޑ వంద ߘంࣃ݃ ࡽࠫ 100 ݟऱ  వర࡮ۧ ڕ బలంڴ ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  బܽद ఈڒ 
అయࣃए ం࡮ۧ ࡱޑ బల࠳న అయࣃए ంࡱޑ మ࠾ࡍ అ߄ࣃ ࢑రణంڴ వందల ࠫࡰऱ ݃ࣃऱ ఉతओ ߖࠫࠝ   फޒ
फࣃۯ .࠼
ऱࣃ݃ ڝऴ࠳ 10 ࡏࠪࣆ   అయࣃए ంత इऴతం మ࠾ࡍ ఈ ऴప࠙࡮ۧ ࡱ࢐ ఆసړ फకరంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑ 
࢐సफ޶࢑ ړߖ࢐ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంతޑछ ऒߖ  ఏకం ࣃۯफ  ࠾ࡍమ ࠼
దృۨऑ࠻ కంڴ 
एࣃసం అయڝ ߤషڼ࢑ߕ ంత इऴޑలߘ ఉపڵࡆంۯ సహజంڴ సంభ࢑ం޳ࡶ ࡱ࢓܋ ۯ సహజ ࡱ࢓܋ ఉߕऒ  ,࠼
ఉ޳హరణڕ ۨనऒ  అయࣃए ంత సऔ ఉనऒ ڵ࡯క ߘలڒܽ ऒڻࠪ  ړܼ݇ दࠈ ڡङ ڔ द࠻ࡍ అࠈ ߝङ ڔ द࠻ࡍ ఉߕऒ .࠼
एࣃఅయ ࡹ࢐ܽ  ంత इऴతం ࡅకए  ࡏ࢐ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ޑసࣔయపడ ړߖݞయۯ ݋యంࡍఓ ࠭ޑ ߘతమ ࡹశ޴ 
झړఆ ࡏ࢐ కం݄޶ఎం ࡏ࢐࣋ۯ ݋ڼ࢑ߕ ړࡹࠫࠝ జࡹ ߤపం ఉనऒ  ऴߦంޑలࡿࢗ ڕऱ లڕࡏڝ ߖంܼࡏ, అ࢑ ޻ధంڴ 
ऒߕఉ ݞږ ࡱల వంܽ పंࡌ࢓ߦ  ఇ࢑ ,࠼
एࣃసం అయڝ ߤషڼ࢑ߕ సంڝ ర వలస పंల޷ࣆ ంత इऴޑలߘ ఉపࣆڵࡆफనऒ ऱܿ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ .
झߖ࣊   ంۃ ఏܐంటऱࡹ ఒకࡏ అ࢑ ޻ధంڼ࢑ߕ ߯ࠫࠝ ڴషڝ ߤసం అయࣃए ంత इऴޑలߘ ఉపڵࡆంۯ ۩మࡱ 
ఉߕऒ एࣃబܽद అయڒ ࠼ ంత इऴ࡮ۧ ࡱޑ ࠭ఖङ ङڒ फతࣆऴప ࠾ࡍమ ࡱࢡన అం࠳ కండక ۃంߖ दర ऱ ޳छ  ࡌ
అయࣃए ంత इऴࡱޑ ఎ࡮ ఉతओ నऒ మࡆޑ࢓ ఈ ࠪݢङ అధङ ࡹ ࡽ యనం ࣃۯफ ࠭.
 
అయࣃए ంత इऴޑల ޳छ ఉతओ ࡌ నऒ మࡃङ  శڕफࡱ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత శڕफల ࡅకए  అߘవర फࡱߕ ఏࠫܽ, ఇߩओ ݡ
ఇకए ߘߝ డ ߮ࡖए दࣃदڝवࡵఎ , ࡯ߕ झڡܽ ङ޶࢑ ࠭࠲ ࡹ  ऒߖޑइऴ ޠ కࢗ  द࡛ ۸࡛ ڕࠬ బܽदڒ ,࠭ࣃۯ చయంࡍప ڴ नࡽ߹  ण 
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ఉం݄ ఈ ۸࡛ ण ߹ࡽन ߘ ఉతओ ۪ ߖ޳ ޴फంࣆۯ फޒ द݀  ఉనऒ ړवࡵఎ ߖߖ޳  दࡽ߹ ڡन అࣃࡱߧ ߖफ ఇకए ࡏࠬ ,ࡏ డ మࡖక ۸ࡍ णऒ  
ఉంۨనటऱࣄ ޙ࠼बర ࡛ۧ  అߩओ ङ޶࢑ ఈ ݡ న ۸࡛࠳बరࣄ इऴతం ޠ ण ߯  ఒక ఆకర लނయ࠳న శړ फ ࢑ ޳ࡶకర लక శړ फ߯  ge 
బߖ࡮ऒ  ऴపదࡍज ࡎ۸ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆ णల మధङ  ఎࡵवڝदࣃद ړశ ڡܽ फࣆޓ ࡍ޳ ړफం޴, అ࢑޻ధం࠭࠲ ڴ 
అయࣃए ంత इऴޑల ࠙వనߘ ऴప࢘శ߭డ࠭ޑ, కߘక ࠬڕ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛  ఉం݄  ࠬڕ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛  
ఉం޴, అߩओ కండక ࣋࠵ ݋ంࡓఈ క ݡ द࡛  ۪ दܿపకए ల ࠪధङ మంࡹ తన ۪ द݀  ఉనऒ  అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ  फޒ
एࣃఆ అయ ,޴फంࣆۯ ంత इऴతం ఇకए డ ఉనऒ  అయࣃए ంత ޳ࡶ ޴ࣇ మࡖక ڻࠪ ࡛ࠈऒ ङڒ ݋ంࡓక కࡖమ ޳ࡶ ݋ ۃంߖ
కండక द࡛  వంܽ అయࣃए ంߖޑऒ  ऴప࠙࢑తం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ అ޴ బ࡮లߘ ऴపڵࡆంచగల޶.
 అయࣃए ంత శڕफࡱ అంܼڒ ࡏబܽद ޶࢑ङ एࣃఅయ ࠭࠲ ߝڴࡍ޴ࠪ లޑइऴ ޠ ంత इऴత ࠙వనߘ పࡍచయం 
फࣃۯ ࠭, ఇ޴ మࡖక ࢗక द࡛  इऴతం మ࠭࠲ ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴޑల ࡅకए  ࢑࢑ధ లࣾހలߘ అధङ యనం ࣃۯफ ࠭ 
సڒ ࡔబܽद ࠭࠲ అయࣃए ంత ऴప࠙࢐ల ࡅకए ऒߖڜ   ऴపదరज నలڒ ࠭ࢡ۫ ߘబܽद ఇߩओ एࣃఅయ ߘߝ ݡ ంత 
ऴప࠙࢐లߘ చࡍऐ ంۧలڕߘంܿߕऒ .ߘ
 ऴపࣆफత గޒ ऴపవర फన ޳छ एࣃఅయ ࡌ ంత इऴࡱޑ ఎ࡮ ఉతओ నऒ మࡆޑ࢓ इऴ޳ࡶ  ࡱޑ ఇతర వࣆफ࢓ల߯ 
ऴపڵࡆంۯ శڕफࡱ ఏࠫܽ, 
दࣃदڝवࡵబܽद ఎڒ झڡܽ छښమనం ఈ ࡹ  ష޳ ߤछ दࣃदڝवࡵఎ ࡌ ړశ ڡܽ फߖ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంߖ ڴరछ ۨంۧమࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ 
दࣃदڝवࡵబܽद ఎڒ ङ޶࢑ ࠭࠲ ڡܽ ऒߖޑइऴ ޠ छ޳  రछߖ ߖసࠪనం అ ړ ࡌ ۨంۧ࠭ ڒబܽद ࠬ۸࡛ ڕ ण  ࣋ दషనࡎ e q q 
۸࡛ ण ఉం݄  అߩओ ङ޶࢑ ޴అ ݡ రछߖ మనం ߖइऴతం అ ޠ ۨంۨన ݋ߖ࠿ ࡛ۧ ण ړ శړ फ శړ फޜ పࣆۯ ߖफంڒ ޴బܽद q f 
ఇ޴ ఇߩओ ङ޶࢑ ݡ  इऴతం ޠ
ఎం޶కం݄ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ ࢑࢑క ࡹ  फ ۸ࡎ णࡱ ఉߕऒ छ޳ ంܽ సࠬకరణం࡮బܽद మనం ఇڒ ࠼ ङ޶࢑ ࡌ ऒߖޑइऴ ޠ  
రछߖ ۨంచగల࠭ ߖڒ మనం కھߘంܼ࠭  అܿవంܽ అయࣃए ంత ۸ࡎ णڻࠪ ޳ࡶ ࢓ࡶ ࡱऒ झࡽ߱ߠ࠵ ڡܽ  ࢓ࡶ 
एࣃఅయ ߖܽ࢒ ంత ۸ࡎ ण޳ࡶ ࡱ అయࣃए ంత ࡽ߱ߠ࠵झ  అࣃࡱߧ ߖफ छ޳ క సంబంధంࡖబܽद మనం మڒ ࡏ  ࡌ
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ రछߖ  ۨంచవలࣄ ఉంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफߘߝ ړߖ࢐ గత ڜంతڒలం ऴړతం ߧۮओ న ऱܿڴ 
అయࣃए ంత శڕफࡱ  కࡎ۸ ࡶ޴ णల߯ ࠪऴత࠲ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद మనం మࡖక ߖڒ࠱జం ޳छ एࣃఅయ ࡌ ంత इऴߖޑऒ  
రछߖ ۨంచవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ కޔࡱ޶నऒ  ۸࡛ ण ߕڕࣆޓऒ . ం޳ంڕߘఅ ߘ
ऒߖڜ   ओߩఅ ࡱశ޴  ఈ ۸࡛ ݡ ण ߯  ప࣋ۯߖ శڕफࡱ ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవړߖݞ నߘऒ  ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ڕߕ ఈ 
ऴߦంతంࡹ ఒక ऴߦంతం ఉందߖ అڕߘం޳ం, ఉ޳హరణڕߕ ڕ అయࣃए ంత इऴతం ఉం޴, ఉ޳హరణڕ 
అయࣃए ంతం ޳छ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం ޳ࡶ ऴపࣆफత గ࢐ ޒహకం ޳छ ఉతओ ࡌ  నݟయబۯ फޒ
అయࣃए ంత इऴతం మ࠾ࡍ ఆ ऴߦంతం۸࡛ ߘߝ ࡹ ण ߖ కࣃ࡯޴फ ۪ ߖ޳ బܽदڒ ߘ द݀  ఉనऒ  అߖऒ  వࣆफࡱ࢓ తటసबంڴ
ఉߕऒ యߘߝ ߖ ఊࣕం۪ڕంܼڒ ߘబܽद ఈ ۸࡛ ण ߯  ఎܿవంܽ ఎࡵवڝदࣃद ओߩఇ ,࢓ࡶ ࡱफڕశ ڡܽ  చలనం ߖ޳ ݡ
ఈ ۸࡛ ڴరణంڒ ण ߯  ఇపओ ړశ ڔܽ फ పࣆۯߖफంద࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭ 
ఇߩओ ࡍߖ ఒక ߘߝ ࡹफలڕఏࠫܽ  ఈ శ ࡱހలࣾ ݡ भషद ޴శ۸࡛ ࡹ ण ࡅకए ऐࡍࠪ ߘశ޴ క࡯కద ߕ  నߩओ एࣃఅయ ݡ ంత
శړ फ ࡶద࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭, ఉ޳హరణ۸࡛ ڕ ण ఈ ޴శࡹ కޔࡱ޶నऒ టऱߘߝ ,ޙ࠼ ఈ ࢑ధంڴ కޔࡱ޶నऒ  ۸࡛ ण 
కڵ࡯ ఉߕऒ .ం޳ంڕߘఅ ߘ
 అయࣃए ంత శړ फ ߗڒ అ޴ ఇ࡮ కޔࡱ޶ం݄ ۸࡛ ण ߯  ఒక ࡍߖ भషद శړ फ పࣆۯߖफంڒ ޴బܽद ߘߝ ఒక ऴపޙङ క ޴శߘ 
కߕھߘऒ ۸࡛ ߘߝ ܿߦ ޜߖ޳ ,ߘ ण ߘ క࣋࡯޴फ శړ फ ఉండ޶ అయࣃए ంత శړ फ ۸࡛ ߘߝ ण ߘ ఏߕ޼ ఇతర ޴శࡹ n  o 
క࣋࡯޴फ, ۸࡛ ण ߯  ఒక శړ फ పࣆۯߖफం޴ మ࠾ࡍ ఆ శړ फ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ۸࡛ ޴ ण అߖ అڕߘం޳ం , ఇ޴ f 0 
ऒߕࣆ ߘߝ గం࢘ ޴ఇ ޙ࡯޴క ࡮ఇ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ࡹశ޴ 0  శړ फߖ కڵ࡯ ఉనऒ మధङ ڕశ޴ చలన ࠾ࡍమ ڕశ޴   
ఉనऒ  ఈ ڝణం ߯ࠀ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ శړ फ ޴శڕ లంబంڴ ఉందߘߝ ߖ కߕھߘऒ .ߘ
 ۸࡛ ण ࡅకए  ࢘గం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  శړ फ ࡅకए  ఈ ޴శڒ ڕబܽद ఈ క۸࡛ ࡶ޴ ण ߯  చరङ నऒڕࣆޓ  ऱܿ ߘߝ ۫࣋ ఈ శړ फ 
۸࡛ ण ࡅకए  ఈ ࢘గం ࢗక द࡛ నऒھߘక ߘߝ ݞంڕڒ ࠲ఉండట ڴలంబం ڕ  ړశ  ޴ఉంܿం ڴలంబం ݞږ ڕశ޴  फ ߕࣆऒ
एࣃఅయ ऴ࢐࣋ ߖఅ ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲ బܽदڒ ంత इऴߖޑऒ రछߖ  ۨంۧ࠭ b 
కࢗ బܽदڒ , द࡛  అڒࢗ ޴ߝद࡛, ఇࡎ۸ ޴ णړ బలం ޴ ߖࡶశࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद అࡅ ޴కए  శ.b b޴ 
కࢗ   द࡛ కࢗ ޴బܽद ఇڒ  द࡛ కएࡅ  ࡛ۧ ܿߦ ޜߖ޵ ,శ޴  ण ߯  ఎܿవంܽ శړ फ ޶ࡶ మߖ ࠭࠲ ࠾ࡍరछ ۨంۧ࠭ ڒబܽद b 
ओߩఇ ߘశ޴ ఈ ࠭࠲ ऒߕफࣆۯ ऴపۧరం ڴలంబం ڕశ޴ ఈ ݡ  ,ం޳ంڕߘఅ ߘ
ఇ޴ లంబంڴ ఉం޴ మߘߝ ࠾ࡍ కھߘనऒ  శړ फߖ ߘߝ ߖరछ ۨంۧߘ ఎړ ࠆ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఈ క۸࡛ ࡶ޴ ण ߯  
పࡍߖ ࣋ۯߖ भషद శړ फߖ కߕھߘऒ एࡖ߮ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ నऒ ऱܿڴ ఈ శړ फ ࢘గం ࢗక द࡛  మࢗ ࠾ࡍక द࡛  ޴ఉంܿం ڴలంబం ڕ 
एࣃఅయ ߘߝ బܽदڒ ంత इऴతం ࡅకए  అయࣃए ంత इऴత పߖހࠪࡍऒ రछߖ ڴ  ۨంۧڴ ߘ ఇవछ బݟన b b 
పࠪࡍణం శړ फ ࡅకए एࣄసࠗ ऴ ߘߝ ߖసࠪనం అ ړ ݭ࠵  फࣃऴ࢐ ߖ दߵ छ޳ ऱࡏࣃ ߘ  న ab q bݟంచబ܊࢑భ ࡌ
అయࣃए ంత శړ फۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఈ క۸࡛ ࡶ޴ ण ߯  ప࣋ۯߖ శړ फ 
ఎంڒ ڕ޶బܽद ߘߝ ఈ క۸࡛ ࡶ޴ ण ߯  ప࣋ۯߖ శړ फࣃࡱڜ ߖफ ۸࡛ ߘ ण శړ फ ߕࣆऒ  అߘߝ ߖ కھߘనऒ  ڴలంబం ڕశ޴ 
కޔࡱ޶ంڒ ޴బܽद ఈ ޴శߘߝ ࡹ శړ फߖ కھߘంܼߘ మߘߝ ࠾ࡍ శړ फ ࡅకए  పࠪࡍణం కޔࡱ޶నऒ  ࡛ۧ ण ޜ 
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కएࡅ ఈ కణం  ޴ంޔݡంచబށڷ ݟంచబڵ࠙  ࢘గం ޳छ కࢗ ߘߝ ࡌ द࡛ కࢗ  द࡛ एࣃఅయ ڴन పరంࡽ߹  ంత శړ फڴ 
రछߖ ۨంۧڒ ߘబܽद ఇࢗ ޴క द࡛  అయࣃए ంత అయࣃए ంత इऴతం ࢗక द࡛  అయࣃए ంత శړ फ ऴڴࠉ ࣒ڒ ii fb qb 
రछߖ ۨంచబݟం޴ అయࣃए ంత శړ फ ࢗక द࡛  అయࣃए ంత శړ फ సࠪనం  ߘంࡏࣃ ݟऱ ऴ࣒ڒ అ޴ߝ fb fb q v bq 
కޔࡱ޶నऒ  ۸࡛ ण ࡅకए  ۸࡛ ण అ۸࡛ ޴ߝ ण ࡅకए  ࢘గం ࢗక द࡛  మ࠾ࡍ అ޴ߝ సంబం߅త అయࣃए ంత इऴతం b b 
एࣃబܽद ࢘గం అయڒ ంత इऴతం ऴࢗ ࣒ڒంట ఉం݄ ࠬࡏ ఇకए డ ۫డవ۪ऐ ऒߕࣆ    అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ శړ फ ఇతరv b 
ऒߕࣆ ࡹశల޴  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࢘గం ڒࢗद࡛ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం మధङ  phi ڕߕ ,ޙ࠼ణం అڝ 
అయࣃए ంత इऴతం ఇ࡮ ఉం݄ మߘߝ ࠾ࡍ ఇ࡮ కޔࡱ޶నऒ టऱޙ࠼ ఇ޴ ࢘గం మ࠾ࡍ  ఈ ڝణం అޙ࠼ phi 
झ࡛ࠂ ऒڵࠪ  ङ݀ ऒڻࠪ ݭ झ࡛ࠂ नࡽ߹ ڡܽ  

ऴڵࠪ ࠉ ࣒ڒऒ ङ݀  qv ޴సࠪనం, ఇ ړ ݭ
ऒߕࣆ బܽद వదभڒ సࠪనం ړࠀ ߤ࣌ ړశ ޙ࠼సࠪనం అ ړ फ ఐ޶ వదभ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴.qbb phi 

ړశ ڕల వరڶऴݟ ంࠢޛ   फ గࡍషदంࡓ ڴంݡ అޔ࢓ం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ రछߖ  ۨం࢑ ۯధంڴ vb 
ఉంܿంڒ ޴బܽद అయࣃए ంత इऴతం అయࣃए ంత శړ फ ࢘గం ڒࢗद࡛ మ࠾ࡍ ఈ అయࣃए ంత इऴతం మధङ  ణం߯ bڝ 
ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࣌ࠀ ߤ࣌ ߤ వޔࡏࠪ ࡵంڒ ޴బܽद నߘऒ  అߘమޒంచంݟ  ఒక ఉ޳హరణ qvb 
एࣃఒక అయ ߘߝ బܽदڒ ݟంڝࣆޓ ంత इऴߖޑऒ ऒߘబܽद నڒ ߘంܼڕࣆޓ  ࡍఆڝ  नړ࠻ ݋ߝझ  ం, xyz޳ంڕࣆޓ ࣒
एࣃఅయ ޴బܽद అڒ ంత इऴతం ࡅకए ߮  ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߘߝ ߖశ అ޴  ऱ۸࡛ ࡹ ߤ ण అయࣃए ంత इऴతంޜ xy 
.޴ంޜࡱ޶క ࡹణంڝ నݟږ
߮  ࢑ࠪనం వదभ ߘߝ బܽदڒ  ऱߖ ߖ ߤరछ ۨంۧࡹߖ޵ ,ߘ ࢘గం ࢗక द࡛  మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ఉంܿంڒ ޴బܽद xy 
एࣃఅయ ߘߝ ంత इऴߖޑऒ  అࡏࣃ ߖऱ ڒङ  v b j x ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڴ࠙ ݡంࡓ గం࢘ , ߘऴ࢐యగల ڴ ߵ
అࣾం ࢗంట ఒక ࠙ߖڴऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అࣾం ࢗంట ఒక ࠙గం ڒబܽद ࠀ ߤ࣌ ڕߕ ఐ ڒङ ప ߵ ऱ࣒  y v v cos

ङڒ కࢗ ܾࣄ࡮ࢗ బܽदڒ ޴ఉం ߵ द࡛ కࢗ ړ  द࡛  ఉంܿంڒ ޴బܽद ڒ ړࡹङ ప ߵ ऱ࣒ ङڒ   pi j v sin phi xi v cos phi jߵ
झ࡛ࠂ బܽदڒ ऒڻࠪ  झ࡛ࠂ ڡܽ  పࠪࡍణం అం݄  ప ऱ࣒  qv cross b qv sin phi i v cos phi j cross bj, 
ఇ޴ ఇߩओ  qbb ݡ

ऒߕࣆ ޴సࠪనం, ఇ ړ ړࡹ  బܽद ఈ ࠙గం sin phi i cross j ah qvb sine phi k cap j cross jڒ 
झ࡛ࠂ ޴फంࣆۯ ङڒ క ࠙గం ఐڛఏ ݦహదప޾ ړ  ంట ఉనऒࢗ ߵ  ࠙గం ڒబܽद ࣌ࠀ ߤ ఐ ڒङ ङڒ ࣒ڒऴ ߵ  qvb j kࠗڒऴ ޴ఇ ߵ
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఈ శړ फ ࢘గం ࢗక द࡛  మࡓ ޴ ࠾ࡍంܽړ లంబంڴ పࣆۯߖफం޴.
  అయࣃए ంత इऴతం మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ మࡅ ࠾ࡍకए  ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द అ࠼న ޴శࡹ ఉంܿం޴, ఇ޴ శړ फ ࡅకए  v b 
పࠪࡍణం ڝణం ߯ࠀ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ శړ फ ࡅకए  పࠪࡍణం ۸࡛ ݞږ ण ߯  ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ
࢘గం ߖߖ޳ ݞږ బܽद గమߖంచవ۪ऐ  ۸࡛ ण ࡅకए  సంښతం శړ फ ధߕతघ కం ޳ࡶ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬڕ 
ధߕతघ క ࡛ۧ ण ఉం݄ ఈ సࠬకరణంࢗ ࡹంట ఉనऒ  శړ फ ۸࡛ ण ږߘࣃలంڴ ఉం݄ ఆ శړ फ ڒङ ߯ ߵ  ఉంܿం۸࡛ ,޴ णk q k 
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࠳ ߖ޳న࣒ ఇߩओ ङڒ ݡ  బܽद kc  ap k cap kڒ శ޴ అం݄ ఏࠫܽ ఈ ߵ
ఈ క۸࡛ ࡶ޴ ण ߯  బలం ࡅకए एړࡵ ߘశ޴  ంచߖ ޒۯ ݟڕ ړߖݞయమంࡱߧ ڴవబߖ޳ ݦऒ  ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद ۸࡛ ण
࢘గం ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद అయࣃए ంత इऴతం ఇ࡮ ఉంܿం݋ࡕ ޴ ࣔङ ంݭ ऴࣇए ङࣔ ݋ࡕ  ంߖ ࡽࡐ ݭ ii 
ఉపࣃڵࡆफ फࣃ࢘ࣄޓ ߖޒۯ ߕ ߘߝ బܽदڒ ߘ కࢗ ܾࣄ࡮࢘ ߖޒۯ ݟڕ ߕ ߘߝ ,ߘ द࡛  ߖڜࣆޓ ޜళऱ࢘ ڷࡱߕ ܿߦ ޜ 
అయࣃए ంత इऴత ޴శ ࢙ڕߩ తర࡯ంۧߘ మࠒ ࠾ࡍటన࢘޴ ࡱశ ڕߕ శړ फޔࠋۮ ߖం޴ ధߕతघ క ࡛ۧ ण ߯  పߖ 
एࣃఅయ ݟంߘ द࡛ڒࢗ గం࢘ ߘߝ యడం వలనۯ ంత इऴړߖޑ ఒక కద࡯కڕࣆޓ ߘంܼࣾࡓݧ ,ߘనࠒ ࡽటన࢘ࡱ శړ फ 
కएࡅ ओߩఇ ޴ంޔࠋۮ ڕߕ శ ఏࠫ݇޴  ऒߖڜ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ࡏయమం అంܼߖ ޒۯݟڕ ߖߖ޵ ݡ  ޒۯݟڕ ऱࡏࣃ
फࣃࡱߧ ݞږ ߖయమం అߖ ङࣔ -ࡏ ంݭ ऴࣇए ఇకए ڕహరణ޳ఉ ࡽࡐ  డ ߘߝ ఒక ऴࣇए ऒߕڕࣆޓ  ఇకए ߘ డ ఒక ڵంజ 
ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక ऴࣇए  ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ۫࣋फ ߧޒ ߘߝओ ऒߕޔڷࡏޒ ࡹశ޴ ఈ ޙ  ߘߝ బܽदڒ ߘ
వߧޒ ࡹओ एࣇంܽ ऴ࡮ఇ ޙ వछߖڝࣆޓ  ంݟ 
వ࡛झࡍ ߘߝ ओߧޒ ࡹ ߤࣾࡓݧ  एࣇऴ ޙ  ࠭ంڕ޶ కޜࡱ޶ంڒ ޴బܽद ఈ ޴శࡹ ఈ ऴభమణం ڕߕ ఇ࡮ంܽ శړ फߖ ఇࣆफం޴
एࣇऴ ߘߝ బܽदڒ एࣇऴ ݟంߘ द࡛ڒࢗ గం࢘ ߘߝ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ࡮ఇ ߖ ओߩޒ ߘ एࣃఅయ ߘޑ ంత इऴړߖޑ ऴࣇए  
కएࡅ  కద࡯క ޴శ ڕߕ శړ फ ࡅకए एࣇऴ ޒۯ ݟڕ ߖߖ޵ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘశ޴   ݟڕ ߘߝ బܽदڒ ࡏయమం అంܼߖ 
एࣇऴ ޒۯ ڷࡱߕ ߕ ంటࢗ द࡛ڒࢗ గ࢘ ߘߝ  అం݄ ߘంచగలۨࡹఆ ڴయమం పరంߖ ޒۯ ݟڕ ޳ࡶ ڴయమం పరంߖ 
࢘ళऱߖޒۯ , ߘޑߩ۫ ߘ అయࣃए ంత इऴతం ࢙ߩޒ ߩओ ࡛ۧ లږߘࣃ శ޴ ࡱటన࢘ࠒ ࠾ࡍమ ߘޑ ण ߯  శړ फ ࡅకए  
࡛ۧ లږޒబܽद ऴపڒ ޴ంޔߩ۫ ڕߕ ߘశ޴ ण ߯  బలం సڴࡍठ వङ ړబܽद శڒ ޴ంޔ࢓కం అࡔޒ फ లంబంڴ ఉంܿం޴ 
అయࣃए ంత इऴతం ࠬࡏ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ నऒࠚ ࡮ۧ కం݄ߖ޳ నࣄ۫ ࡹ  ంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ శړ फ ޶࢑ङ  इऴతం ޠ
కएࡅ లऐ߱ ߘफలڕశ ݡంࡓ ߝद࣒द అڝఎలव ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴  వछߖ ంݟ  అ࡛ܽࠂ ڡझ  మڻࠪ ࠾ࡍऒ दࣃ݇ ڡܽ
శڕफڒ ࡱబܽद మనం ఇకए డ ۫డవ۪ऐ కएࡅ లంࠗږ ڝऴ࠳ 1 ߘߝ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ హరణ޳ఒక ఉ ߘߝ బܽदڒ   
۸࡛ ण ڕࣆޓంܼߘ, ఇړ10 ޴ సࠪన࠳న ࠳న࣒ 6 ږలంࠗ ఒక అయࣃए ంత इऴతం 10 ࠫࡰऱ ݃ࣃऱ ऱࣃ݃ ࡽࠫ   మ࠾ࡍ 
ం  ۸࡛޳ంڕఊࣕం۪ ߘߝ ण ࣊క10 ڕߘ ࠬటర ऱ ࢘గంޜ కޜࡱ޶ంڒ ޴బܽद శړ फ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ࢘గం 
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లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ అయࣃए ంత इऴతం మ࠾ࡍ ఈ ࢑ధంڴ కޔࡱ޶నऒ  ۸࡛ ण 90 ݟऴڒ ࡱڶబܽद qvb 
అం݄  ړ సࠪనం  ࠳న࣒  ږలంࠗ ࣊కڕߘ  ࠬటࡏऱࡰࠫ  ڴऱ ݃ࣃऱ ङߙ  న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ంޔࡏࠪ ڴ ట10 ڕ ߤ 6 10 10 7

۸࡛ ޴సࠪనం, ఇ ړ ण ߯  ప࣋ۯߖ శړ फ ڒబܽद ߕ దగ ठర  ࠳ऴږ ڝలంࠗ ఉం݄ , ఈ ޴శࡹ కޔࡱ޶నऒ ओߩ 10 ݡ 10
࡛ۧ లږߘࣃ ण ఉంܿం޴ .
నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ   ऱܿڴ శړ फ ࡅకए  v v ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ړࠉ ݟంߘ శ޴ ߖޒۯ ݟڕ ߕ ߘߝ బܽदڒ ࠉ ࣒ڒశ ऴ޴ 
బܽद ۸࡛ڒ ޴ంޔߩ۫ ړ޴ంړऴ ࡱటన࢘ࠒ ण ږߘࣃలంڴ ఉం݄ ۸࡛ ण అయࣃए ంతం ڒరణంڴ ऴړంߜ ړ޴టदబޔݡం޴ 

ओߩఇ ޴బܽद అڒ एࣃఈ అయ ڕߕ ݡ ంత इऴతం ࡅకए రछߖ ߘ ݋ߖ࠿  ۨంۧ࡯झ న అవసరం ఉంڒ ޴బܽद ce si 
ऱࣃ݃ ߘߝ ߘ ݋ߖ࠿  అߖ ࠭ంߦۮ ޻ओ वసफ࢘ࢡ ޴ఇ ,ߘ తफ ࣃ݃ ࡮ڝߖऱ  ప޺भ޴ࠫߖ ఏߘ ݡంݟ పంࠫޛघ  నలࠢ ޴
छࡌత ݡ࠮ త ఉంڒ ޴బܽद ఒక ݃ࣃऱ  ఆࣣ ڒబܽद ߘߝ  అయࣃए ంత इऴతం పరంڴ బߖ࡮ऒ రछߖ  ۨంచవలࣄ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद శړ फ పరంڴ ఒక ߙङ టߤ ఒక ږలంࠗ ࣊కڕߘ ఒక ࠬటࡹࡏ ఒక ߙङ టߤ , ࣊కڕߘ ఒక ږలంࠗ ఒక 
ࠬట࡛ మږ ࠾ࡍలంࠗ ࣊కڕߘ ऴపࣆफత࠭ ڒబܽद ఇߙ  ޴ङ టࡱ ߤ ప࡛ ࣊కڕߘ ఆంߧయ࡛ ࠬట࡛ ږలంࠗ అ޴ߝ 
ఒక ఆంߧయ࡛, ఇ޴ కࡓంڒ ݋ߖ࠿ ݋బܽद ఒక ݃ࣃऱ  ࢐సफړߖ࢐ ఒక ఆంߧయ࡛ ࠬట࡛ ڕ ఒక ߙङ టߤ ఆ࠹ మ࠾ࡍ అ޴
ऒڻࠪ ऱࣃ݃ नࡽ߹ ڡܽ ओߧۮ ڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍమ ݋ߖ࠿  న ऱܿࣃ݃ ڴऱ  ߖఅ ࣒ڴ ࠭࠲ బܽदڒ  ݋ߖ࠿ దभ߭ ࡮ۧ 
నऒۨ ࡮ۧ ݦవబࡱߧ రछߖ ݞږ ߘ ݋ߖ࠿  ۨంۧ࠭, ڒబܽद ఒక ߘ  ࣒ڴం࠳ ݟన࣒  ݃ࣃऱ छ޳సࠪనం, త ڕ 10ࡌ 4
एࣃఅయ ڕࠬ ంత इऴతం ࡅకए ऒڻࠪ ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߖ ݋ߖ࠿   చనࣇ ంతڜ ంۨࡍڷ రకం ࠀ ڡܽ
ఇࣃफ नझࡽన ఎݟనబھߘక ࡹలޔबࣄࡍ࢑࢑ధ ప ߘ ङߙ ࡏࠬ బܽदڒ  ऴܼߤ నࣾऴతం ࡅకए  ఉపࡍతలం߯ࡽ߹ ޙࢀࢗ ړन 100 
ऱࣃ݃ ߤయ࡯ࠫ  ఆࣣ ߕ ऴߦరంభ ఉపߕङ ళࡕ ఒకܽ, ఆ ࡹలࣃ ऱڻࠪ ࡹऒ ప࡛ ߷࣒दࣇ ݦవబࡱߧ ߖऱ అࢂࡕ ߤ࢑݄షࡵ ڡܽ
ళࡕ ऱ ࡍڷంۨ ߘߝ ऴపࣃफ ࢑ంۧߘ .
  ఐࣃ݃ ޶ऱ  ऴకమం ڒబܽद ఇ࢑ అయࣃए ంత శڕफల ڒరణంࢂࡕ ݦ࠻࡯ޙ ڴऱ మ࠾ࡍ అ࡮ۧ ࢑ ఎڕए వ ࢘గంޜ 
నࣃݡफ ऒڻࠪ ࠼ झߤߜ࣍ࡓ ڡܽ  ఇ܊࠲ంۃ అ޴ߝ ࢙దङ  రంగం࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ  న࠳బల ޴ఇ ࠾ࡍకరం మࡍన ప࠳
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉపࣆڵࡆफం޴ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ అయࣃए ంత इऴతం ߩ޳޳ ఒకܽ  ݃ࣃऱ  తంړभ ࣋పܽ ऴ޴ڜ 
మనం ۫ࣄన ۨనऒ एࣃఅయ ࡛ࠈ  ంతం దగ ठర ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ అయࣃए ంత इऴతం ࡰࠫ 10 ߩ޳޳ऱ ݃ࣃऱ  ࠝࠫ 
కएࡅ  అయࣃए ంత इऴతం  ߘం࠳ ݟన࣒  ݃ࣃऱ  వరڕ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇంటࡓझ ଀࡮ऱ ࡛ ओ࣋ एࣃఅయ ࡹ ࣒ ంత 10 5
इऴతం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఆ అయࣃए ంత इऴతం  ߘ 10 ߩ޳޳ం࠳ ݟన࣒ 10 ݃ࣃऱ  వరڒ ,ڕబܽद ࠬࡏ ఇంటࡓझ ଀࡮ऱ ࡛ 

ओ࣋ ऱࣃ݃  న࣒࠳ ݟంߘ  ࡹ ࣒  వర࡮ۧ ڕ ߭దभ అయࣃए ంత इऴޑలࣃ۫ ߘफ 10 ࡏ 10
ङߙ ऴܼߤ నࣾऴతం వంܽ నࣾऴతం ࡅకए  ఉపࡍతలం, ఇకए డ అయࣃए ంత इऴ࡯ࠫ  ࡱޑయࣃ݃ ߤऱ ar 100 ڕ ࣒

߭ంచగలڒ ࢓బܽद ఇ࡮ۧ ޴ ߭దभ అయࣃए ంత इऴࡱޑ మڒ ࠾ࡍబܽद ࠬࡏ ఈ ࠙వనలߖڜ ࡹऒ ంܽߖ ఉపڵࡆంۨ 
एࣃన అయ࠳బల ࡮ۧ ంత इऴޑలߘ ఉతओ యవ۪ऐۯ फޒ ऐࡍచ ࠭࠲ బܽदڒ  फࣃ ࠭.
 ఇߩओ న కండక࠳फత రకࣆఒక ऴప ݡ द࡛ छ޳  ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం ఏࠫ݇ ࡯ޘ ڕߕయܑ࣋ చ दܼ ऒߖ
పࡍచయం ۯయంݟ, ఈ చ दܼ ऒߖ  బࡆ సరछ वసफ࢘ࢡ ࡏఇదभ ߖߖ޵ ,ࡏఅంܼ ࡮ ࡛ తफߧࠈ ߤ܉ ࡱद࣒ द బߘ 1774 ࡆంݟ 
1862 వరڕ ߭ दܼ झڡ࡯߾ ࠾ࡍమ ࡏ  స࢐࡛ न పޛ ݡࣜ޴ంࠢ ఒకܽ ߘంݟ ప޺भ޴ࠫߖ నలࠢ ఒకܽ వరڕ ߭ दܼ .ࡏ
 
ऴపࣆफత గޒ కండక द࡛ छ޳  ఉతओ ࡌ నऒ మࡃङ  అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫ݇ కھߘనడంڕࠪ ࡹ సࣔయపݦ ఈ చటदం 
ఇߩओ ఉనऒ ڴबరంࣄ ࡏࠬ ࣄۯదయ ݡ  ࡛ۧ ण ߖ కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ दࣃदڝवࡵఎ ޴అ ݡ फనऒࣆࡱߧ ߖन అࡽ߹ ఆ ࠾ࡍन మࡽ߹ ڡܽ  
ఉతओ ߘ नࡽ߹ दࣃदڝवࡵఎ ߖफందࣆۯ फޒ झڡܽ ऐࡍచ ࡹ  ంۨన ऱܿ ࡏڷफం۪ڝంݟ.
  అߩओ ࡛ۧ बరࣄ ఇతర ߕ޼ఏ ݡ ण ߖ ऴప࠙࢑తం ࣆۯफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  ఎం޶కం݄ ۸ࡎ णࣄ ࡱबరంڴ ఉంܼ࠼ 
ओߩబܽद ఇڒ एࣃఅయ ڕమన ݡ ంత ۸ࡎ णڒ ࢓ࡶ ࡱబܽद మనڕ ऴపࡱ࢐ࣔ ࠪऴత࠲ ఉߕऒ  ࡹޒపదम ޻అ ࠾ࡍమ ࠼
ऒڻࠪ ݋ంࡓన క࠳बరࣄ ߖరࠪ ڴణంڷߘ࡮ڒ ݋ంࡓన క࠳बరࣄ  दࣃ݇ ఉతओ ߘ नࡽ߹ ڡܽ एࣃఅయ ޴ఇ , ޴फంࣆۯ फޒ ంత 
इऴతం, ఇ޴ ఇߩओ ङ޶࢑ ݡ .޶రࠪ ࡵइऴతం వ ޠ
बࣃ  నం మ࠾ࡍ సమయ అయࣃए ంత इऴతం ࡓంݟంܽړ సంబం߅ంۨన ࢗక द࡛  ޴न, ఇࡽ߹ द࡛ڒࢗ ޴ߝఉండటం అ ڴ नࡽ߹ 
बࣃ  నం మ࠾ࡍ సమయం మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం, ఇ޴ ఒక ࣄबర࠳న కࡓం޳ ݋छ ڕ ࡌ दܿ ޳छ ఉతओ ࡌ  फޒ
 న࠳बరࣄ ఈ ,ߘޑߩపం ߘ ݋ంࡓన క࠳बరࣄ ڕ ࡛࢙ ߘߝ  ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ࡛࢙ ߘߝ అం݄ ޴ంޔݡయబۯ
కࡓం݋ పࡍసర సबలంࡹ సమయ సछ తంऴత అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ एࣃఅయ , ޴फంࣆۯ फޒ ంత इऴతం ఇతర 
అయࣃए ంޑల޳ࡶ ߘ ఇతర ऴపࣆफత ࣋࠵ కండక द࡛  ల޳ࡶ ߘ ఇతర ۸ࡎ णలߘ ऴప࠙࢑తం ࣆۯफం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
నࣄ۫ ऱܿڴ ఒక సࠬపం۸࡛ ࡹ ण ఉం݄ ऴపࣆफత గޒ కండక द࡛  మ۸࡛ ࠾ࡍ ण కదలక߱ޙ, అయࣃए ంత इऴతం 
ఉనऒ పओ ۸࡛ ,ڔܽ ण ߯  అయࣃए ంత శړ फ ఉండ޶ ఎం޶కం݄ ࢘గం ߕࣆऒ క చߝఅ ࡆఈ బ ࠭࠲ బܽदڒ  दܼ ऒߖ  
ऴప࢘శ߭డڒ ࠭ޑబܽद ࠭࠲ కࡓంࢇڙࣆ࠵ ݋च चࢇڙࣆ࠵ ߖ ݋ంࡓబܽद కڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߖ ࡛࢙   ఇ࡮ంܽ 
भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ࡛࢙ ం, ڒబܽद ߘߝ ఏ޾ ఒక సమయంࡹ అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫ݇ ࢐ڝࣆࡱޘలڕߘంܿߕऒ p ߘ

ఇకए ߘߝ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋ۯ ߘߝ సంڝ ߖ޵ డ ߰డࡅ ࢓కए  ۨనऒ ऒߖڒల࠮    కए soࡅ ࡛࢙ ޴ఇ ,  ߘంܼڕࣆޓ 
ఉనऒ ࡹశ޴ కࢗ  द࡛  ఈ dldl ࡮ݦఉం ڴܿߦ ޜ ݋ంܐశ ܼం޴ ఈ ڕ ࡛࢙ ࡹఆ సమయం ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ߘ 
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వछߖయڶ ߘఖࡔ ంݟ మ࠾ࡍ నߘऒ  ఇంۯ ࡹ޶రߖవछ ంݟ  ఇࢗ ޴క द࡛  మܼޓ ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ  r ߘ
ङڒ ݋ంࡓబܽद ఈ కڒ కండక ۃంߖ द࡛  అం݄ కండక द࡛ छ޳  ࡎ۸ ۯऴపవࣕం ࡌ णࡱ ఏࠫܽ మ࠾ࡍ మనం ۫ࣄన ऱܿڴ కࡶ޴ 
۸࡛ ण అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆۯ फޒ డ ఉనऒ  ఈ క۸࡛ ࡶ޴ ण ఉతओ एࣃఅయ  ޴फంࣆۯ फޒ ంత इऴతం 
నऒۨ ࠭࠲ బܽदڒ  కࡓం݋ ఎ࠱࡯ంڒ ݋రణం࠼ߦ ڴం݋ వదभ ఉతओ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴߖޑऒ  p mu zero
छ޳ छ޳ ࣒ڒऴ ڷࡱߕ ࡌ ङږ ࡌ छ޳ ࠗ मࡌߖ ࡌ फࣃࡍ एࣃబܽद అయڒ ࠭ ంత శړ फ అయࣃए ంత इऴతం pi idl r r 
ఉతओ ఒక ۨనऒ  ޴फంࣆۯ फޒ  కࡓం݋ ఎ࠱࡯ం޳ ݋छ కࢗ ࡌ द࡛  ఇవछ బޔݡం޳ ޴छ d dl i mu Naught pi ڷࡱߕ ࡌ

छ޳ ङږ ࡌ ࠗ ఇకए డ ߘం޷ ݟరం ఇࢗ ݋ߖ࠿ ޴క द࡛ కࢗ ݋ߖ࠿ ߘߝ బܽदڒ ޶ڒ  द࡛ झ  పరంڴ idl cross r r r 
ऴ࠻࢐లڕߘం݄ ߘߝ తపओ క ऴ࡯࠻࢐  ఈ కߘక mu zero by four pi idl cross r cap by r square 
ఎࡵवڝदࣃद ए࣋ ݞږ ޴ఇ ߝڴ࡮ नࡽ߹ ڡܽ छ छ޳ ࡛ కࢗ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ࡮ రऴసంޔమ చࡹ࢑ ఒక ࡌ द࡛  r ߖ޳ 
కࢗ द࡛ न ఇకएࡽ߹  డ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ పࠪࡍణం ࠬద ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴  ऴڒ ࣒ڒబܽद ఒక dl r 
ۨనऒ  కࡓం݋ ఎ࠱࡯ం݋ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ కएࡅ ࣒ڒऴ ޴ఇ ,޴फంࣆۯ फޒ  dl dl r ޴ఉంܿం ࡹశ޴ द࡛ڒࢗ 
మ࠾ࡍ ఈ పࠪࡍణం ఇకए డ అߦߘతత ࡅకए छ޳ ڷࡱߕ బܽदڒ ޴ంݟయబۯ చయంࡍప ࡵంకం వࡌबࣄ   pi mu ࡌ
ऒߕࣆ  అߦߘతం ࡅకए కएࡅ సबలం ࢁڣ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ  రగమङߦ  త అߧ ߖలవబࢁڣ ࠭࠲ ݦ సबలం mu 0 
కएࡅ  ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  పࡍघ झߧఎ ࡹ࢑ܾܽ ऒߕࣆ ߤ࡮ ఇకए ,࠭ࣃۯ చయంࡍప ߖ డ ࠭࠲ అࡱߧ ߖవబݦ mu zero 
మࡖక పߖހࠪࡍऒ  పࡍచయం ࣃۯफ ࠭, ఇߦ ޴రగమङ త ࢁڣ సबలం మ࠾ࡍ ఈ పࠪࡍణంߕࣆ ࡹऒ  వ muࡱ࢑ 
 వ.pi ڷࡱߕ
छ޳ ݋ߕ ࠭   ऱࣃ݃ ߤࢗ࣊ న࣒࠳ ݟంߘ ޴అం݄ ప ߯ ࡛ࠂ ࡌ  ࠬట࡛ ప࡛ ఆంߧయ࡛ అߖ ߖరछ ۨంచబݟంڒ ,޴బܽद 
రछߖ చనం ऴపڒరం ࣄबర࠳న ࠭ ࡛ࠂ ࠑ ࡗ܋ ߯ ఆంߧయ࡛ ړ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ࣊ߤࢗ ࣒݃द ࠬట࡛ మࡗ܋ ࠭ ࠾ࡍ 
అࣄ ޴ߝबర࠳న అߦߘతం ڒబܽद  ఒక ࣄबర࠳న ۸࡛ ण ۪ दܿపకए ల ऴప޻శం޶࢑ ࡹङ ऒߖޑइऴ ޠ  ఉతओ  ݋ంࡓక ,޴फంࣆۯ फޒ
కండక ࣋࠵ द࡛  ఒక అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ కएࡅ ݋ంࡓక ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ फޒ  ఈ ۨనऒ  dl ߘ ݋ంࡓలకం క࠮ 
छ޳ గޓ ఈ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࢂڙࣆ࠵ కएࡅ ݋ంࡓబܽद కڒ ݋ంࡓక ۯऴపవࣕం ࡌ  ఈ ۨనऒ  ऱ  i i dlࡏࣃ లకం࠮ 
లకం ఇకए࠮ फతࣆद࡛ ऴపڒࢗ డ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ కࢗ ޴फంࣆۯ फޒ द࡛ , ఇ޳ 4 ޴छ ङږ ࣒ڒऴ ࡌ ࠗ db pi dl r 
छ޳ ङږ ࣒ڒऱ ऴࡏࣃ फతࣆऴప ࡌ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ࠗ ङ޶࢑ ݡ एࣃఅయ ڴపరం ࠾ࡍమ ڴపరం ޠ ంత dl r r 
అధङ యన इऴߖޑऒ రछߖ  ۨంۧ࠭.
  ۨనऒ  కࡓం࠮ ݋లకం ࡅకए  ఇߩओ ङ޶࢑ ߘߝ ݡ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑల మధङ  క࡯߱ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ߘ ఇకए ݡ డ ۫ࣄన ऱܿ࡯߱ ڴక ఇకए డ ఒక ߱࡯కߘ ఉం۪ߘޑ b  oth e
మࡽ߹ ࠾ࡍन ޷ࣆ ࡱర ऴڒ ށࢩబܽद అ޶࢑ ࢑ङ एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴޑల࡮ۧ ࡹ ఎڕए వ ޷రంࡹ పߖ b 
ए࣋ ݢంࡓ ࡱफڕశ ށࢩర ऴ޷ࣆ అ࢑ ,࢓యగలۯ छ छ޳ ࡛  రऴస rޔమ చࡹ࢑ ݢంࡓ ,࠼ޑठڷకܽ తڜߖ޳ఒక ࡌ
ऒߖయࠪߖ  సంతృߧफ పࣃࡏफ ߰ ప࡛ࣇ ݢంࡓ ࠼ క ړߖޑऴࣇ ߤష܊ दܿబݟ ఉంܼ࠼ అం݄ ࠬࡏ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ 
एࣃఅయ ݡంࡓ ంత इऴޑలߘ ఉతओ  లڒల࠮ फతࣆऴప ݡంࡓ ,ఉం݄ ڵ࡯క ߘలڒల࠮ फతࣆऴప ݡంࡓ ࣋ۯ फޒ
సమࣾంࡹ ఉనऒ एࣃతफం అయ࠴  ంత इऴతం అ޴ߝ ऴపޒ వङ ړ फ ऴపࣆफత ࠮లకం ޳छ ఉతओ ࡌ  నݟయబۯ फޒ
అయࣃए ంత इऴޑల ࠴తफం ߹ࡽन ࣋ए ۸࡛ ࡛࡮ ण ޳छ ఉతओ ࡌ  e.޴ంޔݡయబۯ फޒ

ऱݞఇ ݋ం࠱࡯ఎ ݋ంࡓక ޴ߝन అࡽ߹ छ޳ द࡛ڒࢗ  ఉతओ ࡌ ओߩనݟయబۯ फޒ  b  ݡ
అ۸࡛ ޴ߝ ण ߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࢗంట ఉంܿం޴ మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ అޙ࠼ మ࠾ࡍ ఆదࡌज ऒߖ  కڵ࡯ ఉనऒ  e p r 

సమతړߖ࡮ లంబంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం b b 
మࢗ ࠾ࡍక द࡛  మధङ ङ޶࢑ బܽद ఇ࢑ڒ ޴ఉంܿం ݟరప߄ణం߯ ఆڝ  एࣃఅయ ࠾ࡍమ ޠ ంత इऴ޷ࣆ ࡱޑర idl r 

इऴࡱޑ అࡏڷ ࡏࠬ ߖफం۪ڝగల ߖڜऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ڒబܽद అ࡮ۧ ࢑ ఎڕए వ ऴప࠙࢐లߘ కڵ࡯ ఉంܼ޷ࣆ ࠼ర 
छ޳  ݢంࡓ ࡱࡌ޷ ߰ ప࡛ࣇ ࡱޑइऴ ݢంࡓ యమంߖ రऴసޔమ చࡹ࢑ ݢంࡓ ࠼ޑठڷత ړߖࣃరऴޔచ ࡌ 1ߤష܊ r 
ऒߖޑऴࣇ फࣃܽߦ   ࠼
, ࢑࢑ధ కࡓంݟ ݋वࣄदࠌङ షߤ ల ޳छ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴޑలړࡵ ߘए ంచړߖݞ ఇ࡮ۧ ޴ 
ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿం޶࢑ ޴ङ इऴతం ࣋ए ޠ छ޳ ణంࠪࡍప ࡛࡮ ఉతओ ࡌ एࣃఅయ ޴ఇ , ޴ంޔ࢓फ అޒ ంతం అޙ࠼ 
۸࡛ ण అޔ࢓ం޴.
కࢗ ޴ߝन అࡽ߹   द࡛  ఐࢗ ࡽݟక द࡛  అ࠼న కࡓం݋ ఎ࠱࡯ం޳ ݋छ ఉతओ ࡌ  ޴ఇ ,޴ంޔݡయబۯ फޒ
۸࡛ ण ߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࢗంట ޶࢑ङ ړवࡵఎ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴इऴతం ఉంܿం ޠ दࡽ߹ ڡन ړࡵ ߘए ం࠼ߦ ۯం݋ అޙ࠼ p, 
అయࣃए ంత इऴతం ڒࢗद࡛ మ࠾ࡍ ऴపࣆफత ࠮లకం ఉనऒ  సమతړߖ࡮ లంబంڴ ఉంܿం޴.r 
 ఆదరज వంత࠳న޴ మ࠾ࡍ ۨవరڴ అయࣃए ంత इऴతం ऴపࣆफత ࠮లకం మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ మధङ  ణం߯ idl rڝ 
ओߩఇ ,޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ݞږ దృۨऑ࠻ ݡ కంڴ మనం ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ऒߕࣆ ࠭  झߧఎ ߯ ڷࡱߕ ߖ  ߤ࡮
ऒߕࣆ झߧఎ ߯ ڷࡱߕ ߯ ڷࡱߕ ڴ ऒߕࣆ ߤ࡮ ऴ࢐యవచऐ ڴࡗ܋ ࠭ ڴ ంచవ۪ऐߖమనం గమ ߖ .
घࠫޛ ࠑ అం݄ ఇం۪ࠫం۪ ఒకܽ ߤࣅ ࢟ࣔ   ఇంటరऒ ޴  న࣒ pi࠳ ݟంߘ ޴ప ࡛ࠂ ࠑ ࡗ܋ ࠭ ࠾ࡍమ ߤߞ పవ࡛ ࡽ
घࠫޛ ࠑ ߤవ ޴ఇ  ߤࢗ࣊ ए࣋ ݋࠼పవ࡛ ఎ ޴సࠪనం, ఇ ړࡏపవ࡛ పదࣔ ړ޴ప ݟంߘ ޴ छ  సࠪనం o ړޓऴ ࠑ ߤవ ړ ࡛
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మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣊కڕߘ ఎ޴ࠫߖ ࠬటర ऱݡ࠮ ڕ ప޴ అࢁڣ ޴ߝ సबలంڒ ࡹంޒ ࢘గం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ 
మ޶ڒ ࠬࡔ  చޔరऴసం ޳छ झߧఎ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ߝబܽद అڒ ఒకܽ ࡌ కएࡅ ࡗ܋ ࠭ ࡗ܋ ߤ࡮  వర ठ࠮లం ޳छ  c c ࡌ
సࠪనమࡏڷ ߖफం۪ڝవడం ࠭ఖङ ం, ࢁڣ సबలంࡹ ࢘గ ࡔఖ ఈ సࠬకరణం ޳छ  ࡌ
కएࡅ సबలం ࢁڣ ࠾ࡍసबలం మ ࢁڣ రగమङߦ  త ࡅకए ङ޶࢑  घࡍప ޠ  ࡮ۧ  ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ړ࢑ܾܽ
ఖङ࠭ ࡮ۧ झڡࠪ ࠭࠲ న సࠬకరణం࠳ ऐࡍచ ߘలހసࠬకర ࡽࢗ  ంۨనߩओ फࣃవ ڵࡍޒ ంۨࡍڷ ߖ޵ ࠭࠲ ݡ ࠭ సࡔ 
ఇߩओ కएࡅ లނߧफత పంࣆऴప ߘߝ ݡ  అయࣃए ంత इऴޑలړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ  ޴ంړఈ ऴ ߘߝ బܽदڒ ߘ
ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం, ߘߝ కࡓంࡅ ݋కए  వృޑफ కएࡅ ߵࡲ రڒ  అࣾం߯ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ .ߘ
फనऒࢂڙࣆ࠵ ߖ ݋ంࡓక ߘߝ   వృޑफ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ߵࡲ రڒ ऒߖఈ అࣿ ߘߝ బܽदڒ ,ߘ  ఇ޴ అࣾం అࣃࡱߧ ߖफ  x ,ߘ
ऒߖ޵ ߘߝ  అࣾం అࣃࡱߧ ߖफ మధङ ߵࡲ ݋ంࡓక ݋యంࡍఓ ߘߝ బܽदڒ ఈ అࣾం ࠾ࡍఅࣾం మ ޴ఇ ߘ  x y z ࡹ
ఉనऒ  అࣾం ڒబܽद అ޴ కࡓంࢇڙࣆ࠵ ߘ ݋ऱ కࡓంߵࡲ ݋ మ࠾ࡍ బ࡮ ࡛ࠏࣃ ࡆ ఉపڵࡆంۨ 
ఈ కࡓంࡅ ߵࡲ ݋కए  అࣾం ࢗంట ఉనऒ  అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫ݇ ړࡵ ߘߝए ంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ ,ߘ  
ఇంܽऴڼష޳ ߤछ झڙ࠻ ࠭ޑڷࡱనగھߘక ࡌ సరछ ࡆసం బڝ ంటऱ࠼ߦ ࣒ ࡛ చటदం ࡅకए  గణన ࣆలభం ޶ڒ 
మ࠾ࡍ ఈ వృޑफ కएࡅ ࡽ࠼ڒ రڒ  అࣾం ࢗంట ఉనऒ  అయࣃए ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంచړߖݞ మన࡯ऒ  మనం పࠫࡍతం
కएࡅ ݋ంࡓక ޴ంܼ࠭ , ఇڕࣆۯ ࡍߖ  भషद ڒ ߵࡲబܽद మనం ఎړࡵ ࡮ए ంۧڒ ࡯బܽद ߘߝ ఇకए డ ڜంత ࠼ߦం݋ 
एړࡵ ߘߝ ߖల࢐లߧ ߖఅ ߧ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘߝ  ߘంܼڕࣆޓ ంۧలڕߘంܿߕऒ  ࡯࠻ۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ߘ
అం݄ ߘߝ ఈ సమయంࡹ ఉతओ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴߖޑऒ छࡔ࢘  छ޳ లڒల࠮ फతࣆऴప ࡏ एړࡵ ࡌ ంۧ࡯, ఈ
లకం ఇకए࠮ డ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ లకం ఇకए࠮ फతࣆఈ ऴప ޴फంࣆۯ फޒ డ ఈ కࡓం݋ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  
ఉతओ లకం ఇకए࠮  ޴फంࣆۯ फޒ డ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ फޑవృ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۯ फޒ ऒߖఅ ߖࡹ ߵࡲ రڒ  
ऴపࣆफత ࠮లڒలڕࣆޓ ߘంܼߘ, ఇకए డ సంబం߅త అయࣃए ంత इऴޑలړࡵ ߘए ంۨ ڝࢗ ߖ࢐ܽदࡍయڴ ࡽ 
एࣃఅయ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࣄۯదయ ݟంచంݟܔ ంత इऴతం ڒࢗद࡛ ߹ࡽन ڒబܽद ߘߝ అయࣃए ంత इऴޑలߘ m  
ओߩంۨనݟܔ కएࡅ ऴప࢐ࣔల ߘߝ బܽदڒ ,࡯ݞఉం ڴऴగతफ܉ ࡹంచడంݟܔ ڴ ࡽయࡍदڝࢗ ߖ࢐ܽ ߘߝ ݡ  అߖऒ  ۨనऒ  
ۨనऒ एࣃఅయ ݟంߘ లڒల࠮  ంత इऴߖޑऒ  గࣃށफ एࣃతफం అయ࠴ ࠾ࡍమ ߘ ంߖޑऒ एړࡵ  ంచߖ࢐ܽ ړߖݞ 
߰ ప࡛ࣇ ړߖݞసంऴగࣕంచ ڴరకంڒ ऒߖޑऴࣇ ߤష܊  ఉపࣃڵࡆफ .ߘ
ओߩन ఇࡽ߹   db pi idl ڷࡱߕ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖచటदం ఉంద ݋द࣋ࡆఈ బ ڕమన ݡ
ऴ޳ ࣒ڒछ ङږ ࡌ एړࡵ ߘ ݋ంࡓక ڴరణంڒ లకం࠮ ݋ంࡓఈ క ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ޜ ࠗ ంۧలڕߘం݄ ߘߝ ఈ r r 
फࣃڶ ߘతڶ వంܽ ޴ఇ ࠾ࡍరం మ޷ ఈ ۨనऒ  ߘ एࣃఅయ ޴ఇ ޴న࢙ߘలకం అ࠮  ంతం ఇࢗ ޴క द࡛  ఈ r idl r r 
కࢗ द࡛ एࣃఈ అయ ࡹబܽद ఈ సమయంڒ  ంత इऴߖޑऒ dl ޴ఇ ڴరణంڒ లకం࠮ फతࣆకం݄ ఈ ऴప޶ఎం ݟంڝफం۪ࡏڷ 
మࢗ ࠾ࡍక द࡛ छ޳ ఈ సࠬకరణం ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంబం ڔంܽݟంࡓ  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ఇߩओ  r ݡ
దయࣄۯ మ࠾ࡍ ఎలऱߩओ ఇకए ߖఉంܼయ ڴలంబం ݢ డ గమߖంచంݟ , ఎం޶కం݄ ߘߝ ఈ వృޑफ  dl r ߵࡲ రڒ
కएࡅ  అࣾం ࢗంట ఉంݞలڕߘంܿߕऒ ऒڵࠪ ࣒ڒబܽद ऴڒ ߘ ङ݀ ओߩఎలऱ  ݭ ఇకए ޳ࡶ సࠪనం ړ ݢ డ dl r dlr
ఇకए ݟంߘ एࣃఅయ ࠾ࡍరం మ޷ ړݟ ంత इऴతం ࡅకए  ڕࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړంܽݟంࡓ శ޴ 
అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए ङߕ࢑  ऒߖࣃ ఇకए ߘߝ ړߖݞంచߧ۫  డ మࡖక ࠒమघ फࣃڶ ߘ ߮  ߘߝ బܽदڒ ,ߘ ऱߘ ߤ xz 
ఇకए ݋ంࡓబܽद కڒ ޴ఉం ࡹశ޴ ߵࡲ ݋ంࡓక  ݟంڝफం۪ࡏڷ ߘ ߵࡲ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ డ ߘంݟ బయటڕ వ फ࣎ ం޴, 
ఇకए ߘߝ డ ఒక ࠼ߦంߘ ݋ వࣃ࢘࡯޴फ క ఉనऒߘࢗ ణంࠈ ޴అ ,޴ంޜࢂࢗ ړࡹ޶ఇం ڵࡍޒ ݋ంࡓక ࠾ࡍమ ߘ  ణంࠈ 
కएࡅ ఇకए ݋ంࡓబܽद కڒ నڜ  డ ڵڒతం ߘంݟ బయటڕ వ फ࣎ ం޴  మ࠾ࡍ కࡓం݋ ఇకए డ ߮ప࡛ ޜࢂࢗ ړࡹంڒ ޴బܽद 
एࣃఅయ ߘߝ ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంۧ࡯झ న ࠼ߦ ߕంڒ ݋బܽद ߘߝ ఈ ࠮లకం ڒరణంڴ ఇࢗ ޴క द࡛ కࢗ  द࡛  p r dl 
కࢗ బܽदڒ ࣒ڒబܽद ऴڒ द࡛ ఉనऒ ڴలంబం ړ  ޴ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړ܋߮  కࢗ  द࡛ కएࡅ తంڵڒ   dl r dl dl
࢑ࠪనంࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ ࢗక द࡛ छ޳ ߖ޵ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴలంబం ݞږ ڕ द࡛ڒࢗ  ఉతओ ࡌ  న rݟయబۯ फޒ
అయࣃए ంత इऴతం ఇߩओ తపओ ߘߝ ݡ క ޒۯ ݟڕ ऴࣇए ऒߖయࠪߖ   ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद కࡓంޔࢂࢗ ݋ం޴  g up
అం݄ ڵڒతం ߘంݟ బయటࡌ ڕవడం మߕޔڷࡏޒ ߩ࢙ ߘߝ ࠾ࡍऒ एࣃఅయ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ ంత इऴత ޴శߘr 
߰ంߘޑ޶ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ ऴపࣆफత ࠮లకం ޳छ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం , ఈ సమయంࡹ ఇ޴ 
ऐۯవ ڕబయట ݟంߘ తంڵڒ  ऴపࣆफత ࠮లړߖڒ లంబంڴ ఉంܿంࢗ ޴క द࡛  ఈ ߮ऱࡹ ߤ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ ఈ ڒࢗद࡛ ڕ b 
ఈ ࢗక द࡛ కࢗ फ࣋࡯ߧ ߖఅ ܼޓ ఈ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ڕశ޴  द࡛  ఇߩओ  అࣾం r b x z ࠾ࡍఅࣾం మ ݡ
ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘలڴ࠙ ݡంࡓ ంటࢗ ړంచడం ఆసߖగమ ޴అ ݡ फకరంڴ ఉం޴ ఎం޶కం݄ సమసङ  ࡮ۧ 
ठ వङڴࡍస ߩ࢙ కࡖమ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ڴషदంࣆ ఉనऒ ڴకంࡔޒ  ऴపࣆफత ࠮లߖڒऒ  ۫࣋फ, ఉ޳హరణڕ ఈ ۨऴతంࡹ 
ऒߖڒల࠮ फతࣆఈ ऴప ߘߝ फనऒࣆ۫  టऱߘߝ ,ޙ࠼ ऴపࣆफత ࠮లߖڒऒ फࣃ۫  .ߘ
ऒߕफࣆ۫ ߖ ݋ం࠱࡯ఎ ݋ంࡓఈ క ߘߝ  ఇకए ,ߘ డ కࡓం݋ ఎ࠱࡯ంڝ ݋సం మࡖక రం࠮ ڷలకం ఉం޴, ఇకए డ మࡖక 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ , ޴లకం ఉం࠮ కࡖమ ߩ࢙ డ కࡓం݋ ఎ࠱࡯ంڝ ݋సం ࣃۯफ ऒڻࠪ ޴ఇ ߘ एࣃఅయ  ࠀ ڡܽ ంత इऴతం
ओߩపల ఇࡹ फనऒࢂࢗ ݋ంࡓక ݡ  ఈ కࡓం࠮ ݋లకం ࡅకए  సڴࡍठ అ޻ పࠪࡍణంࡹ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఈ ޴శࡹeld 
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ఈ కࡓంڵڒ ݋తం ࡹపޜࢂࢗ ړ࡯ం޴ మࢗ ࠾ࡍక द࡛  ఈ ࠮లړߖڒ అڷߘణంڴ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद అయࣃए ంత r 
इऴతం జޔڷࡏం޴.
  ఈ ޴శࡹ ఆ ڝణం ܼޓ ݞږ ऴపࣆफత ࠮లకం మ޷ ࠾ࡍరం ࡓంݡ సందࡌग  dl ڴठ సࠪనంڴࡍస ߙऱࡹ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓంݡ సందࡌग एࣃఅయ ߙऱࡹ ంత इऴޑల పࠪࡍణం ఒ࡮ښ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ࢑ధ࠳న db 
మ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ ఈ ۨనऒ ݋ంࡓక ޴బܽद ఇڒ ߘ  కࡓం࠮ ݋లకం ޳छ ఉతओ ࡌ  న db db dlݟయబۯ फޒ
అయࣃए ంత इऴతం ఇకए డ ఇ޴ ఇ޴ ఇకए డ మࡖక ऴపࣆफత ࠮లకం ޳छ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత l idl 
इऴతం మࡏࠬ ࠾ࡍ గమߖం޴ۯ ఏࠫటం݄ అ࢑ అࣾంޜ ఒߖހڝ ښऒ  ఉపసంహࡍం۪ڕంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑ ఈ az 
࢑ధంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࢗంటߖ޵ ߘߝ ߝऒ  ۫డగలࡍߖ  ߘ भషद అయࣃए ంత इऴతం ږߘࣃ ܿߦ ޜల ࠙ߖڴऒ  x
కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఈ అయࣃए ంత इऴతం ܿߦ ޜ అ޻ పߖހࠪࡍऒ  కڵ࡯ ఉంܿంߗڒ ,޴ వङ x  ޴ఉంܿం ࡹశ޴ కࡔޒ
 ࡏࠬ
ఈ ऴపࣆफత ࠮లకం ޳छ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం ࡅకए फࣃ۫ ߘలڴ࠙   फత xࣆఈ ऴప ࠾ࡍమ ࡏ
ఈ సమసङ ࣄۯబܽद దయڒ ࠼ޑంచబడݟܔ కܽڜߖ޳ఒక ࡱڴ࠙ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ भ޶కܽ రڜߖ޳లకం ఒక࠮  zߘ
۫డంݟ ఎం޶కం݄ ߘߝ కھߘనऒ  సమࡐపత ڒరణంࣆ۫ ߘߝ ڴफߕऒ .ߘ
  వృޑफ కएࡅ ߵࡲ రڒ  అࣾం ࢗంట అయࣃए ంత इऴతం ఈ ऴపࣆफత ࠮లకం ఈ ޴శࡹ ఈ ޴శࡹ ఒక 
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ एࣃఅయ ࡹశ޴ లకం ఈ࠮ फతࣆఈ ऴప ,޴फంࣆۯ फޒ ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ  ,޴फంࣆۯ फޒ
ఎం޶కం݄ ࡱހڝ ܼޓ సڴࡍठ ఒښ 
࢑ధంڴ ఉంܼ࠼.
ఇకए ࡏࠬ   డ ऴࠜޒజం ߘంݟ ۫డవ۪ऐ  మڒ ߖ޵ ࠾ࡍరణంڴ ఈ అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए  ࠙గం ఈ ࠮లకంx 
छ޳ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం ࡅకए వङ ࠾ࡍठ సࠪనం మڴࡍస ړߖڴ࠙   కం xࡔޒ
फޑవృ ࡏࠬ బܽदڒ ऒߖࡌڒ  ڕ ݋ం࠱࡯ఎ ݋ంࡓక ޒऴప ޴ߝھߘక ࡏࠬ ం݄ڕࣆޓ 
వङ ڕ ߵࡲ న వङ࠳కࡔޒ ఉతओ ޴అ ,޴ఉంܿం ݋ం࠱࡯ఎ ݋ంࡓక కࡖठ మڴࡍస ࡹ࢓޶ంࠉ కࡔޒ  కࡖమ  ޴फంࣆۯ फޒ
అయࣃए ంత इऴతం ߖ޵ ࠙గం ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఈ ࠙గం ఈ ࠙గంޜ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ x 
ఉనऒ ڴలంబం ړߖబܽद అࣿڒ  అయࣃए ంత इऴޑల ࡅకए  అߖऒ  బܽद zڒ ࠼ޑయబడۯ भ޶కܽ రڜߖ޳ఒక ࡱڴ࠙ 
ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࡱڴ࠙ ޴ లంబంڴ ఉంݦ అయࣃए ంత इऴޑలߘ ఉతओ  भ z޶ర ڴ࢑ధం ޻అࣾం ఇ ޴फంࣆۯ फޒ
एࣃఅయ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ంత इऴޑలߘ ఉతओ ఉనऒ ڴలంబం ࡱڴ࠙ ߖ޵ ,޴फంࣆۯ फޒ  అࣾం ర޶भ z 
छ޳త ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ ంట ఉనऒࢗ అࣾం ޑదంڼࡍజ ࡌ  అߖऒ  z ࠼ޑంచబడݟܔ కܽڜߖ޳ఒక ࡱڴ࠙ 
మࡱڴ࠙ ࠾ࡍ లంబంڴ ఉనऒ  అࣾం ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ ఒకڜߖ޳కܽ ڒబܽद ۯ ߘߝయవలࣄంద࡮ऱ  ఈ z 
వృޑफ छ޳ ߵࡲ రڒ ఉతओ ࡌ एࣃతफం అయ࠴ నݟయబۯ फޒ ంత इऴతం తపओ  z ࠾ࡍమ ࡯ݞంట ఉంࢗ అࣾం ڴࡍసߖ
ओߩఇ ߘߝ एࣃఅయ ݡ ంత इऴతం ࡅకए  పߖހࠪࡍऒ एړࡵ  ంచగలڒ ߘబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  అߖ ऴࣃ࢐फ  ah dbz ߘߝ  ߘ
ఈ సࠬకరߖހऒ  ఇకए డ ࠭ ڒ ߘࢡࡌ ޜ߯ ڷࡱߕ ݋ߕబܽद ࠮ ڕߕङ  ߯ ࡛ࠂ ࠑ ݋ߡ 
ఐݟఎࡽఆ࡛ ޳छ ङږ ఆ࡛ ࡌ छ޳ ࠗ ङږ ࠑ ऱࡏࣃ  ޴ఉం ࡍ ࣒ڒऴ ࡽఎݟ ఆ࡛ ࡽఎݟ ࡌ ࠗ మߘߝ ࠾ࡍ sdl r r 
ऒߕफࣆ۫ ऒߕफࣆ۫ ߖ ݋ంߜం߱ڒ న࠼అ ܼޓ ࣒ڒ ޴ఇ ߘ एࣃఅయ ޴ణం ఇࠪࡍబܽद ఈ పڒ ߘ ంత इऴతం ࡅకएz 
फࣃۯ भ޶కܽ రڜߖ޳ఒక ࡱڴ࠙ ఈ ܼޓ ࣒ڒ గం࠙ ߖఅత ࠾ࡍణం మࠪࡍతफం ప࠴ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ z x 
అయࣃए ంత इऴతం మړࡵ ߘߝ ܼޓ ࣒ڒ ࠾ࡍए ంచగలߘ కߘక ఇࡅ ࡽ࠼ڒ ޴కए  ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ ఈ ޷రం r 
 ڴలంబం ړߖ޵ ఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ߖఉంద ڴలంబం ڕఖࡔ ఖ ఈࡔ బܽद ఈڒ ܼޓ ణంڝ ఈ ޙ࠼అ ܼޓ ࣒ڒ బܽदڒ
ఉందߖ గమߖంచంࡔ ݟఖ ڒబܽद ఈ ڝణం ܼޓ ݞږ ఈ ڒࢗद࡛ ړߖ޵ లంబంڴ ఉంܿం޴ అయࣃए ంత इऴతం r 
లంబంڒࢗ ڴद࡛ మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ఈ ࡔఖڕ లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ ڝణం ڒ ܼޓబܽद ܼޓ ۨనऒ  r cos r 
छ޳ ङڒ ࡌ తపओ ࡽటߧ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद అޔ࢓ంڷࡱߕ  ޴ ࣋ए छ r dbz mu Naught i pi r dl ࠑ ߖ ࡛ r r 
फࣃࡏࠪ ړࡹ एࣃఅయ ߘߝ బܽदڒ ߘ ంత इऴߖޑऒ ङږ ڷࡱߕ ݞంڕڒ  छ޳ ݡంࡓ ࠗ  ir pi r dl ߘऴ࢐యగల ࡌ
మࡏࠬ ࠾ࡍ గమߖంۨనటऱޙ࠼ ఈ ޷రం అޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ   బܽद ఒక z r r z icڒ సࠪనం ړ ࡛
ऒߖޑऴࣇ ఈ ࡹఈ సࠬకరణం ߘߝ ݋ࡕ  ఉపڵࡆంచగలߘ మ޳ ߖߖ޵ ࠾ࡍछ ए࣋ ࡌ छ ए࣋ ܿߦ ޜ ࡛ छ ࡛ 4 pi r z 
పవ࡛ 3 ړ ߭ంۨޙ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , కߘక ఇ޴ ఒక ۨనऒ  ऴపࣆफత ࠮లకం ޳छ ఉతओ ࡌ फ by 2 drޒ mu Naught ir 
एࣃన అయݟయబۯ ంత इऴతం అߖ అڕߘం޳ం.dl 
ओߩలకం ఇ࠮   ఉనऒ ݟంబࢗ వృతफం ߘߝ ݡ  కࡓంࡅ ݋కए  అߖऒ  తफం࠴ బܽदڒ ࡯࠻ۯ కృతంڔల߯ ఏڒల࠮ 
అయࣃए ంత इऴతం ߰ం޻ంߖ޵ ߘߝ ڕ޶ऒ  ఏڔకృతం ࣃۯफ ए࣋ ڷࡱߕ ߘ छ సࠪనం bz bz pi r mu Naught ޜ ࡛

మ࠾ࡍ ࣋ए छ छ޳ సమऴగ ݡంࡓ ࡛ ۪ ޴ߝసమऴగ అ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ߭ ړݡ࠮ ࡌ दܿڜలత తపओ  ir z dl dl 
మࡖకܽ ޶ڒ, ఇࡓ ޴ం޳ ݡछ ए࣋ ڷࡱߕ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  pi rr pi r z pi r ޴ఉంܿం ڴ ݡంࡓ ݡంࡓ ࣄ ࡛
ए࣋ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ छ ࡓ ݡంࡓ ߖ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  mu Naught ir z r ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ܼޓ ࡛
ऴ࢐యగల࠴  ߘతफం అయࣃए ంత इऴతం కߘక ఇߕ ޴ ऴపࣆफత ߵࡲ అޙ࠼ ఈ అࣾం ڒబܽद ఇకए డ ߘంݟ z xy z 
ఉనऒ ࡹరం޷  అࣾం ࠬద ఒక ࠉం࢓޶ వదभ అࣾం ࢗంబݟ ఉనऒ एࣃతफం అయ࠴  ంత इऴతం mu Naught ir 
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࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ړ ࡛ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ङڒ ݡంࡓ  డవ࠮ సࠪనం ޜ ࡛ छ޳ ߵ  బܽद మనం అࣾం z r ee kڒ ࡔస ࡌ
एࣃఅయ ߕߞࡹ࢓޶ంࠉ ంట ఏࢗ ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంచగలమߖ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ వృޑफ కएࡅ ߵࡲ రڒ  
࢑ࠪనం ߘంݟ ఈ సࠬకరړߖހ ఉనऒ ऒڵࠪ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݟరప߄రం ࠬద ఆ޷ ݟంߘ  ङ݀  ah b ߘ ݭ
ऱߦ  झࡓफ  వ࣋ۯ ݋ ఇకए ࡏࠬ ,ఆࣣ ޴ߝھߘక ࡏࠬ ࣒ డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ࣔరంࡹ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఉం޴ , z z r 

ऒߕࣆ ఉనऒ ڴసࠪనం ړ ओߩ एࣃషद అయࡍగ ݡ ంత इऴతం కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ అږߘࣃ ޴ల ޳ࡶ ऴపږޒల z 
ओߩనڵࡍ߭ ڕߩ࢙ एࣃఅయ ݡ ంత इऴతం తڷठޔం޴  మڒ ࠾ࡍబܽद ࠬࡏ అయࣃए ంత इऴతం ఈ ࢑ధంޔࢂࢗ ڴం޴ 
एࣃఅయ ޴బܽद ఇڒ ంత इऴతం ࡅకए एࣃఅయ ߵࡲ ޴బܽद ఇڒ ఖరంࢢ  ంత इऴతం మధङ ఉనऒ ࡹ  
అయࣃए ంత इऴతం ޳छ  b ࡌ
ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇߕ ޴ కࡓంࣆ࠵ ݋फనऒ కండక  ޴ द࡛ ఇకए ߵࡲ  డ ఉంڒ ޴బܽद ఈ సమయంࡹ అయࣃए ంత 
इऴతం ఇޜߩ۫ ࡮ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ మࢁऱ ۫డగڼ࡯టߩओ ఇకए ڕమన ݡ డ ޒۯ ݟڕ ऴࣇए  బܽदڒ ޴ఉం ࡽࡐ 
ओߧޒ ߘߝ ం݄ڕࣆޓ ࡮ఇ ߘంజڵ ߕ ం݄ڕࣆޓ ߕ ߘߝ నటऱߘߝ  ޙ࠼ ఇߕޔڷࡏޒ ࡮ऒ  ࡹశ޴ ݋ంࡓక ޴ఇ ߘ
ऴࣇए నऒޔࡱ޶క ߩ࢙ ߕ  ऱܿ ࣆ۫ ߘߝफߕऒ एࣃఅయ ޴అ ࠾ࡍమ ߘ ంత इऴతం ࡅకए एࣇऴ ޒۯ ݟڕ బܽदڒ శ޴   
మࢁऱ ࣾࡓݧ ڕߕనࡽ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ߕ ߘߝ ࢘ళ ऱ޴ ߘశࡹ ఉంۨనటऱޙ࠼ కࡓంߘߝ ݋ 
एࣃఅయ ࡽనࣾࡓݧ ంత इऴߖޑऒ  ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद అయࣃए ంత इऴతం ఇకए డ ޴శޜߩ۫ ࡹం޴, ఇ޴ ఇߩओ  k ݡ
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒڝ ߵࡲ ښసం ࠬࡏ బࣗళ ߵࡲ లߘ కڵ࡯ ఉం݄ ࠬߖ ࡏజంړࡵ ڴए ంచవ۪ऐ n ࡏࠬ బܽदڒ 
फޑ࠴ తफం࠴ ఉం݄ ڵ࡯క ࡱ ߵࡲ ऒߖ  దగ ठరڴ బం߅ంచవ۪ऐ  .
  అయࣃए ంత इऴతం మధङ దभ సంఖङ߭ ࡹ ࡽ࠼ڒ ࡏࠬ బܽदڒ ࡔస ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ  ڴ޴దभ߭ ߘల ߵࡲ ࡹ
ࠪరऐ డం ޳छ एࣃఅయ ࡌ ంత इऴߖޑऒ  ߭ంచవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ బల࠳న అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ߰ందవ۪ऐ  బܽदڒ 
ऒߖ޳ఒక ߘߝ एړࡵ ߘహరణ޳ం ఒక ఉ޳ంڕࣆޓ  ంచంڒ ݟబܽद ࢐ ߘߝङ రࣃ बం 20 ࣊ంܾࠬటర ऱ ڕࣆޓ ߵࡲం޳ం 
ఆ మߩࡱల సంఖङ  వంద మ࠾ࡍ ऴపࣆफత ࣒ߦ ఐ޶ ఆంߧయ࡛ ڒ ࡱబܽद మధङ ఉనऒ ࡹ  అయࣃए ంత इऴతం i 
కएࡅ  పࠪࡍణం ࠭ ޳ ߡछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  మ޳ ࠾ࡍछ  ,ght i r ݟంߘ ޴ప ߯ ڷࡱߕ ޴ఇ ݡంࡓ ࡌ
ࡓ ݡంࡓ ޴సࠪనం, ఇ ړ޶ఐ ڴవంద ݟంߘ ݡన࣒ ఏ࠳ ऱܿ ࠼ߦంڵ࠙ ޜ݀ ݋ంచబޔݡం޴, ఇ1 ڴࡏࠪࣆ ޴.
ऱࣃ݃ ऱࡰࠫ 57  ࡏࠬ బܽदڒ ,

 ࣊ంܾࠬట࡛ ࢐ङ రࣃ बంߖ ࡽ࠼ڒ ߵࡲ  ޜ కڵ࡯ ఉߕऒ డవ۪ऐ۫ ޾ࡶ ࡗ .20 100
మధङ ࡽ࠼ڒ   .1 ࡏࠪࣆ ࡹ
ऱࣃ݃ ऱࡰࠫ 6 మధङ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟందం߰ ߘ నऒޔࡱ޶క ࡮ߩ࢙ࡏఇ ݟంߘ ࡹ ओߩ एࣃఅయ ݡ ంత इऴతం 
తڷठޔం޴ మࣾࡓݧ ࠾ࡍనࡽ అయࣃए ంత इऴతం ݞږ గమߖంచవ۪ऐ , ఇకए డ ࡹࡱ࢐ ఉం݄ ఇకए డ అయࣃए ంత 
इऴతం ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ఇకए డ ߘ ߵࡲం޷ ݟరంڴ ఉంڒ ޴బܽद కࡓం݋ ఇ࡮ 
ऴపవࣕ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ఇߩओ ఒక ۨనऒ ڕࠬ ߘߝ ݡ  సమసङ फࣃ࢘࡯޴వ ߘ ࢐ङ ,  ߘ రࣃ बం ࡅకए  వృޑफ ర ఆ࡛एڒ  ࢙࡛ r 
మధङ ఉనऒ ࡹ  అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  గށంచంڒ ݟబܽद ࠬڕ కࡓం݋ ఉంܿం޴  వృޑफ ర ఆ࡛एڒ फࣇ࠵ ߘ   మధङ  ࡹ
ఉనऒ  ఈ ڝణం ࠀ అߖ అڕߘంܼڒ ߘబܽद ఇ޴ ఒక ఆ࡛ए एࡍస ޴బܽद ఇڒ  ఆ࡛ए ڴࡱ޶బ ڕ ࡽ  ࠪऴతڒ ࠲బܽद ߕ వదभ 
కࡓం࣋࠵ ݋ ఆ࡛ए  ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫܽ దయߖ޵ ࣄۯऒ एړࡵ  ంచం࡮ۧ ݟ ధనङ  ࡱ޳࢐
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