
ࠬ అందࠤࢤ ڔࡍదయం ڻࠪ ࠭࠲ऒ दࣃ݇ झڡܽ చరऐ ࠪ ࡹ  फࣃڵࣃనڜ ߘ ࠭, 
వ࡛ࣃ ࡆబ ࠭࠲ द చ दܼ ऒߖ  ऴప࢘శ߭ܽदన ۨవࡍ ఉపߕङ సం ࠬࡏڷ ڕफంݦ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ బࡆ సరछ ࡛ చటदం 
छ޳ ߵࡲ फతࣆऴప ࠭࠲ ݟంߘ ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴߖޑऒ  మ࠾ࡍ అనంతంڴ ఉతओ  फޒ
एࣃన అయݟయబۯ ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంۧ࠭.
ऱ కండకࢇڙࣆ࠵ ݋ంࡓక ݋࠼व࣊द ۃం࡮  द࡛ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࡛࢙ ߘߝ బܽदڒ   కࡓంޜ ݋ అనంత࠳న ߰డ࢙న 
व࣊द݋࠼ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ  టऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఇకए డ ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  వదभx ݋ం࠼ߦ ంతڜ 
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంۧ࠭ 
फࣃࡱߧ ߖఅࣾం అ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭.x 
  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డ అࣾం మ࠭࠲ ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం అ޴ߝ y b 
छ޳ న࣒࠳ ݡంࡓ ङ࠮ ࡌ एࣃఅయ ࡹఈ సమయం ࠾ࡍమ ߖఅ ݋ߕ  ంత इऴతం ڵڒతం pi x sin kk i 
एࣃబܽद అయڒ ޴ంޔߩ۫ పలࡹ ంత इऴతం ఇకए డ ڵڒతంޔࢂࢗ ړࡹందړࡵ ࠭࠲ ߖए ంۧ࠭ మ࠾ࡍ 
ంۧ࠭  ఇకएߧ۫ డ ఒక ۨనऒ  కࡓం݋ ఎ࠱࡯ంߖڜࣆޓ ߖ ݋, ఆ కࡓం݋ ఎ࠱࡯ంߖ ݋ ఉపڵࡆంۨ ఈ సమయంࡹ
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంచడం ޳छ ఎఫ࡛ ࣒ࡆబ ࡌ द ࡮ ఉపڵࡆంۨ మనం ړࡵए ంచబడ࠭ޑ.

అߖऒ  కࡓం݋ ఎ࠱࡯ం݋झ ړయడం ఆసۯ కృతంڔఏ ߘ  फకరంڴ ఉంܿం޴, అߖऒ  ऴపࣆफత ࠮లࡱڒ ఒ޴ ښశࡹ  d 
అయࣃए ంత इऴޑలߘ ఉతओ फࣃۯ फޒ झ࡯࠻ۯ బܽद మనంڒ ࠼ ంద࡮ऱ  ऴప࠮ ޒలకం ڒరణంڴ అయࣃए ంత 
इऴޑలݟܔ ߘంచడం మ࠴ ࠾ࡍతफం అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ߰ందడం.
 సమࡐపత ࡅకए  అయࣃए ంత इऴతం ఇకए డ ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  అߖऒ  x ڴ࢑ధం ښంటऱ వదभ ఒ࠼ߦ 
ఉంܿంڒ ,޴బܽद మనం ߖ޵ऒ ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ   మߕ ࠾ࡍ వదभ ऴపࣆफత గޒ కండక द࡛  ఉం݄ మߘߝ ࠾ࡍ 
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఏ ࠼ߦం݋ వదभړࡵ ߕߞए ంۨనటऱޙ࠼ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .
  మధङ ࢐ङ ޜ ࡛࢙ ࡹ రࣃ बం ࡅకए  వృతफం ࠬద పࠪࡍణం ࡓం޳ ݡछ ङ࠮ ࡌ  r b pi r i ޴ఉంܿం ݋ߕ 
మࣾࡓݧ ࠾ࡍనࡽ అయࣃए ంత इऴతం ߖ ޒۯ ݟڕయమం ऴపڒరం ఉంܿం޴, కࡓంړ߯ ޜޒۯ ݟڕ ݋ 
నऒޔࢂࢗ టऱޙ࠼ దయࣄۯ గమߖంచంߘߝ  ݟ ऴࣇए एࣇफ, ऴ࣋࡯޴క ࡹశ޴ ఈ ߘ  బܽदڒ ޴ంޔࡱ޶క ړ߯ 
కࡓంޔࢂࢗ ړ߯ ݋నऒ టऱޙ࠼ అయࣃए ంత इऴతం ఈ ޴శࡹ ࢙࡛ ۪ द݀  వऴకంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴  
అయࣃए ంత इऴత పࠪࡍణం అࣾం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉం޷ ݦరం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴  z 
అయࣃए ంత इऴతం అయࣃए ంత इऴతం 
ऒߖऴప࢐ࣔ ߩ࢙ ߕ चࢇڙࣆ࠵   ऴపࣆफత గޒ కండక द࡛  అޙ࠼ , అయࣃए ంత इऴత ࡔఖࡱ ఇ࡮ కࣃߧߖफ  ޳ࡶ ࠼
కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛  ۪ द݀ ఉనऒ ࣄ࠮  एࣃऱ అయࢁమ ࠾ࡍమ ࡱ ߵࡲ  ంత इऴతం ࡅకए  శ޴ फతࣆశ ऴప޴ 
छ޳ రߖ ࡌ प࠼ంచబޔݡంޒۯ ݟڕ ޴ ऴࣇए  ߩ࢙ ߕ ݋ంࡓక , ޴फంࣆऴపవࣕ ݞంڷ ߖ޵ ڴరణంڒ యమంߖ 
వࣆफనऒ ओߩ ऒڻࠪ ݋ంࡓక ݡ ࢙ ڡऱڒ ంܾ࠻ ࡱ नࡽ߹ ڡܽ ఉనऒ ࣄ࠮ ߕ޼ఏ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡹశ޴ ࣒  
ఉపࡍతߖ࡮ऒ ఉనऒ ࣄ࠮ ߘߝ ,ం݄ڕࣆޓ   
ఉపࡍతߖ࡮ऒ .޴फంࣆۨࣇ ޴ఇ ݞږ ߖఅ ߘంܼڕࣆޓ ࡮ۧ 
फࣃࢢऴప࢘ ړࡹతలంࡍఉప ڴ࢑ధం ऱࢇࢗ ڕబయట ࡱ ߤࡷ नࡽ߹   ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼  కڵ࡯ ఉߕऒ  ࡏ
అయࣃए ంత इऴޑల సమऴగ ڝ ݞ ݋ݞ ࠉసం ߖ ࣒ڴయమం 
అయࣃए ంత इऴత ࡔఖࡱ ఏ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ऴߦరంభం ࢓ڒ మ࠾ࡍ మࡔ ఇతర ࠉం࢓޶ వదभ అڝ ࢑ऱߵࡲ ܘ లߘ
ఏరओ फࣃࡏ ఇకए అ࢑ ޳ࡶ ࠼ డ ߘంݟ ऴߦరంభ࠳ అనంతం వదभ ࠭ࣃڷफ తపओ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  ړ
సࠪనం.
 ఎࡵवڝदࣃद छ޳ न లࡽ߹ ڡܽ ఇకए ,޴ఉం ڴదमంࡏ࢑ ړߖހన సࠬకర޴ంۮ फߧసంతృ ࡌ డ ఫ ऱڡझ  ۸࡛ ण ۸࡛ ݋ߜ ण ڕ ah 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ऴపࣆफత గޒ కండక द࡛ छ޳  ఉతओ ࡌ కएࡅ नࡽ߹ నݟయబۯ फޒ  ఈ గణన ߘంݟ ఎߧझ  ߤ࡮
ऒߕࣆ ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜ ऒߖހఒక సࠬకర ࠭࠲ ݡ  ߰ం࠭޳, అ޴ ఆంߧయ࡛ ࡅకए ऒߘబܽद నڒ యమంߖ   
అߘమޒంచంݟ  మࢁऱ ࡏڷफ۪ޘ ڕऐ కండక ޒफత గࣆऴప ޴క ఇߘక ݟంڝ द࡛  మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠉం࢓޶ ۪ द݀  ఒక 
వృޑफ ۪ ߵࡲ ఈ ߖڜࣆޓ ߵࡲ రڒ द݀ ߯ ߵࡲ ޴फ , ఇ࣋ۯ కృతంڔఏ ߖ ࡽఎݟ ݋ݞ   సమऴగ࠳న ࠭݋ߕ v 
.ߘంۧߧ۫ ڕࠬ ڴࡍࣃࡍవۨ ߘߝ ߖసࠪనం అ ڕల ࠹݅
 వృޑफ ర ఆ࡛एڒ ఇకए ݟంߘ అంతܼ ࡹ  డ ݟ ݋ݞ ࠉఎࡽ ఇంܽऴగݟ ޳ࡶ ࠉ ࡽఎ݋ߕ ࠭ ࡽ ఐړ సࠪనం, ߖߖ޵ 
ఆంߧయ࡛झ ओߩఇ ࡏఅంܼ ࡮  ओߩఈ చటदం ఎలऱ ݡ .޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ݢ
కएࡅ ࣒ڴ  ࡎఎన ࡮  ण ࣃद झڡܽ ओߩఎలऱ ޴ఇ ߝڴࡍ޴ࠪ   ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ݢ
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࠬࡏ అయࣃए ంత इऴతం ఇంܽऴగࡱࢗ ࡽపల ఉనऒ ం޶న ڒ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝబܽद 
एࣃఅయ ࡏࠬ ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంచړߖݞ ఈ సమऴగ ࣇऴޓకరణߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ओߩఎలऱ ޴ం݄ అڕࡶ   ݢ
.޴ంޔऱࡱۮ
ఖङ࠭ ࠭࠲  ంڴ వృޑफ ऒߘబܽद నڒ ࠲యడۯ కృతంڔఏ ࡹర ࠪరठంڒ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ   బܽद మనంڒ ,ం޳ంڕ
ఇకए ޴నࣄۯ డ ڕࣆޓనऒ  ۨనऒ ऒߖڒల࠮   ఇకए డ ߰డߕڕࣆޓ ࢓ऒ  ణం AI dl d phiڝ ޴బܽद ఇڒ ࠭
మ࠾ࡍ ఈ ఎ޷ ߩࡏరం అࢗ ޙ࠼క द࡛  పࠪࡍణం సࠪనం  ړ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ݞږr dl RD phi

కࢗ द࡛  ఉనऒ  ऱ dl b dl b dl b rd phiࡏࣃ ޴సࠪనం, ఇ ړ ऱࡏࣃ ޴ߝఅ ݋ݞ బܽदڒ ޴ఉంܿం ߝࡹశ޴ 
మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴړߖޑ సࠪనం, ࡓ ߖ ߘߝం޳ ݡछ एړࡵ ړ ࡌ ంۧߘ ఇ޴ mu Naught i pi r rd phi

छ޳ ݡంࡓ ړ फ d phi࣋ۯ కృతంڔఏ ߖ ݋ݞ ࡽఇంܽऴగ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړఐ ݋ߕ ࠭ ࡌ pi v dl mu 
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۪ ࢓޶ంࠉ ఈ ࡽఇంܽऴగ ࡽఇంܽऴగ ݡంࡓ द݀  ఉనऒ ࡍߪ  फ ڝణం సࠪనం 2 naught i pi d phi d phi pi 
వరڒ ڕబܽद ఇߘߝ ޶ࡶ ڕߕ ޴ ఇంܽऴగڝ ݋ݞ ࡽసం ఈ సࠬకరణ ࡱ࢑వړࡵ ߘए ంచړߖݞ v b dl 
ఉపڵࡆంۧ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ ఇߩओ फޑవృ ݡ ठࡌࠪ రڒ మధङ ړߖ కएࡵ ఒక ۯ࢑ం࠙ ߖఉంద ࡹ .
 
चࢇڙࣆ࠵ ݋ంࡓక ߘߝ  కండక द࡛  ۪ द݀ चࢇࢗ ߘߝ   ࠪర ठంޜ సంబంధం ڕࡶంݞ ఈ సమऴగ ࡱ࢑వ ఎలऱߩओ  ݢ
एڕత ࡮ۧ వ అߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߖంۧలڕߘంܿߕऒ चࢁమ ߘߝ బܽदڒ , ߘ  ఇకए డ ఒక ࠒమघ फࣃڶ ߘ  బܽदڒ ߘ
ఇڵڒ ޴తం ࡅకए  ࢑ࠪనం ߘంݟ బయటڕ వࣆफనऒ న కండక࠳फత రకࣆఈ ऴప ߘߝ  బܽदڒ ݋ంࡓక ߕ  द࡛  ۪ द݀  
ఇ࡮ంܽ ߖڜऒ  ఏకపࣾ ࠪࡌठ ऒߖ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ߘంܼڕࣆޓ  డ ఒక ࠒమघ ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ ߘ भ޳  బܽदڒ ࠭
ఉ޳హరణڕ ఈ సమయంࢗ ࡹక द࡛  ఈ ࡔఖڕ లంబంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఈ ࠉంڕ࢓޶ మధङ  ఖ uh bࡔ ߮࡯క ࡹ

కࢗ द࡛ కࢗ ࠾ࡍమ ޴ఇ  ޴ఉంܿం ڴ࡮  द࡛  ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ߖހڝऒ फࣃࡱߧ ߖఅ ܼޓ   బܽद b dlڒ ߘ
ఇకए ߘߝ డ మࡖక ڶతࣃڶ ߘफ  b dlb dl bdl cos theta b ޴ߝఅ ܼޓ అం݄ ఏࠫܽ ݋ݞ ݋ݞ బܽदڒ ߘ
కࢗ द࡛  మࢗ ࠾ࡍక द࡛  మధङ  అߘబంధంڴ ఉనऒ द࡛ మధङڒࢗ బܽदڒ ణంڝ  ఉనऒ ࡹ తపओ ޜ ࡛࢙   dl d  l ڴࡍసߖ
వృޑफ  ޴ంట ఉంࢗ రठంࠪ ߖఉండ ࡹరంڒ
 బܽद dl dot b dot dl bdl cos theta dl cos theta dl cos thetaڒ ࢓ఈ ߰డ ࠾ࡍబܽद మڒ
ఈ ߰డ࢓ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ߖހڝऒ  అ࣋࡯ߧ ߖफ మ࠾ࡍ  ఈ ޷రం ړ ܼޓ d phi rdl cos rd phi rd phi
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఈ ޷రం ఈ ޷రం ߖހڝऒ  మ࠾ࡍ అڒ ݞږ ޴బܽद ݋ݞd phi dl cos theta b 

అ޴ߝ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ఈ ࢑షయంࡓ ࡹం࢑ ݡషࡓ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡱ࠻ంݡ dl brd phi pi r 
छ޳ छ޳త ,޴फంࣆవ ړ ࡌ rd phi ࡽబܽद ఇంܽऴగڒ ޴फంࣆవ ڕߕ ࡌ mu Naught i by two pi in d phi b 

dot dl mu Naught i pi d phi ޴ంޔ࢓ऱ అࢁమ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡽఇంܽऴగ ݡంࡓ two pi 
ఎం޶కం݄ ࠴తफం ڝణం కవ࡛ ۯయబݟం޴  అం݄ మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ߘߝ మధङ ఉనऒ ࡹ  conv phi ޜ ࡛࢙ 
వృޑफ ऒߕఉ ڵ࡯కరణ ࠪరठం కڔఏ ߖࡶ ࡹరంڒ  b dl ݋ݞ ࡽఏࠫటం݄, ఈ ఇంܽऴగ ޴ంۨనߧ۫ ߘߝ ,
ఎలऱߩओ ࡓ ݋ߕ ࠭ ߖࡹ ݋ంࡓక ݢ ऱܿ సࠪనం ࡅకए  ఈ ޳ ߵࡲछ న కండకݟయబ࢘ࣄ࠮ ࡌ द࡛   ఎऴڼషߤ Int 
నపओࡶ ڴకܽ సࠪంతరంڜߖ޳ఒక ࠾ࡍబܽद మڒ  b dl b dl brd phi ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޴ߝఅ ݋ݞ ڔܽ
ओߩనࣄۯ కృతంڔఏ ߘߝ ओߩఇ ߘߝ ݡ అర ݡ बం ߘߝ ,ߘࡶڝࣆۯ ఇߩओ ఇకए ߘߝ ޾ࡶ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ డ 
ఏڔకరణ ࡅకए ऒߕڕఎం۪ ࡮ఎ ߘ ߵࡲ  एࣃఅయ ޴అ ߘ ంత इऴతం ࢗంబݟ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ߩ࢙ ߕ 
వۯऐ  కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛ एࣃసం అయڝ  ంత इऴతం వङ క సవङࡔޒ సవङ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴  ࡹశ޴
ఏڔకరణۯ ݞږ ߘయగలߘ, ఉ޳హరణߘߝ ڕ ऴపࣆफత రకం కڵ࡯ ఉం݄ ఇ࡮ంܽ కండక द࡛  మࡍ ڕߕ ࠾ࡍవ࡛झ
ఇకए ߘߝ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ ࡽఉం݄, ఇంܽऴగ ߵࡲ ంܽ࡮ఇ ޜ ߤషڼఇంܽऴ ࡹ ߤࣾࡓݧ డ ఇ޴ 
ఓవ࡛ క࡛छ ङڒ ݋ంࡓక ޻అ ࠾ࡍమ ݀ ࣄ  కండక ۃం࠼ࡎ द࡛  అࣄ ڕߕ ޙ࠼ వޜ ߤ మࡖక ࠪరठం ఉం݄  ఈ 
ఇంܽऴగݟ ݋ݞ ࠉ ࡽఎ࠮ ࡽङ एࣃఅయ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړఐ ݋ߕ  ంత इऴߖޑऒ  సంతృߧफప޴ ۯࡍశࡹ 
ఉనऒ టऱޙ࠼ ऴపࣆफత రక࠳న కండక द࡛  ۪ द݀ ంܿనऒڕࣆޓ ࡏࠬ   ࠪర ठం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ 
.
వ࡛झࡍ ݦఉం ڵ࡯క ࡏࠬ ޳ࡶ యమంߖ ޒۯݟڕ   పऱ࣒ ߤࣾࡓݧ  ङ࠮   ࠭ న࣒࠳ ޳ࡶ ఐ ݋ߕ 
దగ ߕ ړߖ࢐సफ࢐ ,޴ంޔࠋۮ ڕࠬ ޴ఇ ݞږ ఐ ݋ߕ ठర ఒక కండక द࡛  ࠪऴతڕڒ ࠲ంߕ ,ݞ దగ ठర ఒకܽ కం݄ 
ఎڕए వ కండక दࡏऱ కࡓంࢂڙࣆ࠵ ݋फߕऒ యڕߘం޳ం, ڒబܽद ߘߝ ఊࣕం۪ڕంܼߘ కࡓంޜ ݋ కࡓం࣋࠵ ݋ 
కండక द࡛ ఏరओ ߘ ߵࡲ కࡖమ ߘߝ ޜݡంࡓ కܽڜߖ޳ఒక ڵ࡯క ߖ   i i b dl ݋ݞ బܽद సమऴగڒ ߘంܼڕ۪ࡏ
సమऴగ వߤ పऱ࣒ एࣃకం݄ అయ޶ఎం ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ݋ݞ ݡంࡓ  ంత इऴࣇ ࡱޑప࡛ ߰ b b dl ߤష܊
ऒߖޑऴࣇ  సంతృߧफపࣃࡏफ एࣃతफం అయ࠴ బܽदڒ ࠼ ంత इऴతం వదभ  ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ఐ వߤ మ࠾ࡍ ఐ ݀ 
एࣃఅయ ڴరణంڒ ంత इऴతం ࠴తफం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇࠉ ޴ వݟ ݋ݞ ߤఎࡽ పऱ࣒  ఇం݃ऴగݟ ݋ݞ ݀ ࠉ ࡽఎࡽ 
తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ ఇ࠮ ޴ङ కండక ޴ఇ ݋ంࡓక ޻ఇ ߤఐ వ ݋ߕ  द࡛ छ޳   సࠪనం ڕ ݋ంࡓऱ కࢇڙࣆ࠵ ࡌ
ఒకܽ మ࠮ ࠾ࡍङ झ࠹݅ ݋ߕ   ఐ ݀, ఇ࠮ ޴ङ झ࠹݅ ݋ߕ   ఐ వߤ పऱ࣒  ఐ ݀ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद అߝక 
కࡓం݋ లߘ ఎం۪ڝవడం ޳छ  ii.޴న࠳సమऴగ ޴ڼ࡯ంచగߧ۫ ࡌ

అߘߝ ޴ߝ ఇకए డ ࡍۯऐ న ࠭ ࠹݅ ݋ߕ లڕ సࠪనం, ఇ޴ కࡓంࢇڙࣆ࠵ ߖ ݋ऱ కండక द࡛  లڕ ఏࠫ  b dot dl 
జޔڷࡏం޾ ఇߩओ ఇకए ߘߝ ݡ డ ۫ߧంۧߘ, 
పల ఉనऒࡱࢗ కరణ ࠪరठంڔఏ ߗڒ  కండక द࡛  లڕ ఏࠫ జޔڷࡏంߘߝ ޾ ఇకए డ ఒక ఉ޳హరణ ڕࣆޓంܼߘ 
ఇకए ڕߕ బܽदڒ డ ऴపࣆफత రక࠳న కండక द࡛  ఉం޴.
 మߘߝ ࠾ࡍ ఇ࡮ంܽ ࠪࡌठ ऒߖ ओߩబܽद ఇڒ ߘంܼڕࣆޓ  ఇకए ߘߝ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ డ ఒక ڶతߘ 
వछߖయڶ ంڒ ݟబܽद ఇ࠻ ޴ంࠀ ࡽڵ వڕ ߤ అڷߘణంڴ ఉంܿందۮ ߖపओ వछߖ ంݟ, ఇ࠻ ޴ంړ݀ ࠀ ࡽڵ 
అڷߘణంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇంܽऴగݟ ݋ݞ ࠉ ࡽఎࡽ ఐړࡵ ߖए ంۧ࡯झ న అవసరం ఉందߖ దయࣄۯ 
ओߩఇ ߖఅ ܼޓ సంڝ ఒక ఏకపࣾ ࠪరठం ݟంڝफం۪ࡏڷ  dl cos rd phi b ݋ݞ బܽदڒ ޴ంݟపబ۫ ڕࠬ ݡ

అ޴ߝ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ సమऴగ࠳న అߘߝ ߖ ߰ంߘޑ޶, ఇ޴ సమऴగ dl brd phi brd phi 
छ޳ ݡంࡓ ړ ݋ߕ ࠭  సࠪనం.i pi r rd phi ړ ࡌ
ङڒ ఆ࡛ ࠀ ݟ ࡽఇంܽऴగ ߯ ݀ ࠑ ఐ ݋ߕ ࠭   झߖ  ࡽఇంܽऴగ ߯ ݀ ࠑ ఐ ݋ߕ ࠭ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ࠆఆ ࡽ
పऱ࣒ ࠀ ݟ ݀ ࠀ ݟంߘ ߤవ ࠀ फࡿࢗ ڕవర ݀ ࠀ ݟంߘ ߤవ ࠀ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ  పओۮ ߖఅ ߘ ంݟ  ఒకܽ 
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ఆ߯ ڵࡍޒ ߘߝ వࣃफ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ߘ फࡿࢗ ݟంߘ ݟ ఇకए ߘ డ ఈ వऴకࡔఖ ࢗంట మࢗ ߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍంట ڵࡍޒ 
వࣃफ ङ࠮ అం݄ ࠀ ݟ ߤవ ࠀ ݟంߘ ݀ ࠀ బܽदڒ ߘ పऱ࣒ ߤవ ࠀ న࣒࠳ ݀ ࠀ ߯ ݀ ࠑ ఐ ݋ߕ   న࣒࠳ ߤవ ࠀ 
ऒߕࣆ ޴ఇ ,݀ ࠀ नܘऱڝ ఈ  ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ ࡽబܽद ఇంܽऴగڒ సࠪనం ړ కండక ڡనܽڛ ݋ంࡓక ࡹ ޠߦ  द࡛  ࣄ࠮ ߖ 
࢘యߕࣆ ޴ߖऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఏڔకరణ ࡅకए పల ఉనऒࡱࢗ ߵࡲ   ఏߕ޼ ऴపࣆफత ࠮లకం 
ఇంܽऴగݟ ݋ݞ ࠉ ࡽఎ޾ ڕ ࡽహదం ۯయ޶ మ࠾ࡍ
 అంڕߕ ښ޶ బࣗళ కࡓం݋ ఉం݄ ߘߝ అ࡮ ऴ࢐యగలߘ  కండక दర ऱڙࣆ࠵ ߘళऱడం వలన ߘߝ ఇంܽऴగࠉ ࡽ 
కएࡅ య࡛ߧఆం ޴అ ,ߘऴ࢐యగల ߖసࠪనం అ ޜ ࡽఎݟ ݋ݞ  చటदం అߘߝ ߖ ఇߩओ ऒߖڜ ݡ  ࢑ష࠻లߘ 
ऴపࣃफ ࢑ంۧߘߝ ,࡯ ఒక ࢑ࠪనంࡹ ఉంݦ వऴకࡔఖలࣆڶ ߘफߕऒ కएࡅ కరణڔఏ ,ߘ  ࠪర ठం ఏڔకరణ ࠪరठంࡹ 
ఉండక߱వ۪ऐ   ࢑ࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఇ࡮ంܽ కࡓంࢇڙࣆ࠵ ߖ ݋ऱ ࢙࡛ ߖ కڵ࡯ ఉండగలڒ ߘబܽद ߘߝ ఇ࡮ంܽ 
ऒߖڜ  ఏకపࣾ ࠪࡌठ ऒߖ  ఏڔకృతం ۯయగలߘ మߘߝ ࠾ࡍ ఇంڒ ఎڕए వ ࡏࣃऱ కࡓంߖ ݋ ߰ంߘޑ޶, అ޴ పऱ࣒  
भ޳వ ࡮࠻ۯ కృతంڔఏ ߘశ޴ కరణڔఏ ߘߝ  ߕ࠼అ ࠮ న࣒࠳ ޳ࡶ ఐ ݋ߕ  అ߯ߖ޳ ߝ ఆ߄రపݟ n 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ऴపࣆफత ࣋࠵ కండక द࡛ బܽदڒ ޳ڒ ޳ࡶ ޳ఉం ڴణంڷߘఅ ړߖయࠪߖ ޒۯ ݟڕ ంۨ߅సంబం ڕ 
ठࡌࠪ ఏకపࣾ ߘߝ ऒߖ  కڵ࡯ ఉండగలߘ, ఇߖߕ࢑ࠪ ޴ऒ యక߱వ۪ऐۯ ߤࡷ  ఉనऒ ߘߝ ߗڒ  మघࠒ  లࡹ 
ఉంܿం޴ ఇకए డ ڶయడం వలऱ వऴకత࢑ࠪ ࡱనంࡹ పݟ ఉనऒ ऱܿ అࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ߄ࣃ ࡮ۧ ޴రణ ఫ࡯తం
మघࠒ ఒక ߘߝ బܽदڒ కండక ࣋࠵ ݋ంࡓక ߘߝ ࡹ޶అం ,ߘయగలڶ ߘ द࡛ ఉండవచऐ ڵ࡯క ߘ  పओۮ ߖ గలߘߝ ߘ 
మࡖకܽ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛ కएࡅ ߤషڼఇంܽऴ ߘߝ బܽदڒ ޓऴ ڕహరణ޳కܽ ఉࡖమ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ߘߝ   i 
క ఉండవ۪ऐߘࢗ వడంࡌ ࡮ఇ ޴ఇ ,ߘఉండగల ڵ࡯క ߘ ߵࡲ నపओڒ ࡱ ݋ంࡓబܽद ఈ కڒ   ڵ࡯క ݋ంࡓఈ క ,ڔܽ
ఉనऒ  ࢑ࠪనంࡹ వऴకࡔఖ ޶ࡶ , ఈ సమऴగ ߘߝ ࡹ ݋ݞ ఇపओ ఉనऒ ڵ࡯క ڔܽ  కࡓంޜ ݋ సࠪనంڴ v dl 
ఉంܿం޴.
  ఈ సందరग ంࡏࠬ ࡹ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ, ఈ ޴శ ఈ కࡓంړ ݋ సంబం߅ంۨ ږߘࣃల ޴శڕ అڷߘణంڴ 
ఉంܿం޴, ఈ ࠭ ߘߝ ݋ߕ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓ ߘߝం࠳ ݡన࣒ ఐ ڒ ݡ࠮బܽद మڕߕ ࠾ࡍ మࡖక కऴࡔ ఉం݄  
ఇకए డ కࡓం݋ కండక द࡛  ఉ޳హరణڕ  ఈ సమऴ޾ ړߖڴహదం ۯయߘߝ ޳ࡶ ޶ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ nt i4 i4 ࡹ 
एࡖ߮ నऒ ऱܿڴ ఇ޴ ఇంܽऴڼషࡅ ߤకए పల ఉనऒࡱࢗ ߵࡲ  ం޶న ߘߝ ऴప࠼ߦ ޒం݋ వదभ ఉనऒ  అయࣃए ంత 
इऴతం అߖऒ  కࡓం࣋࠵ ݋ కండక दర ऱߖ ۯర प࠼ంచబޔݡందߖ ఇకए డ ߮ࡖए .࡯ߕ
दࣃदڝवࡵఎ ߖࡹచటदం ࣒ڴ   झڡܽ ङ޶࢑ , ࡵవ ࡹࣆښ  ऒߖइऴతం అ ޠ ࡎ۸  णల ޳छ ఉతओ ࡌ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ  ޠ
इऴతం ޳छ రߖ ࡌ प࠼ంచబޔݡం޴, అޙ࠼ ఒక ڝऱܘन  ఉపࡍతలం߯ ఫऱڡझ  అ࢑ ޻ధంࡹ ڴపల ఉనऒ ࡎ۸  णల߯ 
ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఉ޳హరణڕ ఈ ۨऴతంࡹ ఉతओ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం.
 ऴపࣆफత ڒరణంڴ మߖ ݋ݞ ߘߝ ߗڒ ࠾ࡍ ఏڔకృతం i one i two i three and i four v dl
ओߩనࣄۯ छ޳ ߵࡲ ఈ ࡱऴప࢐ࣔ ݦహదప޾ ڕవࡱ࢑ సమऴగ ݡ  బܽदڒ ࠲ऴతࠪ ࡱऴప࢐ࣔ ݡ࠮ నݟటदబ۪ ࡌ
దయࣄۯ ఏ సమయంߕߞࡹ అయࣃए ంత इऴࡱޑ ఉߕऒ యߖ మࡍऐ ߱కంݟ.
 
సమऴగ ݟ ݋ݞఎߖࡹ ࡽ ఆంߧయ࡛ చటदంߖࡹ అߖऒ  ऴప࢐ࣔల ޳छ ఉతओ ࡌ ङࠌంऴܽڒ ߵࡲ ޴నݟయబۯ फޒ  p ࡹ
ఉనऒ  ऴపࡱ࢐ࣔ ࠪऴత࠲ ఈ సమऴగ ࡱ࢑వڒ ڕబܽद ఇంܽऴగ݋ݞ ࡽ ఒక పࣄࡍबࡹޒ ఇంܽऴగ݋ݞ ࡽ te v dl b 

एࣃఅయ ޴ం, ఇ޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ0 ంత इऴతం ߕࣆऒ  అۨࣇ ߖంచ޶, ఇߩओ ओߩమనం ఇ ݡ  dl ݡ
నࣄ۫ ऱܿڴ ऴపࣆफత ࣋࠵ కండక द࡛ కएࡅ కరణڔపల ఏࡱࢗ ݋ݞ ࠉ  ऒߕࣆ ޴ߝఅ  ޴ఉం ࡹړߖఉ ߵࡲ   dl 
అ࠼నపओ एࣃవదभ అయ ݋ం࠼ߦ ޒऴప ڔܽ ంత इऴతం ߕࣆऒ నపओڒ  ओߩఇ ,ڔܽ సం ఒక సమసङڝ ࠬ ߘߝ ݡ  ߘ
ఇకए డ వ࠻࢘࡯޴లڕߘంܿߕऒ  ,ߘ
भ޳۫ ݟంߘ ߯ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ం ڒబܽद ڕߕ ఐ޶ ఆంߧయ࡛ ల ࢙ߩ కࡓం݋ వ फ࣎ ం޴, ఇకए డ మࡖక కࡓం݋ 
ऐۯవ ߩ࢙ ߕ ࡱ య࡛ߧఆం ޶ఐ  ޴ంޜࢂࢗ ړ࡯పࡹ  మࡗ కࡓం݋ ప޴ ఆంߧయ࡛ ڒ ࡱబܽद ࡓ ߘߝంߵࡲ ݡ లߘ
ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ అߖ పࡍగࣃށफ   బܽदڒ ߘ
 ࠉ సం సమऴగڝ ߖ޵ ,ݟనంھߘక ߘవలࡱ࢑ ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ ࡽసం ఇంܽऴగڝ ల ޠߦ ݞऴ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࣄ
 ࠾ࡍమ ڴలంږޒऴప ࠾ࡍమ ڴషधంࡍగ ࠾ࡍమ ڴలంږߘࣃ ࠾ࡍమ ڴషदంࡍగ  ޴ఉంܿం ࡽఎݟ ݋ݞ
ۨవరࣄ  ڴ వڕ ߤ సࠪన࠳న ݟ ݋ݞ ࠉఎࡱ࢑ ࡽవߘ కڵ࡯ ఉనऒ  మࡖక ࠪࡌठ ऒߖ  ߤవ ࣄ ࡏࠬ బܽदڒ ,ݟయంڶ 
మڝ ݀ ࣄ ࠾ࡍసం సమऴగ ݟ ݋ݞ ࠉఎړࡵ ߘ ࡽए ంచంݟ.

గࡍషदంڴ మږߘࣃ ࠾ࡍలంڴ మ࠾ࡍ గࡍషद ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ , ఆ߯   ich integral b dot dl 
ఇపओ ࡏࠬ రࠪ ښܽ ठం ڝసం ړࡵए ంۧࡏ, మࡖక వङ ړ फߖ మࡖక వऴకࡔఖڶ ߘయంڝ ߖ޵ ,ݟసం ࡅకएc b dot dl 
సమऴగ ࡱ࢑వ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ సమసङ ऒߖڜ ڕ  ఆࡹచనࡱ ఇవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆంߧయ࡛ c1
చటदం ࡅకए  అߘవర फߖߕऒ అర ڴࠈ  बం ڝࣆۯవడంڕࠬ ࡹ సࣔయపޔݡం޴ సڒ ࡔబܽद ߖڜ ߘߝऒ  
పࣄࡍबޔలڕ ఆంߧయ࡛ ߖయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑ࠻లڕߘంܿߕऒ  ࣒ڴ సంڝ యమంߖ ࣒ڴ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘ
చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంۨన݄ऱ ߖ ࣒ڴ ࠭࠲యࠪߖऒ  ߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ ఇߩओ ۸࡛ ݡ ण ۯయబݟన పంނߧల߯ 
ఎࡵवڝदࣃद एړࡵ ߘन లࡽ߹ ڡܽ ంచߖ ࣒ڴ ړߖݞయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑ࠭࠲ ࠭ࣃ కھߘనऒ  ࣒ڴ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖߖ޳ 
కएࡅ ओߩయమం ఎలऱߖ  పత ఉనऒࡐసమ ޴ఇ , ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖందޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ݢ ࡍߖ  भషद పࣄࡍबޔలࡹ 
ఉపࡆగపޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ࣆషद పࣄࡍबࡹޔऱ ङ޶࢑ ߘߝ  ऒߖޑइऴ ޠ  ݟంߘ సమऴగం ߖࡹచటदం ࣒ڴ 
బయటޓ ڕయగలߘ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డ ఆంߧయ࡛ ࡅకए ङ޶࢑  एړࡵ ߖނߧइऴత పం ޠ ంచడంڕߕ ࡹ 
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సࣔయపޔݡం޴.
 చటदం ఎలऱߩओ య࡛झߧఆం ޴ంޔऱࡱۮ ݢ  చటदం ڜ ߘߝంత సమࡐపత ޳छ एࣃఅయ ࡌ ంత इऴߖޑऒ  సమऴగం 
ओߩనڵ࡯గڝࣆޓ పలࡱࢗ డ࡮ऱ  ఉపࡆగపޔݡం࢐ ޴దనࡱ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంచړߖݞ a  
ऒߖ޳  ఉపڵࡆంచంڒ ,ݟబܽद ߖڜ ࠭࠲ऒ  ఉ޳హరణలߘ ۫డటం ऴߦరంࣃࠚफ  ߝڕߘలݞ۫ ߘߝ బܽदڒ ࠭
కండక ࣋࠵ ݋ంࡓసరళ క ࠾ࡍన ߰డ࢙న మ࠳హరణ అనంత޳దܽ ఉ࠴ द࡛  फతࣆफత ऴపࣆऴప ߕ ޴బܽद ఇڒ 
కండక द࡛  ఇߩओ एࣃఅయ ڴరణంڒ పతࡐ࢑షయం ఏࠫటం݄ సమ దܽ࠴ ۯంߖగమ ߘߝ ݡ ంత इऴతం ఈ z 
ఇకए ,޶రపడ߄రం߯ ఆ޷ డ ఇకए డ ऴప۲ܼޒ ఒ࢑ ښధంڴ ఉం࡯ݞ, ఇ޴ అనంత࠳న ߰డ࢙న ࢙࡛, ఇ޴ ఈ 
న కండక࠳फత రకࣆऴప ڕࠬ కం݄޶ఎం ޶రపడ߄ణం߯ ఆڝ द࡛  ఉం݄ ఈ ࠼ߦం݋ ఈ సమయంࡹ ఒ࢑ ښధంڴ 
ఉంܿం޴.
  అ࢑ ޻ధంڴ ఉంݞలం݄ అނڝ ޴య ఆ߄రపడܼߖऒ   
కڵ࡯ ఉండږడ޶.
 ఈ ࠙గం ఈ ࠙ߖڴऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇڕ ࡛࢙ ޴ సࠪంతరంڕ ࡛࢙ ڴ లంబంڴ ఉంݦ ఒక ࠙ߖڴऒ  
లంబంڴ కڵ࡯ ఉంܿం޴  ఇ మ࠾ࡍ ఇతర ޴శڕ ࡛࢙ ࡹ సࠪంతరంڴ ఉనऒ  ఒక ࠙గం ఇߩओ  ߘߝ ݡ
ఉ޳హరణڕ బࡆ సరछ ࡛ చటदం పరంڴ ఆۨࡹంచగలߘ మܿߦ ޜ ࡛࢙ ࠾ࡍ ఏߕ޼ ऴపࣆफత ࠮లకం కڵ࡯ 
ఉం݄, ఈ ޴శࡹ ఎܿవంܽ ࠮లకం ߖࡶ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ .ߘడగల۫ ߘߝ ߖफందࣆۯ फޒ
  ఈ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛  ఎߩओ एࣃఅయ ߕ޼ఏ ࡹశ޴ ఈ ޳ࡶ ࡹశ޴ ఈ ߕݧ ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ  ޴फంࣆۯ फޒ
ఎం޶కం݄ దయࣄۯ అయࣃए ంత इऴత ޴శࡏڷ ߘफం۪ڝంڒ ݟబܽद ఇࢗ ޴క द࡛  మ࠾ࡍ ఈ ࢗక द࡛  బܽद dl rڒ 

ऴ࣒ڒ అయࣃए ంత इऴత ޴శࡹ ఎలऱߩओ కࢗ  ޴ఉంܿం ڴలంబం ࠾ࡍమ ݢ द࡛  dl r dl r ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद అయࣃए ంత इऴతం అ࠭܊టڴ ࡽ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߕ ߘߝ ऴపࣆफత ࣋࠵ కండక द࡛  ݟంߘ ߯ ࡹ 
۫࣋फ అయࣃए ంత इऴతం ఈ ࠙ߖڴऒ  ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ڕߕ అయࣃए ంత इऴతం ఉం݄ ఇకए డ 
ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ ఇకए డ ఇ޴ ఇߩओ  ࡮ఇ ݡ
ఉంܿం޴, అయࣃए ంత इऴతం ఈ ࠙ߖڴऒ  కڵ࡯ ఉండదߧ۫ ߖంచߖڜ ߘߝ ړߖݞऒ  సమࡐప ࢐దనలݞږ ߘ
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ఇకए ߗڒ , డ ߘߝ ఇߩओ ऒߕफࣆڵࡆఉప ݦ एࣃఅయ ߘߝ ߘ ంత इऴతం ࡅకए  ߘశ޴ 
నऒڕࣆࡱޘ  తࡌछ త మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ఈ ڝణం߯ ఆ߄రపడదڕࣆࡱޘ ߘߝ ߖనऒ  తࡌछ త, 
ఉࡹړߖ ఉనऒ  అయࣃए ంత इऴతం ఇߩओ మघࠫ ߖలݞఉం ࡹశ޴ ఈ ݡ ऒ࡯  ఒߧओ ంۯంڕ޶ ఒక బࢗ࣊ࡆరࡽ 
చటदం ߘߝ ఈ సࠬకరߖހऒ  ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ .ߘ
కएࡅ య࡛ߧఆం ࣒ࡆబ ߕ ޴బܽद ఇڒ    చటदం ڒబܽद ࣃۯ ߘߝफ ۪ ࡛࢙ ఈ ߘߝ అం݄ ߘ द݀  వృޑफ  రڒ
ठࡌࠪ ऒߖ फࡿڙࣆޓ  మధङ , ߘ ఉనऒ ࡹ  r dl ࡮వదभ ఇ ݋ం࠼ߦ ޒబܽद ऴపڒ ޴ఉంܿం ࡹరం޷ రం޷ ޜ ࡛࢙ 
ఉంܿం޴ మݞږ ࠾ࡍ ఏ సమయంߕߞࡹ ఇ࡮ ఉంܿం޴ అࢗ ޴ߝక द࡛  b b dl ޴ఉంܿం ڴసࠪంతరం ړ 
మڒ ࠾ࡍబܽद ݋ݞ అ޴ߝ ఈ సమయంࡹ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఈ సమయంࡹ ఇ࡮ b dl bdl b dl 
ఉంܿం޴ ఈ సమయంࡹ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ఇంܽऴڼషڝ ߤసం దయࡏڷ ࣄۯफం۪ڝంߘߝ ݟb dl 
ఏߕ޼ ఎం۪ڝవ۪ऐ झࣄڴ   యߤ ఉపࡍతలం వߘߝ ࡵ ఏࣄڴ ߕ޼झ యߤ ఉపࡍతߖ࡮ऒ  ఎం۪ڝగలߘߝ ,ߘ ఈ 
ఇంܽऴڼషڒ ڕߕ ࡹ ߤవలࣄన ఏߕ޼ వऴకతߘ ఎం۪ڝగలڒ ߘబܽद ߕ ఎంߧక ࢙࡛ ۪ द݀  ఒక వృޑफ  ర ࠪరठంڒ
మ࠾ࡍ మధङ छ޳త ,޴ఉంܿం ޜ ࡛࢙ ࡹ  ޴ంޔݡసࣔయప ڕߕ ړߖݞయۯ కృతంڔఏ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ޴ఇ ࡌ
మ࠾ࡍ అం݄ ఏࠫܽ  ڒబܽद ఉ޳హరణڕ ఈ ڝణం అޙ࠼ ఇ޴ అޙ࠼ తపओ  d l dl d phi rdl rd phi 
మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ݋ݞ b dl brd 

కएࡅ య࡛ߧబܽद ఆంڒ  చటदం ڕߕ సమऴగ ߖ ݋ݞ ఇࣆफం޴, ఇߕࣆ ࠮ ޴ऒ ࡓ  ऱܿ కࡓంړ ݋ phi b dl 
సࠪనం, ఇښ ޴వలం  కࡓంߘߝ ݋ కండక दర ऱ ޳छ ऒߕޔࢂࢗڕࣆޓ ࡌ  ࡽఇంܾऴగ ޴బܽद ఇڒ ఐ ݋ߕ ࠭ ޴ఇ ,ߘ

మߘߝ ,޶ڒ ࠬࡔ ఇߩओ సछ ݟంߘ ݡ తంऴతంڴ ఉం޴, ఇకए డ ఇకए డ ఇకए డ ऴప۲ܼޒ brd phi b phi b b 
ఉం޴ ఎం޶కం݄ ڕࣆޓ ߘߝంܿߕऒ మధङ ߘ ఈ ఉనऒ ࡹ  వృޑफ బܽद ఇకएڒ ర ࠪరठంڒ డ ఇకए డ y b 
ऴప۲ܼޒ ఒ࡮ښ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ ߘߝ సమऴగం ߘంڝࣆޓ ݟగలߘ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ అ޴ߝ ߯ b r phi
ఆ߄రపడڒ ޶బܽद సమऴగ࠳న݋ߕ ޴ ఇ޴ ఇంܽऴగࡽ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ  అ޴ߝ b d phi mu i br d phi 
ఈ ࠉంࡹ࢓޶ వృతफం ޳छ pi pi ړ ݋ߕ ࠭ ࡱ ݡంࡓ బܽदڒ ݡంࡓ ޴ణం, ఇڝ తफం࠴ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ
సࠪనం ڒబܽद ߘߝ కڵ࡯ ఉనऒ  అయࣃए ంత इऴతం ࠭ ߘߝ ,݋ߕ ఆంߧయ࡛ ߖయࠪߖऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ  ,ߘ
అޙ࠼ దయߘߝ ࣄۯ ఆంߧయ࡛ ߖ ߰ం޳నࡏڷ ߖफం۪ڝంڻࠪ  ݟऒ छ޳ ందడం߰ ߘࠀ ڡܽ  చటदం ࡌ
అనంత࠳న కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛ కएࡅ య࡛ߧఆం ۃࠪ ڴరణంڒ   చటदం ۧ߄ࣃ ࡮రణ చటदం, ఇ޴ అߖऒ  
పࣄࡍबޔలࡱۮ ڕऱޔం޴ మ࠾ࡍ కࡓంࢇڙࣆ࠵ ݋ऱ ࢐హకం అనంత࠳న ߰డ࢙న కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛  మ࠾ࡍ 
పࠫࡍత ࡮ంۃ కࡓంڒ ݋రణంࡽ߹ ڴन ړࡵ ߘए ంచߘߝ ړߖݞ మࢁऱ ఆంప࡛झ  చ दܼ ऒߖ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ   ߘ
࢐హక࠭ࢇڙࣆ࠵ ߘच కएࡅ द࡛ڒࢗ ߘߝ  ङߕ࢑ శ޴  ऒߖࣃ  మޓ ࠾ࡍగ ޷రం߯ ڒࢗद࡛ ࡅకए  b b 
ఆ߄రపడܼߖऒ  కھߘనړߖݞ 
ऒߖڜ  సమࡐప ࢐దనలߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ   కڝߘए ంݟ , ఆ߯ ߘߝ ఇంܽऴڼషࡅ ߤకए  సࡕన ࠪࡌठ ऒߖ  
ఎం۪ڕంܼߘ , ఇ޴ ఇంܽऴగߘ ࡽంڝࣆޓ ݟవڕߕ ړߖݞ సࣔయం ࣆۯफం޴, ఇڒ ߘࣃۯ ߘߝ ޴బܽद ߘߝ b 
ऒߖڜ  ఏకపࣾ ࠪࡌठ ऒߖ ۪ ࡛࢙ ߘߝ ం݄ڕࣆޓ  द݀  వృޑफ ठࡌࠪ రڒ ऒߖ ऒߕڕࣆޓ  ऒߖ޵ ߘ  ߘߝ బܽदڒ ݟయంۯ 
తڵన ࠪࡌठ ऒߖ  ఎం۪࡯࢐ڝ, ఇߕ ޴ङ యబదमంڴ ఎం۪ڕనऒ  ఏڔకరణ ࠪࡌठ ऒߖ  ఎం۪࡯࢐ڝ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߕ 
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వङ వڴ࢑࡯ޘ ߅ ఎం۪ڕనऒ  ࠪర ठం ۪ द݀  వృޑफ నऒڕఎం۪ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡛࢙ ߘర ࠪరठం అతڒ ం޶న ࡛ߦ द b 
ऴప࠼ߦ ޒంړ ࡹ ݋ సࠪంతరంڴ ఉంܿందߘߝ ߖ ఎం۪ߕڕऒ  dl b dl brd phi ߘ ݋ݞ ߘߝ బܽदڒ ߘ
అߖ ऴ࢐యగలߘ మ࠾ࡍ అߘ ޴ߝంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇంܽऴగߘ ࡽంݟ b phi b 
కएࡅ ޴ߝఅ  ߘగలڝࣆޓ  ఫంࣾߤ అߖ ߘߝ ,ޙ࠼ సమऴగం ߘంݟ బయటޓ ڕయగߕޔڷࡱऒ  b phi b ߘ
మࢗ ࠾ࡍంటߝ ఏڔకృతం ࣄۯ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ߰ందగߕޔڷࡱऒ ړఆస ࡮ۧ ޴ఇ ,ߘ फకర࠳న ఉ޳హరణ,
ఇ޴ 
అనంత࠳న కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛ కएࡅ   అయࣃए ంత इऴతం ఏࠬ ࡶద࡯ޘ ڕߕ ߖయܑࣆफం޴.
  అޙ࠼ అ޴ߝ బࡆ సరछ ࡛ చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ   b pi r ݡంࡓ న޴ం߰ ޶ం࠭ ڕమనం ఇంత ࡌ

దగ ߕ బܽदڒ సࠪనం ޜ ठర మందܽߦ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛  ఉంڒ ޴బܽद ߖ޳ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛  ࡮ఇ ࡹ 
ऴపవࣕ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ࢐ङ రࣃ बం అߖ అڕߘంܼڒ ߘబܽद ఎڷవ ࣾ࢒ణ ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ వృޑफ   r i ߘగޓ రڒ
కڵ࡯ ఉండంڒ ݟబܽद కࡓం݋ సࠪనంڴ పంۯ ނߧయబݟన ऴపࠉ ޒం࢓޶ వదभ ߩ࢙ ߕ ऴపవࣕࣆफంڒ ޴బܽद ߘߝ 
కएࡅ ߖ޵ ݞږ పలࡱࢗ ࡛࢙ ࠾ࡍపల మࡹ ࡛࢙  అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఇߩओ  ݡ
న ߰డ࢙న సనऒ࠳అనంత ߘߝ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘ࢐దన ޻సం అڝ ݋ంࡓక ߖ  గ࢐ ޒహకం మ࠾ࡍ 
అయࣃए ంత इऴతం ఈ ࣃब నం߯ ఆ߄రపడదۮ ߖపओ ంݟ, ఎం޶కం݄ ఈ ࠉం࢓޶ ఈ ࠉం࢓޶ అనంతంڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦంటऱߗऒ  ఖۨऐ తంڴ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद అయࣃए ంత इऴతం ఈ ڝఆࡍ न݋ߝ ߯  
ఆ߄రపడ޶ ఎం޶కం݄ ఇ޴ వృޑफ बࣇ రڒ .ߤࣾ࣊ ࣒ڒర ऴڒߦ
  ऴڻࠪ ࡛࢙ ߤࣾ࣊ ࣒ڒऒ झߤݥం߭ݟ ࠀ ړ नࡽ߹ ڡܽ  మ࠻ ࠾ࡍంࡽڵ ߯ झߤݥం߭ݟ   ఉండږడ޶ అం݄ ڜ ߘߝంత 
एࣃఅయ ߕߞࡹ࢓޶ంࠉ ఏ ݟంబࢗ వృతफం ߖڜࣆޓ రం޷ ంత इऴߖޑऒ एړࡵ  ంۨనటऱޙ࠼ అ޴ ఫంࣾߤ 
.޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ښఒ ۲ܼޒऴప ࡹ ࡽڵం࠻
  ఎం޶కం݄ ఈ ࠼ߦంړ ݋ ఈ ࠼ߦంړ ݋ మధङ  ఎ࡮ంܽ ڒ ޶ࡶ ݞޙబܽद ړߖ޳ అڵऒ झߤݥం߭ݟ   ఉండږడ޶ 
ऒߖరపడܼ߄ఆ ࠲न ࠪऴతࡽ߹  ۃࠪ బܽदڒ  కڵ࡯ ఉంܿం࢐ ޴ङ రࣃ बం ࢙࡛ మధङ  etic r ޴రం అ޷ ݟంߘ ࡹ
ఇߩओ నऒھߘక ߘߝ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ࠲ऴతࠪ ߯ ݡ దभ సంఖङ߭ ޴ఏࠫటం݄ , ఇ ޴  r ࡹ
సనऒ నऒޔࢂࢗ ࡹశ޴ ࡱڒల࠮ ݋ంࡓక ߖ ऱܿ ߘߝ పࡍగށంచగలߘ  మనమందరం అ࠭܊టࡽ మ࠾ࡍ ఈ 
ఉనऒ ࡹశ޴  ఒక అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  ఉతओ फࣃۯ फޒ ࠭ మ࠾ࡍ ऴపࣆफత గ࢐ ޒహకం ࡅకए  అయࣃए ంత 
इऴߖޑऒ एړࡵ  ంచߖ޵ ߘߝ ړߖݞऒ  ߘంచగలڵࡆఉప ߝంటࢗ 
కएࡅ య࡛ߧబܽद ఈ ఆంڒ  చటदం ݋ݞ ڕߕ సࠪనం అޔࠋۮ ڕߕ ߖంڒ ޴బܽद ࣄ࢘ࣄ࠮ ߘߝన v tl 
ऒߕࣆ   ఇߕ ޴ ऴపࣆफత ऴపࣆफత కండక द࡛ , ࢐ङ రࣃ बం ࡹపల ఒక ࠪࡌठ ऒߖ ओߩఇ ,ߘంܼڕࣆޓ   న r࠳࢑ధ ޻ఇ ݡ
ఆࡏठङ ठङࡏऴܾ ఆ࠱ࣄ ݋ం࠱ छ޳ ల ݋ం࠱ एࣃఅయ ࡌ ంత इऴతం ఈ అ࠭܊టࡽ 
పవ۪ऐ۫ ߖఅ ࡯ݞఉం ࡹశ޴   మధङ ठࡌࠪ ఒక ߘߝ కߘక ࡹ ऒߖ  v dl ݋ݞ ࡽం݄, ఈ ࠪరठం ఇంܽऴగڕࣆޓ 
ओߩఇ ߘߝ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంతంߦఒక ऴ ߘߝ ,సࠪనం ڕల࠻సమ ࡗ܋ నࣄ࢘ࣄ࠮ ݡ  mu ߖ ݋ంࡓతफం క࠴ 
కڵ࡯ ఉߕऒ ए࣋ ߘ छ छ޳ ࡛ కएࡅ ࡛࢙ ࡌ లङࢡ࢙ తफం࠴  ం ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ కࡓం݋ ࢙࡛ అంతܼ r y pi r 
ఏకڴޒࡎ పంۯ ނߧయబޔݡంڒ ޴బܽद కࡓం݋ అ޴ߝ ऴ࣒ڒ ࣊ࣾనࡽ ఏ࠻ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࢙࡛ i i pi r 
రछߖ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗڕࣆޓ ڴ޶ࠬ ۨంచగలߘ కࡓంߖݥ ݋झ ܾ ప࡛ ݋ߖ࠿ ఏړ࠻ࡍ కࡓం݋ 
అం݄ ࠑ ࣋ए छ ం݄ ࣋एڕࣆޓ ߖ࠻ࡍఏ ݋ߖ࠿ ڴలంబం ړ ࡛࢙ ࡏࠬ బܽदڒ ࡛ छ  i pi r i pi r ݄޳ ߘ ࡛
కࡓంߘߝ ߖ ݋ కھߘంܼڒ ߘబܽद 

छ޳ ޠߦ లङࢡ࢙ ߤవ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݋ంࡓన కݟటदబ۪ ࡌ ంړࡹ కࡓంߖݥ ݋झ ܾ, ఇ޴ ఐ ޳छ  c c pi ࡌ
ఆ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ړࡹ ࡛ छ ए࣋ ړࡹ ࡛ छ झߖݥ ݋ంࡓక ޜ ࡛  pi r i pi r.޴ంޔݡంచబށڷ ܾ
ए࣋ ߘߝ  छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ऒߕఉ ࡹ ࡛ ओߩబܽद ఇڒ ࡔస ߕ ओߧۮ ڕࠬ ߘߝ ݡ న ऱܿڴ ఇߩओ ङڒ ݡ  r r r ࡽటߧ
࣋ए छ छ޳ ࡛ ࡓ ݋ంࡓక ࡌ ऱܿ ۨనऒ ए࣋ ޴ छ ࡛ అߧۮ ڕࠬ ߘߝ ߖओ న ऱܿڴ సమࡐప ࢐దనڕߕ ࡱ i r 
వృޑफ ర ࠝࠫ ఆ࡛एڒ एࣃఅయ ࡹశ޴ ంట ఈࢗ  ంత इऴతం ఉందڒ ࠼ޑࠋۮ ߖబܽद ఏࠬ ఉండ޶ b  dot dl 

మ޶ڒ ࠬࡔ ఇంܽऴగ݋ݞ ࡽ మࢁऱ సమऴగ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ g b b dl brd phi
మڝ ࠾ࡍణం ߘంࡔ࢘ ݟछ  ऱ b b rࡏࣃ ऱࡏࣃ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ښఒ ࡹ ݋ం࠼ߦ ޒऴప ࡹలހڝ ࡏ
ఇంܽऴగࡽ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇࡏࣃ ޴ऱ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.d phi b 

झ࠹݅ ݋ߕ ࠭ ޴ఇ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ऱࡏࣃ చటदం ۯంߧߖక ߘߝ బܽदڒ ݡంࡓ ऱࡏࣃ  సࠪనం  r pi b r pi ڕ 
ఇ࡛ ࣋ए ݋ߕ ࠮ ߘߝ छ ङڒ న࠳సࠪన ڕ ࡛ ए࣋ ࡽటߧ छ छ޳ ࡛  r b ߖఅ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ߘࣃ࢘ࣄ࠮ ࡌ
ఇ࡛ ࣋ए ݋ߕ ࠭ ޴ంޔࠋۮ छ छ޳ ࡛ ए࣋  ࡌ छ ङ࠮ అం݄ ݀ ࠑ ߤవ ߖ ࡛ ܿ ߤఐ ఇ ݋ߕ   r pi r r pi ݀ ࠑ 

࣋ए छ एࣃబܽद అయڒ ,޶ڒ ࠬࡔమ ޜ ࡛ ంత इऴతం ఇߩओ నऒۨ ݡ  r r mu ޴ఇ ,޴ఉం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړ 
ए࣋ ݡంࡓ ڴ࡮ छ एࣃబܽद వదभ అయڒ ޴ంޔݡరప߄ఆ ޜ ࡛ ంత इऴతం ఉంܿం޴ .Naught ir pi r r 

ऒߕࣆ   एࣃసࠪనం అయ ړ ంత इऴతం ߕࣆऒ ओߩऱనࢀࢗ ڴరం޷ ݟంߘ ంऴదంښ ࡏࠬ  एࣃఅయ ݡ ంత इऴతం 
घࡏ߷ ఈ ޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ࠲ऴతࠪ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ కండక ࡮ द࡛ పల ఉనऒࡹ  ठࡌࠪ   ࠲ऴతࠪ ړߖ
నऒۨ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔऱࡱۮ  ࠙గం ఒకܽ ڒబܽद అ޴ కం݄ తڕए వ ఎం޶కం݄  ࠪ ࠪరठం ࡹపల ఉం޴  c r 
కండక द࡛  ఇߩओ एڕకం݄ కం݄ ఎ ݡ వ కండక द࡛ పల ఉనऒࡱࢗ  ठࡌࠪ  छ޳త ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ړߖ  r r ߕ ࡌ
కండక द࡛  మߘߝ ࠾ࡍ బయట వృޑफ ठࡌࠪ రڒ ऒߖ వ ݡంࡓ ߩ࢙ ߕ ݋ంࡓబܽद కڒ ,ߘڴ࡯గڝࣆޓ  फ࣎ ం޴ r 

Pru
tor
@
IIT
K



ఇߩओ एࣃఅయ ڕߕ ࡱ࢐దన ޻అ ݡ ంత इऴతం తపओ క ߦۮओ फޑఈ వృ  ࡯ కएࡅ ర ࠪరठంڒ  ,ݟఉండం ࡹశ޴ 
ఎం޶కం݄ వృޑफ ర ࠪరठం మధङڒ फޑబܽद వృڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ࢓޶ంࠉ ఈ ࡹ ఉనऒ ࡹర ࠪరठంڒ  
అయࣃए ంత इऴతం ڕߕ సమऴగ ݋ݞ అߖ మࢁऱ ޔࠋۮం޴, b dl 
ఇ޴ సమऴగ ړ సࠪనం, ఇࡏࣃ ޴ऱ ࡏࣃऱ సమऴړߖڴ సࠪనం  ఇࡓ ޴ంࡏࣃ ݡऱ brd phi ah b r d phi pi b 

కండక ,޶ڒ ఏࠬ ޴నݟయబ࢘ࣄ࠮ ݋ంࡓక ࠾ࡍసࠪనం మ ړ द࡛ छ޳  चࢇڙࣆ࠵ ࡌ బܽद rڒ ݋ంࡓతफం క࠴  i 
छ޳ ݡంࡓ ޳ࡶ ݋ߕ ࠭ ߘޑ޶ం߰ ݡంࡓ ߘߝ  pi br i b pi i r ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ ݋ߕ ࠭ ࡌ
కࡓం݋ ఇ࣋࠵ ߘ࠭ߘ కࡓం࣋࠵ ݋ కండక द࡛ छ޳  ఉతओ ࡌ एࣃన అయݟయబۯ फޒ ంత इऴతం వࡵ ఉంܿం޴ 
కండక ޴బܽद ఇڒ द࡛ పల ఉనऒࡱࢗ   కండక द࡛  పࠪࡍణం߯ ఆ߄రపడڒ ޶బܽद అయࣃए ంత इऴతం ࠴తफం కࡓం݋ 

అ࠼న ऱܿڴ ఉంܿం޴ ऴపࣆफత కࡓం݋ కండక द࡛  మధङ झࣄఅ ࡹ ంۯ ۃయడం వలऱ p 
ఇకए ڕߕ డ ࡓంݡ ఎڡझ  ऴ߭షࡱ ߤ వۧऐ फࣃऴ࢐ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࠼ b mu naugh i pi ݡంࡓ ޴ߝబܽद అڒ ߘ

࣋ए छ एڕకం݄ త ޳ࡶ ࡛ వ అ޴ߝ r r r r mu Naught i by two pi.
కం݄ ڝసం ఎڕए వ అߖ గమߖంచంݟ, ఈ సࠬకరణం ߘంݟ వదभ ࡓం޳ ݡछ  సࠪనం   r r r r v pi r ࡌ

మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ߘంݟ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद వదभ ఒక݄ ڒబܽद అయࣃए ంత इऴతం b r 
సࡍహ޶भߖ ࡹరంతరంڴ ఉంܿం޴ కߘక ఇకए డ ఒక ࠒమघ फత కండకࣆऴప ߕ ޴బܽद ఇڒ ݟయంڶ ߘ द࡛   బܽद iڒ 
ఇڒ ޴బܽद ఈ ߷ࡏघ एࣃఅయ ࡮ ంత इऴߖޑऒ  వదभ 0ړ సࠪనం 0 ۫డంݟ.r r 
एࣃబܽद ఈ అయڒ  ంత इऴతం ఇకए డ ޜ సరళంޔڷࡏ߭ ڴంڒ ޴బܽद ఇ࠼ߦ ޴ంڒ ݋ङ  r ࡮ఇ ڕవర ࡽటߧ
छ޳ 1 ޴ఆ߯ అ  ޴ంޔࢂࢗ एࣃఅయ ݟంߘ 0 ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔठڷత ࡌ ంత इऴతం సరళంޙڵࡍ߭ ڴ ఇ޴ r r r 
బయట ڜంత ࣄबర࠳న ࡹపం మ࠾ࡍ అࡱࢗ ࡛࢙ ޴పల 1 ޳छ  న r࠳फత రకࣆऴప ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ࡌ
పంނߧ అయࣃए ంత इऴతం ࢐ङ రࣃ बం మࣾࡓݧ ࠾ࡍనڼࠪ ࡽऒ కएࡅ   కండక द࡛ एࣇऴ ޒۯ ݟڕ  ऒߖయࠪߖ   r 
۫డటం మ޴ ࠾ࡍశߘ కھߘనడం ޳छ ందవ۪ऐ߰ ߘ नࡽ߹ ڡܽ ࡌ  మ࠾ࡍ ఈ సందరग ం޴ ࡹశ అ޴ߝ కࡓం݋ 
फనऒࣆవ ߩ࢙ ߕ టऱޙ࠼ , అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए శ అపసవङ޴  ओߩఇ ,޴ఉంܿం ࡹశ޴   కࡖమనం మ ݡ
ఉ޳హరణݞ۫ ߘలڕߘంܿߕऒ ࠭.
 ఏࣾڒక కండక द࡛ బܽद సమసङڒ   ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంڒ ޴బܽद ڕߕ ఇకए డ ఒక కండక द࡛  ఉం޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ 
బయట ఉంڒ ޴బܽद ఈ కండక द࡛  ࠾ࡍమ ޴फంࣆऴపవࣕ ڕకߘࢗ ݋ంࡓక ࠾ࡍమ ޴फంࣆऴపవࣕ ࡮ఇ ݋ంࡓఈ క ࡹ 
ఈ పࡍచయం ࡱࢗపల ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴߤࣾ࣊ ࣒ڒ ఇ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद కࡓం݋  ఉ޳హరణڕ ఇకए డ ߕ 
फనऒࣆవ ڕߩ࢙  ऴప࢐హం మ࠾ࡍ ऴపࣆफతం ߘ ߕం޷ ݟరంڴ ऴపవࣕ फ࣎ ం޴ ఇకए డ అ޻ కࡓం݋ ఇకए డ 
 ޴ంޔݡయబۯ ނߧపం ڴ࢑ధం ښఒ ࡹ ండ࡛࡯ࣄ
ऒߘక ݋ంࡓబܽद కڒ  ఇకए డ ߘంݟ ऴపవࣕࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంڵࡍޒ ݟ ऴపవࣕࣆफం޴ ఇ޴ ఏࣾڒక ࢐హకం 
ఎం޶కం݄ ఒకܽ ࡓంݡ కండక दࡏऱ ࡹపల ఏࣾڒకంڴ పߖڕݡ ఉߕऒ .࠼
 ఇ޴ బయܽ ࣇब ర కండకڒߦ द࡛ కएࡅ   అࣾం ࠬద ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ एࣃఅయ ݡ ంత इऴతం ఏࠫܽ అߖ 
దయࣄۯ గమߖంచంݟ  సమࡐపత ڒరణంڴ అయࣃए ంత इऴతం కండక द࡛ बࣃ ఈ ܿߦ ޜ  నం߯ ఆ߄రపడ޶ 
ऒߖఅ ࡹణంڝ బܽद ఈڒ ޶రపడ߄ణం߯ ఆڝ ޴బܽद ఇڒ ఇకए ,࡯ݞఉం ڴ࢑ధం ښంటऱ వదभ ఒ࠼ߦ  డ ߘంݟ 
రం ఉనऒ޷  ۲ట ࠪऴత࠲ ఆ߄రపడవ۪ऐ .r 
झߤݥం߭ݟ ڕࠬ   ࠪऴత࠲ ఉం޴ మߕ ࠾ࡍ లࣾङ ం ఇߩओ ࢐ङ ࠾ࡍమ ݡ రࣃ बం ࠉం࢓޶ల మధङ  r a b 
అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  కھߘనడం, 
ठࡌࠪ కరణڔఏ ߘߝ బܽदڒ ऒߖ అంతర ߕ ޴బܽद ఇڒ ߘంܼڕࣆޓ  ठత కండక द࡛ , ఇ޴ బయܽ కండక द࡛  ఇకए డ కࡓం݋
వ ߩ࢙ फ࣎ ంߘߝ  ޴ ఇకए డ ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ޷ ڕߕరంڴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ࣊ంऴటࡽ కండక द࡛  ߩ࢙ ߕ ࡹ 
ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿߘߝ ڴ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఒక వృޑफ ठࡌࠪ రڒ ऒߖ  బܽद ఈڒ ߘంܼڕࣆޓ 
కࡓం݋ ఈ ࠪరठం ޳छ . ޶ڒ ఏࠬ ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ బܽद సమऴగڒ ޶ࡶయబడ࢘ࣄ࠮ ࡌ
కండక ࡯పࡹ   द࡛ छ޳  ङڒ ݋ంࡓక ޳ࡶ ࡌ छ޳ య࡛ࡍ బయܽ కండక ࡌ द࡛ छ޳   ޙ࠼అ ,޴ంޔࢂࢗڕࣆޓ ݋ంࡓక ࡌ
ఇ޴ ఒక ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ సమࡐపత ڒరణంڴ ఇࡓ ړࡹ ޴ంݡ అࡏࠬ ߖ i b pi r 
۫పవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ࠮ङ छ޳ 2 ޴ంޔ࢓ఐ అ ݋ߕ  एڕకం݄ త ޴ఇ ࡌ వ కం݄ pi r r b 
ఎڕए వ ڒబܽद ఇ޴ ఈ ࢐ङ రࣃ बం ఈ ࢐ङ రࣃ बం ఇߩओ फࣃ࢘࡯޴వ ߖߖ޳ ߘߝ ݡ బయట ఉనऒ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ  b 
అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫ݇ కڝߘए క కండకࣾڒఏ ࡹబܽद ఈ సమయంڒ ࡯࢐ द࡛ एࣃపల అయࡱࢗ  ంత इऴతం 
అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद ޜࠬ ߘߝ వࣆ࢘࡯޴फߕऒ ऒߖయࠪߖ య࡛ߧఆం ࣄۯదయ ߘ  ఉపڵࡆంచړߖݞ 
ऴపయޒऒ ంచంݟ మ࠾ࡍ ఏࣾڒక కండక द࡛  జత ࡱࢗపల ఉనऒ  అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవړߖݞ ఇ޴ 
ఒక ఆసړ फకర࠳న సమసङ  మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ  అࠚనంࣆ޴फߕऒ ࠭ ఏࣾڒక కండక दࡏऱ అߝక ఎలवڝद ఎలवڒदڡߖझ  
ऴపڴࡆలࡹ ఉపڵࡆంచబడ࠼ޑ మ࠾ࡍ ఇ࢑ ఎలवړ दకࡽ ఇంజࡍߗంۃ మ࠾ࡍ ఎలवڒदڡߖ ఇߤ वࣆद࠱ం݄షࡹ ߤ 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ओߩఇ ࡱڴ࠙ న࠳ ऒߖࡌకࡍక పࡖమ ߘߝ ݡ ऒߕంܿڕߘలݞ۫  ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ఇ ,ߘ కరంࡍన ప࠳
మࡖక ఉ޳హరణ ࣎లڒ ݭ࠼ߠబܽद ࣎లݭ࠼ߠ అ߄ࣃ ޴ߝరణంڴ वసदకऐ రࡽ ऴߤࣾ࣊ ࣒ڒ కڵ࡯ ఉంݦ పࡍకరం 
మߖ޳ ࠾ࡍ ۪ द݀  కࡓంڴ ࡛࢙ ࣋࠵ ݋యం ఉంܿం޴.
వछߖయڶ ߖܽ࢒ ߘߝ  ంݟ , ఇڴ࡮ ࡽ࠼ڒ ޴ ఉంܿం޴, ఇ߄ࣃ ࢑రణం࡮ۧ ڴ దగ ठరڴ బం߅ంచబݟన ࡽ࠼ڒझ  
మ޳ࡶ ړ߯ ߘߝ ࠾ࡍ ऴړంړ޴ ऴపవࣕంۯ కࡓంܿߘ కڵ࡯ ఉంܼߘ  ఉ޳హరణߘߝ ,ڕ ఇకए డ nwards 
అߖऒ ంܽࡹ ऴړంړ޴ ऴపవࣕంۯ కࡓంߘ ݋ కڵ࡯ ఉండగలڒ ߘబܽद ఇకए డ ߘంݟ వۯऐ  ఈ ࢙࡛ ۪ द݀  

Pru
tor
@
IIT
K



ఇకए ڕవరۨ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏޒ డ ߘంݟ బయటڕ వࣆफంڒ ޴బܽद ఈ కࡓం࣋࠵ ݋ కండڡ द కࡓంࡱ ݋ అߖऒ  
࢙ర ऱ ڷంݞ సࠪనంڴ కࡓంޔࢂࢗ ݋ంڒ ޴బܽद ߘߝ  ߰డޓ ࢐ܽగ࡯ࣄ ߖߖ޳ ߖڜࣆޓ ߘండ࡛ ۪ द݀  గܽदڴ కܽद
ఉంۨన ࣊ࡽ ࢙ర ऱ ۪ द݀ దగ ࡮ۧ  ठరڴ ۪టदంݟ మߖߖ޵ ࠾ࡍ ࣎లݭ࠼ߠ అంܼࡏ మ࠾ࡍ ఇ޴ అయࣃए ంత 
इऴޑలߘ బల࠳న అయࣃए ంత इऴޑలߘ సృࢳदంచړߖݞ ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణం࠭࠲ ڴ 
ల సంఖङߩࡱమ ڕ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ రछߖ ߘ ۨంۧ࠭ అం݄ ڕࣆޓ ߘߝంܼࡅ ߖ޵  ߘకए  ۨనऒ  ߰డ࢓ 
ల సంఖङߩࡱమ ࠾ࡍమ ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ एړࡵ ߘ ంచంݟ, త޳छ  ߖణం అࠪࡍన పࣄవలڝࣆࡱޘ ߘߝ ޴ఇ ࡌ
एࣃమనం అయ ޴కం݄ అ޶ఎం ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ߘߝ ంత इऴߖޑऒ फࣃ۫  దగ ޴బܽद అڒ ࠭ ठరڴ క दܿబݟ ఉం݄ 
ऴపޒ ఒకए ܽ ఒక  వృޑफ वసदకऐ ړߖ࢐సफ࢐ ߵࡲ రڒ రڡ࡯ࣛ ࡱ ߵࡲ ࡽझ దగ ࡮ۧ అ࢑ ޙ࠼అ ,࠼ఉంܼ ڴ࡮  ठరڴ 
క दܿబݟ ఉం݄, ऴపޒ ࢙ంݟంۃ ఇڝ ࡮ऱܘन వ۪ऐڝߘఅ ߘߝ ߖఅ ߵࡲ   మࡱ ߵࡲ ࣒ࣛ ࠾ࡍ అߗऒ  a t  
ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࡱऱ ऴప࢐ࣔࢇڙࣆ࠵ ऒߕफࣆ࠵ ߘ ݋ంࡓక ښఒ ࡱ ߵࡲ  छ޳ ߖ޵ బܽदڒ ࠼ ఉతओ ࡌ  నݟయబۯ फޒ
అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవడం ߕ సమసङ  మߘߝ ࠾ࡍ అనంత࠳న ߰డ࢙న ࣎లݭ࠼ߠ 
అనంత࠳న ߖ ۃ࡮ తపओ ऒߕంܿڕߘంۧలۨࣇ ڴࡍసߖ  a ll a ࡮ۧ కం݄ ޴ߝఅ ࢓డ߰ ࠾ࡍమ  ߘ
ఎڕए వ ڒబܽद ࠱ݧనलనࡽ ࣎ల࣋࡯߱ ޜ ݭ࠼ߠफ ߕ ఘనప޳రबం ۧ࡮ ߭దभڒ ޴బܽद ڕߕ ࣎లݭ࠼ߠ ఉం݄ ߘߝ
మధङ ఎకए ࡹ  ڕమన ,ݟం߱࠳యࠪ ࡹ ట࡛ࣄߦڙ  సంڝ మ ऴప࠙࢐లޒబܽद అంڒ ߘޑڕޔࢗ ఒక۲ట ݩ
పࠫࡍత ࣌܌ ߮ऱ݋ లࣄߦڙ ޜట࡛ ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ ߮ऱܿ ऱ అనంతంڴ ఉߕऒ య࢑࠙ ࠭࠲ ߖంۧ࠭, 
ऒߖڜ ߘߝ ޙక߱ࡶ  అంޒమ ऴప࠙࢐ల࡯ݞ۫ ߘ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘߝ అంޒమ ऴప࠙࢐లࠈ ޜధపడߕ  ߘ 
దగ ठర అనంత࠳న ߰డ࢙న ࣎లݭ࠼ߠ ఉం޴ మࡹ ݭ࠼ߠࡶ࣎ ߘߝ ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ కएࡅ య࡛ߧఆం ߘߝ బܽदڒ ߘ ऒߖయࠪߖ   ఉపڵࡆంۧలڕߘంܿߕऒ  బܽद ఈڒ ߘ
చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంచߘߝ ړߖݞ ఏ సమనछ యం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం࡯࢐ڝࣆࡱޘ ޾  ఏ݋झ  మࡅ ࠉ ࠾ࡍకए  
ఇకए ߘ ݭ࠼ߠల࣎ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡮శ ఎ޴ డ ࣃڶफ ओߩఇ ݭ࠼ߠల࣎ ߕ ޴బܽद ఇڒ ߘ ఈ ߘߝ దట࠴ ݡ
࢑ధ࠳న ఉపࡍతలం ڕࣆޓంܼߘ ఇߩओ  న࠳అనంత ߖ޳ ,࢑షయం ఏࠫటం݄ నࣄంచవలߖదట గమ࠴ ݡ
߰డڒ ࢓రణంڴ అయࣃए ంత इऴతం ఆ߄రపడ޶.
  ఈ ڝఆࡍ नࡹ ݋ߝ ఇ޴ ऴపࠉ ޒం࢓޶ ఒ࢑ ښధంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇ޴ అ࠭܊తࡰऱ ࠱ࣄऴܽڡ అ࠼నం޶న ఇ޴ 
దగ ࡮ۧ ठరڴ క दܿబݟ ఉనऒ ऒߕफࣆఊࣕ ߘߝ ߖఅ ࡽ࠼ڒ   r ޙ࠼టటऱݦరప߄ఆ ࠲ऴతࠪ ߯ ޴ఒక࢘ళ అ ,ߘ
అ޴ జߕࠪࡍ ఆ߄రపడ޶ ߯ ఆ߄రపడܼߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, అ߯ࠀ ޴ ఆ߄రపݟ ఉండږడڒ ޶బܽद z 
ऒߖ࡮తࡍంܽ ఉప࡮ఇ ߘߝ छ޳ తలంࡍఉప ޴బܽद ఇڒ తలంࡍఉప ߯ ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕࣆޓ   ࡌ
కޒफࡍంచబޜݡం޴ , ఇڝ ޴ऱܘन  ఉపࡍతలం మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ఈ సࠬకరߖހऒ ऒߖయࠪߖ న࠳बరࣄ   
సంతృߧफపࣆࡏफందࣆࡱޘ ڕߕ ߖ  అయࣃए ంత इऴޑల ڝసం ݞ ݋ݞ ࠉ ఇߩओ  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ0 ݡ
ఇకए డ ڷ޴ ߕవ ఉపࡍతలం మ࠾ࡍ ఎڷవ ఉపࡍతలం ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ఈ అߖ s 1 s 2 
फࣃࡱߧ .ߘ
 ఇߩओ  thi s ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڴ࡮ రణం߄ࣃ తలంࡍకం݄ ఈ ఉప޶ఎం ݟంచంߖగమ ࣄۯదయ ݡ
ఉపࡍతలం߯ ߄ࣃరణం ఇ࡮ ఉంܿం޴, అతߘ ఈ ఉపࡍతలం߯ ఉనऒ ऒߕफࣆ࢘ࣄ࠮ ߘ द࡛ڒࢗ ݞ   ,ݡ
ఉపࡍతలం߯ ఉనऒ  డ ࢗక द࡛ ओߩనࣄۯ కరణڔఏ ࡮ఇ ࡏࠬ , ޴ంޜߩ۫ ړ޴ంړऴ ߘ  కࢗ ݞ ݡ द࡛  అࠈ ޴ߝహङ  
లङࢡ࢙ నڵ࡯రణం క߄ࣃ కࢗ  द࡛ .
కࢗ ݞ బܽदڒ   द࡛  ఇకए డ ߯ࢗ ݞ ړక द࡛  ఇకए డ ऴړంړ޴ అయࣃए ంత इऴతం ఈ ޷రం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴
ऴషएߖ ݟంߘ తలంࡍవ ఉపڷబܽद ఎڒ ࠫంۯ ఫऱڡझ  ఖۨऐ తంڴ 
झڡఫऱ ۯంࢢऴప࢘ ݟంߘ తలంࡍవ ఉపڷ޴ అర ߝంటࢗ ࡏࠬ ߖలݞఉం ڴసࠪనం ޜ  बం ڝࣆۯవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ 
.ݟంڝफం۪ࡏڷ ߘలހర߄ࣃ
 వङ एࣃబܽद అయڒ ࠼ఉంܼ ࡹశ޴ కࡔޒ ంత इऴతం ߯ޔߩ۫ ړనऒ టऱޙ࠼, ఇకए డڕ వۨऐ నంత ఫ ऱڡझ  ఇకए డ 
ऴప࢘ࢢ फ࣎ ం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒښ ऴߦంࡱޑ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ర޶भ
एࣃంతం అయߦబܽद సమऴగ ऴڒ ࡯࠻ۯ ంత इऴతం ऴړంޜߩ۫ ړ߯ ޳ࡶ ړ޴ం޳ࡶ ޳ ఏߖހڝ ߕ޼ऒ  
बࣃ కం݄ ఈ޶ఎం ݟయంۯ भ޶ర ߖంܽݟంࡓ ࡱ ࠾ࡍఒకܽ మ ߖߖ޳ߝఅ ޳ࡶ ޳ంޔߩ۫ నం߯ ఆ߄రపడటం 
झڡఎంత ఫऱ ݟంߘ తలంࡍవ ఉపڷఎ ޶ࡶ  ऴప࢘ࣆࢢफߕऒ ऒߕफࣆࢢऴప࢘ ړࡹతలంࡍవ ఉపڷ޴ ޳ࡶ   ޳ࡶ 
వߕࣄ࢘࡯޴ ఎڷవ ఉపࡍతలం ߘంߖ ݟऴషए ࠫంۨనంత ࠪऴޑన సమऴగం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ s3 
మ޴ ࠾ࡍశࡹ అయࣃए ంత इऴతం߯ ఆ߄రపడటం ڒ ޶ࡶబܽद ߘߝ ఉ޳హరణ࣋ۯ ࡽڒ ڕफ అڕߘం޳ం 
ఇకए డ ߯ ఉపࡍతߖ࡮ऒ भ޳۫  ం ڒబܽद ఇߕ ޴ ࣎లݭ࠼ߠ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠪࡌठ ऒߖ ऒߕంܿڕࣆޓ   ޴ఇ , ߘ
ఉపࡍతలంߕ ࡹ ࠙గం ڒబܽद ఇ޴ ఆ࡛ ڒङ శ ఇకए޴ ߵ డ ߄ࣃరణం ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ߰ందగࠉ ޴ڼ࡯ 
కࢗ ݞ బܽदڒ ݞ బܽदڒ బܽदڒ  ݋ݞ द࡛ కࢗ ݞ  द࡛  dl dl b b br ړࡹ ݋ݞ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ࡹశ޴ ޻అ ݞږ 
 br da a is da ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ࡹబܽद ఈ సమయంڒ గం࠙ ޻బܽद ఈ ࠙గం అڒ ޴ంޔ࢓అ ݞ ړࡹ

ఇ޴ ఈ ޴శ ڒబܽद ఈ సమయంࡹ ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ޴ߝశ మߘ ߖ޵ ࠾ࡍంݟ br  da br br 
సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ߰ం޴޻ ఇంܽऴగࡽ ఆࣣ ࣾࠫంచంݟ ఇంܽऴగݞ ࡽ ఓవ࡛ సࡔऔ ࣒ br s 
ऒߕࣆ ݡ࠮  br pi r l b  r ޴ߝఅ ޴फంࣆۨࣇ ޴ఇ ࢓ఈ ߰డ ޴ఉంܿం ڴ ݡంࡓ ޴సࠪనం, అ ړ
ऒߕࣆ एࣃసࠪనం , అయ ړ ంత इऴతంݟࡔ ߖࡹయڒ ࡽం߱ߜం݋ ఏ޵ ఉండ޶, ࣎లߘ ݭ࠼ߠం޷ ݟరంڴ 
ఉంݦ ఒక ࠙గం ఉండږడڒ ޶బܽद అయࣃए ంత इऴతం ࣎లݟࡔ ڕ ݭ࠼ߠయڒ ࡽం߱ߜం݋ కڵ࡯ ఉండదߖ 
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एࣃఅయ ړߖݞంచߧ۫ ంత इऴޑల ڝసం ߖ ࣒ڴయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۧߘ.
 దగ ठరڴ బం߅ంచబݟన అనంత࠳న ߰డ࢙న ࣎లݭ࠼ߠ దయߘߝ ࣄۯ అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  అనంతంڴ 
దగ ࡮ۧ ठరڴ బం߅ంచబݟన ۧ࡮ దగ ठరڴ క दܿబݟ ఉనऒ  ࣎లڝ ݭ࠼ߠసం గࣆށफߕऒ నࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, 
ఇߩओ फޑవృ ࡮ఇ ߘߝ ࠾ࡍమ ݭ࠼ߠల࣎ ߕ ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕࣆޓ ߘకరణڔక ఏࡖమ ߘߝ ݡ ठࡌࠪ రڒ ऒߖ  
ऒߖހఈ సࠬకర ߘߝ ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ  ఉపڵࡆంۧలڕߘంܿߕऒ కएࡅ య࡛ߧఆం ߘ బܽदڒ యమంߖ 
ओߩఇ ߘߝ ࠾ࡍమ ݭ࠼ߠల࣎ ߕ ޴फ అ࣋۫ ݟంߘ ߯ ߘߝ ఒక ࠪర ݡ ठం వృޑफ ठࡌࠪ రڒ ऒߖ  
ऒߕంܿڕࣆޓ ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡮రठం ఇࠪ ߕ ࠾ࡍమ ݭ࠼ߠల࣎ ޴అ ࡔస ݭ࠼ߠల࣎ ޴అ ,ߘ r ݡ

एࣃఅయ ޴फ, ఇ࣋࡯ߧ ߖఒక ࠙గం అ ߖߖ޵ ߘߝ  ޴ఉం ࡮రठం ఇࠪ ߕ బܽदڒ ంత इऴతం b5 d phi b phi 
కएࡅ  ࠙గం, ఇ޴ సࡍए  గం.phi n࠙ ࡽట࠭܊అ ݦఉం ܿߦ ޜ ݋ంܐంܼ ڕ ࡽ
 
ఓ࢟ దయߕ ࣄۯ ࣎ల࡮ۧ ߘߝ ࡹ ݭ࠼ߠ గܽदڴ క दܿబݟ ఉనऒ  ࣎లߖ ݭ࠼ߠ ఊࣕࣆफߕऒ  ࡽ࠼ڒ బܽदڒ ߘ
ఇ࡮ ऴపޒ ఒకए ܽ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߕ క࡛छ  ݋ంࡓफ క࣋۫ ߘఖࡔఈ వऴక ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ఖ ఇࡔవऴక ߕ 
ఈ ࠪరठంړࡹ ऴప࢘ࢢంచడం ޳ࡶ వ࢘࡯޴యడం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ కࡓం݋ ఇకए డ ࡹపల పݟ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇతర
ऴపࡌࠪ ࡱ࢐ࣔठ ऒߖ छ޳ యడం࢘࡯޴వ ޳ࡶ ంచడంࢢऴప࢘ ړࡹఈ ࠪరठం ݋ంࡓక ݋ߜ ,޶ࡶ టడం޳   లంబ ࡌ
࣎లݭ࠼ߠ ࣎లݭ࠼ߠ ఉనऒ  వృޑफ ओߩర ࠪరठం ఇڒ  ݟڕ బܽदڒ ޴ఉం ࡮రठం ఇࠪ ߕ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡮ఇ ݡ
ऒߕࣆ  ఎంట࡛ ݋ంࡓక ߩ࢙  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఏڔకరణ ఈ వऴకࡔఖࡹ ఉనऒ ం޶న ࡓ ߘߝంߖ ړࡹ ݡpi b phi
߰ంߘޑ޶ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ కएࡅ వృతफం ݡంࡓ   ۪ दܿڜలతޜ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद r pi r b 
dl rd phi ݋ంߜం߱ڒ ࡽట࠭܊అ ޴ఇ  ߘޑ޶ం߰ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ړࡹ ݋ݞ b phi b phi dr 
ఉండదࣆۨࣇ ߖफంݭ࠼ߠࡶ࣎ , ޴ ఇ࡮ ఉం݄, ߧ۫ ڕࠬ ߘߝంۨన ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄ , 
అయࣃए ంత इऴతం ࡅకए  ࠙గం ఏ޵ ఉండదڕࠬ ߘߝ ߖ అకए డ ߧ۫ ݞږంۧߘ  ఈ ޴శࡹ అయࣃए ంత n 
इऴత ࠙గం ఏڒ ޶ڒ ޵బܽद ࠬࡏ ఈ ࢑ధంڴ అయࣃए ంత इऴత ࠙గం ࡍڷంۨ ڝࣆࡱޘవ۪ऐ  , ࢐సफࡏࠬ ړߖ࢐  
అయࣃए ంత इऴతం ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంݞలߖ ۨవరۮ ڕࠬ ڕపओ  ऱࢁంۨ మڵࡆఉప ߘలߦࡐసమ ړߖݞ
కھߘన࢑࢑ ړߖݞధ ޴శࡹऱ  ऴపࣆफత ࠮లڒలޜ బ࣋ࡆవ࡛ పంߘ܉ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ .
ओߩబܽद అࣾం ఇڒ ݋ంߜం߱ڒ ݋ంߜం߱ڒ   ంܽ vz z࡮ఇ ޴సం ఇڝ ݭ࠼ߠబܽद ࣎లڒ ޴ఉం ࡮ఇ ݡ
 బܽदڒ ޶ऴశమం ఉండࠫ ړߖ޵ బܽदڒ ߘ࢓అ ݟఆࣣ ࣾࠫంచం ݟంచంࠫࣾ ,޶ఉండ ڵ࡯క ߘ ݋ంߜం߱ڒ
దట ఇకए࠴ ࡏࠬ  ޶ఉండ ݋ంߜం߱ڒ ంܽ࡮ంۨన ఇߧ۫ ߘߝ డ ߧ۫ ڕࠬ ߘߝంۧߘ, ఇߕ ޴ 
࣎లߕ ݭ࠼ߠ ࣎లݭ࠼ߠ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ڒ ړߖ޵ం߱ߜం݋ ఉండڒ ޶బܽद ఈ ࣎లڕ ݭ࠼ߠ r 
ఉనऒ ࡯ڵࠫ ,޶ఒక ࠙గం ఉండ ࡹశ޴ ޠ࠭܊అ , ޶ఒక ࠙గం ఉండ ڴరం޷  ఏڛక ࠙గం ఇ޻  ఒక ߖߖ޵ ࡍࣃ 
߰ం޴న తࡌछ త ఇߩओ  ޴క ࠙గం ఇڛఏ ۯంڵࣃ గడߘమ ݡ
ఇߩओ కएࡅ ࡽ࣎ ߘߝ ݡ  అయࣃए ంత इऴߖޑऒ  కھߘనړߖݞ ఆంߧయ࡛ ߖయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచగలߘ enoid
ऱ ఇకएࢁమ ߘ ݭ࠼ߠల࣎ ߘߝ బܽदڒ డ ࣃڶफ ߩ࢙ ߕ ݋ంࡓబܽद కڒ ࢑࠙గం ఒక ߖࡹ ఆࣣ ݭ࠼ߠల࣎ ޴బܽद ఇڒ ߘ
వ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డړ ऴప࢘ࢢ फ࣎ ం޴ ఇߩओ झࡽ࠼ڒ ఇ࢑ ߖదܽ ప࠴ ࣋ۯ ߘߝ ݡ ऒߕఉ ڴ   ߘߝ ,࠼
 z b az ڵ࡯క ߘ ݋ంߜం߱ڒ ࠲బܽद అࣾం ࠪऴతڒ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࣄۯబܽद దయڒ ࡯࠻ޓ ߵࡲ దట࠴
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ࢐ ޴ङ రࣃ बం ࠬద ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ  rࡽఇంܽऴగ ߵࡲ ఈ ߘߝ ݡ
సం ఇకएڝ డ ఈ ఆంߧయ࡛ ߖయࠪߖऒ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ బܽद ఈ క࡛छڒ ߘ  ఇߩओ  c ڵ࡯క ߘ ݋ంࡓఏ క ߵࡲ ఈ ݡ
ఉండڒ ޶బܽद ఇߕࣆ ޴ऒ ప  ݋ݞ బܽद సమऴగڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ऱ࣒  ఇంܽऴగߘ ࡽం݋ݞ ݟa bb dl b cb 

 ప ऱ࣒  ఇంܽऴగߘ ࡽం݋ݞ ݟ  ప ऱ࣒  ఇంܽऴగߘ ࡽంݟ వరڕ అయࣃए ంత इऴతం ڒం߱ߜం݋dl c db dl d a az 
ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఈ సమऴగం తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఈ పదం bc 

ऒߕࣆ  అ࠼ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ఏڔకరణ ࠪరठం ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ࠙ߖڴऒ  az 
ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݡ సమऴߕࣆ ࡱڴऒ  మ࠾ࡍ అయࣃए ంత इऴతం ࣃब నం߯ అసझ  ࡱ
ఆ߄రపడڒ ޶బܽद ߖ޵ ߘߝऒ  వߤ అ࣋࡯ߧ ߖफ, ఇ޴ ఒకܽ వదभ ࡓంݡ అ࣋࡯ߧ ߖफ r r r b 
, ఈ ߰డ࢓ ఉం݄, ࡏࣃऱ ࡓంݡ వదभ  ప ऱ࣒  ఇߩओ  బܽद r l bڒ ,ݟంచంߖగమ ߘశ޴ కరణڔఏ ݦఉం ڴࡏ޶ఎ ݡ

న࣒ తపओ࠳ ړࡹ l ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ0 ڴࡍసߖ vr 2 
వదभ తపओ r 1 b r 2 b.࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ వదभ ڴࡍసߖ

एࣃబܽद అయڒ  ంత इऴతం సछ తంऴతంڴ ఉనऒ ऱܿ అࣆߧߖफం޴  అࣾం ߘం޷ ݟరం ڒబܽद అ޴ మࡖక పࣾࡎ 
మనڕ లࠚంۨన మࡖక ఫ࡯తం ڒబܽद ߘߝ ఏࠫ ࣃۯफ ङߕఉప ߕ ࡹޒతరగ ࡍప޶త ߘߝ అం݄ ߘ సం ఇకए డ 
ఆࣃ࢘ߧफ ఈ చరऐ ߘߝ ߘ फࣃڵࣃనڜ ߘ ऒߖఈ అ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘ  ࢐దనలޜ అయࣃए ంత इऴతం ఏࠫ݇ 
एړࡵ फࣃ ఇకए ޶ం࠭ ࡔ޻ࡱబయ ߘߝ ࠾ࡍపల మࡱࢗ ݭ࠼ߠࡶ࣎ ࠾ࡍపల మࡹ ݭ࠼ߠࡶ࣎ ࠭ డ ۫޳भ ం 
, ࣎లߘ ݭ࠼ߠంݟ అనంత࠳న ࡌ޷లࡹ ఉనऒ  అయࣃए ంత इऴతం తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  ߖందޔࡏࠪ ڴ
ऒߕࣆ ޴అ ޙࡍࠪ ݡంࡓ ړߖޑఅనం ߘߝ బܽदڒ ,ࣆࡱޘ ڕߕ  r  ࠉ పలࡱࢗ ݭ࠼ߠࡶ࣎ బܽदڒ ࡯ࡌࠪ ڴ
ఘనం ࡱࢗపల ߕࣆऒ  కࡖమ ߘߝ ,࠭޳ం߰ ࡹޒతరగ ޒ࢐ࡏమనం త ܌ࡗ ఈ ޴బܽद అڒ ࠉ బܽदڒ 
ఆంࡍߧయڕࣆޓ ߵࡲ ߤంܼߘ మ࠾ࡍ ࣎లߖࡹ ݭ࠼ߠ అయࣃए ంత इऴతం ఏకڴޒࡎ ఉందړࡵ ߖए ంۨ ࠬڕ 
एࣃఅయ ࡏࠬ  ߘޑߩ۫ ంత इऴతం ࡅకए  పߖހࠪࡍऒ  గࣃށफ  d ࡏ
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