
చ ߵࢲ ݭړ ࠭࠲  दܼ ల ࡍڷంۨ చࡍऐ ऒߕफࣆ ࣔ ࡛ړ ,࠭ కएࡅ ࠆ  చ दܼ చ ݡంࡓ ࡱ दܼ లߘ కڵ࡯ ఉߕऒ యߘߝ ߖ 
ఇకए ,޴ంޔݡవబࡱߧ ߖఅ ࡽࡐ ߤఒకܽ జంࣾ ,ߘంܼڕࣆۯ फࡏڷ ऱࢁసం మڝ ࠬ డ ఏߕ޼ జంࣾࡹ ߤ కߗసం 
కండక ࡏठڷ࠭ दࡏऱ ۯరడం ޳छ రछߖ ࡌ ۨంచబడޑయߦۮ ࠭࠲ ߖओ ࠭.
అకए ߘߝ  డڕ వۯऐ  అߖऒ  ऴప࢐ࣔల ࠊజగށత ޑ࠴फ ऒߖ छ޳ తफం࠴ తށజగࠊ  ऒߕࣆ ࡌ  ڵ࡯క ڴసࠪనం ړ
ఉం࡯ݞ అం݄ ږߘࣃ ߘߝలంڴ వۯऐ झࡌࢗ ࣒࢙ ޳ࡶ ڴలంږޒऴప ߖ࢐ܽ   ڕహరణ޳ఉ ߖ࢐ܽ ࣋࢘࡯޴వ ڴ
ऒߖయࠪߖ ܘदࡶ࢛ ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ओ߮ۮ   ఇߖ ޻యమం 
नܘऱڝ ߕ޼ఏ ࡏࠬ ۪ ߵࡲ  द݀ కएࡅ ܘदࡶ࢛ ࠬ ,ޙࢀࢗ  ऒߕࣆ ߵݞऴ ݋ߜ   ړ ݋ం࠼ߦ ޻అ ڵࡍޒ ࡏࠬ ,సࠪనం ړ
फࣃవ ڵࡍޒ ओߧۮ ڕࠬ ߘߝ , ࡏ న ࠼ߦం݋ ఏࠫటం݄ 
ఉనऒ ݋ంࡓక ࡏࠬ , ओߩఘటన అޒఒక ऴప  ޙࢀࢗ ݞంڷ , ޕࡱ޶క ࡹశ޴  సం࠙వङ ݡ త తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ 
సࡐए ङ  ࢑షయం ఏࠫటం݄ ఇతర ߖࡹ ݋
घࡍ݃ లږߘࣃ ݟంߘ లږޒऴప ࡏࠬ నڕ ࡽ ऴపށ࠻ంۨనߩओ అకए ݡ డ ఉనऒ ङࠈ  టࡎ, ఆ߯ ߰݃ߖलߘߝ  ࠻ 
झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ߘޑం۪߭ ߖܽ࢒ న ࡓం࢑ ݡషࡱ࠻ మߖ޳ ࠾ࡍ ఆ߄రంߘߝ ڴ ఈ ࡗړऐ చ ࠆ दܼ లߘ 
కڵ࡯ ఉߕऒ ङږ ఘటనలޒసࠪన ऴప  ࠭࠲ ࡍࣃࡍవۨ ,ߘ వ࡛ए ݋ߜ ࡽకࠉ  సమసङ 12 ࠾ࡍంۧ࠭ మށగࡍప ߘ
࢑కర ݡంࡓ प ڝఆࡍ न݋ߝ ల మధङ  సࠪన࠳న ऴపޒఘటనߘ ߰ం࠭޳, ఇߩओ भ޳ۯ వృతంࡌనߩ ޻అ ݡ ం.
  సమసङ నऒࠚ ంۮంڜ ߗڒ  ల మధङڴ࠙ క జతࡖ࢘ ߘߝ ޳ࡶ ఉࣣ ޜల ݋ం࠼ߦ న జత࠳  సࠪన࠳న 
ऴపޒఘటనڕࡏڝ ߘంܿߕऒ ओߩఇ ,ߘ फࣃ۫ ߝంటࢗ ࡏࠬ ޾ంޔࡏࠪ ࡮పత ఎࡐసమ ݡ  ޴క ఇߘక ࡏ
ङږ फࣃ۫ ࡮అ ߗڒ ޶ࡶ ంచడంߧߖక ࡮ ࠗ మధङ ࢓޶ంࠉ ఒక ߘߝ ࡹఈ సమయం ߘ  సࠪన࠳న ऴపޒఘటనߘ
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ भ޳ࡱߧ ߖఅ ړ࢐ܽ ߖߖ޵ ,ం޳ంڕߘఅ ߘ ం  అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ࣒ࠐ ߯  abcdef 
पࡌ࢑క ݡంࡓ ల ۨవరల మధङ నऒڕࡏڝ ߘߝ  ओߩం݄ ఇڕߘఅ ޻ఇ ޴ ఈ సమసङ ݡ కएࡅ   సమࡐపతߘ 
۫డంݟ  సమసङ ऒߖ޵ బܽदڒ ޶ࡶ ࡮పܽߘ࠭   ۫࣋फ ߘߝ ఈ ऴړంߖ࢐ܽ ޴ ۫డగలߘ 
ం࠼ߦ ࣒ࠐ ڷࡱߕ , ऱܿ అࢗ ߘߝ ߖంటߝ ऴగࣕంచగలߘ.

మ࠾ࡍ లڕ సంబం߅ంۨ ఈ ࠼ߦ ࣒ࠐం ऱܿ ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ࠪరठం మ࠾ࡍ ఆ ࠪరठం ఒ࡮ښ  a e 
ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం ऴపࣆफత అ޳ࡱߧ ߖभ ం ߗڒ ఇక߯ ఈ ࠪరठంࡹ ఇߖ ޴జం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ఇకए డ vi 
ఉనऒ  ఈ ࠪరठం ࣆషदం޶ࡶ ڴ  మࣃ  ࠾ࡍब  బܽद మనం a eڒ ޴ఉం ޾ఏ ڒఇం ޙ࠼అ ޴ంۨం߅సంబం ړߖߕ
ओߩۮ నऒڕ ठࡌࠪ ڷࡱߕ ఈ ڴరణంڒ పతࡐఏࠫటం݄, ఈ సమ ޴ లࡹ ऴపޒ ఒకए  ࡮ښఒ ݋ంࡓక ߖࡹߖ޳
ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ࢑ధంڴ పࠪࡍణంࡹ ऴࣃ࢐फ ओߩఇ  ߘ పओۮ ߘߝ ޴ఉంܿం ڼ࡮అ ݞږ ݡ గڵ࡯న మࡗ 
ఇకए ݋ం࠼ߦ డ కࡓం݋ ఎంత వరए ऒߖ޳ ړߖޑफࣆబܽद ऴపڒ ޶య࡯ޘ ڕߕ ޾ంޔ࢓అ ݋࢓  ఏ޳ࡱߧ ߕ޼भ ం 
పओۮ ߘߝ ߗڒ గڵ࡯న మ࢑ ࡗషయం ఏࠫటం݄ ఈ ܼߵ ऴపޒ ఒకए  ڕలڴ࠙ ݡంࡓ ఈ  ޴ఉంܿం ڴࡏ޶ఎ ړࡍ
సంబం߅ంۨ ࠜݞږ ࡱ܉ ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ కࡓంݞږ ࡱ ݋ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼, ఐ డࡽࠋ व߯ߖ޵ ࠹ 
ࠬద బయటڕ వࣆफందڝߘంݟ, ఐ డࡽࠋ व߯ݞږ ࠹ ఉం࡯ݞ.
 ఇ޴ మࡖకܽ ఐ డࡽࠋ व߯࠹ అ࠼ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇ޴ మࡖక ఐ డࡽࠋ व߯࠹ అ࠼ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
ओ߮ۮ ڕߕ  ఆసړ फకర࠳న ࢑షయం గమߖంచంݟ , ఇంࡓ ࡹ޶ంࡱڴ࠙ ݡ ఉߕऒ ఇకए ,࠼ డ కࡓంڒ ࢓ࡶ ࡱ ݋బܽद
ఈ కండక द࡛  మ࠾ࡍ ఈ కండక द࡛  ఇంࡹ޶ కࡓం޶ࡶ ݋.
एࡐస ࡏ࢐ फ࣋࢘ࣄޓ ߖ࢐ܽ ࡏࠬ  ङ న వङ߄ऴప ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏठనࡸߦ ࡹ ݋ ङޑ ऒߖࣃ  గమߖంۧࡏ సڒ ࡔబܽद 
ఇకए డ పࣄࡍबޒ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, ఈ కࡓం݋ ఏࠫ݇ ߘߝ ఇంۮ ڒపओ भ޳۫ బܽद ఒకܽڒ ޶ࡶ ం  ࠬࢗ ࡏంటߝ 
గమߖం࢑ ۯష࠻లࡹ ఇ޴ జంࣾ޳ ࡽࡐ ߤछ ऐۯవ ړࡹ ݋ం࠼ߦ ࠉ ޴ఇ ࡌ  ఈ కࡓం݋ తపओ  ڕబయట ڴࡍసߖ
కޔࡱ޶నऒ  ఈ ࡓంݡ కࡓం݋ ల ޑ࠴फ  i ڴసࠪనం ړ ࠹व߯ ࡽࠋడ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠬࡏڷ ࡏफం۪ڕనऒ  ࠭ంߘ࠭  ޶పܽ సందరग ంߘߝ ࡹ మ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉߕऒ  ii i ߗڒ ߘ
ఇߩओ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ,޶ڒ జంߖ ޴ం݄ ఇڕࣆޓ ߖ ޠߦ ߘߝ ݡ డ ఈ ࠪࡌठ ऒߖ  ఇకए డ ऴࣃ࢐फ AB ,ߘ abcd 
ఇకए డ మߘߝ ࠾ࡍ ఆ ࠪࡌठ ऒߖ  పࣃ࡯ࢣࡍफ  ef.ߘ
 ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ڝऱܘन అకए ߘߝ ࠾ࡍమ ޠߦ  డ ࢛ࡶदߖ ܘయࠪߖऒ  వࡍ फంపܑࣆफߕऒ  ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ߘ
߰ంߕޔ޶ऒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘߝ 2 ߘߝ బܽदڒ ߘ  ߘߝ ఉం݄ ߕ࠳ఘటన ఏޒऴప ࠾ࡍమ ݟంచంߖగమ ߖఅ ߘ
వछߖڝࣆޓ ڴ 1 ߖߖ޳ ంݟ, కߘక ۯ ߘߝయవలࣄన అవసరం ޶ࡶ  అߖऒ  సమ࠻లࡹ అߩ ߖనࡌవృతం r 
పऱ࣒ ࠹व߯ ࡽࠋడ ߘߝ ఆ߯ ,ݟయంۯ  మࡖక ఐ డࡽࠋ व߯࠹ ఇߩओ  ߘߝ ऱ 2ࢁమ ޴ఇ ڴరణంڒ ࡽࡐ ߤజంࣾ ݡ
డࡽࠋ व߯࠹ అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ప ऱ࣒  2 ఐ డࡽࠋ व߯࠳ ࠹న࣒ ఈߘߝ ࡍࣃ ఎڴࡏ޶ ऴపࣆށ࠻फߕऒ  బܽदڒ ߘ
ऒߕࣆ ߘߝ కܽࡖన࣒ మ࠳ ߘߝ  న࣒࠳ ࡮ۧ ߘߝ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ
ఇకए ߘߝ బܽदڒ ఘటనޒऴప ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ޴ంݟయబ࢘ࣄޓ రకంڒ తफం࠴ ړߖ܉ߖ డ ߰ంޔ޶నऒ  r r ޴
ఈ 6 డࡽࠋ व߯࠹ అߖ ఇతర ࠪటలړ ࡹ సࠪనం అࢗ ࡏࠬ ߖంటߝ గమߖంచవ۪ऐ i 2i ࠹व߯ ࡽࠋఐ డ ߕ 
ఐޜ3 ړ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ డࡽࠋ व߯࠹ ఐ 3 ࠑ అޙ࠼ ఇߩओ ङࠈ ݡ ట޳ ࡎछ  ݋ంࡓక ݦయబۯ ࡌసరఫ ࡌ
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, ࠈ ߕङ టࡎ  ఐ ప ऱ࣒  ఐ డࡽࠋ व߯ߖ ࠹ సరఫࣆۯ ࡌफందߖ గమߖంచంڒ ݟబܽद  ఐ ప ऱ࣒  ఐ 2 2 2 2
డࡽࠋ  व߯ڒ ࠹బܽद మనం ޳ࡱߧ ߖߖ޳भ ం  ࡹߖ޳  ప ऱ࣒  డࡽࠋ व߯࠹ మ࠾ࡍ అ2 ޴  ప ऱ࣒  i 2i 2i i ړ3 ࠑ 2 
సࠪనం ఎం޶కం݄ డࡽࠋ व߯࠹ అం݄ 8 3ړ సࠪనం.i i by 3 i by 
ङࠈ ޴ߝబܽद అڒ  టࡶ࢛ ࡎदڒ ܘబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ऴ࢐యగలߘ సࠪన࠳న 8 ࡓ 3 ࠑ ऱܿ సࠪన࠳న v v i 
ऴపޒఘటన ఇߩओ  ,ݟంచంߖగమ ݡ
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ఉ޳హరణڕ మ࠾ࡍ మధङ  సం࠙వङ  తڷठదల ఏࠫܽ అߖ ۫డటం ޳छ ङޑऴప ߘߝ ࡌ ࠪऒ య వङ ڔ फకరణߘa e 
߰ందగలߘ అߖ గమߖంచంݟ ,
 అంڕߕ ښ޶ ఆసړ फ ఉంڒ ޴బܽद ڕߕ అకए డ మ࠾ࡍ ఉంڒ  ޴బܽद ఇړ 2 ݞږ ޴ సࠪనం ir an ir ir
వङ ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ڔ फకరణల࡯߱ ߘऐ  ۫࣋फ ࠬࡏ ऴڕ ࡛ࠂ ࠑ ޓ సࠪనం అߖ కھߘంܼڒ ࡏబܽद r r 
సమࡐపత సओ షदం޳ࡶ ߖࡶ ڴ సమࡐపత ߧࡹంۨన ߖڜऒ  సమసङ లߘ ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం.
  మనం మࡖక సమసङ అకए ݟడం۫ ߘ డ ఎܿవంܽ ऴపޒఘటన ޶ࡶ సߘߝ ࡔ ఈ సంఖङ లڕࣆޓ ߘం޳ం 4 
ఓం ఇࡽ࢛ 10 ޴द అڕߘం޳ం ఇ1 ޴ ఓం ఇ4 ޴ ఓం ఇ2 ޴ ఓం ఇ2 ޴ ఓం మ࠾ࡍ అࡽ࢛ 5 ޴द ࠈङ టࡎ ఈ సࡐए ङ ݋
ओߩక ఇ࠼ల కలڒధࡗߖ  ޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴࡌߦ ޳ࡶ ࡽయࡍࣅ ࠭ࡶయۯ  llel ࡱ ݋ంࡓ࢑࢑ధ క ݡ
ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవ࠴ ړߖݞదట జంࣾߖ ߤయࠪߖऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭, 
కߘక ఇ޴ ߭దभ ڡࠈझ  ߭దभ ࠈङ టڒ ࡎబܽद ߘߝ ఈ ऴړంࣃۯ ߖ࢐ܽ ޴फ  ऱࡏࣃ࡮ۧ ڕࠬ ߘߝ కం݄޶ఎం ߘ
ओߦۮ .޶ࡶ యనవసరంۯ ࡏࠬ ߗڒ ,ߘ

 ఇ޴ సరఫࡌ అߖ మ࠾ࡍ ఈ ऴࠈం۶ ࡹ  ఇߩओ సओ ߖన࣒  ఉంద࠳  ڕߕ ࡹ ం۶ࠈఈ ऴ ݡ షदంڴ  i1 i2 1 i 2
పओۮ వछߖ ంڒ ,ݟబܽद ఈ అకए ङࠈ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړݟ టࡎ కࡓంߖ ݋ ఇ फ࣎ ందߖ అڕߘం޳ం.i 2 i3
ప  ۲ܼޒऴప ݋ంࡓక ۯऴపవࣕం ݞంڷ ߖ޵  ऱ࣒ ऒߕफࣆڵࡆఉప ߖ ࡽࡐ ߤవలం జంࣾښ ߘߝ ,޴ఉం ڴ  i2 ߘ i3
ओߩఇ ࡹ ߤబܽद ఈ జంࣾڒ ప  ݟంచంߖగమ ޾ంڵࡍఏࠫ జ ݡ ऱ࣒   వࣆफం޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ߘߝ బయటڕ i2 i3
ప  ޴ఇ ࡹ ߤబܽद ఈ జంࣾڒ ޴ంޔ߱ڵफ  ఆࢇࢗ ऱ࣒ i1 ڕబయట ޴అ ࠾ࡍమ   ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳   i2 i3 i1
సओ ࠾ࡍమ 0 ڒతफం ఇం࠴ తށజగࠊ ޴ంޜࢂࢗ షदంڴ ఈ కࡓంߘߝ ݞږ ݋ ఇߩओ అకए ݡ డ అߖऒ  i3 
కࡓం݋ లߘ ߰ంߘ޳ ఎం޶కం݄ ڕߕ అకए డ  ࡯ޘయ࢑ߖ ఉߕऒ 3 ߵࡲ  ڕߕ  ࠾ࡍమ  ,࠼ i 1 i 2 i 3 3
సࠬకరࡱހ అవసరం అߘߝ ߖ ఇపओ ऒߕڕफం۪ࡏڷ ښܽ  బܽदڒ ࡱހసࠬకర ߤజంࣾ ߕ  ޴ం࠼߱࠼అ  ߘ
फࣃ۫ ߖ ߵࡲ ݟڕ బܽदڒ ߵࡲ ߩ࢙ ݟڕ దܽ࠴ ߘߝ ऱࡿࢗ ڴ న࣒࠳ ࡮ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ  ߘߝ కం݄޶ఎం ࡯
కࡓం݋  ప ऱ࣒ ऒߕޔࢂࢗ ࡹశ޴ 2 ܿ  झߤद࣊ࣄࡓ ऱࢁఅం݄ మ ߘ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  i 2 i 3 i 2 i 3 minus i 1 in 
2 మߖ݃߰ ߘߝ ࠾ࡍलయړ߯ ࡽࣕ ࡽ ఎڕए ऒߕޔ బܽद పڒ ߘ ऱ࣒  5 అړ0 ޴ߝ సࠪనం.
 సࠪనం.i 1 i 2 i 3 ړ5  ޴ంޔ࢓న࣒ 4 అ࠳ న࣒ 4࠳ 2 ޴ఇ ݟకలపం ߖ࢐ܽ फ࣋࡯ࢣࡍప ߖ࢐ܽ ࡏࠬ 
 దܽ సࠬకరణం࠴ ࠬ ޴బܽद ఇڒ 
भ޳۫ ߖ ߵࡲ వ ఎడమڷబܽद ఈ ఎڒ ం ڒబܽद  ߘం࠳ ڴࠈ  ݟన࣒ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ऴ࠳ ߵݞన࣒ i 2 4

 ప ऱ࣒ ప  ޴కం݄ అ޶న࣒ ఎం࠳ ఆ߯ 2 ړࡹ  ऱ࣒  10 సࠪనం  0 ߖ࢐ܽ సరࢁకృతం i 2 i 3 i 1 to 1 i 1 
छ޳ యడంۯ ప  ࡏࠬ ࡌ ऱ࣒  6  ప ऱ࣒ फࣃۯ సమం ړ10 ߖ3 2   i 1 i 2 i.ࡏ
 ۨవరڷ޴ ڴవ ఎడమ࢙ڷ޴ ࡏࠬ ߩవ ఎడమ࣋ۯ ڕफ ఇ޴ మࢁऱ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ߘం4 ݟ వరڕ i 1 i 2 
ఉంܿం޴, ఈߘߝ ࡍࣃ ऴపࣆफత ޴శڕ వङ ऒߕफࢂࢗ ڴకంࡔޒ బܽद పڒ  ߘ ऱ࣒   ప ऱ࣒  i 2 i 3 i 1 2 ݟంߘ న࣒࠳ 
పऱ࣒ ړߖ܉ߖ ޴అ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  లభతరం i 1 in 1ࣆ ߖ࢐ܽ ࡏࠬ ࠾ࡍన࣒ 10 మ࠳ బܽदڒ  సࠪనం 0 ړ10 
 న࣒ 2 సࠪనం 10.i 1 i 2 i 3࠳ న࣒ 6࠳ 7 ڕࠬ फ࣋ۯ
 ࡱހసࠬకర ݡ࠮ బܽद ఈڒ 
झࡽࠋయࡍ࢘ ݡ࠮  మ࠾ࡍ ऴޓ ఐ ݋ߕ ࠹࠻ అࡍ࢘ ݡ࠮ ߝయࡽࠋझ ङޙऴప ߘ  కంڴ i one i two i 
పࡍషए ऒߖࡌన అవస࠳అవసర ړߖݞంచࡍ  అంࣃ޴फ .࠼
ऒߖޑށజగࠊ ڕࠬ  ऒߕޔࠓంచߧ۫   i 2 5 ࠾ࡍऱ మࡏయߧఆం 8 ࠑ ऱࡏయߧఆం 2 ࠑ ఒకܽ 5 ߘߝ ޙ࠼అ ,ߘ

అ8 ࠑ 15 ޴ߝ ఆంߧయࡏऱ అࡏࠬ ߖ అలओ ంߧ۫ ڴంచగలࡏ, ఇకए డ మనం మన ऴపࡆజనం ڝసం i 3 
సమࡐపతߘ ఉపڵࡆంచగల మࡖక సࡐए ङ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ݋ ం  ఈ సࡐए ङ  ࠾ࡍమ ݟడం۫ ߘ ݋
 బܽद aڒ ޴ఉం ࣄనవలھߘఏࠫ݇ మనం క ࡽलయߖ݃߰ న࠳ఇ అంతܼ సࠪన ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ
ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  ۫డం࠼ߦ ,ݟం݋ వదभ ఈ ऴࠈం۶ ߯  ऴపࣆफత  మ࠾ࡍ ऴపࣆफత  ڜనޔڷࣃందߖ ai i1 i2
అڕߘం޳ం.
  ఈ ऴࠈం۶ ఇߩओ छ޳ పతࡐసమ ݡ తపओ ݞږ ߩ࢙ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఇ ,ࣆࡱޘ ڕߕ ࡌ  i1 i2 ࠾ࡍమ ڴࡍసߖ
ఉం࡯ݞ అߖ ࠪऴత࢑ ࠲షయం ఏࠫటం݄, ఏ޴ కڵ࡯ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఏ ऴࠈం۶ కڵ࡯ ఉంࡹݞ i1 i2 
రߖ प࠼ం۪ࡏࠬ ,࡯࢐ڝ ఈ ऴړంߖ࢐ܽ ޴ గమߖంచవ۪ऐ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ   ఈ ࢡఖ ఇߩओ i1 i ޜ ం۶ࠈఈ ऴ ݡ bc
ఇకए  ݋ంࡓబܽद కڒ ޴ఉం ࡹ ࣒ࡎࣄ డ ࡓం࣊ࣄࡓ ݡदߤझ  ల ޳छ న ఉనऒߩ࢙ ఈ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆऴపవࣕ ࡌ  i1
సమࡐపతࣆ۫ ߘफనऒ టऱޙ࠼, 
ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఇ ఈ ࣊ࣄࡓ ݭࡓदߤझ  మ࠾ࡍ ఈ ࡓం࣊ࣄࡓ ݡदߤझ  ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ݟంచబߖ߄సంߘఅ ࡱ 
తపओ క  ߘߝ ఒకܽڴ ఉండంݟ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࡓం࣊ࣄࡓ ࣒ࡎࣄ ݡदߤझ ऒߕఉ ࡱ  తపओ ޴బܽद ఇڒ ࠼ i2 ڴࡍసߖ
అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇߩओ भ޳۫ ߖ ࡽࡐ ߤవదभ జంࣾ ݋ం࠼ߦ ݡ ం ڒబܽद ఇకए డ ࠳  ߘߝన࣒ ړ c i1 i2
సࠪన࠳న ऴపࣆफత ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ߘ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ ంచవ۪ऐߖగమ ࡌ  i3
సమࡐపత ࡯ޘ ߘߝయࡍ࢐ ߖ సంఖङ ڵత ࠲ऴతࠪ ړ ࠾ࡍమ 2 ߘ ठంۧڒ ߘబܽद మ࠾ࡍ i1 i2 i1 i2 
పओۮ ంۨ మనం ఏࠫࡍڷ గల޳۫ ࠵भ ం, ࠭ంڴ޶ ఈ ޳۫ ߖ ࠗݞ ߵࡲभ ం ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ ߵࡲ bc 
ऒߖయࠪߖ  ऱ i 1 r i 1 r i 1 r iࢁన࣒ మ࠳ న࣒ 2 ఆ߯࠳ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳  ޴फంࣆన࣒ వ࠳ ڕߕ फ࣋ۯ 

పऱ࣒ ࡍࣃఈ ࠾ࡍమ ړࡹ  న࣒࠳  వङ ړ ݋ంࡓక ߘߝ కం݄޶ఎం ړࡹ   ऒߕफࣆށ࠻ऴప ࡹశ޴ కࡔޒ 1ߘ i 2 r i 2 r 
మ࠾ࡍ ఆ ࢡఖ࠮ ࡹలం ࡶనం޶న ࠬࡏ సరళం࣋ۯ ڴफ అړ0 ޴ సࠪనం  అࡏࠬ ޙ࠼ అ2 ࠑ 3 ޴ߝ i 2 i 
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.ࡏంܼھߘక ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ1
 ఇߩओ भ޳۫ ߖ ߵࡲ మనం ఇతర ݡ ం అం݄ ڕߕ అకए డ ఇదभ࡯ޘ ࡏయࡏ࢐ ߖ ࠪऴత࠲ ఉߕऒ రߖ 
ఉనऒ ࡹ޶అం ڕߕ బܽदڒ , ݟంڝफం۪ࡏڷ फ ఇకए࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ అవసరం ߵࡲ ండవࡓ  డ ߘߝ కڵ࡯ ఉనऒ  v 
ఈ ߵࡲ అݥऔ झړ ऒߖߦࡐ ࠻ एࡖ߮  వछߖయۯ ߤܒݟ ڴ࢑ధం ߝ ంڒ ,ݟబܽद ࠳ ߘߝన࣒ ړࡹ ߰ంߘ޳, i 2 r 
ఆ߯ ڕߕ మ࠾ࡍ మࡖక ڒబܽद ࠳న࣒ 2 ړࡹ  ప ऱ࣒ i 1 r i 1 r i 1 r v v ړ ޴బܽद అڒ  సࠪనం ړ0 
సࠪనం ڒబܽद ߕ దగ ठర  ప ऱ࣒  ఈకछ ఇపओ ڕߕ అం݄ ఏࠫ݇  ޙ࠼అ ,޴ఉం ڴ ࡽ i 2 r 2 i 1 r i 2 ښܽ
ऒߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ࣆࡱޘ  ۫࣋फ, అం݄ ޳छ వలऱ  ప޶సࠪనం అం ړ 7 ࠑ 2 ࡌ ऱ࣒  i 1 r v i 1 i 2 i 2 
ఇపओ అకए ښܽ డ గށంచబݟంڒ ޴బܽद ఇ޳ ޴छ  r v i 2 3 2 ࠑ కం݄޶ఎం ޴फంࣆۯ ߖప ڕవర 7 ࠑ 5 ࡌ
మڴ 7 ࠑ 2 ࠾ࡍ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ సࡐए ङ కएࡅ ݋  సࠪన࠳న ऴపޒఘటన అޙ࠼ ఇړ ݞږ ޴ req v 
సࠪనం ޳छ కం݄  ప޶ఎం ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ ऱ࣒   అ޴ߝ ఈ సࡐए ङ req i1 ݋ంࡓన కݟయబۯ ࡌసరఫ ڕ ݋ i2
एࡐఈ స ߘߝ ړహరణ޳ఉ  ޴ంޔࠋۮ ߝంటࢗ ڕߕ ߖలݞఉం ڴసࠪనం ړ ࠑ  బܽदڒ ङ req 7 ߖ ݋ 5 5i
भ޳۫ ం మ࠾ࡍ మߘߝ ࡍࣃࡗ సమసङ కएࡅ   సమࡐపతߕ ߘ ऴపࡆజనం ڝసం ఉపࣃڵࡆफ i1 ޴బܽद ఇڒ ߘ
మ࠾ࡍ ఇ޴  అߖ అڕߘం޳ం, ఇߩओ i2 ړ ݋ం࠼ߦ ࠉ , ࢑షయం ఏࠫటం݄ ంۨన ఒకߖగమ ߘߝ ݡ
సంబం߅ంۨ ఈ ࡓంࢡ ݡఖࣆ ࡱషदంڴ ఉంܼ࠼.
 ఈ ࡓంࢡ ݡఖ࠼ߦ ࡱంړ ݋ సంబం߅ంۨ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ऴࠈం۶ లࡹ ఒకܽ ߖ సరఫ࡯࠻ۯ ࡌ మ࠾ࡍ i1
మࡖక ऴࠈం۶ ߖ సరఫ࡯࠻ۯ ࡌ అం݄ ఈ ऴࠈం۶ లࡹ ఒకܽ ࡯࢐ڝࣆޓ ߖ మ࠾ࡍ మࡖక ߖ మనం i2 i1 i2
రߖ प࠼ం۪࡯࢐ڝ.
  ఏޔࢂࢗڕࣆޓ ߖ ޴ం޴ మ࠾ࡍ ఏޔࢂࢗڕࣆޓ ߖ ޴ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఒక ࢑షߖ࠻ऒ  గమߖంచవ۪ऐ  i1 i2
, ఇకए డ ऴపޒఘటన ࠼ߦం݋ మ࠼ߦ ࠾ࡍం޳ ݋छ ఇకए ࡌ డ ఒక ࣊ࣄࡓदߤझ  ob b a ڕ 
అߘసంߖ߄ంచబݟంద࢐ ߖసफړߖ࢐ ఇ޴ సओ షदంڴ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ ࡗߖధకతڕ సࠪన࠳న ࠱ࣄం݋ 
.޶ڒ
 ఇకए డ ఈ ࡓం࣊ࣄࡓ ݡदߤझ झߤद࣊ࣄࡓ ݡంࡓ ఇతర ߕ޼ఏ ޳ࡶ   ల ޳छ ڡߜక ړ ݋ం࠼ߦ ࡌ द ۯయబݟంڒ ޴బܽद a 
ఇ޴ తపओ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࠼అ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࠼అ ڴࡍసߖ ఇకए ݡ డ జంࣾߤ i1 i2 
ऒߖయࠪߖ  ఉపڵࡆంచగలߖ޵ ߘߝ ߘऒ  అࣃࡱߧ ߖफ  le  i 3 i2 i3 i1 ࡹ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ޴బܽद ఇڒ ߘ

వ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫డవ۪ऐ फనऒࣆవ ݟంߘ ఖࢡ ఈ ޴బܽद ఇڒ   అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߘߝ i1 i3 
ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ݡ भ޳ ం ࡍ࢐ మధङ  ఉనऒ  
సంబంధࠫ࠲టం݄, ߘߝ ఈ ࣊ంऴటߕڕࣆޓ ߖ ߵࡲ ࡽऒ ఇపओ ߘߝ ,ం޳ంڕߘఅ ߘ abcd ߖ ښܽ
ఉపڵࡆంۧߖߖ޳ ,ߘ అ޳ࡱߧ ߖभ ం, ڒబܽद ߘߝ ऴࠈం۶ ڕࣆޓ ߖం޳ం , ߕ దగ ठర ఐ ऴޓ ఆ࡛ ࠳న࣒ ef efoe 
న࣒ ఐ  ఆ࡛ పऱ࣒࠳ కࡖఆ࡛ మ ݡ࠮ ߘߝ  ఐ  ࠳న࣒ ఉం޴  ఈకछ ऒߖ޵ ࡏࠬ ړ ړ ࡽ లభతరం 3ࣆ  2 i 3 in r 0
ओߩఇ ,޴फంࣆۯ సమం ړ ړ ߖ ڕࠬ ޴అ ,ࡏࣃۯ भ޳۫ ߖ ߵࡲ ఎడమ ߘߝ ݡ ం, అ޴ ఇߩओ i3 ڴ ݡ i2 3 eoae
ఉం޴, 
అకए ڕߕ డ ఏࠫ ఉం࠳ ڕߕ ,޴న࣒ ࠳న࣒  ప ऱ࣒  ఉంړ0  ޴ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఇపओ  i 2 r i 3 r i 1rښܽ

మ࠾ࡍ మధङ  సంబంߖ߄ऒ మధङ ࠾ࡍమ ࡏࠬ ړࡹఈ సࠬకరణం ,ߘంۧڵ࠙ ޜ3 ߖ   i2 i3 i3 i2 i1 i2 
సంబంߖ߄ऒ  ߰ందంݟ మޔࡏࠪ ڴ 4 ࠑ ࠾ࡍంڒ ޴బܽद ऴపࣆफత సరఫۯ ࡌయబݟంࠉ  ޴ం࢓޶ వదभ i2 3 i1
ङࠈ ట޳ ࡎछ ङࠈ వదभ ݋ం࠼ߦ ޳ࡶ ࡌ టړࡹࡎ ऴపవࣕࣆफం޴, ఇ޴ సࠪనం   ప ऱ࣒ బܽद  పڒ  ऱ࣒  b t o i1 i2 i1 

 అړ ࠑ  ޴ߝ సࠪనం, అޙ࠼  ఎంత అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ߘߝ ఏ ࣋द࠱ ݋ం݋ i2 7 4i i 1
ఇవछ గలߠ ۫డంڒ ݟబܽद ࠬࡏ ఈ ࣋ए छ దగ ߕ फ࣋۫ ߖ ߵࡲ ࡛ ठర ఉనऒ i 1 r i 1 ߖన࣒  అ࠳ ޳ࡶ ޴
గమߖంచం࠳ ݟన࣒ అం݄ ࠳న࣒ 2  ప ऱ࣒  సࠪనం r i 1 r i 1 r v i 1 r 2 ڕߕ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ0 
అޔࠋۮ ߖంڒ ޴బܽद ޳ 2 ړछ  సࠪనం i 1 v ࡌ
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ   ప ऱ࣒ छ޳ 8 ࠑ 7 ࡏࠬ 2  ޴ఇ ޙఉంۨ ࡹ  తపओ ޴ఇ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡌ i 1 i ڴࡍసߖ v r v 
छ޳ छ޳త ,࡯ݞఉం ڴ޴న࠳సࠪన ࡌ r r r ޜߖ޵ బܽदڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ న 8 కం݄ 7࠳సࠪన ڕߕ ࡌ
సࣔ గత ߖڜऒ  ఉపߕङ ऐࡌړ ࠭࠲ ࡹలࣃ ڡࡓݧ సࣔ ޜ ࠆ द కࡓం݋ సࡐए ङ ࠪ ంۨࡍڷ ల ݋ ऱܼ .࠭ݞ
  ఇۨऐ న ࢛ࡶद܋లߘ పࡍషए ڡࡓݧ ߘߝ చటदం ݦఉం ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ࡹంచడంࡍ द కࡓం݋ సࡐए ङ  ޳ࡶ ࡱ ݋
కࡓం݋ ఎలवړ दܾ߯ࣄ ఈ ࡵకऐ ర ऱ ऴࡓ ߖށࢩంࡔࠒࡶ ݡటࡎ అߧऱښషߤ లࣃڵ࠭ ޜफ ऒߖ޳దܽ࠴ ,ߘ  ళऱࡌ మ߇ڿ 
వంޘన అంܼߘߝ ࡏ ऴపࡆగࢡల࡯ޘ ࡹయߖ నࡅ ߕ࠮కए  ऴపޒఘటనڜ ߘలవగలࡎ݇  ?ߕ మ࠾ࡍ 
࢐సफړߖ࢐ ఇ߄ࣃ ޴రణంڴ ఒక ࢡతం ఖۨऐ తతछ ంޜ ఒక ఓం ߘంݟ ఒక ڴ࠱ ఓం వర࣊ࣄࡓ   ڕदߤझ  లߘ 
మघࠫ ړߖݞలవڜ ऒ࡯  అߘమࣆޒफం޴.
 మ࠾ࡍ  ఇవछ బݞन झߤद࣊ࣄࡓ  ࠾ࡍబܽद  మڒ ࠼ ओߩఇ ࡱ  ࢑ధङ࢙ ޴ߝఅ  ݡ ంڴ ఉంݦ r2 r1 r2 r3
झߤद࣊ࣄࡓ , సऱ࠼డ࡛ ࡱ అࣣ ࢘ࡍయ࣊ࣄࡓ ࡽࠋदߤझ ऒߕఉ ࡱ  నవ۪ऐھߘక ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ r 3 ޴ߝబܽद  అڒ 
࢙࢑ధङ ంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ࡯ޘ ޴యߖ ऴపޒఘటన అۮ ߖపओ వछߖ ంݟ ఇߩओ  క rxࡍన అమݟలవబڜ ݡ
ఇ࡮ ఉం޴ , సࡐए ङ ఒక అࠬघ ࡹ ݋ ట࡛ ڴ ޳ࡶలछ एࡐస ࡮ݦట࡛ ఉంࠬߠ ङ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ ࡏ࠻త ݋
 ߘߝ ంటऱ అంతܼ࠼ߦ
ङࠈ టڴࠉ ߖࡎ కڡߜ द ࣃۯफ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ ߘ ం ڒబܽद కࡓం݋ ఉంܿం޴  ఇకए డ వۯऐ  ݋ంࡓక ޴
అ࡮ అޔ߱࠼ంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం మనం ఎపओ ऒߖ޵ ڼ࡮ܽ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం అߩओ  ఈ i1 i2 ݡ
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కࡓం߄ࣃ ݋రణంڷ ߖ޵ ڴంޔࢂࢗ ݞం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ఉంܿంߘߝ  ޴ ఇకए డ ࢑భ܊ంۧߘ మ࠾ࡍ 
సࡐए ङ ओߩఇ ݋ రߪ ݡ फޔ࢓ం޴, ఇ࣊ࣄࡓ ࠭࠲ ޴दߤझ फࣃۯ ܿࠈभࡏస ߖ  ఒక ࠭ఖङ ޴బܽद ఇڒ ࠭ న అంశం r3࠳
ऒߘబܽद నڒ  అߘమޒంచంݟ ఎం޶కం݄ ఉ޳ठ ళचࢗ ݋ంࡓక ݞంڷ ށࡍ  r3 ࡽࠋయࡍ࢘ ڕసమయం వర ߖ
ࠪ ంۨࡍڷ యడంۯ ܿࠈभࡏస ߘధకతࡗߖ ऱܼ డߖవछ ంݟ.
నङࢥ ڴరణం߄ࣃ ߖߖ޵   ࢑इపం అࣃࡱߧ ߖफ లछڴ ޴అ ,ࡏ అࠬघ ޳ࡶ ట࡛ࠬߠ ట࡛ ఎܿవంܽ ࢑इߖߦऒ  
۫పڒ ޶బܽद అࢥ ޴నङ  ࢑इపం ఇߩओ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ నङࢥ ࡏ  ࢑इపం ఉనऒ ओߩ  ఈ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ޴ఇ ݡ
కࡓం݋ ఇకए డ ߘంݟ వ फ࣎ ం޴ ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ ఇړ2  ߘߝ ޴ సࠪనం, ఇ޴ అߖऒ ంܽߖ i 1 i 1 plus i 
ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔܿ޳ డ వࣆफనऒ  ఈ ڷ ߖ޵ంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇߩओ  i2 ݡ
ఈ సࡐए ङ బܽद i1 r1 0ڒ న࣒࠳   సࠪనం ړ బܽदڒ  న࣒࠳  फ࣋۫ ߖ ݋ i2 r2 i1 r1 i2 r2 i3 r3 i2 rx 
నङࢥ  ࢑इపం జڵࡍనߩओ అకए ࡏࠬ బܽदڒ ޶ంచࡍ࢑࠙గం సహక బܽद ఈڒ సࠪనం ړ ݡ డ ఉనऒ  i1 r3 i2 rx
ऴపޒఘటనలߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࠬࢗ ࡏంట࢑ ߝభ܊ంచడం ޳छ छ޳ ޜߖ޳కࡖసࠬకరణం మ  ࡏంܼھߘక ࡌ  e r1ࡌ

ओߩసࠪనం ఇ ړ ओߩనࣄ࡯ޘ ࡱవࡱ࢑ బܽदڒ ݡ నङࢥ ߘߝ ࠾ࡍమ ݡ  ࢑इపం r3 r2 rx r 1 r 2 r 3 
߰ం޻ వరڕ ऴపޒఘటనలߘ ࠪరऐ డం ޳छ తघڴࡆऴప ࡌ కంߖ ڴర पࣃ࠼फ घࡏ߷ ߘߝ ,࠭ छ޳ ࡮ rx ߖ ࡌ
एړࡵ ంచవ۪ऐ  అ޳ ޴ߝछ rx r2 r1 r3 ࡹߖ޵ ,ऴతంࣇ నޘళऱ వంࡌ మ߇ڿ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ݟంߘ ࡌ
छ޳ ߖ޵ ,޴న ఉంޘవం ڕࠬ  ࡌ
వంޘనߘ కڕࠬ ޕߩࡱ ఎܿవంܽ ࢑इపం ఇవछ ऒߕఉ ڵ࡯న క࠳సࠪన ړ ఓం 6 ߘߝ ,޶ r.ߘ r 1 
 2 1.

 ఓ࠹ లڕ సࠪనం మߖ ࠾ࡍ  ఓ࠹ లڕ సࠪనం ۯయడం ޳छ నङࢥ ߕ ࡌ  ࢑इపం ߅ࣃంచబݟంద5 ߖ r 3 8
అڕߘం޳ం , అ޳  ޙ࠼छ rx r2 ߖఅ ߕ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ڕల ࠹ఓ  ޴ఇ ,޴ంޔࡏࠪ ڴ ڴ ࡌ r1 r3 2 rx 
అڕߘం޳ం 

అ޴ڜ ޴ߝभࠚ ڴనऒ एࡐస ޻అ ࡏࠬ ,ం޳ంڕߘఅ ޴న࠳ ङ .rx 2 ߖ ݋
01 అߖ అڕߘం޳ం  , అޙ࠼ ఉ޳ठ छ޳ ށࡍ ओߩఇ ࡏࠬ ߖఉంܿంద ݋ంࡓక ࡌ నऒۨ ޴అ ࡏంܼھߘక ݡ  ڴ޴
ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࢑ ߕచలనం ۨనऒ ओߩఇ ޴ కएࡅ ߖ޵ ݡ  ఆసړ फకర࠳న అߧऱښషࡽࠂ ߤ.
నऒࠚ ڴभ޴ڜ ߘߝ  एࡐన స࠳ ङ फࣃ۫ ߖ ݋  ߘ
ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ , ܽ అߖ అڕߘం޳ం , సమసङ  ఏࠫటం݄ , మ࠾ࡍ మధङ  సࠪన࠳న ऴపޒఘటనߘ r a b 
మࡍࣃࡗ కھߘనడం వలన సࡐए ङ  కషदం  ఆ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ڒ క࠼సࠪంతర కల ޳ࡶ క࠼కల ࣒ࡎࣄ ݋
పదमۯ ࡹޒయంڒ ݟబܽद ߧۮ ࠭࠲ओ న ऱܿ మࢁऱ ࡏڷफం۪ڝంݟ, అ࡮ంటߩओ మధङ ࠾ࡍమ ࡏࠬ ݡ  a b 
ङࠈ టߖࡎ ఊࣕం۪ߘߝ ,࡯࢐ڝ అۯ ࡮యగలߖ࢐ܽ ߘߝ ߗڒ ,ߘ ఒڜए కए వछߖయۯ ࡏ࠻త ڴܽ ంݟ మ࠾ࡍ 
फࣃࡱߧ ߘߝ ߖߖ޵ .ం޳ంڕߘఅ ߘ
  ఇ޴ ఒక व߯ڴ ࠹ ఇߩओ ړఆస ݡ फకర࠳న ࢑షయం ఏࠫటం݄ , ࠬ܉ ߖߖ޳ ࡏऴగతफڴ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఈ సࡐए ङ  ݋
న తపओޘళऱ వంࡌ మ߇ڿ  మࡖకܽ ڒదࡏࠬ ߖ కھߘంܼࡏ మ࠾ࡍ అۯ ࡮యࡏࠬ ړߖݞ కࡱ ߤࣾߜ ఎ࡮ 
తࡗࢡۯ ࡏ࠻ మࢁऱ ࡏڷफ ڒ ࡯࢐ڝࣆۯబܽद ߘߝ ఇࣃफ ऒߖڜ ޴ఇ  ߘ  సంఖङ भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖߖ޵ మనం ࡱ ం, c 
भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖߖ޵ ం ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦం݋ ఎం޶కం݄ ఇ޴ అ࠼ߦ ޻ంڒ ݋బܽद ߕ d b a 
छ޳ ݋ం࠼ߦ ڡߜక ړ ࡌ द ۯయబݟన ࢑࢑ధ కࡱ ߤࣾߜ ఏࠫ݇ ۫డంݟ.a c 
झߤद࣊ࣄࡓ   మ࣊ࣄࡓ ړ ࠾ࡍदߤझ छ޳  झߤद࣊ࣄࡓ ޴ߝఅ ݋ం࠼ߦ ࡌ छ޳  ڡߜక ړ ࡌ द ۯయబݟం޴, అړ ޴ r d b r c d
झߤद࣊ࣄࡓ छ޳  ڡߜక ࡌ द ۯయబݟం޴ మ࣊ࣄࡓ ࠾ࡍदߤझ  व߯޳ ࠹छ ڡߜక ࡌ द ۯయబݟం޴ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  r cd r 
ఉనऒ ڵ࡯క ߘߝ  సࡐए ङ లऐ߱ ޜ ݋ ంڒ ޴ߕ ݟబܽद ఇ޴ ఇڒ ޴బܽद ړ కڡߜ द ۯయబݟందߖ గమߖంచంݟ c d a c
మړ 2 ࠾ࡍ కڡߜ द ۯయబݟం޴ మ2 ࠾ࡍ మ࠾ࡍ అࠬघ ట࡛ ޳छ అకए ࠾ࡍమ ࡌ డ ఉంݦ ఏߕ޼ db c d cd 
ऴపޒఘటన ޳छ ڡߜక ࡌ द ۯయబݟం޴ 
వछߖయڶ ऱࢁమ ߖߖ޳ ߘߝ ޜచనలࡹబܽद ఈ ఆڒ ంݟ మࢁच  సࡐए ङ चࢁమ ߘߝ బܽदڒ ݋  సࡐए ङ  ޙ࠼నటऱࣄڶ ݋
ఏࠫ జޔڷࡏం޾ ۫డంݟ, 
ఇߩओ एࡐऱ ఆ సߘࣾߜమన క ݡ ङ ఉనऒ ࡹ ݋  ࢑ధంߝڴ ఉߕऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ ߗڒ ,࠼  ۫࣋फ ޳ ߖ޵छ  ߖ޵ ޴ఇ ࡌ
छ޳ లङޔసమ ޴ఇ ࡌ  ఐదవ ࣄ ޒࡌछ  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޶ڒ ۶
ऴࠈం۶ ޳छ ऴపవࣕ ݋ంࡓక ࡌ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ޳छ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ޶ࡶ ݋ంࡓక ࡌ  cd cd ߘయగలۯ ఏࠫ ݡ
ంటऱ మధङ࠼ߦ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ޶ࡶ ݋ంࡓక ࡹ బܽदڒ  ऴప࠙వవంత࠳న ऴపޒఘటనߘߝ ߘ cd a bi 
కھߘనవలࣄ ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ యవ۪ऐڶ ऱࢁమ ߘޢ ݡ   ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ సࡐए ङ ం࠼ߦ ఈ ڕߕ ݋ ऱܿ t a 
మ࠾ࡍ ఉߕऒ వదभ ఉనऒ ߕ ޙ࠼నటऱࡶ ڴథࠫకంߦऴ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ झߤद࣊ࣄࡓ ࣒ࡎࣄ ޴   ప ऱ࣒  అం݄ b r r a 
మ࠾ࡍ మధङ  b r 2r 2r ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۯ ߖప ݞږ ڕవర ݟంߘ ఖࢡ వڷ޴ క జతࡖమ ࠾ࡍమ ݡంࡓ 
ఇ޴ అޔࠋۮ ڕߕ ߖం޴, ఇ޴ సࠪన࠳న ऴపޒఘటన ښవలం ڒబܽद ఈ సమసङ  ఆసړ फకరంڴ ఉం2 ޴r r 
ఎం޶కం݄ ࠴దܽ ࡹ ڡࡱ ఇޘ ޴లऱܽ ڡߜక ޴ఏ ړݟ࢘ ࡏࠬ ߩ࢙ࡗమ ,޶ంచߧߖక ࡮నޘవం ࠼ࡌ  द ۯయబݟం޾ 
छࡌऴగࣕంۨన త ࡏࠬ త 
झߤद࣎ ݋࢒  ऴݭࠉण ࡅకए  అߧऱښషనऱࡹ ఒకܽ ޘలऱ ࠼ࡌ వంޘనڕ సࠪన࠳నڴ޴ ۫పవ۪ऐ  णݭࠉట࡛ ऴࠬ ߖߖ޵ ,
అంܼڒ ࡏబܽद ఇ޴ ࠬట࡛ వంޘన ࡅకए  రణంڒ ړߖݞలవߧ ߖట࡛ అࠬ ߖߖ޵ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ऴతంۨڣࡔ 
ऴړం޴޴  ఇ޴ ఒక ࠬటࡏ ߰డ࢓ గల ఒక ޓగ ߖ࠿߷ం ऴߘ ߤࣾ࣊ ࣒ڒ కڵ࡯ ఉం޴, ఇ࢑ ޴సफࡍంۨ ఉం޴ మ࠾ࡍ 

Pru
tor
@
IIT
K



ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ڕంటऱ࠼ߦ కߜఈ క ݡ द࡛ एڕత ࡱ  వ ࣊ࣄࡓदߤझ  కߜక द࡛ एڕఈ త ࡱ  వ a b 
झߤद࣊ࣄࡓ  కߜక द࡛  లࡓ ࡹంࡱࢁڣ ݡ ఉߕऒ झߤद࣊ࣄࡓ ఇ  ࠼ కएࡅ   ࢙࡛ ఉం޴ r 
మ࠾ࡍ మࡖకࣄ࡯ޘ ړߖ޳న ࣊ࣄࡓदߤझ  ఉం޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ ۨవరࡱ మݞږ ࠾ࡍ ఇߩओ  s a b ޜڔ ఒక ݡ
ङࠈ టړࡎ కڡߜ द ۯయబݞन झߤद࣎ ݋࢙ ڴథࠫకంߦऴ ޴బܽद ఇڒ ࠼  వంޘన మ࠾ࡍ ఒకࡏ ఏࠫ ࣃۯफ  ࡏ
లछڴ కएࡅ ట࡛ࠬߠ  ఒక ۨవరߖࡹ ఒక ࠉం࢓޶ ఇకए డ మధङ  ࠾ࡍమ ޴ఉం ݟంచబߖ߄సంߘఅ ޜ࢓޶ంࠉ 
మࡖకܽ ߯܉ ړరవ۪ऐ  మࣅ ࡏࠬ ࠾ࡍछ కࡍంۯ వరࢥ ࡏࠬ ޳ࡶ ڕనङ  ࢑इపం ߰ం޻ వరߖߖ޳ ڕ ౖ࣊ ऱݭ ab
యవ۪ऐۯ లछڴ బܽदڒ  छ޳ ట࡛ࠬߠ ओߩఇ ݋ంࡓక ࡌ ऒߖ࠻࢑ష ఒక ݡ  గమߖంచ޶.
కएࡅ ࡛࢙  కएࡅ ࡽయࡍܾ࠱  ओߩన࠼అ ࢓ఈ ߰డ ࠾ࡍమ द࢑ܾࣄࣄࡓ  నङࢥ ߘߝ ݡ  ࢑इపం ab l 
 l l ݋࢙ బܽदڒ ऱࡏన࣒ ࣊ంܾࠬట࠳ 100 ޴వలన ఇ ߖ޵ ,ం޳ంڕࣆޓ ऱࡏం ࣊ంܾࠬట޳ంڕߘఅ ߖంۧన߅ࣃ
झߤद࣎ ݋࢙  ऴݭࠉण ࣇऴతం ऴపڒరం ఇࢥ ޴నङ  ࢑इపం ఉనऒ ओߩ छ޳ ߤࣾ࣊ ߘߝ ,࠭ࣃۯ ࠭࠲ ݡ  r ࡌ
߰ంߤࣾ࣊ , ࠭ޑ޶ ऴపకటన ࡅకए झߤद࣊ࣄࡓ  छ޳  తపओ ࡌ ङࠈ ڴࡍసߖ झߤࡵ కएࡅ ࢑࠙గం , ࡯࠻ۯ   db 
झߤद࣊ࣄࡓ కएࡅ ߂ࠈఅ ߤࣾ࣊ కం݄޶ఎం ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ  झߤद࣊ࣄࡓ  झߤद࣊ࣄࡓ  .

߰డ࢓ ࣊ంܾࠬట࡛ ࡅకए కएࡅ గޓ  ऒߖ޵ ࠭࠲  छ޳  फࣃऴ࢐ ߖఅ ࡌ ࠭, ఇకए డ   e l e rho l 1 rho l 
rho l1 ޴ߝఅ ޳ࡶ ޴ఉంܿం ࡹ ంܾࠬట࡛࣊  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ ఓం ࣊ంܾࠬట࡛ ݋ߖ࠿ l 

࣊ంܾࠬట࡛ ࡹ ఉంܿం޴ మࡏࣃ ߖߖ޵ ࠾ࡍऱ  ࠳న࣒ ڵ࠙ ޜంచڴ  ఇ࠳  ޴న࣒ తపओ  rho 100 l a 100 l 
మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ࠬట࡛ ऴݟࠉणߖ ఉపڵࡆంۨ ࢥనङ  ࢑इపం ఏ ߰డ߅ࣃ ޜ࢓ంచబޔݡం޾ కھߘనడం ޳छ  ࡌ
రߖ ߖ ఘటనޒऴప ߖయ࡯ޘ प࠼ంచవ۪ऐ ࣎ ݋࢒ ,  दߤ వంޘన ࣇऴతం ࡅకए  మࡖక అߘవర फనం ߰݃ߖलࠬࡆట࡛r 
అࡱߧ ߖవబޔݡం޴.
ఇకए ߘߝ  డ ۨڣࡔऴతంߧ۫ ࡹంۧڒ ߘబܽद ߰݃ߖलࠬࡆట࡛ ऴߦథࠫకంڴ ऴపࡆగࢡలలࡓ ࡹంݡ 
ऒߖڴࡆߖ࢑  కڵ࡯ ఉం޴ మ࠴ ࠾ࡍదܽࡓ ޴ం޳ࡶ ݡ అంతకం݄ ఎڕए వ కހల ߖ ߱లऐ డం ఇߩओ emf ݡ
అమࡍక ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ऴప߄న సࡐए ङ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ఉం ޜలం࠮ ܘदࡶ࢛ ݋ డ ࢘ࡍయࡽࠋ v 
झߤद࣊ࣄࡓ  ఉం޴, ఇ࢑࢙ ޴ధङ ంڴ ఉంܿం޴, త޳छ లछڴ ࡹవరలۨ ݡంࡓ ࡌ కएࡅ ట࡛ࠬߠ  ࢑इపం 
లछڴ దగ ޴అ ,޴फంࣆవ ړࡹ߅ࡍట࡛ పࠬߠ ठరڴ ఉంࣄ ݦछ ۶ ఉం޴  మ޳ ߖ޵ ࠾ࡍछ एࡐస ࡌ ङ छ޳ ݋  d ࡌ
ఇకए ړߖݞపంప ߖ ݋ంࡓన క࠳बరࣄ  డ ࠮లం ߖ ఎۯ ࡽࠋߝయడం వలన ఇߩओ అం݄ ఈ v ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
࠙గం ఇవߗऒ झߤद࣊ࣄࡓ   తڕए వ తరంڒ ࡱڴబܽद ࠼ߦం݋ మధङ  ఒక ߰డ࢙న ఏకޒࡎ ࢙࡛ ఉంܿం޴, ఇ޴ab ab 
ఇకए ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల޳క పߝఅ ڴ࢑ధం నߧ۫ ڴరణం߄ࣃ డ ࣏లభङ ం ڝసం ߖߖ޳ ߘߝ సࡐए ङ  ݋
కएࡅ  మ࠼ߦ ࠾ࡍంటऱ మధङ  ࢑సफࡍంۨ ఉంۧߘ, ఇߩओ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ݡ  a b a emfs ݡంࡓ 
 ޴ఇ ,޴ఉం ݟంచబߖ߄సంߘఅ ڕలࡌ߄࡮࠮

࡛࣎झ  నంబ࡛ వߘ ߤ ߱లऐ छࣄ రठంࠪ-ݡ࠮ ړߖݞ ڡߜక ړ ۶ द ۯయబݟం࠼ߦ ޴ం݋ నంబ࡛ వߤ అߖ emf 
ओߩۮ కएࡅ ڔ రठంࠪ-ݡ࠮ ݡంࡓ లం࠮ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍం మ޳ంڕ  ړ ݋ం࠼ߦ ండవࡓ 
అߘసంߖ߄ంచబݟ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఒక ߄ࣃరణ ࠼ߦంݡ࠮ ݋ ఉం޴, ఇڴ ޴లछ  ݭऱౖ࣊ ࠾ࡍమ ړ ట࡛ࠬߠ
ڡߜక ړ ࡛࢙ యగలۯ द ۯయబݟం޴ 
ऴߦథࠫక ࣇऴతం.
बࡌఅ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒక ࠭࠲   లߘ క޳ ߖ޵ , ࠭ޑߩࡱछ एࡐలం  స࠮ ࡌ ङ emf e1 ޙ࠼అ ,޴ఉం ࡹ ݋ e 2 
ఈ ࣄछ ओߩఇ ޴ంݟయబ࢘ࣄ࠮ ޶ڒ ۶ फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ ࠭ అం݄ మనం ఈ ࢙࡛ ߖ ౖ࣊ ऱࣃۯ ݭफ ࠭ s 
లछڴ కएࡅ ట࡛ࠬߠ  మࡖక ۨవరޜ అߘసంߖ߄ంచబݟ ఉం޴ అం݄ ࢥనङ  ࢑इపం ߰ందబޔݡంڒ ޴బܽद 
నङࢥ  ࢑इపం ߰ం޴నߩओ అంతర 1 ޒڝ ࡹޒबࣄࡍఈ ప ߝంటࢗ మనం ݡ ठత ऴపޒఘటన అ࠼న ࠼ߦం1 ݋ r 1 
లछڴ ڴऴ 3 ݋ం࠼ߦ फࣃ۫ ߖట࡛ అࠬߠ ࠭.
  మࠉ  ࠾ࡍం࢓޶ వదभ ࢥనङ  ࢑इపం ߰ందబݟందߖ అڕߘం޳ం,  ఎం޶కం݄ ڴలछ n 1 n 1 ࡹ ట࡛ࠬߠ
࢑इపం ڒ ޶ࡶబܽद ఈ ړߖڴ࢑࠙ కࡓం޶ࡶ ݋, 
అ޳ ߤࣾ࣊ ޙ࠼छ  బܽद v baڒ ޴ంޔߩపం ߘ ݋ంࡓన క࠳बరࣄ ࡌ
࢙࡛ అంతܼ సం࠙వङ  తڷठదల ఉం޴.ab 
సం࠙వङ ࡹ ࡛࢙ బܽदڒ   తڷठదల ఉం޴ మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ వదभ ࢥనङ  ࢑इపం ߰ందబݟనం޶న, ab n 1 a n1 
࢑࠙గంߖࡹ సం࠙వङ  తڷठదల ࠈङ ట޳ ࡎछ వङ ړ నݟయబۯ ࡌసరఫ ࡌ లङޔసమ ڴకంࡔޒ ం ۯయబݟందߖ emf
ओߩఇ ,޴ంޔࠋۮ ڕߕ ऒߖ࠻࢑ష ఒక ݡ  గమߖంచంݟ 
సࡐए ङ కएࡅ ݋  ఈ ࠙గంࡹ కࡓంࡶ ݋నం޶న అంతర ठత ऴపޒఘటన ߦऴత ߱ࢳంచ޶ ఎం޶కం݄ అంతర ठత 
ऴపޒఘటన అޙ࠼ మࡍంత సం࠙వङ  తڷठదలߖ అంࣆ޴फం޴  ఇకए డ సࡐए ङ కएࡅ ݋  ఈ ࠙గంࡹ కࡓం݋ t 
ఉంڒ ޴బܽद అంతܼ ߰݃ߖलయࡽ ऴߵݞ అ޴ߝ అంతܼ ߰݃ߖलయࡽ ऴߵݞ.n1 pe 1 1 
 ఇߩओ నङࢥ మనం ݡ  ࢑इపం ߰ం޻ ߰డ޳ ࢓छ ఇవछ ࡌ బݟందߖ అڕߘం޳ం, అߩओ నऒھߘమనం క ݡ  l1 ޴
ఈ ࡏࣃऱ ࢑࠙గం ࡅకए  ऴపޒఘటన ړ సࠪనం అޙ࠼ ఇ޴ ߰డڵ࠙ ޜ ߖ ࢓ంచڴ అ޴i a n1 e1 rho l 1 a

 సࠪనం.u ړ1
 ఇߩओ  ڕߘక࣊ ޴అ ݡ

అ࢑ ޻షߖ࠻ऒ  i ޴ంޔࠋۮ ڕߕ ߖయగలదۯ వృతంࡌనߩ 
ڡߜలం క࠮ द ۯయబݟనߩओ ऒߖ޳ ߘߝ ڴࡱ޶బ ړ3 1 ݡ ڡߜక ړ3  द ࣋ۯफ ఇߩओ ఆ సందరग ݡ ంࡹ emf e2 l2 
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వదभ ࢥనङ  ࢑इపం ߰ందబݟం޴, అ޴ ߰డ࢓ ఉంܿం޴, అߩओ దగ ߕ ݡ ठర ఉనऒ ఇకए ߘߝ ࡮ۧ ࡮ۧ ޴ డ l 2 
ऴࣃ࢐फ झ࠹݅ ,ߘ छ޳ ޴ఇ ,ߘࣃۯ ߤర ߖ  i n2 , ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ޴అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ a rho l2 e2
సࡐए ङ న అంతర޶నంࡶ ݋ంࡓక ࡹ࢑࠙గం ఆ ߖࡹ ݋ ठత ࡗߖధం ڒ ޶ࡶబܽद ڒరణం మࢁऱ అ޻ ఏߦ ߕ޼ऴత 
షओߖ ݟంߘ బܽदڒ  ࡏ ంۧࢳ߱ छ޳ వలంښ फޒ వలం o e1 e2 l2 l1ښ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࡌ
కएࡅ ࡛࢙  ߰డࡅ ࢓కए షओߖ  నङࢥ సంڝ ߖ޵ ,࠲फ ࠪऴతޒ  ࢑इపం ߰ందబޔݡం޴, అޙ࠼ ऴపࡆగࢡలࡹ 
కएࡅ ట࡛ࠬࡆलߖ݃߰  మࡖక అߧऱښషߤ 
అంతర ठత ࡗߖధకతࡍڷ ߘ फంచడం.
ङࠈ  టࡎ సࡐए ङ పܽ సందరगߘ࠭ ࠭࠲ ݋ ంߧ۫ ࡹంۨన ޜߖ޳ ఎڕए వ ޳ࡶ తڕए వ ࡐࣃపङ త కڵ࡯ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ ఉనऒ ओߧۮ ޶ం࠭ ڕఇంత ߘߝ ,ఏࠫటం݄ ޴ న ऱܿߖ݃߰ ڴलࠬࡆట࡛ ࢙࡛ ޜ
एࡐన స߄న ऴపݟږ ङ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ ݋ ओߩఇ ߘߝ ߗڒ  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ߵࡲ ࡛࢙ కߝఅ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ ,ߘ ݦ
ంటऱ మధङ࠼ߦ  ࢑సफࡍంۨన ऱܿ ۫ߧంۧߘ మ࠾ࡍ అ޳ ࡛࢙ ޴ߝछ  bv ab ࡌసరఫ ߘ ݋ంࡓన క࠳बరࣄ ڕߕ ࡌ
హङࠈ ࣋ۯ  ,k1 ࡽࠋయࡍ࢘ ڴ࡮పܽߘ࠭ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ݟయబ࢘ࣄ࠮ ޴ఇ ڔ ఒక ޴ఇ ࠾ࡍలం మ࠮ 
झߤद࣊ࣄࡓ  rv 
ఉంڒ ޴బܽद సࡏभۯ ܿࠈయబݟం޴.
లछڴ   మధङ ࠾ࡍమ ߤࣾ࣊ ۃంݟࡎ ట࡛ࠬߠ  వࣆफంڒ ޴బܽद ఇߩओ एࡐస ݡ ङ కएࡅ ݋  ఈ ࠙గంࡏࠪ ࡹओ  a b 
ఉం޴, ఇߖ޵ ޴ అంతర ठత ࡗߖధకత మనڕ ఆసړ फ కࣆڵ࡯फం޴ emf 
సࡐए ङ కएࡅ ݋  ఈ ࠙గంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏంߖ ޾ర प࠼ంచడంࡹ ఇ޴ జޔڷࡏం߄ࣃ ,޴రణంڴ ऴపޒఘటన 
߭݃द మڔ ࠾ࡍ k2 
సࡏभۯ ܿࠈయబޔݡం޴, ఇ࢘ࣄ࠮ ޴యబޔݡంޘ ޳ࡶ ޴రవబޔݡంڒ ޴బܽद ఆపࡔషࡅ ߤకए  దܽ࠴ 
࠙గం࢘ࣄ࠮ ڔ ࠭࠲ ࡹయబݞन ࠭.k1 
  ࢐సफࡓ ړߖ࢐ండవ ࢘ࣄ࠮ ݞږ ړߖڴ࢑࠙యబޔݡం޴ మޘ ࠾ࡍరవబݟనߩओ ओߩఇ ݡ  k 1 k 2 k 2 ݡ
एࡐస  ޴ంޔݡఉంచబ ۨࡍޘ ङ ओߩనۨࡍޘ  న࢑ࡷద࠴ ఈ ࠙గం ߖࡹ ݋ एࡐస ݡ ङ గం cdrk 2࠙ ߖࡹ ݋ k 2
.޶ठనࡸߦ
  సࡐए ङ కएࡅ ݋  ఈ ࠙గంࡹ కࡓం޶ࡶ ݋ మ࠾ࡍ 
నङࢥ  ࢑इపం ߰ం࢑ ޻ధంڴ ౖ࣊ ऱݟంۃ ࢙࡛ ల ࣃब ऒߖߕ  సࡏभ࣋ۯ ܿࠈफ, అߘ ޴ం޷  ݟరంࡹ ߰ం޴ందߖ a l 1
పओۮ ంڒ ,ݟబܽद ఈ ޷రం ఇߩओ एࡐస ޶ࡶ ݋ంࡓక ࡹకం݄ ఈ ࠙గం޶ఎం ݡ ङ  l1 emf ڴరణంڒ ݋
झ࠹݅ ఎ ߤࣾ࣊ ޴ߝఅ ߵݞऴ ࡽलయߖ݃߰ కएࡅ  छ޳ ߵݞऴ ࡽलయߖ݃߰  ङࠈ ࡌ झߤࡵ  బܽद n1ڒ ޴ంޔݡయబۯ 
ఈ పࣄࡍबࡹޒ వదभ ࢥనङ  ࢑इపం ߰ందబݟందߖ అڕߘం޳ం, n1 
అߩओ  n1 ޴ంޔ࢓అ ߵݞऴ ࡽलయߖ݃߰ అంతܼ ఈ ޴ఇ ݡ
ओߧۮ ࡹఇతర ࠙గం ߘߝ న ऱܿ ఇߩओ ङࠈ ߖ ݡ झߤࡵ छ޳ ߤࣾ࣊ ఈ ,޴फంࣆۯ  బܽद ఈ emf eڒ ޶ࡶ ݋ంࡓక ࡌ cd 
ऴపऴړయࡹ అంతర ठత ࡗߖధం ఎ࡮ంܽ ߦऴత ߱ࢳంచదߩۮ ߖओ ओߩం, ఇ޳ంڕ भ޳۫ ޾ఎంత ఉం ߵݞऴ ݡ ం ఈ 
ङࠈ టࣄ ࡎबర࠳న కࡓంߖ ݋ అం޴ फ࣎ ంڒ ޴బܽद 
छ޳ ࡛࢙ छ޳ ݋ంࡓక ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇڵ࠙ ޜ ޴ంచబݟన ړ సࠪనం, ఇࡍ࢘ ޴య࣊ࣄࡓ ࡽࠋदߤझab i rv v
 ప ऱ࣒  व߯࠹, ఇకए డ व߯࠹ అ޴ߝ ߰డࡅ ࢓కए కएࡅ ࡛࢙  కएࡅ ࢓తफం ߰డ࠴  झߤद࣊ࣄࡓ  .r r ab 
ओߦۮ ߖఅ ࡽఎ ࠭࠲   ࠭ ఎం޶కం݄ ࢙࡛ ఏకޒࡎ ऴࡹ ߤࣾ࣊ ࣒ڒ ఉంࢗ ࡛࢙ ,޴ంట ࣄबర࠳న ߰݃ߖलయࡽ 
ऴݟڼయం݋ ఉం޴ మ࠾ࡍ కࡓంڒ ࣆࡱޘ ڕߕ ݋బܽद ࣆ ߖߖ޳లభంڴ కھߘనడం ޳छ एړࡵ ࡌ ంచబޔݡం޴ 
సం࠙వङ ۯంۨࣇ ߘߝ ఘటనޒऴప ڕ ࡛࢙ తफం࠴ బܽदڒ  ऴపవణతڕ ऴప߄న࠳న޴.

छ޳ అం݄  ప ݋ంࡓఈ క ࡌ ऱ࣒  व߯ށڷ ޜ ࠹ంచబݟన व߯࠹ అޙ࠼ ఇ޴ తపओ ओߩఇ ڴࡍసߖ  phi i rv r r  ݡ
సం࠙వङ ڕ࢓డ߰ ݋ߖ࠿  తڷठదల, 
ఎం޶కం݄ ࠈङ झߤࡵ  వదभ ߰ందబݟం޴ వߤ మ࠾ࡍ అړ ޴ వङ ङࠈ ڴకంࡔޒ झߤࡵ  le ngth l emf ei
నङࢥ ޴ఇ , ޴ంݟయబۯ  ࢑इపం ߰ం޴నߩओ కएࡅ ߤషࡔఆప ݡ  e phi l ޴ఉంܿం ڵ࡯సం కڝ దܽ ࠙గం࠴ 
వړ ߤ సࠪనం, ఇߩओ एࡐస ݡ ङ కएࡅ ݋ నङࢥ ࡹండవ ࠙గంࡓ   ࢑इపం ڝసం ۮపओ డం ޳छ  మనం ࡌ
एړߟ ओߩఇ ߘߝ  ం޳ࠋۮ फࣃ࢘ࣄ࠮ ݞږ ߖ ݡ ओߩఇ ߘ ओߩనݟయబ࢘ࣄ࠮ ݡ k2 ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ k2 
भ޳۫ ం  ࢘ࣄ࠮యబݟనߩओ एࡐలం స࠮ ఈ ݡ ङ కएࡅ ݋  ఈ ࠙గం ޳छ k2 ,޴ంޔߩపం ߘ ݋ంࡓక ࡌ emfe 
ఇߩओ फࣃۯ ܿࠈभࡏస ߘ࢓ऱ ߰డࢁమ ߘߝ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ࡹఆ దశ ݡ నङࢥ బܽदڒ ߘ  ࢑इపం ఒక 
పओۮ ߖఅ ࢓ఆ ߰డ ,޴ంޔݡవదभ ߰ందబ ݡంࡓ ࢓޶ంࠉ ంݟ, అޙ࠼ ఈࢥ ߘߝ ࡍࣃనङ  ࢑इߖߦऒ  ln l2 
छࣅ కࡍంۨనߩओ एࡐస ݡ ङ కएࡅ ݋  ఈ ࠙గం ޳छ ఉనऒ ݋ంࡓక ࡌ ం޶న అ޴ మనం ࣋ۯ కࡓం݋ అߖ అర बం.
  ఇߩओ ఇంటరऒ ݡ झߤद࣊ࣄࡓ ࡽ  అంతܼ ఎంత ऴߵݞ ఇࣆफం޾ ऴ࢐యంݟ మ࠾ࡍ అ޴ ఎ࡮ పࣆۯߖफం޾ r 
भ޳۫ ం, ڒబܽद  ڝ ޜ ߘ ࡽ࣊ ޜऱࣆۯ ܘफం޴ కࡓం݋ పంޔߩం޴ మ࠾ࡍ ఆ కࡓం݋ ఎంత అߖߖ޳ ߖ k2 emf e i 
व߯࠹ అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ࠾ࡍ అ޴ సओ షदంړ ڴ  ప ऱ࣒  व߯࠹  ప ऱ࣒  ۨనऒ ఇకए ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ޴ డ ఈ e r r r 
r 
అ޴ߝ సࡍए झߤद࣊ࣄࡓ ݦఉం ࡹఈ ࠙గం ߖࡹ ࡽ  ఆ అంతܼ సం࠙వङcd ޴ߝఅ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڴతం࡯బܽद ఫڒ 
తڷठదల, ఇ޴ ఉనऒ ओߩ ఉనऒ ݡ ओߩ ओߩఇ ݡ झ࠹݅ ࠹ऱ व߯ࡏࣃ ޴ߝరవడం అޘ ݡ  ۨనऒ  బܽद k2 e i iiڒ ޴

అంతܼ ߰݃ߖलయࡽ ऴߵݞ cd 
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నङࢥ ߘߝ ޴అ ࠾ࡍమ ࠹న࣒ व߯࠳  ऴపࠉޒంߖࠈऒ  ߰ం޴న ߖࡌ޷ऒ e i r l2 ړ ంۨన ऴపవణతށڷ ޜ  phi
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ.
  ఇ޴  ప ऱ࣒ దగ ߕ బܽदڒ సࠪనం ړ2 ޴బܽद అڒ సࠪనం ړ నݟంచబڵ࠙ ޜ  ठర ఈ ࠴తफం ఉం޴ r r er phi l e
झߤद࣊ࣄࡓ బܽद ఈڒ ߵݞऴ ࡽलయߖ݃߰ ంటऱ అంతܼ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ޴ߝఅ ࠹న࣒ व߯࠳ ంۨన i r rށڷ ޜ 
కࡓం݋ ఏ޴ అڕߕ ߕ࠼ ఈ ࡓంߖ݃߰ ࡹܽݟलయࡽ ऴߵݞ ఇࣆफం޳ࡶ ޴ అݟࣄ ޴ అంతܼ ߰݃ߖलయࡽ ऴߵݞ 
ओߩఇ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ߗڒ ߕ ޴బܽद అڒ ङޑऴప ߕڛߖ޻ ࡏࠬ ݡ ࠪऒ యం phi l2 e phi l1
ऒߖ޳ ࣄۯ ࡍڷ ߖ ڴపరం ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟయంۯ సమం ړ2  फంచగࡏޑڷࡱ మ࠾ࡍ phi l en  l 1 l 2 r
సद࡛܊ࡍ ޜߖ޵ छ޳ యడంۯ  ڡࡓݧ ࠭࠲ ࡌ द కࡓం݋ సࡐए ङ ङߕల߯ ࠪ ఉప ݋  ࡏࠬ ంۧ࠭ڵ࠭ ߖށࢩల ऴࣃ
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