
 ࠬ అందࢤ ڔࡍభ޴నం ఇ޴ ఎలवڝदࣃद झڡܽ  సࠏणڡ द ࡓ ࡹండవ ఉపߕङ సం , గత ఉపߕङ సంࡹ మనం ఏࠫ ࠵ࢡۯ 
ऒߖڜ ߘߝ ,ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ  ऴపదరज న ऴపڴࡆలޜ ऴߦరంࠚంۧߘ, అకए డ ࠬࡓ ࡏంݡ గݟन ࠭కए లߘ 
ऒߖఉ ߖ࢐ܽ  ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ दࣃव ݡంࡓ ఆ ݟదभంࡏ ޜ ओߧޒ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ दࣃव ߘߝ ఆࣣ ݟటदంڜ  ࡹ ࣒
ఒకߖߖ޳ మࡖక గݟनߖ దగ ठరڴ ఉంۨనߩओ ओߧޒ అలల ݞږ ݡ ړद శ݄ڜ फ వࣆफంޑ ߖߖ޳ ޴కవ޶भ ఒక గݟन మࡖక 
గݟनࡍߖ ߖ भషद శړ फߜ ޜటदడం ࠭ࢡ۫ ݞږ ࠭࠲.
ऱߦ   दࣃव ڡदࣄ దగ ڕ ठరڴ ప दܿ޴ࡏ ޜभన ܌ڴ కݠनڝࣆޓ ߖంݟ , అߩओ ऱߦ नݠక ܌ڴ ݡ ࡍఆక ߖनݟగ ڡदࣄ लࣆफం۸࡛ ,޴ ण 
ऱߦ నݟయబۯ ऱߦ కࡖమ ߖनݟగ ڡदࣄ ओߧޒ ޜनݟగ ڡदࣄ ऱߦ नݠక ܌ڴ ߖڒ ޴ంޔݡڜ ࡍఆక ߖनݟగ ڡदࣄ लࣆफంڒ ޴బܽद ࡓంݡ 
రࡱڒ ఉߕऒ ࢑కర ఒక ڴబలవంతం  ࠼ लక శړ फ మ࠾ࡍ ఒక ఆకర लނయ࠳న శړ फ ఇ࢑ ޴వࡍంచ࠭࠲ ړߖݞ ۨవࡍࣃࡍ
ओߧۮ ߘߝ న ऱܿ۸࡛ ڴ ण ࠙వనߘ పࡍచయం ࣆۯफߕऒ ࠭ 
۸࡛ ण అ޴ߝ ఒక కణం ࡅకए  లࣾణం ۧ࡮ ఇషदం  ఇ ऴదవङ छࡔ࢘ ࡏࠬ బܽदڒ ࢢࡌ ऴదవङ ࡏ ఉనऒ ڵ࡯క ߖࢢࡌ ݄ऱ ࠬڕ 
छࡔ࢘ छࡔ࢘ ఉం݄ అ࢑ ࡱހక ࡏ ࡎۧ ࡏ णలߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మࡓ ࠾ࡍంݡ రڒల ۸ࡎ णࡱ ఉߕऒ యۮ ߖపओ డం 
छ޳ ࢑కర ࡌ लణ మ࠾ࡍ ఆకర लణ ࡅకए  ऴపڴࡆల࢑ ࠭࠲ ߘవࣃࡍफ ࡎల ۸ڒర ݡంࡓ ࠭ णࡱ ఉߕऒ  ߖߖ޳ఒక ࠼
.ࡏఅంܼ ࢟ܽ܊ߦ
  ऴపږޒల అࣃࡱߧ ߖफ తघߕధ ࠾ࡍమ ࡏ క ࡛ۧ ण ऴపږޒల ࡛ۧ ण ߧޒ ߘओ తघߕధ ޙ࠼అ ,޴ంޔݡڜ క ࡛ۧ ण 
ऴపږޒల ࡛ۧ ण ߘ ఆకࡍ लࣆफం޴ మ࠾ࡍ ऴపږޒల ࡛ۧ ण ږߘࣃల ࡛ۧ ण ߘ ఆకࡍ लࣆफంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంࡎ۸ ݡ णలޜ 
మనం 
࢑కర लణ మ࠾ࡍ ఆకర लణ ࡅకए  దృڵछ షߖ࠻ऒ  ࢑వࡍంచగ࠭ޑڷࡱ.
  ఆ ऴపࡎ۸ ࠭࠲ ࡱڴࡆणల ࡅకए నऒࠚ࢑   లࣾހలݞږ ߘ చࡍऐ ంۧ࠭, ఉ޳హరణࡍߖ ࡏࠬ ڕ भషद ۸ࡎ णలޜ 
ఒక ఐ࣎ࣄ ݭ݃ࡶసदڕࣆޓ ߘ ࠹ం݄ , ఆ ఐ࣎ࣄ ݭ݃ࡶసद࠴ ߖࡹ ࠹తफం ۸࡛ ण ఒంటڴࡍ ࠪర޶ అం݄ ࠬࡏ 
బయܽ ߘంݟ ఎ࡮ంܽ ۸ࡎ णߖࡌ ߖవछ ۸࡛ ߕ޼ఏ ޳ࡶ ړࡹ ࠹సदࣄ  ࡏ ण ࣄసदߘ ࠹ంߖ ݟऴషए ࠫంచړߖݞ ఇޢ ޴ 
అޔࠋۮ ߖం޴  ఐ࣎ࣄ ݭ݃ࡶసद࠴ ߖࡹ ࠹తफం ۸࡛ ण ࣄबరంڴ ఉంܿం޴, ఇߘߝ ޴ గత ఉపߕङ సంࡹ 
एࡖ߮ నऒ ऱܿڴ ऴపږޒల ۸ࡎ णల సంఖङ  మږߘࣃ ࠾ࡍల ۸ࡎ णల సంఖङ  ,޶ంచۨࣇ ߖఉంܿంద ڴबరంࣄ 
ऒߖڜ ࡎతफ ۸ڜ ࡹ ࠹సदࣄ ݭ݃ࡶऱ ఐ࣎ࡏࣃ णల߰ࡐ ߘం޴ంచడం ࣃధङ మޔ࢓ంࡏࠬ ߗڒ ޴ సృࢳदంۨనߩओ డ࡮ऱ   
ऴపږޒల ۸࡛ ण ࠬࡏ సࠪంతరంڴ ధߕతघ క ࡛ۧ ण ݞږ ߘ ఉతओ फࣃۯ फޒ కएࡅ ࠹సदࣄ బܽदڒ ࡏ తफం ۸࡛࠴  ण 
۸࡛ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  ण ࡅకए  పࡍరࣾణ ࡅకए  ఆࣄफ అ۸࡛ ,࠭ࢡ۫ ݞږ ࠭࠲ ߖ ण పࠪࡍణంࡹ 
ఉంܿం޴, అం݄ ۸࡛ ण ۸࡛ ڴࡏࠪࣆ ण పࠪࡍణంࡹ వࣆफం޴.
 1.
ओߩఎ ࡏࠬ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ڕలంࠗ వరږ న࣒ 19࠳ ݟంߘ 10 6  ڴలంږޒऴప ޳ࡶ ڴలంږߘࣃ ߕݧ
కߝھߘ అߖऒ ࡎ۸  णࡱ ఈ సంఖङ కएࡅ   సమऴగ ڷణڴࡱڒ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠬࡏ ఈ ۸࡛ ण ڒछ ంటంࡹ ఏߕ޼ 
సమऴగ ܉ށڷలߘ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ , ఇ2 ڕࠬ ޴.
ࡓ 9 ऱܿ ۸࡛ ण ఉండ޶.
 సంఖङ బܽद ۸࡛ڒ  ण ࡅకए  ఈ పނࠪࡍకరణ మࡖక ۧ࡮ ࠭ఖङ ࡎ࢑షయం ۸ డవ࠮ ࠾ࡍफ మࣄన ఆ࠳ णల 
సంక࡯త సంక࡯తం ڒబܽद ࠬࡏ కڵ࡯ ఉం݄  ఒక ధߕతघ క ۸ࡎ णࡱ మࡓ ࠾ࡍంݡ ऴపږޒల ۸ࡎ णࡱ n n 
అߩओ తफం ۸࡛࠴ ߖࡹ ࠹సदࣄ ݡ ण  ࠳న࣒ ړ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬ۸࡛ ࡏ ण ࡅకए  ۨ ऒࣔ ऒߖ  దృࢳदࡹ n1 n2 e
ఉం۪ߖڕ సంఖङ లݟܔ ߘంۨన݄ऱ ࠬࡎ۸ ࡏ णలࣃݟܔ ߘफ సࠪన సంఖङ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ  ڴలంږޒऴప ࡹ
ఉనऒ ओߩ తघߕధ  ࠾ࡍమ ݡ క ۸ࡎ णߖ ࡱకర ۸࡛ ण ߕࣆऒ  అޔ࢓ం࠭࠲ ,޴ కండక दర ऱ ࠙వనߘ పࡍచయం ࣃۯफ ࠭
మ࠾ࡍ ఇߘझ ऱ కండకࡏటࡶ दࡏऱ అߝ పࡌ޳म లࡹ ఉۨత ఎలवڒदߘऱ ఉంܼ࠼, అ࢑ ప޳ర बంࡹ కదలగలڒ ࢓బܽद 
ఈ కండక ࡏࠬ दర ऱ߯ ऒߖڜ  ࡎ۸  णల࣋ۯ ࣁߩ ߘफ 
అ࢑ ఉపࡍతలం ۪ द݀  పంۯ ނߧయబడ࠼ޑ.
  కండక द࡛  ఇߘझ ࡎऱ అం݄ ۸ࡏటࡶ णల ࡅకए  ఈ ఉۨత కద࡯క జరగߖ పࡌ޳ब झߘఒక ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ࡱ  ߘ ట࡛ࡶ
۸࡛ ण ࣋ۯफ ఏ޾ ఒక సమయం۸࡛ ࡹ ण ఆ ࠉంڕ࢓޶ అంܿڕంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߘझ ۪ ట࡛ࡶ द݀  ޙక߱ࡶరగޒ 
కండక ߘߝ दర ऱ మధङ  ࢐హకత కڵ࡯న ࣊ࠬకండక दర ऱ ࡍڷంۨ ݞږ ࠪ ऱܼ  ߘݞ
మ࠾ࡍ  ఇߘझ కండకࠬ࣊ ࠾ࡍऱ మࡏటࡶ दࡏऱ ఎలवڒदڡߖझ  ࢑పऱవం࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ ऒߖڴ࠙ న࠳  ఏరओ फࣃࡏ ced  ࠼

చటदం ࡓం۸࡛ ݡ ण ల మధङ  బలం ڒబܽद ۸࡛ ڕߕ ण ఉం݄ మࡖక ۸࡛ ण ࡓంݡ ఇ࠮ ߕ ޴లం coulomb's q q 
అߘߝ ޙ࠼ ఇకए డ ఒక ڒࢗद࡛ ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ఇకए ߖߖ޳ ,ߘ డ ఒక ࢗక द࡛  మࡖక ࢗక द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ ఇకए ,ࡏ డ r r 
కࢗ ݡంࡓ द࡛  అంܼࡏ ఈ ڒࢗद࡛ ࡓంݡ ఒక ࢗక द࡛  మࡓ ࠾ࡍంݡ ఒక ڒࢗद࡛ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽړ r r r r 
సࠪనం ڒబܽद ږ ࠭࠲లంࠗ చటदం ऴపڒరం ۸࡛ ण ࡓంڒ ݡరణం۸࡛ ڴ ण ۯయబݟన శړ फ ఒకܽ అߦۮ ߖओ ࠭ 
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ࡓంࡓ ࠑ ݡంݡ ఒక చޔరऴసం ࡓంݡ ఒక ڒࢗ ݋ߖ࠿द࡛ ڴ ࠪరऐ బݟం޴, q q r  r 
ࡎ۸ ݡంࡓ బܽद బలంڒ णల మధङ కएࡅ రం޷   వࡌठ ࡎ۸ ݡంࡓ ࡹతంߦߘࠪࡹ࢑ ړߖ णల ఉతओ  ړफޒ
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࣇऴߖޑऒ एࡖ߮  నऒ ऱܿࡓ ڴంࡎ۸ ݡ णలߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࢗంట 
 ޴ఉంܿం ࡹశ޴
ࡎ۸ णࡱ ధߕతघ క޳ࡶ ߕ࠳ ऴపږޒలࡱۮ ߕ࠳ऱܿࠈ అڒ ࠼ޑ࢓బܽद ࡓంࡎ۸ ݡ णږߘࣃ ࡱలంڴ ఉం݄ f 
ړఒకܽ శ ݡంࡓ फ ࡅకए కࢗ ݋ߖ࠿ ఒక ݡంࡓ శ޴  द࡛ కएࡅ द࡛ڒࢗ ఒక ݡంࡓ   r r q q ݡంࡓ ݟంߘ శ ఒకܽ޴ 
వరڕ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿం޴ మ۸࡛ ࠾ࡍण ࡓ ࡱంږߘࣃ ݢలంڴ ఉనऒ టऱޙ࠼ ߯ ఉనऒ  శړ फ ఈ ޴శࡹ q 2
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ఉంܿం޴ , ఇ࢑ ޴కర लకంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ మݞږ ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ఈ ۸࡛ ण ఈ ۸ࡎ णߧޒ ߖओ ओߩఅ ,޴ంޔݡڜ  q 1 q 2 ݡ

ఈ బలం మࢁऱ ࡓంݡ ऴపږޒలత ࡅకए ఉతओ ݡంࡓ లږߘࣃ  .޴ంޔ࢓फ అޒ
  ఇకए డ సంఖङ ऒߕఉ ࡱ  బܽद ఒకܽ r qڒ ޴శ ఉంܿం޴ ޻అ ࡹశ޴ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ߤవ ݀ ړߖ࡮బܽद బڒ ࠼
ఉనऒ 2߯ ڴరణంڒ  బలం మࢁऱ ఈ ޴శߝࡹ ఉంܿం޴ , ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡏڷ ݡफࡱ ఒకܽ ఎڴࡏ޶ q q q 
ఉం݄ మࢁऱ ࢑కర लకం.
  ధߕతघ క࠳న޴ మࡖకܽ ऴపږޒల࠳న޴, అߩओ ړశ ݟంߘ ݡ फ ࡅకए కࢗ ݋ߖ࠿ శ޴  द࡛  ఒకܽ f r ݡంࡓ 
కएࡅ వङ ڕశ޴  బలం ఆకర ࠾ࡍకం మࡔޒ लނయంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఉ޳హరణڕ ఇږߘࣃ ޴లంڴ 
మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ఈ ۸࡛ ण ߯  ప࣋ۯߖ శړ फ  ఇߩओ ఆకర ݡ लނయంڴ ఉనऒ  వߩ࢙ ߤ ఉం޴, ఇ޴ q 
झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ߤఈ బలం వ ݦఒకܽ߯ ఉం ڴరణంڒ ݡంࡓ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ࡓం޳ ݡछ  ఒకܽ pi q q r ࡌ
ए࣋ ݡంࡓ छ ओߩఇ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࣄۯదయ ߖసࠪనం అ ړ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ݡంࡓ ఒకܽ ړࡹ ࡛  అం݄ r r ݡ
ఏࠫܽ  ఒకܽ ࡓంࢗ ݋ߖ࠿ ݡక द࡛  ఒకܽ ࡓంࢗ ݡక द࡛  ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంڒࢗ ݡद࡛ ړ సࠪనం, ఇړߖ܉ߖ ޴ r r r r
కࢗ ఒక ݡంࡓ న࣒࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړ द࡛ڒࢗ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ द࡛ వङ ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ సࠪనం ړ   క r r rࡔޒ
 బܽद q q r r rڒ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ఒకܽ ఇ ޴ఒకܽ ఇ ޴ఇ ݡంࡓ ޴ఇ ޙ࠼ఒకܽ అ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴
ఇకए ࡏࠬ డ ۫డగڵ࡯న శړ फ ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽڷࡱߕ ڴ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ࡓంݡ ఇߩओ  f pi q q r ݡ
छ޳ కࢗ ݡంࡓ కం݄ ఒకܽ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ࡌ द࡛ కएࡅ द࡛ڒࢗ ఒక ݡంࡓ  న࣒࠳   పࠪࡍణం ఒకܽ ࡓంݡ r r r 
కएࡅ द࡛ڒࢗ  పࠪࡍణం ࡓంݡ ఒక ڒࢗद࡛ ࡅకए  పړߖހࠪࡍ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ ޳ࡶ ఒకܽ r r r 
 న࣒ r r r࠳ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ݡంࡓ ఒకܽ ࠾ࡍమ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ߩఒక చదర ݡంࡓ ڴࡱ޶బ ړݡంࡓ
కࢗ ݋ߖ࠿ ఒక ݡంࡓ द࡛ ఇకए ߘߝ  బܽदڒ  డ ఒక ࠳న࣒ ࡏڷफߘ ఉంۧߘ మࡓ ߘߝ ࠾ࡍంݡ ఒకܽ ఉంۧߘ r 
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ డ ۫డగలڒ ࡏబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగలࡓ ࡏంڒ ݡరణం۸࡛ ڴ ण 
ఒకܽ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ శړ फړ ఖۨऐ తంڴ సࠪనంڴ మ࠾ࡍ వङ  q q q q ߖݡంࡓ క ఒకܽߘకం కࡔޒ
ओߧޒ ࡍߖ ఒక  ޙ࠼दనటऱܽڜ भషद శړ फ ࡓంࡍ ݡవ࡛झ ړశ ޻అ ࡹశ޴  फޜ ఒకܽߧޒ ߖओ  ఆࣣ q q ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡڜ
ऴపకటన తపओ  మࡖకܽ ߙ ޶ڒङ టࡅ ߤకए కएࡅ యమంߖ డవ࠮   ఆకృޓకరణ ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ 
ఈ శړ फ ޑࡏڷछ కర लణ ߖయࠪ࡯߱ ࡮ۧ ړߖ ఉంܿం޴ తపओ छޑࡏڷ  కర लణࡹ ఆకర लނయ࠳న శړ फ ࠪऴత࠲ ఉం޴ 
ఎం޶కం݄ ఒښ రక࠳న ࡛ࠪझ  ఉం޴ సࡔ ఇߩओ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ మనం ఏࠫ ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝ भ޳ ం  ࠭࠲ 
ऴపࡆగంߕ ,࠭ࣃۯ ࡹ దగ ठర ࡓంݡ वࣃद ऒߕఉ ࡱ యࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, అంࡓ ߘ ࣒ܼ ࠭࠲ ࡹ޶ంݡ वࣃद లߘ 
ఉߖऒ भ޳ࡏ ޜ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ ఒకڜߖ޳కܽ ߧޒओ दనܽڜ ऱܿ ࠭࠲ కߕھߘऒ  తలం߯ࡍక ఉపࡖమ ࡏࠬ బܽदڒ ,࠭
గݟन޴ࡏ ߖभనߩओ ऒߖڴ࠙ ంతڜ नݟగ ݡ ऱ ۸࡛ߘदڒఎలव ݟంߘ भ޶ఎ ޴ంܿంڕࣆޓ  ण అ࠼ޑ࢓ మ࢟ܽڻߜ ࠾ࡍ 
కएࡅ  అదన۸࡛ ߩ ण అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఉߖऒ  ۸࡛ ण ࡹڝ ߘओ తफ ۸࡛ڜ ࣄۯబܽद దయڒ ,޴ంޔ ण ࡅకए  తరం 
ऒߖఅ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖదࡶ  జڵࡍంద࡮ऱ  ఉߖऒ ంత ۸࡛ڜ ݟంߘ  ण ߦऱ दࣃव ڡदࣄ .޴ంݟంచబ࡯తర ڕ
 
۸࡛ण ఉߖऒ ۸࡛ ޻ంۨన అ࡯తర ړनݟదܽ గ࠴ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ࡯తర ړनݟఇతర గ ݟంߘ  ण ڒబܽद ޴ࡏभన 
తࡌछ త ࡓంݡ वࣃद ࡎన ۸࠳࢑ధ ښఒ ࡱ णలߘ కڵ࡯ ఉంܼࡓ ,࠼ంݢ ఒ࢑ ښధ࠳న ۸ࡎ णలߘ కڵ࡯ ఉంܼߘߝ ࠼ 
एࡽࣄ ߘ܌ڴ ओߩभన޴ࡏ ޜ  ओߧޒ కܽڜߖ޳ఒక అ࢑ ݡ ڜ दܼ एࡽࣄ ܌ڴ బܽदڒ ࠼ ओࡹڝ ߘల ߤदڒఎలव ࡹ  బܽदڒ ޴ంޔ
ھ߱ ߘల ߤदڒఎలव ݟంߘ ܌ڴ ܌ڴ ࡏࠬ दܿڕం݄ ࢟ܽڻߜ ࡛ۧ ण ࣋࡯߱ ޜफ అ߅క ధߕతघ క ࡛ۧ ण ఉంܿం޴.
  మ࠾ࡍ అ޴ ధߕతघ కం۸࡛ ڴ ण అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬߦ ࡏऱ न దగݟగ ڡदࣄ ठరڕࣆޓ ߘ܌ڴ ڕవۨऐ నߩओ ߖࡹ܌ڴ ݡ
ధߕతघ క ࡛ۧ ण గݟनߖࡹ ऴపږޒల ࡛ۧ ण ߘ ఆకࡍ लࣆफం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴపࡆగంࣄ۫ ࡹన ऱܿڴ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ 
అڕޔए కएࡅ ߖ޳ ంۨనߖమనం గమ ޴బܽद ఇڒ ࠼ޑ߱  ࢑వరణ.
  మࡏసܽ ܌ࡗ ऴపదరज నࡹ ఆࣣ ڒబܽद ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ झߜڒ  भ޳ࠚరంߦऴ ޜद లߵ ం, దయ۸࡛ ࣄۯ ण ݋ߖ࠿ 
ओߦۮ ڕࠬ ߘߝ ߖలంࠗ అږ ۸࡛ ࡎ࠙ లంࠗږ ఒక ޙ࠼అ ,ߘ ण అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, ఎం޶కం݄ ఒక ఎలवڒदߤ 
ఎలवڒद۸࡛ ߤ ण పࠪࡍణంࡹ ఒక ࠼ߦం݋ ఆࡏ ప޴ అࡏڷ ڕࠬ ߖफం޴.
घࠫޛన࣒ పం࠳  ల సంఖङ ߤदڒఎలव ࡹ లంࠗږ బܽद ఒకڒ ࡱ లంࠗږ ޴  ఒక ࠼ߦం݋ ఆࡏ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ 
పంࠫ޽घ ࡓ ࡏబܽद ఆڒ ޴ࠫߖभ޺పవ࡛ ప ڕవర ޴ప ݟంߘ ࡏఆ ߩ޳޳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڕవర ޴ ऱܿ పߘ ޴ంݟ 
పవ࡛ ప޺भ޴ࠫߖ ఎలवڒदߘऱ ఒక ږలంࠗ ࡹ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇࡎ࠙ ࡮ۧ ޴ ࡛ۧ ण ڒబܽद మనం ߄ࣃరణంڴ 
సమసङ ల࡮ۧ ࡹ ۨనऒ ࡎ۸  णలޜ వङ వహࣃࡍफ ࠭ ఉ޳హరణ࠳ 1 ڕऴږ ڝలంࠗ ఇ࡮ ऴ࢐యబݟం࠳ 1 ޴ऴڝ 

ఇ޴ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఆږ ࡏలంࠗ ఒక ږ ߠߕలంࠗ , ఇ޴ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ࠫޛघ  లంࠗ coulombږ ޴
వరڕ ఉంܿం޴, ఉ޳హరణړ10 ڕ అڷߘణంڴ ఉనऒ  ంۨ mࡍڷ లހࠪࡍప ޴ంړऴ ۯంۨࣇ ߖऱࡰࠫ 
ړఆస ڕࠬ వడంڝࣆࡱޘ फకరంڴ ఉంܿందߘߝ ߖ అߕڕߘऒ .ߘ
ऱࠬࡰࠫ న࣒ 3࠳  టࡏऱ 10 ߘం࠳ ݟన࣒ 3 ࠬటࡏऱ ࠫࡰऱऴߘ 10 ࡱ࠭ڴం࠳ ݟన࣒ 3 ऴࡱ࠭ڴ వరڕ, అߩओ ࡏࠬ ݡ
 ఆ߯ ,޴ఉంܿం ڕవర ࡏన࣒ ఆ࠳ ݟంߘ ޴ప ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంݟऴ࢐యబ ߖఅ ࠭ ޴అ ,ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߖڝऴ࠳
నऒۨ ޴ఇ ,ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘߠߕ ࡏࠬ  అߖ ऴ࢐యబޔݡం޴, ఇ޴ పړ޴ ప޴ ఉంܿం࠳  ޴న࣒ ࠫޛघ  n ޴
అߩओ ऒߜన࣒ ప࠳ ݟంߘ ޴ప ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ ,޴ఉం ڝߧ ڕࠬ ݡ ంݡ వరڕ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ࠭࠲ ऴపࡎࣃޒ 
ङ࠼ࢗ ࡓ  ऱܿ తڷठߕޔऒ మࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ओߩఅ ,ࡏ फࣃऴ࢐ ߖఅ ࠭࠲ ݡ ࠭.femto 
 పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ పߘࣜ޴ వరڕ మనڕ అ݇ ݃ߘ ߤం࠳ ݟన࣒ ప޺भ޴ࠫߖ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒక ږలంࠗ 

Pru
tor
@
IIT
K



అం݄ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ప޺भږ ޴ࠫߖలంࠗ ల వరڕ ఉంܿం޴, అߩओ ܐ ڕࠬ ݡ द߱  ఉం޴ , ఇ޴ ۨనऒ  z ޴
అం݄ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఇర࢙ ఒకܽ మڝࡆ ࠾ࡍद ۨనऒ  ఇర࢙ y  ޴ఉంܿం ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ ޴అం݄ ప ޴
ऒߗబܽद ఇవڒ ڷࡱߕ द࠵߾ ڝߧ ߠߕ ڝऴ࠳ ऱࡰࠫ ࠭࠲ ,ࡱހࠪࡍప ݦంచబڵࡆఉప ڴరణం߄ࣃ   ߖ
ఉపࣃڵࡆफ ࠭, అޙ࠼ ఈ ࡹ܌ࡗऱ  అ݇ మܐ ࠾ࡍ द߱  ࣋ए ऒߕఉ ݞږ ࡱހࠪࡍక పޒࠥ ࡹ ࡽ  ޴బܽद ఇڒ ࠼
ړఆస ڕࠬ फకరంڴ ఉంܿందߘߝ ߖ అߕڕߘऒ న సంఖङ࠳ఈ రక ߩ࢙ కࡖమ  ߘ ల ࢑వరణࡱ ఏࠫܽ అߖ 
ङڒ ޴అ ,޴ఉం ڴ࠱ ڕࠬ ,ߤ݃ ښ ړޓపవ࡛ ऴ ޴ఇ ,޴ఉం ࡹړ ݞږ ڕమన ,ړߖݞవڝࣆࡱޘ  ߤ݃ ࠹ఎ ࡽటߧ
झڡࣄ పవ࡛ ݟంߘ , ఆ߯ ࠬڴڵ ڕ ऴڴ ఉం޴ ఇ޴ పవ࡛ ࠫޛघ ङڒ ࡌ݃ ڕࠬ ޙ࠼అ ޴ప ړ޴  t , ޴ఉంܿం ࡽటߧ
ఇ޴ పߘ ޴ంݟ పవ࡛ పߜऒ ంݡ వరڕ ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠬڕ ܼ߭ ఉం޴, ఇ޴ పߘ ޴ంݟ పవ࡛ పߘࣜ޴ వరڕ 
ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠬڕ ఎڒझ  ఇ ఉం޴, ఇ޴ పవ࡛ ప޺भړ޴ࠫߖ ప޴, ఆ߯ ࠬڒ ܼ܋ ڕङ  z ޴ఇ  ޴ఉంܿం ࡽటߧ
పవ࡛ ఇర࢙ 21ړ ప޴ మ࠾ࡍ ۨవరڒ ܼࡆ ڕङ  ంۨ yࡍڷ ߖ޵ ߘߝ ,޴ఉంܿం 10 ړఅం݄ పవ࡛ 24 ࡽటߧ
ఇߩओ फࣃऴప ݦ फࣃ࢑ నߖ అߕڕߘऒ झڡ܊߸ కం݄޶ఎం ߘ  మ࠾ࡍ ఇంజࡍߗంࡏࣃ࡮ۧ ࡹ ۃऱ ࠬࡏ సంఖङ లࡹ 
నऒۨ ࡮ۧ దभ సంఖङ߭ ޳ࡶ ࢑ ఉనऒ ࡹ  పހࠪࡍలߘ ఉపࣃڵࡆफ .ࡏ
 ఆ߯ ࠬࡏ ఆ పހࠪࡍల࢑ ߘవࡍంచړߖݞ ఈ శڕफలߖڜ ࡹऒ ంܽߖ ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद ఇߩओ  ߘߝ ݡ
ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ ఖङ࠭ ࡮ۧ కࡖమ ࡹ  ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ చయంࡍప ߘన ࠙వన࠳  ޴అ ࠾ࡍమ ߘ
߰ ప࡛ࣇ ऐࡍమనం చ ޶ం࠭ڕబܽद ఇంతڒ ऴతంࣇ ߤష܊ ంۨన޴ ఒక శړ फ߯  ప࣋ۯߖ శړ फ.
 మࡖక ۸࡛ ण ఉనऒ ం޶న ۸࡛ ण ۯయడం అవసరం ࡓ ڕߕ ޶ࡶంࡎ۸ ݡ णࡱ ఉߕऒ एڕఎ ࡮ۧ ࠼ వ ۸ࡎ णࡱ 
ఉండవ۪ऐ ࡎ۸ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ  णలڕ బࡎ۸ ݡ࠮ ڴࡱ޶णࡱ కڵ࡯ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद నߘऒ  ఈ 
ऴړం޴ సమసङ भ޳۫ ߘ ం ڒబܽद ۸࡛ ڕߕ ण ࡓంݡ ఉం۸࡛ ڕߕ  ޴ ण ఒకܽ ఉం޴ మ۸࡛ ڕߕ ࠾ࡍ ण q q q 
లం ఇకए࠮ ంతڜ ߕ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ݡ࠮ డ ఇ࠮ ߕ ޴లం ఇకए డ ఉం޴ ఇࡓ ޴ంࢗ ݡక द࡛  ఇ޴ వߤ o r r 
కࢗ द࡛  మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴࢗ ޓక द࡛ ఇకए ڕࠬ  ࡆ  డ ఈ ࢗక द࡛ झ  ఒకܽ ࡓంڒࢗ ݡद࡛ ࡱ ఉߕऒ ఇకए ࠾ࡍమ ࠼ డ r r 
ऒߕఉ ࡱ द࡛ڒࢗ ݡ࠮ ఒకܽ ڕࠬ బܽद ऴపశऒڒ ࠼  ऴړం࢑޴ ఇ࢑ ఇకए డ ۸࡛ ݡ࠮ण ࡱ ఇకए డ ࠼ߦ ݡ࠮ం݋ r 
ࡎ۸ ݡంࡓ ࡱणࡎ۸ णࡱ  సమࣾంࡹ వߤ ߯  బలం ఏࠫܽ అ޴ߝ ऴపశऒ .q 2 q 
 మ࠾ࡍ ऴڒ ޓబܽद ߘߝ ఈ ऴړంࣃۯ ࢑޴फ ఇకए ߘߝ ,ߘ డ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఇకए డ ఉం۪ߘޑ q q q 
మ࠾ࡍ ऴߖޓ అనం޷ ࡮ۧ ړߖޑరంڴ ఉం۪ڒ ߘޑబܽद ߘߝ ऴ࡮ۧ ߖޓ ߭దभ ړߖࡌ޷ q q 
తర࡯ంۨనటऱޙ࠼ అ޴ ߯ ఎܿవంܽ బߖ࡮ऒ  కڵ࡯ ఉండదࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ ఒకܽ ఎం޶కం݄ ऴڒ ޓరణంڴ q q q
వߤ ߯  ఉనऒ  బలం ఈ ޷రం చޔరऴڒࣃరంࡹ ఒకܽڴ తڷठޔందࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ݟబܽद ఈ ޷రం ۧ࡮ 
߭దभޙࡍࠪ ڴ޴ ఒకܽ߯ ݡ࠮ బలం ߕࣆ ڴߩ޳޳ऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ڕߕ ߯ బలం ఉంܿం޴  ఒకܽ q q q
ఎం޶కం݄ ࡓంڒ ݡరణంڴ ࠪऴతߖ޵ ߘߝ ࠲ऒ  వߤ ݀ అࣃࡱߧ ߖफ ۸࡛ ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ߘ ण ߯  q f f 
ఉనऒ  శړ फ ఒకܽ ఎం޶కం݄ ۸࡛ ण ࡓంڒ ݡరణం۸࡛ ࡔ࢘ ڴ ण ࡶనߩओ  q q q ߖޓऴ ߘߝ ޴࣋ۯ ߘߝ ࠲ऴతࠪ ݡ
फࣃవڕࣆޓ ڵࡍޒ ऒߖ޳ ߘ बࣃ ఈ ڵࡍޒ  నంࡹ ఉంచంࡓ ݟంߖݡ అనంړߖޑ తర࡯ంచం࡮ۧ ݟ ߭దभ ࡱࡌ޷ q 
మ࠾ࡍ మࢁऱ ࡓం࡮ۧ ݡ ߭దभ ࡌ޷లޙࢀࢗ ڕ, ఈ ۸࡛ ण ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఒకܽ ࡅకए  బలం q q q 
ఈ ޷రం ࡅకए  వࡌठ ऒߖ࡮రం 1߯ బ޷ కం݄ ఈ޶ఎం ,޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ڴమంࡹ࢑ ړߖ  q q 2 
߭ం۪ߝޕ ఉంܿంڒ ޴బܽद 0 ߩ޳޳ అޔ࢓ం޴  .
झ࡛ࠂ ࠲ऴతࠪ ڴరణంڒ ޓऴ ړఅం݄ 1 ޴ఉంܿం ڵ࡯బܽद కڒ   ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ii q q ca f one 

అࣃࡱߧ ߖफ ओߩనࡶ ߤవ ݡ࠮ బܽदڒ ߘ ߯ ߤవ ߖ ڴరణంڒ ݡంࡓ ݡ झ࡛ࠂ   అߖ three q f q f one two q 
फࣃࡱߧ .ߘ
 
߯ ߤవ ޴ߝఅ ݡ࠮  ఒక ࡛ࠂझ , ఎం޶కం݄ ࡓంࡶ ݡనߩओ ओߩఇ  ݡ ࡎ۸ ݡంࡓ ߘߝ ݡ णలߘ ఈ q q 1 q q 3
बࣃ  నంࡹ ఉంۧߘ మߘߝ ࠾ࡍ వߤ ߯  ఉనऒ  బలం ఏࠫ݇ ړࡵए ంۧలڕߘంܿߕऒ  q ޴నݟనబھߘబܽद కڒ ߘ

వߤ ߯  ఉనऒ  బలం ߘߝ వߤ అࣃࡱߧ ߖफ ఈ ۸࡛ ړߖ܉ߖ అం݄ ߘ ण వߤ ߯  ఉనऒ  ఈ బలం వߤ ߯  ఉనऒ  q f q q 
బలం ࡅకए ओߩనࡶ ޓతफం ऴ࠴  ߯ ߤవ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݡ  ఉనऒ  బలం  ఎం޶కం݄ ऴࡶ ޓనߩओ  q q q q q ݡ
߯ ߤబܽद వڒ ݡంࡓ  బలం ࡓంݡ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఈ ऴޓ ఇకए డ ࡏږऐ నऒ పओ  q q q q uantity ,޶రࠪ ڔܽ
అ޴ వߤ ݀ వదभ ࠫ࡯ڵ ఉంܿం޴, అ࢑ ޻ధంڴ ఒకܽ߯ ऴޓ ऴపڵࡆంۨన బలం సࠪనంڴ ఉంܿం޴, f q q q
2 ఉࡶ ࡹړߖనటऱޙ࠼ ఒకܽ߯ ఉనऒ  తफం.q࠴ द࡛ڒࢗ తफం బలం ఒక࠴ 

ఒకܽ߯ ࡓంݡ బలం మ࠾ࡍ ఒకܽ߯ ݡ࠮ బߖ࡮ऒ ߰ ప࡛ࣇ   అం݄   q q q q ,ࡏऴతం అంܼࣇ ߤష܊
۸࡛ण ߯ ړతफం శ࠴  फړࡵ ߖए ంచడం అం݄ ߘߝ ఈ ۸࡛ ण ߯  ऴపޒ వङ ړ फ ۸࡛ ण ࡅకए  బ࡮లڝࢗ ߘदࡍయࣃݟܔ ڴ ࡽफ  ߘ
మ࠾ࡍ అڕߕ ޴ ఇࣆफం࠴  ޴తफం శړ फ ఇߩओ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ఇ ݡ एࡍޑ ఏ ޴తం , ఇ࡯న ఫ࠳ క ࢐దన ޳छ  ࡌ
అంచߕ ࢘యబడ޶, ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  ఈ ࣇప࡛ ߰ ऒߖޑऴࣇ ߤష܊  అߘసࣆࡍफంڒ ޴బܽद ఏࡓ ߕ޼ంࡎ۸ ݡ णల 
మధङ  పరసओ ర చరङ కएࡅ   శړ फ 
ఏߕ޼ ఇతర ۸࡛ ण ఉ޳ ړߖछ .޶ڒ ऴప࠙࢑తం ࡌ
ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠹సदࣄ   ఖङ࠭ ࡮ۧ ڕహనڴమన అవ ݡ ङࡃ࢑ఫలమ ऴతంࣇ ఈ ,  ޴న࠳  అߧऱښషߤ ల 
ఉండవచऐ ࡱ ߤ࠳ݨ తపओ ߘߝ ߖ క ߦۮओ एڕత ࡮ۧ ޴ఇ , ࡯ వ ޷రంࡹ జరగవ۪ऐ   i ࠪ ޳ࡶ 
చరऐ లߖऒ ంܽޓ ࡮ۧ ࡹऴవ࠳న శڕफࡱ ఉనऒ టऱࣇ ࠭࠲ ,ޙ࠼ప࡛ ߰ ऒߖޑऴࣇ ߤష܊  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ 
ऒߖఎ ࡹ ࠹సदࣄ ࡎ۸  णࡱ ఉనऒ పओ ۸࡛ ߕ޼ఏ ,ڔܽ ण ߯  ఉనऒ  శړ फ ߯ߖ޵ ऴప۸࡛ ޒ ण ޳छ ړశ ࡌ फ ࡅకए కࢗ  द࡛  తफం࠴ 
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అޔ࢓ం޴.
ࡍߖ ڼ࡯ందగ߰ ݟంߘ లంࠗ చటदంږ  भషद ۸࡛ ण ڒబܽद ఈ ఉ޳హరణࡹ ఈ సమసङ ఇకए ࡹ డ వߤ ߯  ఉనऒ  q 
 బܽद q q q q qڒ ఒకܽ߯ బలం ڴరణంڒ ޓऴ ࠾ࡍఒకܽ߯ బలం మ ڴరణంڒ ݡంࡓ తफం బలం ఒకܽ߯࠴
వङ ޴ంړ  ߘऴ࢐యగల ߘߝ ڔ फకరణ వߤ అ޴ߝ ఒకܽ߯ ڷࡱߕ ߯ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ࡓంࠑ ݡ f q q r 
ఒకܽ ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ఒకܽ ࡓంڒ ݡङ ప ߵ ऱ࣒  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  వߤ ऴࠑ ޓ ఒకܽ ݡ࠮ r pi q q r 
࣋ए छ ࡛ ఒకܽ ऴڒ ޓङ  బܽद r fڒ ޓऴ ߤవ ࠆఎ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ߵ

ऴޓ ఉనऒ ړఈ శ ڴరణంڒ ݡంࡓ ఒకܽ ݞంڕࡶ సంబంధం ޜߖ޳ ߝఅ ޳ࡶ ޳ फ 2߯ ఉనऒ  బలం q q q q q 
సछ ݡ࠮ తంऴతంڴ ఉంܿం޴.

ఒకܽ ࡓంݡ ఉڒ ړߖబܽद ఇࣇ ޴ప࡛ ߰܊షࣇ ߤऴతం ڒబܽद ࠬڕ ߭దभ సంఖङ ࡎ۸ ࡹ णࡱ ఉం݄ ߖڜऒ    qq aq 
߭దभ సంఖङ ࡎ۸ ݋ం࠼ߦ ࡹ णࡱ ఉం݄ ۸࡛ ߘߝ ण వߤ ߯ ړతफం శ࠴  फߖ ऴ࢐యగలߘ ఎం޶కం݄ ڴࣄघ  q j ݡంࡓ 
۸࡛ ڷࡱߕ బܽदڒ సࠪనం ړ ݟంߘ ण ࡱ ఒకܽ అڕߘం޳ం ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ n ߖ  nn pi q 1 qj r 1 j 
࣋ए छ ङڒ ࡛ సమघ ,ڴంచڵ࠙ ޜ ߵ షߘߝ ࡹ ߤ ఈ ߸గ࡛ ߖࡹ బߖ࡮ऒ  గࣆށफనऒ  ۸࡛ ण ߖ కڵ࡯ ఉండదߖ r 1 j 
గమߖంచంݟ ఒకܽ తన߯ ఎ࡮ంܽ బߖ࡮ऒ  ऴపڵࡆంచ޶ వߤ ߯    బలం ࡓంݡ మ࠾ࡍ ऴࡎ۸ ޓ णల q q q q 
छ޳ రߖ ࠲ऴతࠪ ࡌ प࠼ంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇకए డ సమघ షࡹ ߤ అ࢑ ޻ధం۸࡛ ڴ ण ఒకܽ వరࡓ ڕంݡ q qn q q
ऒߖంۨన అ߅సంబం ړ࢐ܽ నࡷద࠴ ݡ࠮  ఇతర ۸ࡎ णల߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߘ ޴ంݟ q1 jth 
۸࡛ण ࡅకए  సంబం߅త ޷రం మ࠾ࡍ ఇ۸࡛ ޴ ण ړ ߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࢗంట ఉనऒ jth q1 ޴బܽद ఇڒ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ 
ఏ۸࡛ ߕ޼ ण ߯ ړతफం శ࠴  फړࡵ ߖए ంచڕߕ ړߖݞ సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद ఉ޳హరణࣄ ߘߝ ڕసद۸࡛ ߖࡹ ࠹ ण q 
ړశ ߯ݡంࡓ फړࡵ ߖए ంۧలڕߘం݄ ߘߝ ఇ࡮ ऴ࡯࠻࢐  ఈ అڒࢗ  ࡱڷݡद࡛ ఉంܿంڴࣄ ޴घ  ఒకړߖ޳ wo j 
సࠪనం మࡓ ࠾ࡍంߘ ݡంړݡ࠮ ݟ సࠪనం ࡓంݡ ఒకܽ ࣾࠫంచంݟ వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఎߧझ  ऒj n piߕࣆ ߤ࡮

ए࣋ ݡంࡓ ࠑ ݡంࡓ छ ۸࡛ ࡹ޶బܽद ఇంڒ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ݡంࡓ ࡛ ण ࡓంݡ ఉండ۸࡛ ޶ ण ఒక q qj r j r j q 
ఒకܽ మࡓ ݡ࠮ ࠾ࡍం۸࡛ ݡ ण ࡓంݡ ࠫనࣔ అߖऒ  ఇతర ۸ࡎ णలߘ కڵ࡯ ఉంܿంߘߝ ,޴ బߖ࡮ऒq q qn q 

एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ కࢗ ޴ߝబలం అ ࣄۯదయ ,ߘ द࡛  పࠪࡍణం అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ మ࠾ࡍ 
࢑ష࠻లߘ సओ షदం ۯయߘߝ ړߖݞ ఇߩओ ऒߖफలڕఈ శ ݡ ంܽڝࢗ ߗदࡍయݟܔ ڴ ࡽంۧ࠴ ߘߝ ࡯తफం శړ फߖ 
एړࡵ ంచړߖݞ ఒకܽ ࡓ ޳ࡶంݡ ఉ޳హరణ࢐ڝࣆޓ ࡱలڕߘంܿߕऒ ࡎఇతర ۸ ࠾ࡍమ ߘ णల సమࣾంࡹ ఒక 
ࡍߖ भషद ۸࡛ ण ߯  శړ फߖ ఎ࡮ అంచࣃ࢘ ߕफ అర ݩ बం ڝࣆۯవߘߝ ړߖݞ ఒక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ڒబܽद ڕߕ ఈ 
ऴړం޴ సమసङ  ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ۸࡛ ڕߕ ण ఉంߘߝ  ޴ ఇకए డ ఒకܽߖ మࡖక ۸࡛ ण ࡓంݡ మ࠮ ࠾ࡍడవ q q 
۸࡛ण ऴޓ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕంܿڕࣆޓ ࡹ ߤࡷ ښఒ ߘणలࡎ۸ ݡ࠮ ߘߝ ڴహరణ޳ఉ ,ߘ  న࣒ q࠳ ߖߖ޵ బܽदڒ ߘ
फࣃऴ࢐ ߖలంࠗ అږ ߠߕ 20  న࣒ 9 er࠳  ڕ న࣒  20 10࠳ ޴బܽद ఇڒ న࣒ 20࠳ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ߘ
పऱ࣒ ߘߝ ړహరణ޳ఉ ޴లంࠗ ఇږ 5 ݟంߘ  ڕ లంࠗږ  న࣒࠳ పవ࡛ ޴ం , ఇ޳ంڕࣆޓ లంࠗږ ߠߕ   9 5 10 
వరڕ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ పऱ࣒ घࠫޛ న࣒࠳ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ ߘంܼڕߘఅ ߖలంࠗ అږ ߠߕ 8   ࡽږ ޴
మߘߝ ࠾ࡍ ఎߘ ޴ࠫߖంݟ ప޴ వరڕ ఉంܿం޴  ఈ ޷రం ఒక ࠬటࡏ మ࠾ࡍ ఈ ޷రం అర ࠬటࡏ అߖ 
ఇవछ ڕߕ బݟంڒ ޴బܽद ߕ దగ ठర ࡎ۸ ݡ࠮णࡱ ఒక ࡔఖ ࢗంట ఉంచబݞन  ఒకܽ q q q q ݡ࠮ ݡంࡓ ఒక ࠼
పऱ࣒ ݡంࡓ లంࠗږ ߠߕ న࣒ ఇర࢙࠳  ఐږ ߠߕ ޶లంࠗ ऴޓ ప ऱ࣒  ఎږ  ߠߕ ޴ࠫߖలంࠗ ڒబܽद ߘߝ q q q 
ऴࡹޓ ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ  అం݄ ఏࠫ݇ ࢐ڝࣆࡱޘలڕߘంܿߕऒ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ,ߘ  q ݡంࡓ ఈ ࡹޓऴ ݡ
झ࡛ࠂ णల వలऱࡎ۸  ఏࠫ݇ ࢐ڝࣆࡱޘలڕߘంܿߕऒ ऒߗఅ ࡱणࡎ۸ ݡ࠮ ߖࡹహరణ޳ఉ ߕ ࣄۯదయ ,ߘ  కࣄ࡯ 
ఉߕऒ యߖ గమߖంచంݟ  ఒక ڒ ߤࡷబܽद ఈ ۸࡛ ण ࡅకए  శړ फ ఈ ۸࡛ ण ࡅకए  ఉ߯ړߖ ఆ߄రపݟ ఉండ޶ , ఇ޴ 
ࠪరठంࡹ ఉం޴, అޙ࠼ ఈ ۸࡛ ण ࡅకए  ఈ ۸࡛ ण ࡅకए  ఈ శړ फ ఈ ࡓంࡎ۸ ݡ णࡱ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ మధङ  
࢑భజన߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం࡮ࠫࣄ ޴ మధङ  ఆࡗపణࡱ  ఈ ۸࡛ ण ߯  ఉతझ ర ठ శړ फ మన ࣇప࡛ ߰  ߤష܊
రం ۸࡛ڒऴతం ऴపࣇ ण ङࣘ మߤ ఉߘ ړߖంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴, 
ఇߩओ మనం సమసङ ࡹवసफంࢡ కޒࠥ ݡ షएࡍప ڴలభంࣆ ߘ  ࠾ࡍలం మ࠮ ړߖసࣔయపడܼ ࡹంచడంࡍ
అࣿߖऒ ऒߖఅࣿ ࡯࢐ڝࣆޓ   ఏ ޴శߕߞࡹ ఉంచంߗڒ ݟ ఇకए డ ߖ࡮࠮ऒ  సࣔయం ڕߕ ޴ఇ ړߖݞవڝࣆޓ 
ࡍఆڝ ంܽ࡮ఇ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۯ नࣄ ݋ߝసदڕࣆޓ ߖ ࠹ంܼڒ ߘబܽद ఇ޴ అࣾం మߘߝ ࠾ࡍ అࣿߖऒ  y x 
ఇڕࣆޓ ࡮ం޳ం , ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ ߸గ࡛ ߖ మࢁऱ ڶయߖవछ ంڒ ݟబܽद ڕߕ ఉంࡓ  ޴ంݡ ah q one q 
మ࠮ ࠾ࡍడవ ऴڒ ޓబܽद ఇ޴ అࣾం ఇߩओ సమసङ ޴ఇ ݡ షएࡍప ڴలభంࣆ ంۮంڜ ߘ  q y xx ړߖݞంచࡍ
एࡖ߮ ߘߝ ߖదࡶ అవసరం ޴ఇ ,޴फంࣆۯ సࣔయం ڕߕ నऒ ం޶న ߖ࡮࠮ ߘߝऒ  ఏ సమయంߕߞࡹ 
వ۪ऐڝࣆޓ పऱ࣒ ߤవ ޓऴ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ࢐సफ࢐ బలం ߯ޓబܽद ऴڒ   ఎࠆ ऴࡓ ޓంږ ݡङ  ऴ࡛ࠂ ߯ޓझ  q f 
ङږ  ऴڒ ޓరణంږ ڴङ  ऴ࡛ࠂ ߯ޓझ ङږ   ऴڒ ޓరణంڴ ఇߩओ ङږ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ ߤవ ߤవ ޓऴ ࠆఎ ݡ  ऴ࡛ࠂ ߯ޓझ
అం݄ ږङ  వ࡛ࠂ ߤ ߯ ఎߧझ  द࡛ q  q r rڒࢗ ݋ߖ࠿ ߤవ ޓరऴసం ऴޔఒక చ ݡ࠮ ࠑ ݡ࠮ ఒక ࡗ܋ ߤ࡮
ఇߩओ ఇవछ ڕߕ బܽदڒ అࣣ ࣒޴ ߤవ ޓऴ ݡ బݟన ޷రం ఒక ࠬటࡏ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఐ޶ ࠬటࡏऱ r 
ऒڵࠪ ఒక ݡ࠮ బܽदڒ ङ݀ టరࠬ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ఒక ݭ ऱڕ సࠪనం మݡ࠮ ࠾ࡍ ఒక ڒࢗ ݋ߖ࠿द࡛ r r 
తపओ  మࡖకܽ ޴ ޶ڒశࢗ ݋ߖ࠿ ࡹక द࡛  ఎం޶కం݄ ఈ ࡔఖ ޴శࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ ߘంݟ x x q q 
 బܽद x rڒ ޴ంޔ࢓ऱ అࡏటࠬ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ఒక ݡ࠮ బܽदڒ ޴ంట ఉంܿంࢗ ఖ అࣾంࡔ ߮࡯క ڕవర ݡ࠮
࢐సफݡ࠮ ړߖ࢐ ఒక ڒࢗद࡛ ఒక ࠼ߦం݋ ఐڒ ޶ङ ఈకछ ݀ ޓऴ ࠆఎ ݀ ޓऴ ڴ࢑ధం ޻అ ߵ  r x  f ࠑ ߤవ ܿ ࡽ
झߧఎ ߯ ࡛ࠂ ङږ ࡗ܋ ߤ࡮ ङږ ݀   ऴࠑ ޓ ఆ࡛ ऴࡓ ޓంݡ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡛ ऴڒࢗ ݋ߖ࠿ ݀ ޓद࡛ ఆ࡛ ऴࢗ ݀ ޓక द࡛  
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కࢗ ޓఆ࡛ ऴ ړߖ܉ߖ द࡛ ङڒ ߖ޶ఐ ݋ం࠼ߦ సࠪనం ޴द࡛ ఇڒࢗ ݀ న࣒ ఆ࡛࠳  రऐࠪ ړࡹ ߵ ంݟ ఎం޶కం݄ x 
ఇకए ࡏࠬ డ ۫డగࡓ ޙڵ࡯ంߘ ݡంݡ࠮ ݟ క߮࡯ పంړ फ అࣾం ࢗంట ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓ ݡ࠮ంݡ x r 
కࢗ ݋ߖ࠿ ޻అ ݞږ द࡛ ङڒ శ޴   x r.޴ఉంܿం ݡ࠮ ణంࠪࡍప ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ ߵ
కࢗ ݡంࡓ   द࡛ ఉనऒ ڕవర ݡ࠮ ݟంߘ ݡంࡓ ऱ అం݄ࡏటࠬ ޶ఐ  ݋ం࠼ߦ ړߖ܉ߖ   t q ߘߝ బܽदڒ రం޷ 
ऴ࠴ ߯ޓతफం బߖ࡮ऒ  ߰ంߘ޳, ఇ߯ݡ࠮ ޴ ఉనऒ  బలం ࡅకए  q ڴరణంڒ ݡంࡓ ۸࡛ण ࠾ࡍతफం మ࠴ 
ఉనऒ ߯ݡ࠮  బలం మ࠾ࡍ ఇࡓ ࢑ంݡ సంఖङ एړࡵ ߘफలڕశ ݡంࡓ ߝంటࢗ ړߖ܉ߖ బܽदڒ ࡱ ంచవ۪ऐ  i  
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ఒకܽ సࠪనం ݡ࠮ బܽदڒ एړࡵ  ంۧڒ ࡯బܽद ߘߝ ఈ సంఖङ ߯ ࡛ࠂ ࠑ  ߘ  f 1
ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ఉం۪ߘޑ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ घࠫޛ  घࠫޛ పవ࡛ ޴ప ޴  q ߠߕ న࣒ ఇర࢙࠳ ఒకܽ ړࡹ޴
ఇవछ ڴ లంࠗږ బݟంݡ࠮  ޴ అ޴ߝ ఎږ ߠߕ ޴ࠫߖలంࠗ ޷రం చޔరऴసం࢑ ޜభ܊ంచబݟం޴, ఇ޴ q 
ఒక ࠼ߦం݋ ఐ޶ చޔరऴసం, ఇࡓ ޴ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࡓంݡ ఐ޶ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ఆ࠼ߦ ࡏంڴڷࡱߕ ݋ 

కࢗ ݋ߖ࠿ ఒక ݡ࠮ द࡛ ङڒ ݡన࣒ ఏ࠳ ݟంߘ ޴ప ݟంߘ ڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ ࡏబܽद ఆڒ ޴फంࣆవ ڴ   r x ߵ
వరߙ ڕङ టߤ అ޴ బలం ࠳న࣒ ఆ࠼ߦ ࡏంڷࡱߕ ݋ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఏڒ ݡङ  फ xࡏڷ న࣒࠳ ఏࠫ ߵ
ङڒ న࣒࠳ फࡏڷ న࣒࠳ కࢗ ޴ఇ ޴फంࣆۨࣇ ߵ द࡛ ړశ ޴బܽद ఇڒ శ޴  फ ఈ ޴శࡹ ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍx 
ంచవ۪ऐ޴నంࠚఅ ߖߖ޳ ऒߖ޵    ఉపڵࡆంచడం ऴపږޒలం۸࡛ ڴ ण ۯయబݟం޴, ఇ޴ ధߕతघ కం۸࡛ ڴ ण 
ఆకర ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟయబۯ लణ శړ फ ڒబܽद ऴపږޒలంڴ ఉనऒ  ఈ ۸࡛ ण ږߘࣃలంڴ ఉంݦ ఈ ࡛ۧ ण ߖ ఆకࡍ लࣆफం޴ 
మ࠾ࡍ వڒ ߤరణంڴ ऴ߯ޓ ఉనऒ  శړ फ ࠳న࣒ ڒङ  q q x f fߤవ ݀ ޓంۨ ఏࠫܽ ऴࡍڷ ޓऴ , ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ߵ
झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ए࣋ ݡంࡓ ޓఆ࡛ ऴ ࠑ ޓऴ ݡంࡓ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ࡛ ఆ࡛ ऴࢗ ݋ߖ࠿ ݀ ޓక द࡛ , ఇ޴ పవ࡛ ږ ߤߞङ  pi q q 
݀ అం݄ ఐږ ߠߕ ޶లంࠗ మږ ࠾ࡍङ  ऴޓ అߖ గ޳ށभ ం.
  ఎږ ߠߕ ޴ࠫߖలంࠗ అ࠼ߦ ޴ߝం݋ ఐ޶ ࣋ए छ  ࠾ࡍమ ޶ఐ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ޜ ࡛
ఇ޴ ఒక ࠼ߦంߘ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݋ంݟ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ڡࣄझ ङڒ  ङߙ ߵ టڴ ߤ వࣆफం޴ , ఇږߘࣃ ޴ల శړ फx 
ఇڒ ޴ङ ఉనऒ ࡹశ޴ ߵ  ఈ బࡱ࡮ అం݄  ۸࡛ ण ࡓం࢐ ݡసफړߖ࢐ ऴߧޒ ߖޓओ  కం݄ x q q q޶ఎం ޴ంޜݡڜ
ఉనऒ ߯ޓऴ ڴరణంڒ ݡంࡓ  బలం ప ऱ࣒ ङڒ  ङڒ న࣒࠳ కం݄ ఒకܽ޶ఎం , ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ߵ  q x q x ࡹశ޴ ߵ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆకర लణ శړ फ ڒబܽद ఆߤ  ऴߖޓ ఆకࡍ लࣆफంࡓ ,޴ంݡ ఉޜړߖ సంబంధం ڕࡶంݞ q e q q q 
ऴ߯ޓ ఒకܽ బలం ࡓంݡ ఉࡶ ޳ࡶ ړߖక߱వడం ࡍڷంۨ ఎ࡮ంܽ ۨంత ڕࡶంږ ݞలంࠗ చటदం ޳छ  q q ࡌ
ఖۨऐ తంڴ ఇవछ బޔݡం޴, 
అ࢑ ޻ధంڴ ऴ߯ޓ ఉనऒ  బలం ڒరణంڴ మࢁऱ ߰ందబޔݡంږ  ޴లంࠗ చటदం ऴపڒరం మ࠾ࡍ అ࢑ q q two 
࢑కర लకంڴ ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ అ࢑ ఒ࢑ ښధ࠳న సంښత ۸ࡎ णలߘ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߘߝ ऴ࠴ ߯ޓతफం q 
శړ फړࡵ ߖए ంచగలߘ, ఇ࠳ ޴న࣒ ఆ࠼ߦ ࡏంڷࡱߕ ݋ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ఏڒ ݡङ  x ݋ం࠼ߦ ఒక ࠾ࡍమ ߵ
झڡࣄ న࣒࠳ సࠪనం ړ޴ప ݟంߘ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ङڒ  ङڒ ݡన࣒ ఏ࠳ ݟంߘ ޴ప ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ߵ  x x ࡮ۧ ߵ
ङߙ టߤ లڕ సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ అర बం ఏࠫܽ, ఇకए డ ࡏږऐ నऒ  ఈ ۸࡛ ण బࡱ࡮ పऱ࣒ ङڒ  ఉనऒ ࡹశ޴ ߵ  శړ फߖ x 
అۮ ޒࠝߘంޔ޶ం޴.

ङڒ బܽद ఈ ۸࡛ڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘశ޴ द࡛ڒࢗ ంటࢗ ߵ ण ߖߖ޵ ఆకࡍ लంచړߖݞ ऴపయޒऒ फ࣎ ం޴, ఈ ۸࡛ ण ߖߖ޳  x 
ओߧޒ ऒޒऴపయ ړߖݞటदڜ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ ఈ గణనࡹ ఇ޴ జޔڷࡏం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఈ ࡓంࡎ۸ ݡ णలڕ దగ ठరڴ
దగ ࡮ۧ ޳ࡶ ठరڴ ఉంܿం޴.

ఈ ࡓంݟంܽ కం݄ ఈ ࢑కర लక శړ फ ࡅ ߖ޵కए  ఆకర लނయ࠳న శړ फ కం݄ బలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ   r 
۸࡛ण ߖ ߖࡹకర శړ फ ఆకర लނయంڕڒ ڴం࢑ ݞకర लకంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ڕߕ ఇకए డ ఈ సమసङ  ఉం݄, ߘߝ ఈ 
ࡎ۸ ݡంࡓ णలߘ స࣋ۯࡍफ ఈ ۸࡛ ण ޷రంߜ ڴటदబడܼړߖ ऴపయޒऒ ओߩంట ఇࢗ ఖࡔ ఈ ޴फంࣆ ఒక సओ ݡ షद࠳న 
ऴపశऒ  తޔࡵफޔం޴, ఈ ࢑ࠪనం۸࡛ ࡹ ण ږङ  ऴ߯ޓ శړ फ ߖࡶ సమయంࡹ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ఉం޳? 
ఇߩओ ۸࡛ ߕߞࡹఏ సమయం ࡔ࢘ ݞంڕڒ అࣾం ࡏࠬ , ࢑షయం ఏࠫటం݄ దܽ࠴ ڼ࡯ంచగߖగమ ࡏࠬ ݡ ण x 

ऴڕࣆޓ ߖޓం݄, ࡛ࠂझ ऒߘబܽद నڒ ణంࠪࡍद࡛ పڒࢗ   q 
ఇకए డ ఒకܽ ࡓంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ ఉంచߖవछ ంݟ.q q q 
ఇకए ߖޓऴ ߘߝ  ఇకए ݟంߘ ݟ फࣃ࡯తర ړݟ ఆకర ޴కం݄ ఇ޶ఎం ,ߘ लނయంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇ޴ q 
ఆకర लނయంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఇర࢙ ږ ߠߕలంࠗ, ఇ޴ పऱ࣒ ړఈ శ ࠾ࡍలంࠗ మږ ߠߕ ࢟ࠀ  फ ఇ࢑ ࡮కర लకంڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद సओ షदంڴ ఈ ࡓంݡ శڕफࡱ ఒڜए కए  ڵ࡯క ߘలހࠪࡍన ప࠳࢑ధ ښఒ అ࢑ ࢓ࡶయۯ भ޶ర ߖܽ
ఉనऒ పओ ఎకए ݟంబࢗ అࣾం ࡹ࢑ࠪనం ఈ ࡏࠬ ,ڔܽ కࢗ ݡంࡓ ం݄, ఈڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߕݧ द࡛  x ࡱ 
ఒకڜߖ޳కܽ ర޶भ ۯయࡶవࡏࠬ ߖ కھߘంܼڒ ,ࡏబܽद ࠼ߦం݋ ఈ ࡔఖ߯ ఉనऒ టऱ࠭࠲ ޙ࠼ ఆࢢంۧ࠭.
 ఈ సమసङ కएࡅ   అࣾం ڒబܽद సమసङ షएࡍప ߘ ఇకए ߘߝ ړߖݞంచࡍ డ ఒకܽ ఇకए డ ࡓంݡ మ࠾ࡍ x q q 
ఇకए డ ڜంత ࠼ߦం݋ ఉందߘߝ ߖ ఊࣕం۪ڕంܼߘߝ ,ߘ ఇకए డ ऴߖޓ ఉంۧߘ మ࠾ࡍ ఈ ޷రం q x 
ఇ޴ ఒక ࠬటڒ ࡏబܽद ఉంచంݟ ఊࣕం۪  ۸࡛ ण ऴޓ ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఉం࡯ݞ అం݄ ߖకర శړ फii ai q x 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࡓ ߘߝం࢑ ݡష࠻లߘ సంతృߧफ పరۧ࡯ అం݄ శړ फ ޴శࡱ ఈ ۸࡛ ण ޳छ  ఈ ࠾ࡍమ ࡌ
۸࡛ ण ޳छ ۸࡛ ࡌ ण శړ फޜ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ  ఒకڜߖ޳కܽ సࠪనంڴ మࡏ࢑ ࠾ࡍదमంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद q3 
छ޳ అࣾం ࠬద కదలడం ߖߖ޳ ࢑షయం ఏࠫటం݄ దܽ࠴  x q q q ݀ ࠾ࡍమ ޓऴ ࠾ࡍమ ߤవ ߘߝ ࡌ
మ࠾ࡍ ऴޓల బలం ఒࡔ ښఖ ࢗంట ఉంߕڕࣆ۫ ࡮ݦऒ  qࡹశ޴ ښఒ ޶య࡯ޘ ڒఇం ڕߕ ߖయޑ࢓అ అ࢑ ,ߘ
వङ ޳ࡶ కएࡅ ࢑షయం ఏࠫటం݄, అࣾం దܽ࠴ బܽदڒ  ݟఉండం ࡹశ޴ కࡔޒ  ఈ ࡔఖ߯ ఈ tions x 
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࢑ࠪనం۸࡛ ߕ ࡹ ण ఉందࡌߖ ߖम छ޳ వడంڝం۪ࡍ కएࡅ ߤవ ߯ޓऴ ࡌ  ࢑కర लణ శړ फ మࡓ ࠾ࡍంݡ q q q 
మ࠾ࡍ ऴࡅ ޓకए  ఆకర लణ శړ फ ఒࡔ ښఖ ࢗంట ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ࠪऴత޶ڒ ࠲.q 
  అ޴ ࢑శࡹ వङ  q q q ࠾ࡍమ ޓऴ ࠾ࡍమ ߤబܽद వڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ݞږ ࡹణంࠪࡍప ߗڒ కంࡔޒ
ల మధङޓऴ ࠾ࡍమ ݡంࡓ  శڕफࡱ సࠪనంࡔࠪ ڴ అࣾం࠼ߦ ߖࡹం ऱܿ ఎకए డ ࠪర޳ࡶ ࠼ޑ ఎకए డ q x 
ఉߕऒ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ࡆ फࣃ  ࡹణంࠪࡍప  ߘ
కߘక ߘߝ వߤ ऴڵࠪ ޓऒ ङ݀ ऒڵࠪ ݭ ङ݀  f ߘ࢓޶ంࠉ న࠼సࠪనం అ ړޓऴ ݀ ࠆఎ ݭ
ऒߕంܿڕߘలݞ۫  ߘ
 x.޴ఒకܽ ఉంܿం ࠆఎ ڕߕ బܽदڒ రం޷ బܽद ఈڒ
  ऴڵࠪ ޓऒ ङ݀ झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ߤవ ݭ ङږ ߤవ ࡗ܋ ߤ࡮  ऴࠑ ޓ ࣋ए छ ङڒ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛  pi q x x ޴ఇ ޶ࡶ ߵ
పࠪࡍణం అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంڵࠪ ݡ࠮ ݡऒ ङ݀ झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ 1 ݭ ऒߕࣆ ߤ࡮  సࠪనం f pi q q ړޓऴ ݡంࡓ 
ऒڵࠪ  ޑబܽद ఇదంڒ ङ݀ ఇకए ߘߝ ݭ డ ࠪڵऒ ङ݀ ऒߕޔఉం۪ ݭ ओߩఇ ߘ छ޳ ߖ޵ ݡ   ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
కएࡅ ఒకܽ బలం ߯ޓణం ऴࠪࡍప ߖ޵ బܽदڒ రऴసంޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ రం అం݄޷  పࠪࡍణం x q q 
ఇࡓ ޴ంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ బలం ࡅకए  పࠪࡍణం మࡱ࢑ ࠾ࡍవڝࣆࡱޘ ߘవߖ࢐ܽ ړߖݞ q q 
ఒకڜߖ޳కܽ సࠪనంڴ ఉం۪ࡅ  ߘޑకए దగ ߕ బܽदڒ  ठర వ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  వߤ ऴޓ x x pi q q 
ए࣋ ࠑ छ ࡛ ఒకߖ޳ ࠬద ఒకܽ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ తफం ࣋ए࠴ న࣒ ఒక࠳ దࠬ ݡ࠮ ݡంࡓ  छ  x pi q q x ړ ࡛
సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ర޶भ ࣃۯफ న࣒ 1 ࣋ए࠳ ߘޑ޶ం߰ ߘߝ బܽदڒ ߘࣃۯ भ޶ర ߖޓऴ ߘߝ ߘ छ  q x ࠑ ࡛

࣋ए छ ࡛ అݭ࠵ ޴ߝ వړ2 ࠑ ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ఐږ ߠߕ ޶లంࠗ మ࠾ࡍ ఒకܽ x q mod q q q 
కएࡅ  పࠪࡍణం ఇర࢙ ږ ߠߕలంࠗ ڒబܽद ఇ޴ ఒకܽڒ ڷࡱߕ ړబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ వࠑ ߤ సࠪనం అߖ x x 
పऱ࣒ ڕ  ޴फంࣆۨࣇ एࢲࡍప ݡంࡓ ړߖ޵ బܽदڒ న࣒ సగం࠳  ऒߕఉ ࡱࡌ న࣒ ఒకܽ అం݄ పऱ࣒࠳ ఒకܽ ,࠼  x x 
సగం అం݄ ࡓ ߘߝంࡏࣃ ݡऱ ࣋ށڷफ ࠳న࣒ ఒకܽ ړ సࠪనం అం݄ ࡓంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒక x x x 
ఇకए  ݋ం࠼ߦ డ ऴޓ ࡛ۧ द లߖࡹ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ శڕफࡱ సࠪనం అࡓ ޙ࠼ండవ పࢲࡍए రం  ߘߝ q q q 
ऒߕफࣆ۫ ࡓ ݡంࡓ ޴సࠪనం ఇ ړߖڴన࣒ స࠳ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ߘ ऱܿ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ړ సࠪనం x x x x
అం݄ ࡓంࡓ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంݡ  ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ݡంࡓ   x x x x  ޙ࠼అ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంࡓ ݡ
ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ߘߝ ऒߕफࣆߧߖక ࡮ఇ అ࢑ ,ߘ దగ ߕ బܽदڒ ࠼ ठర ఒకܽ ఉం޴ , ఇ޴ q 
పऱ࣒ ޴ఇ ,ݡంࡓ ݡ࠮ లంࠗږ ߠߕ న࣒ ఇర࢙࠳  ఐږ ߠߕ ޶లంࠗ మ࠾ࡍ ఇకए డ ݡ࠮ ఉం޴, q q q 
ఇ޴ ఎږ ߠߕ ޴ࠫߖలంࠗ మ࠾ࡍ ఇ޷ ߕ  ޴రం ڒబܽद ࡓంݡ పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ  దܽ x࠴ బܽदڒ ࠼
పࢲࡍए రం ࡓంߩ࢙ݟڕ ړݡన ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ࡓంݡ ࠬటࡏऱ మࣄ࡯ޘ ڕߕ ࠾ࡍన ఈ ޷రం ఒక q x 
ࠬట࡛ ڒబܽद ఈ ࠴దܽ పࢲࡍए రం ࡓంݡ ࠬటࡏऱ అం݄ ߘߝ ఉంۨࡓ ޙంߘ ݡంݟ ఒక ࠬట࡛ ఆ࢘శం ߖకర q 
బలం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ అߩओ కएࡅ బలం ޓऴ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ߯ޓऴ ݡ  పࠪࡍణం q q q q 
ఇߩओ ړరడం వలऱ శࠪ ڴసࠪనం ݡ फ ࡅకए  పࠪࡍణం ఈ ࠼ߦంࡏڷ ࡹ ݋फం۪࢑ ߝڕధంڴ ఒకܽړ బలం q 
ఉంܿం޴ ఇ޴ మࡓ ࠾ࡍంڕݡ ఇ࡮ంܽ శړ फ ఉం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴  ఒకܽ ఆకర लނయ࠳న శړ फߖ కڵ࡯ q q 
ఉంܿం޴ మࡓ ࠾ࡍం࢑ ݡకర लక శړ फߖ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఈ ࡓంݡ శڕफ޴ ࡱశࡹ వङ  q ࡹణంࠪࡍక పࡔޒ
సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ࠉంࡓ ࢓޶ంݡ ࠬటర ऱڕ సࠪనం ڒబܽद ऴ߯ޓ శړ फ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ x q 
ఎం޶కం݄ ఒకܽ మ࠾ࡍ  ऴࡓ ޓంݡ మ࠾ࡍ ऴޓల߯ బړߖ࡮ సࠪనం మ࠾ࡍ వߤ మ࠾ࡍ q q q q q q 
ऴڒ ޓరణంڴ బలం మࡓ ࠾ࡍంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ వङ ऱࡹశ޴ కࡔޒ  ఉంܼڒ ࠼బܽद ఒకܽ ߖ ݡ࠮ q q q q q
ఆకࡍ लంచړߖݞ ऴపయޒऒ ओߧޒ ߖޓऴ ޴फంࣆ ऒޒऴపయ ړߖݞటदڜ వङ ޴फంࣆ  q ޜణంࠪࡍప ޻అ ࡹశల޴ కࡔޒ
ఫ࡯తం ऴړޓ ఎܿవంܽ శړ फ ڒ ޶ࡶబܽद ఇߩओ  q ࡏࠬ ݡ

ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఉనऒ एࢲࡍండవ పࡓ  రం ࡍڷంۨ ఆۨࡹంۧలڕࡏڝ ߘߝ ߖంܿߕऒ  q q ߘ
ఎం޶కం݄ ఆ పࢲࡍए రం ࡓంݡ࠮ ݡ ࠬటర ऱڕ సࠪనం ఈ సమయంߕ ࡹ సమసङ एࢲࡍప ڕ రం ఏࠫܽ x 
ఒకए ࣄۯబܽद దయڒ  ఏࠫ ࡹఈ సమయం ࡔࠪ ڴసࠪనం ࡱफڕశ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݟంచంۨࡹఆ ࡍࣃ
జޔڷࡏంڝࣆࡱޘ ޾ంڕࠬ ߖߖ޳ ߘߝ ,ݟ ఒక ۨనऒ  ࢐ङ फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ . ߘ
 ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘంݟ  ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  ऴ࠭ߦఖङ త ఇߩओ  ߘహరణ޳క ఉࡖమ ߘߝ ݡ
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆޓ ओߩఇ ޙ࠼అ ࡱणࡎ۸ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡹ ߤࡷ ښహరణ ఒ޳బܽद ఈ ఉڒ ఆࣣ ޴ఇ , ߘ  ݡ
ࡎ۸ ߘߝ णࡱ ఒڕڒ ࡹ ߤࡷ ښం࢑ ࡔ࢘ ݞధంڴ ఉనऒ  మࡖక ఉ޳హరణ࢐ڝࣆޓ ߘలڕߘంܿߕऒ  ࢑ࠪనం  ߘ
బܽद ఇకएڒ ం޳ంڕࣆޓ ڴహరణ޳ఉ ߘߝ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ డ ߠߕ ߤ݃ ߠߕ q one q two and q three 
లంࠗ పऱ࣒ږ లంࠗ పऱ࣒ږ ߠߕ  పऱ࣒ ࠾ࡍలంࠗ మږ ߠߕ 10   ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖలంࠗ అږ ߠߕ 5 
ऒߖڜ ڕࠬ  సంఖङ ఇవछ ࡱ ޴ఇ ࠾ࡍంܾࠬట࡛ మ࣊ 10 ޴ంܾࠬట࡛ ఆࣣ ఇ࣊ 20 ޴ఇ  ߘంܼڕࣆޓ ߘߝ ړߖݞ
సࠪనం࢑ ڴభ܊ంచబݟంڒ ޴బܽद ఇ10 ޴ మ࠾ࡍ ఇ10 ޴.
नݞఉంచబ ࡱणࡎ۸ ݡ࠮ బܽदڒ  ఒక ۸࡛ ޴ఇ ࠼ ण ఇకए డ మࡖక ۸࡛ ण మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠮డవ ۸࡛ ण ఉంڒ ޴బܽद 
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ఏࠫ݇ ߘߝ ఉనऒ ߯ޓऴ ߘ  శړ फ ڒబܽद ఇߩओ  q ,࢓ࡶ ࡹ ߤࡷ ښఒ ࡱणࡎ۸ ݡ࠮ ఈ ݡ
అ࢑ ఈ ࢑ࠪనంࡔ࢘ ݡ࠮ ࡹछ ऒߕంటऱ వదभ ఉ࠼ߦ ࡏ నࣄۯ ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ߘߝ బܽदڒ ࠼ ऱܿߝڴ 
మࢁऱ ڕߕ తڵన సమనछ య వङ వసबߘ ఎం۪ڝవడం మంۨڒ ޴బܽद ߘߝ ఎం۪ڕంܼڝ  ࠂ ߘఆࡍ नࣄ ݋ߝసदߘ ࠹ 
అߘమࣆޒफంڒ ޴బܽद ఇࡎ۸ ݡ࠮ ߕ ࢑णࡱ ఇకए డ ఒక ۸࡛ ण ఇకए డ మࡖక ۸࡛ ण ఇకए డ మࡖక ۸࡛ ण ڒబܽद ߘߝ 
ऒߖ޵  అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం అڕࣆޓ ߖం޳ం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࡓంݡ మڒ ݡ࠮ ࠾ࡍబܽद ఇ޴y x q q q 

Pru
tor
@
IIT
K



కࢗ ఏࠫܽ ఒక ࡱހࠪࡍబܽद ఈ పڒ ݡ࠮ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ޴ఒకܽ ఇ  ޴బܽद ఇڒ లం࠮ द࡛  r r r r 
సࠪనం ڒబܽद దయࣄۯ ఇ޴ ప޴ ࣊ంܾࠬటࡏऱڴ ఇవछ బݟందࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, అం݄ ڒङ  y ࡏఒక ࠬట ړࡹ ߵ
 అం݄ ݋ం࠼ߦ
ఇ޴ వڒࢗ ߤद࡛ ࠼ߦ ڕం݋ పࠪࡍణం ఉంܿం޴ ఒక ࠬటࡏऱ మ޴ ࠾ࡍశࡓ ࡹంڒࢗ ݡद࡛ ړ మࢁऱ r y r 
ऒڵࠪ ङ݀ బܽद ఇకएڒ ޴ఉం ࡹశ޴ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ޴ఒకܽ ఉం ݋ం࠼ߦ ݭ డ ఒక ࠳న࣒ ࡏڷफ ఉం޴ మ࠾ࡍ y 

ङڒ ఇకए ړߖ࢐సफ࢐ द࡛ڒࢗ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ߵ డ ߘంݟ ఇకए డڕ ఒښ పࠪࡍణంࡹ ఉంܿం࠼ߦ  ޴ం݋ ఒక y r 
ࠬటࡏ మڒ ࠾ࡍङ కࢗ బܽद ఒకڒ ޴ంట ఉంࢗ ߵ द࡛ ङڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ  ङڒ ఒకܽ అం݄ ݋ం࠼ߦ ߵ  x r y yړࡹ ߵ
ఈ ޷రం ޴శࡹ ఉంܿంࡓ ޴ంࢗ ݡక द࡛ ङڒ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ న࣒࠳   రం y r y޷ కం݄ ఈ޶ఎం ޴फంࣆవ ړࡹ ߵ
द࡛  పڒࢗ ݡ࠮ శ޴ న࣒࠳  ࠾ࡍమ ࡏఒక ࠬట ݋ం࠼ߦ ऱ࣒ ङڒ ߘ ߤవ ݋ం࠼ߦ  రऐۯ ړࡹ ߵ ంݟ y r i  s x 
ङڒ సࠪనం ړ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴సࠪనం, ఇ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ ఒకܽ ݡ࠮ బܽदڒ  న࣒ r ah r r x y࠳ ߵ
ङڒ ङڒ ߵ కࢗ ݋ߖ࠿ ࡹశ޴ ߵ द࡛ ङڒ  కࢗ ݋ߖ࠿ ࡹశ޴ ߵ द࡛  అ࢑޻ధంࡓ ݡ࠮ ڴంݡ࠮ ݡ x x y y r r 
ङڒ ړ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ న࣒࠳ ప ߵ ऱ࣒ ङڒ  కࢗ ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ సࠪనం ړ ߵ द࡛  r x y ࡱ 
ఎం޶కం݄ ऴ߯ޓ బߖ࡮ऒ एړࡵ  ంచڒ ߘߝ ړߖݞరణం߯ݡ࠮ ڴ బߖ࡮ऒ एړࡵ  ంۧږ  ࡯లంࠗ q q 1 q 
చటदం ޳छ కࢗ ݡంࡓ ࠾ࡍబలం మ ړݡంࡓ ړޓऴ ݟంߘ లంࠗ చటदంږ ࡌ द࡛  శڕफలݟܔ ڕంచడం వలన q q 
 ڕߕ

కࢗ ݋ߖ࠿ ఒక ݡ࠮ द࡛  మࡓ ࠾ࡍంڒࢗ ݋ߖ࠿ ݡद࡛ అవసరం ڒబܽद ఇ޴ ऴޓ వߤ పࠪࡍణంޜ r r r r 
కࢗ ఒక ݡ࠮ द࡛ కࢗ ߤవ ޓబܽद ऴڒ సࠪనం ڕ  द࡛ ङڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ  ङڒ న࣒࠳ ߵ म޳ࣄ ߖ ߵ ంతం ࢗక द࡛  r x y r 
పࠪࡍణం࣋ڵ࠙ ޜफ 
ङڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ ङڒ న࣒࠳ ߵ ఉతओ ݋ݞ ߤవ ݋ం࠼ߦ ߵ ङڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ ړफޒ ङڒ న࣒࠳ ߵ  x y x y ߖ ߵ
ఇకए డ సओ షदంڴ ऴࣃ࢐फ కࢗ ݋ߖ࠿ ఒక ݡ࠮ ߘ द࡛ छ޳ ఒకܽ ݡ࠮   r r m r ߤవ ޓऴ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
కएࡅ  ఆڵऒ ङ݀ ङڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ ݭ ङڒ న࣒࠳ ߵ కࢗ ߤవ ޓऴ ޴సࠪనం, ఇ ڕ ߵ द࡛  పࠪࡍణంޜ x y r 
కࢗ ߤవ ޓऴ ߘߝ బܽदڒ ޴ంݟంచబڵ࠙ द࡛ కएࡅ   పߖހࠪࡍऒ  గࣃށफ ङڒ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ,ߘ  న࣒ r x y࠳ ߵ
ङڒ ఉతओ ݋ݞ ߵ కएࡅ फޒ  వర ठ࠮లం  ࠼ߦం݋ వڒ ߤङ ङڒ న࣒࠳ ߵ ए࣋ ߵ छ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ݋ࡐ ࡛  x y 
ఒకܽ పऱ࣒ ړ ݋ం࠼ߦ  వړ ߤ సࠪనం, ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  కएࡅ ݡంࡓ   వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ఇ޴ 
కएࡅ ߤవ ݋ం࠼ߦ ऱࡏࣃ ݡంࡓ  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ݡ࠮ ఒక ࢗ ݋ߖ࠿క द࡛ ङڒ ݡంࡓ   r x ߵ
ङڒ న࣒࠳ కएࡅ ߵ  వర ठ࠮లం ޳छ  ఈ i r ړߖ࢐సफ࢐ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ఒక ݡ࠮ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ
 r x y ࠼ఉంܼ ݢంࡓ ࡱڴ࠙ ࠾ࡍమ ړߖ޵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ఈ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹశ޴
एړࡵ ࡏࠬ బܽदڒ ంۯంڕ޶ మࡓ ݡ࠮ ࠾ࡍంڒࢗ ݋ߖ࠿ ݡद࡛ ࡓ ݋ࡐ ړߖ܉ߖంڒ ړࡹ ݡङ ప ߵ ऱ࣒  r x pi 
ङڒ ङڒ ޴ం۪, ఇߧ۫ ߖసࠪనం అ ړߖ޳ఒక ࡹణంࠪࡍప ޻అ ߵ ङڒ న࣒࠳ ߵ ए࣋ ޴ఇ ,ߵ छ ࡛ ప ऱ࣒ ङڒ   x y x yߵ
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ फࣃށగ ߘల࡮బ ݡ ఈకछ  ݡ࠮ బܽदڒ ߘ పऱ࣒ ߤవ ޓऴ ࠆఎ ܿ ࡽ  ఎࠆ ऴޓ ݀ ఇ޴ f i  s 
ఈకछ झߧఎ ߯ ࡛ࠂ ࠑ ߤవ ܿ ࡽ ङږ ࡗ܋ ߤ࡮  వږ ߤङ  ऴࠑ ޓ ఆ࡛ ऴޓ వߤ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡛ ऴޓ వڒ ߤङ ప ߵ ऱ࣒  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ 
߯ ఎߧझ ङږ ࡗ܋ ߤ࡮ ङږ ܿ   ऴࠑ ޓ ఆ࡛ ऴޓ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡛ ږङ ङڒ ݀  ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ߵ ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ۫ࣆफనऒ  
సమసङ ߕ సࠪనం ړߖ޳ ऒߕఉ ڴసࠪనం ࡱणࡎ۸ ݡ࠮ ߖࡹ యڕࣆޓ ߘߝ ߖనऒ  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡq q 
పږ ߠߕ ޴లంࠗ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴࡔ࢘ ޓछ  q pi ڷࡱߕ ړఒకܽ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڴࡏ
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ङڒ ఒక  ݡ࠮ ߩఒక చదర ݡ࠮ ࠑ ఒకܽ ݡ࠮  ప ߵ ऱ࣒  q q r r q r ݡ࠮ ࠑ ݡంࡓ 
ङڒ ݡంࡓ ݡ࠮ రऴసంޔచ ݡంࡓ ओߩఇ ߵ సమసङ ߕ ݡ  r q q ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ݡ࠮ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹ
కएࡅ ߤవ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ޶ڒ కܽࡖమ ޴బܽद ఇڒ  పࠪࡍణం పࠪࡍణంޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.r 

సమసङ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ݡంࡓ ݡ࠮ నڵ࡯డగ۫ ࡹ ऱܿڴ ఈ ޷రం మ࠾ࡍ ఈ ޷రం సࠪనంڴ   r 
ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ ڕࣆޓ ߘߝనऒ  సమసङ  ఇ޴ సమ޴छ  ࡱࡌ޷ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍజం మࠜޒऴ ࣗࠈ
సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߘߝ ߰ం޴޻ తపओ झߧఎ 4 ࠑ 1 ڴࡍసߖ  ఒక pi q q r ݡ࠮ ࠑ ޓఒక ऴ 0 ߤ࡮
చޔరऴసం ࡎ  ړࡹ వڒࢗ ݋ߖ࠿ ߤद࡛ ప ऱ࣒  ఆ࡛ ݀ ࢗ ݋ߖ࠿క द࡛ ऱ࣒߮ࡎ  ߘߝ   r thࡱހࠪࡍప ݡంࡓ  ߘࣃۯ 
ङڒ ఒక ݡ࠮ బܽदڒ छ޳ ݋ࡐ ߵ ङڒ ݡంࡓ ఒకܽ ࡌ ङڒ న࣒࠳ ߵ ङڒ ݡంࡓ ݡ࠮ ߵ  స rr x y rࡏఒకܽ వ ߵ
ङڒ ݡంࡓ ప ߵ ऱ࣒ ङڒ  ङڒ ఒక ݡ࠮ బܽदڒ సࠪనం ړ ߵ ప ߵ ऱ࣒ ङڒ ݡంࡓ ݡ࠮   x y r r ݋ࡐ ࠑ ݋ࡐ ݡంࡓ ߵ
ړతफం శ࠴ బܽदڒ ߨ݇ ܿ फ 1 4 ࠑ ఎߧझ  x  pi q 1 q 3  ޴ంޔ࢓అ 0 ߤ࡮
శړ फߘ  ړంږ ߠߕ  ݟలంࠗ ږ ߠߕ  ڴలంࠗ ݡ࠮ ڴ ఒక ࠪڵऒ ङ݀ ए࣋ ݭ छ 9 ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ޜ ࡛ 10 5 r 
త޳छ ऒڵࠪ ఒక ݡ࠮ ݋ం࠼ߦ ࡌ ङ݀ ए࣋ ߤవ ݋ం࠼ߦ ݋ం࠼ߦ ݭ छ  ah r ݡంࡓ అం݄ ,ܿ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ కएࡅ ݡంࡓ ڴݡంࡓ   వర ठ࠮లం  ڒङ एړࡵ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ߵ ంచవ۪ऐ  మ߯ߖ޳ ࠾ࡍ x 
పߖ ࣋ۯߖకర శړ फ ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవ۪ऐ  ఆࣣ ۸࡛ ण అࡏࠬ ޙ࠼ ఇకए డ ߘంݟ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ సమసङ  చకए  ߖ
సమࡐపతߘ కڵ࡯ ఉం޴ ఎం޶కం݄ ఈ ۸ࡎ णࡱ పࠪࡍణంࡹ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మࡱࡌ޷ ࠾ࡍ ఇకए డ 
ࡍߖ బܽद ఈڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ݟంߘ भషद ۸࡛ ण ࡓంږߘࣃ ݢలంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴ 
࡛ۧ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ द ఈ ࡛ۧ द ߧޒ ߘओ ఈ ۸࡛ ࡹశ޴ ఈ  ޴ంޔݡڜ ण అ޻ శړ फ పࠪࡍణంޜ ఈ 
ओߧޒ ࡹశ޴  y x ࡱڴ࠙ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ भ޶కܽ రڜߖ޳ఒక ࡱڴ࠙ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡڜ
ఈ సమసङ ࠾ࡍమ ࠼ޑంచబడݟܔ కएࡅ   సమࡐపత ߘంߖ 3߯ ݟకర శړ फ ఉం࡮ݦ అంచߕ ࢘యబݟం޴  q 

అࣾం ޴శ ڒబܽद ࠬࡏ ఈ సంఖङ లߘ భࡎ फ ۯయవ۪ऐ  మ࠴ ࠾ࡍతफం శړ फړࡵ ߖए ంచవ۪ऐ  మߘߝ ࠾ࡍ x 
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ऴపࣆफړߖޑ చరऐ ఇకए ߘ డ వࣃ࢘࡯޴फ ߰ ప࡛ࣇ ࡹޒతరగ ࡍప޶త ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘ  ߖ޳ ࠾ࡍऴతం మࣇ ߤష܊
࢑࢑ధ అߘవర फߕల߯ మߖࡍऒ  చరऐ లڜ ߘనࣃڵࣃफ ࠭.
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