
  ࠬ అందࠤࢤ ࡮ۧ ڔࡍదయం ࠭࠲ ఇపओ ܽవరڕ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  మڻࠪ ࠾ࡍऒ दࣃ݇ झڡܽ  ంۨࡍڷ 
చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ݧ ࠭࠲నࠫڡझ  ఎలवڝदݧనࠫڡझ ऐࡍచ ߘయࠪలߖ  ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ۨవరڕ 
झڙࠪ ࠭࠲ छ కएࡅ ࡽ  సࠬకరࡱހ మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంత తరంڴల ࠙వనߘ పࡍచయం ڒ ࠭ࣃۯబܽद 
ఈ ఉపߕङ ऒߖలࣃ ంܽ࢑࢑  ࠭࠲ ࡹధ చ दܼ ల ޳छ అర ߘథࠫక ࠙వనలߦऴ ࡌ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࠭ 
కएࡅ ࣒ڴ  చటदం ఆంߧయ࡛ ࡅకए  చటदం ߾రࡅ ݦకए  ఇండࣾߖ ߤయࠪࡱ మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑ మ࠾ࡍ 
ङ޶࢑ ࠾ࡍమ ࡱणࡎ۸ ࡍऴపవ ࡮ఎ ࡱऴప࢐ࣔ ޠ फࣃफ అర ࡆ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࠭ మ࢐ܽ߯ ࠾ࡍ 
ప࣋ۯߖ శڕफࡱ మߖڜ ࠾ࡍऒ  అߧऱښషߘऱ ఇߩओ ऐࡍచ ߘవనల࠙ ࡮ۧ మనం ݡ ంۧ࠭.
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ఏࠫ ߘߝ  दࣃदڝवࡵఎ ߘߝ ,ߘ झڡܽ  మڻࠪ ࠾ࡍऒ दࣃ݇ झڡܽ  మ࠾ࡍ తరంڴల 
ऴߦంతంߖڜ ߖࡹऒ  సమసङ లߘ చࡍऐ ంۧలڕߘంܿߕऒ छ޳త ,ߘ ఉనऒ ڵ࡯క ࠭࠲ ࡌ  ఉపߕङ ࡹల సమయంࣃ
झࡏڝ ऒߖڜ నࣄۯ म޴వృࠚఅ ࡹ  ࠙వనలߘ ఎ࡮ ఉపڵࡆంۧڴࠈ ࡹ అర बం ڕࣆۯంܼ࠭.
ऒߖڜ   సమసङ లݞږ ߘ చࡍऐ ంۧߗڒ ߘ ఈ ߖڜ ߘߝ ܌ࡗऒ  అదనߩ సమసङ లߘ చࡍऐ ంۧలڕߘంܿߕऒ  ,ߘ
ఇڕࠬ ޴ సࣔయం ࣆۯफం࠭࠲ ޴ అࠚవృ޴म ࣄۯన ߖڜऒ झߜڒ  झڡ܊߸ ࡱ दߵ ఖङ࠭ ࡮ۧ ࡹ   ࠾ࡍన అంశం మ࠳
झߜڒ ࢑࢑ధ నݟయబۯ म޴వృࠚఅ ࡹ ࡛ࡎڙ ࠬ ऒߖఎ ࡏࠬ ంۨڵࡆఉప ߘद లߵ  సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ  ࡏࠬ , ࡗ
అర ߘల ߤషښऱߧఅ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ߖ࢐ܽ बం ڕࣆۯంܼڒ ࡏబܽद ߘߝ ఎం۪ߕڕऒ दࣃदڝवࡵఎ ܌ࡗ ఈ  ߘ झڡܽ  
రంగంߖڜ ࡹऒ  సమసङ లߘߝ ߘ చࡍऐ ంۧలڕߘంܿߕऒ దܽ సమసङ࠴ ࠾ࡍమ ߘ भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ం, ڒబܽद 
ఎࡵवڝदࣃद ఉనऒ ࡹޒంࢡ࢑ऴ ࡱ नࡽ߹ ڡܽ ࡎ۸  णల ޳छ ఉతओ ࡌ  దܽ࠴ నࣄ۫ మనం ߖఅ ࡱ नࡽ߹ నݟయబۯ फޒ
࢑షయం మ࠾ࡍ ఆ ߹ࡽन ߖڜ ࡱऒ  రڒల సࠬకరހలߘ సంతృߧफపࣃࡏफ .࠼
కएࡅ లంࠗږ  ऒߖయࠪߖ  కएࡅ ࣒ڴ ࠭࠲ ,࠭ࢡ۫  ऒߖయࠪߖ  ओߩఇ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫   ߘߝ ݡ
ంܿనऒڕߘలݞ۫ దܽ ऴపశऒ࠴   ఏࠫటం݄, ࡐపంߖࡹ ఎࡵवڝदࣃद  न eࡽ߹ ڡܽ

ङڒ ݋ߕ ऒڵࠪ ޴బܽद అڒ సࠪనం ړ ߵ ङ݀ కࢗ ޜ ݭ द࡛  न.e xjࡽ߹ 
  ఏࠬ ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఇࣃ ޴ब నం ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం ڒङ ంట దరजࢗ ߵ కతछ ం x y j 
వࣕంచబޔݡంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇࢗ ޴క द࡛ ڡࢗ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޳గలڒ नࡽ߹  द ۯయగల޳ అ޴ߝ ऴపశऒ .
दࣃदڝवࡵन ఒక ఎࡽ߹ ޳ࡶ   ۨࣇ ߖ नࡽ߹ ڡܽ फ࣎ ం޴ ఇߩओ दࣃदڝवࡵఎ ࠭࠲ ݡ झڡܽ ऐࡍచ ڴޔࡹ ࡮ۧ ంۨࡍڷ  ంۧ࠭ 
ऒߖఅ ޴నࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ  ఎࡵवڝदࣃद दࣃदڝवࡵఎ ࡱ नࡽ߹ ڡܽ ऒߖހసࠬకర ޴ంړ ࡱ नࡽ߹ ڡܽ  సంతృߧफపࣃࡏफ e ࠼

दࣃदڝवࡵఎ ࡏࠬ नܘऱڝ ,ߖڕࣆޓ ߖ नࡽ߹ ڡܽ  ߯  ఒక ߤࡷ ఇంܽऴగ࣋ۯ ࡽफ ߕࣆऒ  సࠪనం.dot tl ړ
  ࠪర ठం అߩओ ऒߕࣆ ߖߖ޳ ࡏࠬ ݡ दࣃदڝवࡵఎ ࠾ࡍమ ࡱ नࡽ߹ క࠼޳ంऴపࣃ కం݄ ఇ࢑޶ఎం ࡏంܼھߘక ڴ  ڡܽ
ऒߖހఈ సࠬకర ࡱ नࡽ߹  సంతృߧफపࣃࡏफ दࣃदڝवࡵन ఎࡽ߹ బܽद ఈڒ ࠼  ఈ ޴ంۧలం݄ అۨࣇ ߘ नࡽ߹ ڡܽ
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯ అం݄ ߘߝ ఏڝ ߕ޼ऱܘन  e dl ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ݋ݞ ం݄ సమऴగڕࣆޓ ޠߦ 
ऒߕࣆ ࡍߖ ߕ޼బܽद ఏڒ ړ भషद ڝऱܘन छ࣋ ڕߕ ړߖݞవڝఎం۪ ߖ ޠߦ  చऑ  ఉంڒ ޴బܽद ړ ࡮ۧ ߘߝ ऱషद࠳న ࠪࡌठ ऒߖ  
ࢩ࢑ ߘం݄ ఈ సమऴగతڕࣆޓ ऱషހతघ కంڴ పࡍషए नܘऱڝ ంచగలࡍ ऒߕంܿڕߘ࢐లڝఎం۪ ߘ ޠߦ   ޙ࠼అ , ߘ
సࠬకరణ సమऴగతߘ పࡍషए ఇబख ڕߕ ࡹంచడంࡍ ం޴ ఉండవ۪ऐ .
 సరࢁకృత ࠪࡌठ ऒߖ ంܿనऒڕߘంۧలࡍసߘఅ ߘߝ ,ړߖݞవڝࣆޓ   ࠪర ठం ऴړంڒ ޴޴బܽद ఇకए డ మ࠾ࡍ x y 
అࣿߖऒ వछߖయڶ  ంݟ ఇھ ޴డन࡯  ఇ޴ అࣾం ڒబܽद ߘߝ ఇ࡮ంܽ ࠪࡌठ ऒߖ  x yࡹపంࡐ ఈ ߘߝ ,ߘంܼڕࣆޓ 
ఒక ࠪࡌठ ऒߖ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ߘంܼڕࣆޓ  డ ߘంࡿࢗ ݟफ ంۨ, ఇకएࠚరంߦऴ ݟంߘ లం࠮ ߘߝ ,ߘ డ ఒక ࡍߪ फ 
ర޵ डచޔరऴڒࣃర చޔరऴస ࠪࡌठ ऒߖ ࡍߪ  फ ࣄۯన తࡌछ త ఇకए డ ఇ޵ ޴ర डచޔరऴڒࣃర ࠪరठం అߘߝ ߖ 
అڕߘం޳ం  ఇڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒ  మ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ दࣃदڝवࡵబܽद ఎڒ ߘ  ఈ a b abc d ࡱ नࡽ߹ ڡܽ
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧߕࣆ ࡯ऒ ړवࡵఏࠫటం݄ ఈ ఎ ޴నۨ࡯యదۯ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ दڡ e dot dl 
दࣃदڝवࡵन ఎࡽ߹ కࢗ ఈ ߖ नࡽ߹ ఈ ڡܽ द࡛ ऱߦ నడం  ఈھߘక ࠾ࡍంచడం మڵࡆఉప ࡹఈ సࠬకరణం ߖ नࡽ߹  ల ࠬద ݋
ఈ ࡍߖ भషद ߹ࡽन ఇంܽऴగࡽ ఇ ݟ ݋ݞఎߕࣆ ࡽऒ  సࠪనం abcda e dl a ړߖ࢐సफ࢐ ݋ݞ ࡽబܽद ఇంܽऴగڒ ޳ڒ 

 ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ऱ࣒  to be dot dl b ce dot dl c de dot dl integral d to ae dot dl 
ఇߪ ޴ర फ࠼ంڝ  ޴ऱܘन ओߩఇ ߤషڼఇంܽऴ ޠߦ  ओߩసࠪనం ఇ ړ ࡽఇం݃ऴగ ࡽఎݟ ݋ݞ ࠉ ܿ ఏ ࡽఇంܽऴగ ݡ  ఇ ݡ
 xj ݋ߕ
ओߩఇ ݋ݞ ऒߕफࣆۯ ݋ڼఇంܽऴ ڕవర ݟంߘ ߘߝ అం݄ ݡ  dl a b dl x ࡯ݞంట ఉంࢗ అం݄ అࣾం ߘ
ङڒ  ߘߝ ޶ڒ బܽद ఏࠬڒ ऒߕࣆ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ߵ , ఇߕࣆ ޴ऒ సࠪనం dl dx be  j cap dot i cap a ړ

ఇంܽऴగߕࣆ ࡽऒ  సమऴగం dot baaa to b e dot dl c de dot tl ڕవర ݟంߘ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ ݞږ  అߖ ۫పవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ޶࢑ङ  కరణ y xڔఏ ࠾ࡍఅࣾం మ ޴ంޜߩ۫ ݟంబࢗ इऴతం ޠ
ओߩఇ ࡱబܽद ఈ సమऴగతڒ ޴ఉంܿం ݟంబࢗ అࣾం ࡹశ޴ ऒߕࣆ ݡ  సమऴగ x b ݡంࡓ న࡯ڵࠫ ,࠼ఉంܼ ڴ
ओߩఇ ݋ݞ ݟంߘ ङ޶࢑ ࠾ࡍసࠪనం మ ࠾ࡍమ ݡ  ce dl b c x ݟరప߄వ߯ ఆࡱ࢑ ښइऴతం ఒ ޠ
ఉంܿం޴  ߯ మ࠾ࡍ ఈ పంړ फࡱ࢑ ࡹవ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇړ ړ ޴ సࠪనం ڒబܽद అం݄ x x a b c b x 
ऒߕࣆ ऴషओߖ ޴ߝఅం݄ అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ओߩఇ ڴజనంࡆ ఇకए ݡ డ ࡱ࢑వ.c x x 

ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿ޶࢑ ڴङ a e naught xj x a   ޴ߝఅ ޴ఖ߯ ఉంࡔ इऴతం ఈ ޠ
 so e naught aj cap j cap dy ady e a  ڴबరంࣄ  ࠾ࡍమ ݋ߕ ࠾ࡍమ ݋ߕ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ݞ

ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇ޴ సమऴగ ߕࣆऒ  సࠪనం ړ
అంޒమ సమऴగ࠳న ࡍڷ ߖ޳ంۨ ఇߩओ ओߩఇ ݋ݞ ݟంߘ ఒక సమऴగ ޶ࡶ ఏࠫ ݡ  సࠪనం ah d d ae dl ݡ

Pru
tor
@
IIT
K



ఇ޴ ߯ ఉనऒ ఖ ఇకएࡔ  డ ߕࣆऒ ऒߕࣆ వదभ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕఖࡔ  ړఎలव ࡏࠬ ,సࠪనం ړ दࡽ߹ ڡन ߕࣆऒ  x x 
ऒߕࣆ  బܽद ఈ సమऴగంڒ  e dl ߖఅ ݋ݞ న࠳సమऴగ ڕ नࡽ߹ द࡛ڒࢗ नࡽ߹ ఈ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ݞږ ړ
झ࠹݅ ݋ߕ ߘڴ࡯ంచగߧ۫  తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ బܽद e  ab e e noughڒ ޶ڒ సࠪనం ړ

ङڒ दࣃदڝఎలव ߵ ऒߖఅ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࣄۯబܽद దయڒ नࡽ߹  ޶ంచۨࣇ ߘ ڡܽ కࢗ  द࡛ दࣃदڝवࡵఎ ࡱ नࡽ߹   xj ڡܽ
नܘऱڝ సంڝ ࢐ܽ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖంచగలవۨࣇ ߘन లࡽ߹ ߯ ޠߦ   సమऴగ ఇ ݟ ݋ݞఎߕࣆ ࡽऒ  న࠼సࠪనం అ ړ
కࢗ द࡛ दࣃदڝवࡵఎ ࡏࠬ ࠲ऴతࠪ ࡱ नࡽ߹  फࣃۨࣇ ߘन లࡽ߹ ڡܽ కࢗ రठంࠪ ࣋ۯ ڥߖబܽद తڒ ࡏ द࡛ ఇవछ ࡹ नࡽ߹  బݟం޴ 
ఇߘߝ ޴ స࠭ۨత࠳న ఇంܽऴڼషࡌࠪ ߤठ ऒߖ ऒߕࣆ ఈ సమऴగత ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ   ߘߝ ߖదߖڒ 
కھߘం݄, ఈ ࢗక द࡛ दࣃदڝवࡵन ఎࡽ߹  అర ߖఅ ޶ంచۨࣇ ߘ नࡽ߹ ڡܽ बం, ఇߩओ కࢗ ߘߝ ݡ द࡛  ఒక ڕࠬ ంۨࡍڷ नࡽ߹ 
ऴపశऒ ఇకए ߘ డ ఉం۪ߘޑ.
ङڒ ݋ߕ ఇ ࡹ नࡽ߹ ޴ంړ  दࣃदڝवࡵఎ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ߵ  మనం xi ࣄۯబܽद దయڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ नࡽ߹ ڡܽ
ࡍߖ ఈ ࠾ࡍమ ݟయంۯ ߖప ߝڴ࢑ధం నࣄۯ भషद ߹ࡽन ఎࡵवڝदࣃद एڝߘక ޾ࡶ ޾ంచగలۨࣇ ߘ नࡽ߹ ڡܽ ంݟ.
రߪ  फ࠼ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎࡵवڝदࣃद ओߩఇ ,ࡏనగలھߘక ࡏࠬ ޾ࡶ ޾फంࣆۨࣇ ߘ नࡽ߹ ڡܽ  ండవࡓ ߘߝ ݡ
ऴపశऒ भ޳۫ ߘ ం ఇߩओ ړवࡵఎ ݡ दࡽ߹ ڡन ࡱ మߖ݃߰ ࠾ࡍलయࡱ ࡽ ఒకڜߖ޳కܽ సంబంధం కڵ࡯ ఉߕऒ యߖ 
दࣃदڝवࡵఎ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ బܽदڒ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ङ޶࢑ త߅ంۨ సంబం޴అం ߘ ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ऒߖޑइऴ ޠ  
एړࡵ ంۧڒ ߘబܽद సం࠙వङ త  ڕ సࠪనం, అ޴ߝ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  v naught r x y 

࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇవछ బݟన޴ ఆࣣ ఇ޴ z a x y z a 
ఈ ڒࡿڿ ࢓ࡱߖర పంނߧ ఈ ࡹపల సం࠙వङ త ࢐ ޶ࡶङ రࣃ बం మࡱࢗ ࠾ࡍప࡯ సం࠙వङ త ࠬࡏ s v a 
चࢇࢗ ڴరం޷ ݟంߘ ంऴదంښ టߩओ छ޳ ݡ ऴపశऒ ߝఅ ޴ంޔठڷకܽ తڜߖ޳ఒక ࡌ  ఏࠫటం݄, ఉపߕङ  ల rࣃ
సమయంࡹ మనڕ ఉనऒ  
ఈ సమసङ షएࡍప ߘ ङ޶࢑ త߅సంబం ړߖݞంచࡍ ओߩఇ ނߧइऴత పం ޠ  మనం ఈ ݡ
ऴړం޴ సࠬకరߖހऒ ړवࡵంۧ࠭ ఎ޴ం߰ࡐ  दࡽ߹ ڡन ࡅకए  ࠙గం ఈ సࠬకరړߖހ సం࠙వङ తޜ సంబంధం x  
కڵ࡯ ఉంܿం޴  
ࡍఆڝ नࡱ ݋ߝ మ࠾ࡍ ఇړ ޴ సంబం߅ంۨ మࣄ  ࠾ࡍबర࠳న అవకలనڕ సంబం߅ంۨ ߧڔంۃ x y z y x 
మࣄ  ࠾ࡍबర࠳న అవకలړߖߕ సంబం߅ంۨ ఉంచడం మࣄ  ࠾ࡍबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭ంڴ޶ z z x y r
एڕసం కం݄ తڝ వ ڝసం సం࠙వङ త కం݄ తڕए వ ࣄबࡌంకం ڒబܽद మనڕ ఎڡझ  ఈܘ ఈకछ  a r ࠑ ࢑ ࡽݥ ܿ ࡽ
ఈకछ ܘఈ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ న࣒࠳ ࡽݥ छ޳ ࡽݥ  ࡗ܋ ܿ ࡽ ऒߕࣆ ࡽݥ న࣒࠳ ࡌ  బܽद ఈ x x z vڒ సࠪనం ړ
࢐ङ రࣃ ब ڿళంࡹ సం࠙వङ త ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए ङ޶࢑ ࡹళంڿ   a a ޶ࡶ इऴతం ޠ
ఇߩओ एڕపల కం݄ కం݄ ఎࡱࢗ ళంڿ ݡ వڴ ఉం݄ ݟ࠮ంܽߖ గ޳ށभ ం.r 
छ޳ ࡽݥ ޴ߝబܽद అڒ ࡱڴ࠙   కएࡅ ఆࣣ ޴సࠪనం, ఇ ړࠉ ࡽݥ న࣒࠳ ࡌ ex x x ړ ࡽݥ ࠑ ࡽݥ న࣒࠳ 
సࠪనం, ఇకए డ ߰݃ߖलయߖ ࡽ ۫డంڒ ݟబܽद ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ޳छ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x y z 
సࠪనం v ړ న࣒࠳

࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ పऱ࣒ ݋ࡐ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒక޳ ࡽݥ ࡹߖ޳छ  ఒక x y z x ޴ఇ ,޶ڒ ࡽݥ ఒక ࡌ
న࣒ ఒకए࠳ బܽदڒ రణ ࠡదం߄ࣃ ए࣋ ࠑ ߤవ ࠆࣔ న࣒࠳ ܽ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ ࠑ ݡ࠮ v x y z 
݀ ߭ంచంړ ݟ సంబం߅ంۨ ߖ޵ऒ న࣒ సగం ࣋ए࠳ ڕߕ फ࣋ۯ దంࠡ ڴݡంࡓ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x x y z 
࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ छ޳ ݡ࠮ ࡛ x ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴ ݡంࡓ ݡంࡓ ࡌ

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ ऴڡ࠻ ݋ߕ ޜޓझ  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఏࠬ ࡓ ߖࡶంݡ x y z s v bu 
छ޳ झڡ࠻ ݋ߕ ࢒ܾ ࡌ ङږ ࠑ  ࠗ ࣋ए छ ए࣋ ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  r r x y z r ޴బܽद ఇڒ ࡛
ङږ ࠗ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद అ޴ߝ ఇߩओ ङږ ݡ छ޳ ࠗ ఇకए ࡏࠬ , ޴ంޔࡏࠪ ڴ࡯డनھ ݋ߕ ࡌ డ ex r p 
ఈ సࠬకరߖހऒ  ۫࣋फ ఇకए డ సం࠙వङ త ࣏షदవంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ లڒ ڕబܽद ښవలం సమࡐపత xy z 
छ޳ छ޳ ߝంటࢗ ߘߝ ࡌ छ޳ బܽदڒ ߘऴ࢐యగల ߘవలࡱ࢑ ࠾ࡍమ ࡌ  e ez ey del y del b ړ న࣒࠳ ࡌ
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇږ ޴ङ छ޳ ࠗ  సࠪనం r v a ez del b ڕ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕࠑ ݋ߕ ࡌ
छ޳ ङږ ޴ఇ ࡌ छ޳ ࠗ del z, r v exeb dzex ey ޴అం݄ ఇ ࠾ࡍమ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ܘఅ ݋ߕ ࡌ
మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ࠴ ߘߝతफం ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߖ ऴ࢐యగలߘ ఈܘ ఈకछ झړఎ ࡽ ङڒ  ప ߵ ऱ࣒ ङڒ ࠑ  ప ߵ ऱ࣒ez e e j 

ङږ छ޳ ࠗ ङږ ࠑ ఎ ݋ߕ ࡌ ङڒ న࠼సࠪనం అ ړ ࠗ  er v r ezk  ߵ
ङڒ ప ߵ ऱ࣒ ङڒ  ప ߵ ऱ࣒ ङڒ  ङږ ޴ఇ ,ߵ छ޳ ࠗ కࢗ ఆ࡛ ݋ߕ ࡌ द࡛  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇకए డ xi yj zk r v 

కࢗ द࡛  అం݄ ڒङ ప ߵ ऱ࣒ ङڒ  ప ߵ ऱ࣒ ङڒ  తపओ ߵ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ఎలवړ दڡ  ఈ సం࠙వङ  పంߘߝ ߖނߧ r xi yj zk 
ఇకए డ ऴࣄ࢐న ఈ సం࠙వङ  పంࡽ߹ ߖނߧन ۯయంݟ  అߤ࠻ ఇۨऐ న ޶࢑ङ  e ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖޑइऴ ޠ
ङ޶࢑ పలࡱࢗ ళంڿ ࠾ࡍపల మࡹ  ࡹళంڿ బܽदڒ ङږ इऴతం ޠ छ޳ ࠗ కࢗ ఆ࡛ ݋ߕ ࡌ द࡛ e 0 ڴ  r v 
ओߩఇ ,޴ంޔࢂࢗ ఇకए ࣄۯదయ ݡ డ ఒక ఆసړ फకర࠳న అంߖࢡऒ  గమߖంచం޶࢑ ,ݟङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  ళంڿ  
ऒߕࣆ పలࡱࢗ ళంڿ ࠾ࡍపల మࡹ  పలࡹ ళంڿ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴయంࡌరంతߖ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ߖڒ 
వۨऐ ݟంߘ పలࡱࢗ ళంڿ ࡏࠬ సࠪనం ړ వ࣋फ వదभ సࠪనం ݟంߘ నటऱ޶࢑ ޙ࠼ङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  r a 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ޶࢑ङ ङ޶࢑ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ తࠫࡍइऴతం ప ޠ ఇకए ޠ డ ఈ ఇంట࡛ ࡽ߹ ࡹ ࣒߿न 
సం࠙వङ ,޶ఉండ ڴరంతరంߖ  పంߖ ނߧరంతࡌయంڴ ఉంܿంߗڒ ޴ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ݟवࣄदࠌङ షߖ ߤరంతరంڴ 
ఉండڒ ޶బܽद ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߖరంతరంڴ ఉండߖ పࣄࡍबࡹޔऱ  ఇࣃ ޴ధङ మޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అߕ߇తన ࡏڝझ  ࡹ
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ऒߖ޵ ࡏࠬ అర ڴࠈ  बం ڕࣆۯంܼࡏ ఎం޶కం݄ ఇ޴ అ࡮ జޔڷࡏం޴  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࡅకए  రణ ࠙గం߄ࣃ 
ఇంట࡛ ߖ ࡹ ࣒߿రంతరంڴ ఉండక߱వ۪ऐ , కߘక మనం ఇߩओ ऐࡍచ ݡ ంۨన ࡓండవ సమసङ  ఇߘߝ ޴ 
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ క సమసङࡖమ ߘ ࡎఒక జత ۸ ڕߕ ,ࡹ णࡱ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం, ఒక జత ۸࡛ ण ࡱ 
మࡓ ࠾ࡍంݡ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓం࢑ ࡱ ݡభజన వదभ ఉంచబݞन  q q d ,࠼
 p ݋ం࠼ߦ ڴ࢑ధం నߧ۫
ࡎ۸ ݡంࡓ णల మధङ  మధङ  ޴ఉంܿం ࡹ
dl 
࢐ङ రࣃ बం ࡓం޳ ݡछ फޑవృ ࠬ࣊ ࡌ ࡎ۸ ݡంࡓ ڕࠪ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹర ࠪరठంڒ णࡱ ఇవछ బݞन  d ޴ఇ ࠼
ఇకए డ ࠳న࣒ ࡓంݡ మ࠾ࡍ పऱ࣒  ݀ ఇకए డ ఒక ࠼ߦంݭࠫ ݋ ࢘  ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠪర ठం q q p aa 
ఉంߘߝ ,޴ ఎం۪ڕనऒ ࢐ङ ఈ ࠾ࡍమ  ޻ఇ ޴ రࣃ बం ޳छ బܽद ऴపశऒڒ రం޷ ఈ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡌ  q d d 
ఏࠫటం݄, 
ఈ అర म వృޑफ ओߩఇ ࣄۯన ఏࠫܽ, దయ࠳సమऴగ ڕవర ݟంߘ ࡹర ࠪరठంڒ  మనం p q e dot dl ݡ
ఎࡵवڝदࣃद సం సం࠙వङڝ नࡽ߹ ڡܽ తߖ ߘరछ ۨంచగల ࣃమࡌब ङ ऒߖ  మనం ۫ࢡమࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ.
 సం࠙వङ త అ޴ߝ ఒక ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక ࠼ߦంߘ ݋ం۸࡛ ݟ ण ߘ తర࡯ంచడంࣄۯ ࡹన పߖ తపओ  మࠬࡔ 
ఇవछ సం࠙వङ ޴అ ,޶  వङ ङޑ సం ڒబܽद ڕࣆޓ ߘߝనऒ  ࠪర ठంޜ సంబంధం ڕࡶంߘ ݞంݟ వరڕ సమऴగ p q 

एړࡵ ߝంటࢗ ߘవࡱ࢑ ంచړߖݞ ఈ ࠙వనߘ ఉపڵࡆంచగల࢐ ߘసफړߖ࢐ మనం తపओ  e dot tl ڴࡍసߖ
సమऴగ ߘంߖ ݋ݞ ݟ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ p qe dl
, ఇ޴ ఇంܽऴగ݋ݞ ࡽ వదभ ࠳న࣒ ߰݃ߖलయࡽ వదभ ߘంݟ వరڕ సం࠙వङ తޜ సࠪనం q e dl p p q 
, ఇ޴ గతంޜ సంబంధం ڕࡶంݞ మ࠾ࡍ మధङ  సం࠙వङ తڒ ݞޙ ࡹబܽद ߘߝ అర म వృޑफ ऒߖࡌڒ  p q 
ऒߕڕࣆޓ बࣃ రంభߦऴ ߕ  నం మڵ࠭ ࠾ࡍంࠉ ߩం࢓޶ అ࠼నంత వరڕ ఇకए డ ࠪర ठం ޳ࡶ ఇకए డ p q 
మࡖక ࠪరठం సమऴగ ࡱ࢑ ݋ݞవ ࠳న࣒ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇߩओ వదभ ఉనऒ ݡ  సం࠙వङ త e dl vp vq p 
ఏࠫܽ ఇߩओ ࡎ۸ ݡంࡓ ఈ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ णల మధङ  మధङ న ۸࡛ࣄ࡯ޘ ڕࠬ ޴ఉంܿం ࡹ ण అం݄ ࡓంݡ p q 
झߧఎ ڷࡱߕ ऒߕࣆ ߤ࡮ న ۸࡛ݟంచబڵ࠙ ޜ ण ࠼ߦంߘ ݋ం۸࡛ ݟ ण ప ऱ࣒  ݀ ఇࡓ ޴ంޜݡ pi p q ah d 
తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మࡓ ࠾ࡍండవ ۸࡛ ण ڒరణంݞږ ڕࠬ ڴ ఇకए డ సం࠙వङ త ఉం޴.
झߧఎ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳  ऒߕࣆ ߤ࡮ ऱ ఇకएࢁమ ړ డ ߘంݟ ఇకए డࡓ ڕం޷ ݡరం ఇకए డ ߘంݟ q pi d d 

ऒߕࣆ ޴అ ࠾ࡍరం మ޷ ݡంࡓ ړ వదभ సం࠙వङ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  త ߕࣆऒ ࡛ۧ న࠳సࠪన ړ ण ల ߘంݟ d
సࠪన ޷రంࡹ ఉంܿం޴  ప ऱ࣒  ంۨ ఏࠫܽ ges q q q qࡍڷ ࡽलయߖ݃߰ వదभ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ 
పऱ࣒ ޴ߝబܽद అڒ  q q d q ݟ ޓऴ ݟంߘ ݡంࡓ న࣒࠳ ۸࡛ण ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹరం޷ ܿ ܿ ࠑ ݟంߘ ݀ 
झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ݡంࡓ ࡽलయߖ݃߰ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹరం޷ ܿ ܿ ऒߕࣆ ߤ࡮  q pi d ݡంࡓ ޴ఉంܿం ړ
झߧఎ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳ ݡ࠮   q pi d ࠾ࡍలభతరం మࣆ ࡏࠬ ޴ఇ ݡంࡓ ࡌ
۫పవ۪ऐ  ఇࡓ ޴ంݡ࠮ ݡ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  న࣒q pi p p qe tl vp࠳ ޴ߝఅ ݋ݞ ݟంߘ బܽद సమऴగڒ 

झߧఎ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ సࠪనం ڕ న࣒࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړ ऒߕࣆ ߤ࡮ ङ޶࢑ ߘߝ ࣄۯబܽद దయڒ   vq q pi t ޠ
इऴߖޑऒ बࣃ  నం ࡅకए एړࡵ ڴ߅࢑  ంచడం ޳छ సమసङ ࡌ ړ ంతࡍమ ߘ ऱషदతరం ۯయగలనࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ 
మ࢐ ࠾ࡍసफࡹ ړߖ࢐పల ఉనऒ ङ޶࢑  ऒߖޑइऴ ޠ  ऴపޑङ ࠪऒ యం ߖߖ޳ , ࣄۯ సమऴగపరచడం ߖޑ࢑܋ ߕऒ  
ంటऱ మధङ࠼ߦ ࠾ࡍమ ,޶ڒ ࠬࡔసమऴగ ఇ  మ ߗڒ ,޴फంࣆۯ కషदతరం ࡮ۧ  సం࠙వङ  dot dl p qi 
వङ ङޑ సం ۧ࡮ తछ రڴ ఈ సమసङ షएࡍప ߘ  సమऴగ p q e dot dl ڕవర ݟంߘ ࠾ࡍమ ޶ంచగలࡍ
ओߩఇ ,޶ందగల߰ ߘవࡱ࢑ ࢐ङ ڕࠬ ߖߖ޳ ߘߝ ݡ ऒߕफࣆ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ .ߘ
 ఇకए డ ఈ ࠳న࣒ ࡏڷफ ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ త ࠳న࣒ ࡓంࠑ ݡ ऴڒ ࡗ܋ ߤ࣌ ߯ ޓబܽद p to qe dot dl q d 
దయࣄۯ ఈ సࠬకరణం࠳ ࡹన࣒ ࡏڷफ ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ త ఏࠫ݇ ఆۨࡹంచంݟ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఎంڕ޶ ఉం޾
ࢩ࢑ ऱࢳంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ సࡔ అࡏڷ ߖफ ߭టदంݟ ఇߩओ క సమసङࡖమ ߘߝ ݡ भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ࠭ ఇۨऐ న e 
ఎࡵवڝदࣃद ङڒ ఇర࢙ ߘంܼڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߖ नࡽ߹ ڡܽ ओ߯࠭ ڕ ట࡛ࠬ ࠾ࡍమ ߵ ङڒ  झࡽ߱ ߵ  i jڴసࠪనం ޜ 
మధङ ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍలం మ࠮   సం࠙వङ  వङ ङޑ ऒߖࣃ एړࡵ  ంచంڝ ݟఆࡍ न݋ߝ లࡓ ޜంݡ ࠬటࡏऱ ړ p x y
సࠪనం  ࡓంݡ ࠬటర ऱڕ సࠪనం ࡓంݡ ࠬటర ऱڕ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఇర࢙ ఐ ڒङ ప ߵ ऱ࣒  థࡎ द ڒ ܐङ  z ߖ ߵ
۫డగࣄ ڼ࡯बర࠳న ޶࢑ङ ంటऱ మధङ࠼ߦ ݡంࡓ ߘߝ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ  సం࠙వङ  వङ ङޑ ऒߖࣃ  
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ऱ సࠪనం ࠬటరࡏటࠬ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ కܽࡖమ ࠾ࡍలం మ࠮ ఒకܽ ߘ ऱڕ x  y 
సࠪనం ࠬటర ऱڕ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ ࠒమघ फࣃڶ ߘ ఇకए ޴బܽद ఇڒ ࠑ బܽदڒ ߘ డ ࡓంݡ ࠬటࡏऱ,z x z 
ఇకए డ ࡓంݡ ࠬటࡏऱ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡓంݡ ࠬటࡏऱ ڒబܽद ఇ࠼ߦ ޴ంڒ ݋బܽद ۯ ߘߝయవలࣄ ఉం޴ 
एړࡵ ంۯంڕ޶ ఈ ࠼ߦం݋ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ మధङ  సం࠙వङ  వङ ङޑ సం ఆలసङ ంڴ జڵࡍం޴ మ࠾ࡍ 
సం࠙వङ త ࢐సफ࠳ ړߖ࢐న࣒ ఇంܽऴగࡽ తపओ  మࡖకܽ ߧ۫ ߘߝ ,޶ڒన ఈ ࠪరठంࡹ ఉనऒ  ࠪర ठంࡹ ఈ abc 
మߘ ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ ठࡌࠪ ߕ޼వలం ఏښ ݋ݞ ࠾ࡍమ ߘ ऒߖ  ఎం۪ڝవ۪ऐ  da a to d dli ߘߝ ߗڒ 
फࣃۯ ठࡌࠪ సం ఈڝ సరళత ߘ ऒߖ  ఎం۪࢐ڝలڕߘంܿߕऒ  ڵ࡯క ߘలڴ࠙ ݡ࠮ ړߖ܉ߖ ޴క ఇߘక ,ߘ
ఉంܿంڒ ޴బܽद 
ओߩఇ ޙࢀࢗ ړ ݟంߘ ߘߝ ङڒ ݡ పऱ࣒ ࠑ ݋ݞ ݟంߘ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳ ߵ న࣒ a b࠳  dli dx b ce j cap d c
ङڒ  ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ de dot k dz dl ab bc ړ ޠߦ ޴ఇ ࠾ࡍమ ړ ޠߦ ޴సం ఇڝ ޠߦ ޴ఇ ߵ dl cd
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ओߩసࠪనం ఇ ړ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳ ޴బܽद ఇڒ ऒߕࣆ ݟంߘ ݡ ऒߕࣆ   dl a b x ޴ంޔࢂࢗ ړݡంࡓ ݟంߘ 
ఎం޶కం݄ ࡓ ړߖ޵ంݡ ࠬటࡏऱ ࡓంݡ ࠬటࡏऱ ࡓంݡ ࠬటర ऱ ڝఆࡍ नࡱ ݋ߝ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఇర࢙ e i 
 ప ऱ࣒  ࠭߯ओ छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇర࢙ ࠳న࣒ ߘంߘ ݟంࡱ࢑ ݟవ వదभ వదभ j dx b c c b y 
ऒߕࣆ  మࡓ ࠾ࡍంݡ ࠬటࡏऱ మ݋ݞ ࠾ࡍ ࠭߯ओ ओߩన࣒ ఇ࠳ ࠑ  ړఎలव ݡ दࡽ߹ ڡन ࡹ ࠙గం ޶ࡶ  c e j d k 

ङڒ ݋ݞ ఇ ܿߦ ޜ ऒߕࣆ ߵ  అం݄ ߕࣆऒ   ఇ࠳ ޴న࣒ నలࠢ ࠳న࣒ 60 తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴ cap k d 
మధङ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕद లࡽ࢛  న࣒࠳  సం࠙వङ  వङ ङޑ సం మ࠮ ࠾ࡍలం మ࠾ࡍ ఈ 100 a d 
మధङ ݋ం࠼ߦ  ఇ࠳ ޴న࣒  ࢛ࡽद ڒ ࡱబܽद ߘߝ తపओ d 100  ݋ݞ ఇ ߤషڼఇంܽऴ ߤఆࣣ డ ޴నࣄۯ ڴࡍసߖ dl 
తڵన ࠪࡌठ ऒߖ छ޳ వడంڝࣆޓ  ठࡌࠪ ߕ޼ఏ ڕవర ݟంߘ ࡏࠬ ࡌ ऒߖ వ۪ऐڝࣆޓ   మࡏࠬ ࠾ࡍ a d ah 
ఏڔకరణۯ ߘయవ۪ऐ  మࣇ ࠾ࡍऴతऴߦయంڴ సమऴగతࢩ࢑ ߘ ऱషހతघ కంࣆ ڴలభం࡮࠮ ڴङ ంకనం ۯయగల 
ठࡌࠪ ऒߖ  ఎం۪ڝవడం మంۨ޴, 
ఇߩओ भ޳۫ ߖߖ޳కࡖమ ߘߝ ݡ ం శڕफࡱ ఉనऒ  సమసङ బܽद సࠪన ऴదవङڒ  ࡎసࠪన ۸ ࠾ࡍమ ࢢࡌ णలߘah m 
కڵ࡯ ఉనऒ ࡎ۸ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ  णࡱ ఒక ߄ࣃరణ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ అޒతڕए వ ऴదవङ  గల ࢓డ߰ ࠾ࡍమ ࢢࡌ
స࣊ओ ޜగలޓ ݡంࡓ ంۯ ݭయబడ࠼ޑ సమޝలङ ం వదभ మڕܼޓ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨన వङ ڔ फకరణߘ l q 
߰ందంݟ, ఇߩओ ఇకए ߘߝ ݡ డ ڒ  ߘޑߩ۫ ߘܼޓబܽद ఇ޴ ఇకए డ ఉనऒ  ఒక ۸࡛ ण ڒబܽद ఇ޴ ఇ޴ q q 
మ࠾ࡍ ఇڒ ܼޓ ޴బܽद ࢑కర लణ ఎࡵवڝदࣃद ࢑కర ڡܽ लణ ڒరణంࡓ ڴంࡎ۸ ݡ ण޷ ࡱరంڴ క࠼ޑࡱ޶ మ࠾ࡍ 
అ࢑ ఇ࡮ కڡߜ द ۯయబݞन ओߩఇ బܽद అ࢑ڒ ۃऴܽం  ࠼ లङޝసమ ݡ ऒߕఉ ࡹޒबࣄ   మధङq ܼޓ ࠾ࡍబܽद మڒ ࠼
సంబంధం ఏࠫܽ అ޻ߝ ऴపశऒ షएࡍప ߖߖ޵ బܽदڒ  తపओ ߘߝ ړߖݞంచࡍ  ߘలހలన సࠬకరޔబల సం ڴࡍసߖ
ऴڒ ,࡯࠻࢐బܽद ࠒ ߘߝమघ ऱ ఇకएࢁమ ߘ డ ࣃڶफ ఇకए ڕࠬ బܽदڒ ߘ డ మࡖక ۸࡛ ण ఉంܿం޴.
 అ߄ࣃ ޴రణం ఇڒ ܼޓ ޴బܽद ఇకए డ ఒక శړ फ పࣆۯ ߖफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఒక ఎࡵवڝदࣃद ࢑కర ڡܽ लక శړ फ mg 
పࣆۯߖफం޴ మ࠾ࡍ वࣄदంۃ ߯  ఉऴ޴క फత ఉం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ లంబం࣋ڶ ڴफ ఇڒ ܼޓ ݞږ ޴బܽद ߘߝ 
లङޝసమ ߝంటࢗ ంࡹ ऴ࢐యగలߘ అߖऒ  శڕफࡱ ఒకڜߖ޳కܽ ࠈङ झߤࡵ ऒߖڴ࠙ ࢓ࡱߖ ߘߝ బܽदڒ ࡯࠻ۯ   
۫࣋फ ߕ దగ ठర ఉం޴ ఈ ޴శࡹ ఉऴ޴క फత ࡅకए  ࠙గం ڒబܽद అߖ ޴ t cos theta mg t cos theta mg
సమޔలङ ం ࡯࠻ۯ మޒऀ ࠾ࡍజ సࠪంతర ޴శࡹ ఉనऒ  ࠙గం సమޔలङ ం ࡯࠻ۯ  ఎࡵवڝदࣃद ࢑కర ڡܽ लణ 
రం ࣋ए޷ ఈ ܼޓ ߤࣄ బܽदڒ छ झߧఎ ߯ ڷࡱߕ ړࡹ ࡛ ऒߕࣆ ߤ࡮ ए࣋ ޜ छ  రం t q޷ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛
ఏࠫܽ  ߰డڒ ࢓బܽद ఇڒ ܼޓ ߤࣄ ޴బܽद ࠴తफం ޷రం ࡓంڒ ܼޓ ߤࣄ ݡబܽद ࡓంܼޓ ߤࣄ ݡ l l l l 
తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ ఇ޴ ࣋ए छ झߧఎ ࡏసࠪనం పదࣔ ړ ࡛ ऒߕࣆ ߤ࡮  ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ  q pi l ݡంࡓ బܽदڒ ܼޓ ࡛
సࠬకరߘߝ ࡱހ ఉऴ޴క फతޛ ߘలڵంచగలߘ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల ߘంࡓ ݟండవ సࠬకరߖހऒ   దܽ t࠴ 
సࠬకరణంڵ࠙ ޜంచడం ޳छ  ߘޑ޶ం߰ ߘܼޓ ߤܼ ߘߝ ࡌ
छ޳ ߖ ߘߝ బܽदڒ t sin theta ߘܼޓ ߤܼ నߩ࢙ ݟڕ ߘߝ फ࣋ڵ࠙ ߩ࢙ చనࣇ ࡌ t cos theta 
߰ంړ ߘޑ޶ం޴ సࠬకరణం ࣋ए छ झߧఎ ߖ ࡛ ए࣋ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ छ޳ ڴఒకܽ ߖܼޓ ࡛  q 16 pi l mg ࡌ
߰ందంڒ ݟబܽद ࣋ए छ ࡛ పదࣔࡏ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ  q pi l mg sin ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼޓ ࡛
۸࡛ ۯం߅࢑ దࠬ ߖ޵ ण ࠬ࣋࡯ޘ ڕफ ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ  కణ࠭ړߖ܉ߖ ࡏࠬ ࡱ సమޝలङ  ణం mڝ ޻ం߰ ߖޒबࣄ 
నవ۪ऐھߘక ߘܼޓ , 
బܽद ࠭ఖङڒ ంڴ ఏࠫ జޔڷࡏంߘߝ ޾ బల సంޔలన సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యవలࣄ ఉంܿం޴, అకए డ ऴదవङ  ࢢࡌ
ఉం޴, అ޴ బߘ࢓ࡏ ऴపదࡍज ఇకए ړ޴ంړऴ ޴फంࣆ డ ఒక ఎࡵवڝदࣃद ࢑కర ڡܽ लణ ऴపకए  ࡹ ۃदంࣄव ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯߖప ڕ
ఉऴ޴క फత ఉంڒ ޴బܽद ࢐ ߘߝసफړߖ࢐ శړ फ సࠬకరހలߘ ऴࣄ࢐, ఉऴ޴క फతޛ ߘలڵంచగలߘ మࡎ۸ ࠾ࡍणࡱ 
మހڝ ࠾ࡍలߘ అߘసంߖ߄ంۯ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ందగలߘ, ఇߩओ ङ޶࢑ ࠭࠲ ݡ  ంۨࡍڷ లޑइऴ ޠ
చࡍऐ ంۧ࠭.
  ࢑షయࠫ࠲టం݄, ఆ కߘߝ ࡹ ߤࣾߜ ఒక సమసङ ङ޶࢑ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ ߘ छ޳ హక ࣄबࡌంకం వࡅ ߤకए  k 
సరళ ޶࢑ङ छ޳ హక ڿళంࡹ ఉۨత ۸࡛ ण ߰ం޶పరచబݟం޴ 
మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ఉۨత ۸࡛ ण ࣃంऴదత ఆ࡮औ  సమ࠻లڕ సࠪనం ఇకए డ ఆ࡮औ  r rho f r ڴबరంࣄ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޷ ޴ߝరం ښంऴదం ߘంݟ ఈ ڿళం ۪ द݀  మڒࡿڿ ࡗరݟࡔ ߩయ࣒ మࡓ ࠾ࡍంݡ r r r
మ޶࢑ ࠾ࡍङ छ޳ హక ࣄबࡌంకం ࡓం޶࢑ ݡङ ऒߖޑइऴ ޠ  మࣃ ࠾ࡍब నऴభంశం ࢗక द࡛ k t ޴फంࣆށగ ۲ܼޒऴప ߖ 
బܽद సమసङڒ  తపओ ࢐ङ ڕߕ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޴ంړऴ ڴࡍసߖ రࣃ बం ޶࢑ङ छ޳ హక ࣄबࡌంకం ࡅకए  ళంrڿ 
ఉం޴  ఒకܽ ۪ द݀  మࡖక ڿళం మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ ङ޶࢑ ޴ఇ ࡽࢹ రڒࡿڿ  छ޳ హక ࣄबࡌంకం ࡓంݡ k r r k 

ం޵ ऱ݇  ఉۨత ۸࡛ ण ࣃంऴదత సࠪన ఆ࡮औ  ఉంڒ ޴బܽद సమసङ  ఏࠫటం݄ ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ  మ࠾ࡍ h r 
बࣃ  నऴభంశం ڒࢗद࡛ ړࡵ ߘए ంచడం ఇߩओ ړवࡵݧ మనం ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ݡ दڡझ కएࡅ ࣒ڴ ࡹ  ऒߖయࠪߖ   
చࡍऐ ంۨనߩओ కएࡅ చటदం ࣒ڴ న࠳సమऴగ ࠭࠲ ݡ ఖङ࠭ ࡮ۧ  ऒߖߦࡐ న࠳  ߰ం࠭޳.d 
 

అڕ ޴ߝ సࠪనం, అ޴ సమऴగ࠳నࣃ ݭݞ ݋ݞ ޴ब నऴభంశం ࢗక द࡛  అ޴ߝ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ dot da qf ړ d d t 
సࠪనం  ప ऱ࣒  అ޴ߝ ߱లܑࡕషࢗ ߤక द࡛  మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఆ ఉపࡍతలంޜ కపओ బݟన ఉۨత e pp d dot da 
۸࡛ण ڕ సࠪనం ఇߩओ నࣄ۫ ࡹఆ సమయం ࠭࠲ జనంࡆऴప ݡ ऱܿڴ, ఈ ࣇऴޓకరణ ߘߝ ఎకए క ߕݧ दܿబݟ 
ఉనऒ ࡎ۸  णల ఉࡶ ޳ࡶ ړߖక߱వడం ࡍڷంۨ ڝࣆࡱޘవలࣄన అవసరం ޶ࡶ, ఇڝࣆࡱޘ ߘߝ ޴వలࣄన ఉۨత 
ࡎ۸ णࡱ ࠪऴత࠲, 
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ఈ సమసङ కएࡅ   సమࡐపత ڒరణంڴ ఇߩओ ओ࣋ݟ ߕ ݡ ଊ࣒ ࠱ంࢗ ݋క द࡛ రߖ ߖ  पࣆ࠼फం޴ మࢁऱ ࢗక द࡛ కࢗ  द࡛  d d e 
మࢗ ࠾ࡍక द࡛  ऴపݟࡔ ۲ܼޒయ޴ ࡽశࡹ ఉంܼ࠼ మڒ  ࠾ࡍరణంڴ ۨనऒ  అ࠮ ޴ߝలం ߘంݟ ఒక p sp r 
r.޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ࠲న ߯ ࠪऴత࠼రం అ޷ ࢓޶ంࠉ
ऒߗఅ ࠾ࡍऴܾ మ࠱ࣄ ࡽకࡍࣛ   నऒۨ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴ ࡽయݟࡔ ࡹశ޴ ݭం݃ࡂࡍఓ ࡽయݟࡔ   ߯ de p r 
ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܼڒ ࠼బܽद సమసङ షएࡍప ߘ ऒߖ޵ ߘߝ ړߖݞంచࡍ  బܽदڒ ߘంచగలڵࡆఉప ߝంటࢗ 
ఉ޳హరణࡹ ڕపڿ ࡯ళంࡹ ఉనऒ ऒߕࣆ లధన కం݄࠮   కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ  ࢐ङ రࣃ बం r r 
࢐ङ ߕ ޴బܽद ఇڒ లధనం࠮ రࣃ बం ڿళం ڒబܽद ߘߝ ۨనऒ  ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  r r r ߘߝ ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ 
फࣃۯ కృతంڔఏ ߯ߖ޵ ओߩఇ ݞ ݋ݞ బܽद సమऴగڒ ߘ झޑఉۨత ఉ ݡ बࣃ కం݄޶సࠪనం ఎం ړߖࣔ నऴభంశంd q 
కࢗ द࡛ बࣃ ళం ࠬదڿ  ޶రపడ߄ఆ ߯ߖ޳ ࠾ࡍమ ࡽయݟࡔ  నం ڒబܽद ఎడమ ࢙ߩన ښవలం ڷࡱߕ d pi r 
࣋ए छ ఉۨత ۸࡛ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ࡛ ण జతۯయబݟ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ऴ߹ ۸࡛ ण ࣃంऴదత ࣄबరంڴ ఉండ޶ 
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ औ࡮ఆ ݟంߘ   r r pi r.޴ఉంܿం ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ 
  చޔరऴసం ڒబܽद ڷࡱߕ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ dr pi r dr 
ఒక ࢐ङ రࣃ बం ۨనऒ  మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ۨనऒ   ప ऱ࣒  ۨనऒ  ۨనऒ  మధङ  ఉంࢀ࠶ ݦక ࢙ࢡలङ ం ࢀ࠶క r r dr 
ङࡲ࢐ छ޳త ,࠹ ङࡲ࢐ నݟంచబށڷ फࡗۧ ޴బܽद అڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ ࡽࢹ రڒࡿڿ ࡌ hr.࠹

ऒߕࣆ ߘߝ फ࣋ۯ కృతంڔఏ ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍంऴదత మࣃ  మ࠾ࡍ మధङ తफం ۸࡛࠴  ण ߘ ߤࡷ  ge r 
߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ఇڷࡱߕ ޴ ఆ࡮औ  ఇంܽऴగږ ࡽङ ऒߕࣆ ࠗ  pi r dr r pi ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ 
ఆ࡮औ  శړ फ ڒ ڷࡱߕబܽद ࢗక द࡛  సࠪనం ڷࡱߕ ࣋ए छ ङڒ ࡛ छ޳ ߵ औ࡮ఆ ࡌ  ఇ޴ కం݄ తڕए వ r d d r r r r 
కం݄ తڕए వ మڕߕ ࠾ࡍ మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ మధङ  సంబంధం ڒ ࣆࡱޘబܽद ࢗక द࡛  ఎߧझ  d e e ࠹݅ ࡗ܋ ߤ࡮
ړवࡵݧ दࣄ ڡबࡌంకం ޳छ కࢗ ࡌ द࡛ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕ   ࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ڷࡱߕ ޶ڒ ఎߧझ  d r ߤ࡮
ऒߕࣆ  ఒకܽ ڒङ छ޳త ,޴फంࣆవ ړࡹ ߵ ङ޶࢑ ࡌ ऒߖހవ߇ऴ ࡏࠬ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ  k r ݞږ 
एړࡵ ంచవ۪ऐ  అ࠳ ޴ߝన࣒ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ झߧఎ ޴సࠪనం, ఇ ړ  p v e k 1 e ݟంߘ న࣒ 1࠳ ݟంߘ 0 ߤ࡮
औ࡮ఆ  ߖ న࣒࠳  సࠪనం ړ ޴సࠪనం, ఇ ړ  ࣋ए छ బܽद k 1ڒ द࡛ڒࢗ ߤషܑࡕల߱ ޴అ ڴంచڵ࠙ ޜ ࡛ 1 4 k 1 r 
ऒߖయࠪߖ ࣒ڴ ߘߝ ఏࠫటం݄ ߖన పࣄۯ ߘߝ  ఉపڵࡆంۧߘ మڿ ࠾ࡍళంࣃ ߖࡹब నऴభంశం ࢗక द࡛  ߘ 
కھߘనړߖݞ మ࠾ࡍ అకए డ ߘంݟ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࢗక द࡛  మ࠾ࡍ ߱లܑࡕషߘ ߤ కھߘనڕߕ ړߖݞ సమࡐప 
࢐దనࡱ ఉߕऒ .࠼
 ߘయగలۯ ࠫࣄ ߘߝ  
ఈ ڒࡿڿర ࡹ ࡽࢹ ۨనऒ  ఈ ڒङ ङڒ ࠾ࡍమ ࡽటߧ మధङ ݡంࡓ ࡽటߧ  ఉంࡓ ݦంࡵݧ ݡवړ दڡ ల మధङ  r r ࢁڣ 
ࡎ࡮ సంڝ ऱ ۯయంڒ ݟబܽद కం݄ ఎڕए వ ڝసం ࡓ ߗڒంݡ కం݄ తڕए వ ڝసం మࢁऱ ߘߝ ఈ ࣇऴߖޑऒ  r r r 
ఉపࣃڵࡆफ ऒߖࣃరऴޔచ ڷࡱߕ ړࡹ ߘߝ బܽदڒ दతࢳ࢘ࡍసࠪనం  ప ړ ݞ ݋ݞ ߘ  ߰ంߘޑ޶, d qf d pi r 
దయࣄۯ ఉۨత ۸࡛ ण ఈ అంతర ठత ڿళంࡹ ࠪऴత࠲ జతۯయబݟందࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ߘߝ ఆ࡮औ  pi r 
తపओ  మڒ ,޶ڒ ࠬࡔङ औ࡮ఆ ࠲ऴతࠪ ࡽటߧ ए࣋ ڷࡱߕ  छ ࡛ వరڕ సమऴగ ߕࣆऒ  r r pi r dr ߘޑ޶ం߰ ߖ
ఒక వङ ߝంటࢗ ߘߝ బܽदڒ ڷࡱߕ ڔ फకరణߘ ऴ࢐యగలߘ   ࣋ए छ ࡛ అం݄ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन మ࠾ࡍ k two r rk 
झڡసం ఎڝ ߤషܑࡕల߱ݟ తࣾణ ࡏࠬ  ऴ߭షߖ ߤ ऴ࢐యవ۪ऐ  , ఇ࠳ ݟ ޴న࣒ ఎߧझ  ߘߝ బܽदڒ ఇ ࡗ܋ ߤ࡮
࠭ఖङ ంڴ ఈ సమసङ ړवࡵݧ సంڝ  दࡱ ڡ ఉߕऒ షएࡍప ߘߝ ࠾ࡍమ ࠼ ओߩఇ ߘߝ ߘڴ࡯ంచగࡍ ङ޶࢑ ݡ इऴతం ޠ
మࣃ ࠾ࡍब నऴభంశం ڒࢗद࡛ ࡓ ߖంݡ కం݄ ఎڕए వ ڝసం ߰ందగߘڴ࡯ కߘక ߘߝ మࢁऱ అࣇ ޻ऴߖޑऒ  r r 
వࡍ फంపܑࣃफ ए࣋ ݡంࡓ ߘߝ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ నݟయబۯజత ߘ छ  d dot da qf pi r ݟంచంࠫࣾ ߘ ࡛
ए࣋  ߘޑ޶ం߰ ڷࡱߕ छ ࡛ ఇߩओ సࠪనం ఉۨత ۸࡛ ݡ ण ఇపओ औ࡮ఆ ڔܽ  పవ࡛ ڒ ڷࡱߕబܽद pi r d pi rs 

కࢗ द࡛ కࢗ  द࡛  మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ వదभ ڒङ ए࣋ ړࡹ ߵ छ छ޳ ࡛ औ࡮ఆ ࡌ  d d e r r r ڴసࠪనం ޜڷࡱߕ ڷࡱߕ ڕ
వࣆफం޴, 
ఎం޶కం݄ ఇࢁڣ ޴ సबలం ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  కࢗ ࡌ द࡛ , ఇ޴ ఆ࡮औ   d ڷࡱߕ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳ ڷࡱߕ  ङ޶࢑ అం݄ ߩచదర ࡌ झߧన࣒ ఎ࠳ ޴ߝఅ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ  r r rk p d ߤ࡮
ऒߕࣆ నऒۨ ࣄۯదయ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  కం݄ ࡱࢗపల ఉనऒ  ऴߦంతంࡹ ऴ߇వణ ࡱ࢑వ ఎంత ఉం޾ e r 
కھߘనంݟ  సࠪనం అࡓ ޴ߝంݡ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఆ ऴߦంత ऴ߇వߖހऒ  కڝ ࠬ ,ߖھߘసం తڥߖ r ok 
ࡍߖ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟయంۯ भషद ऴ߇వణ ࡱ࢑వߘ ఎంڕ޶ ߰ంࡗ޳ సం࠙࢑తంڴ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ 
ऴపయޒऒ ంచంݟ సࡔ ఇߩओ క సమసङࡖమ ߘߝ ݡ ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ߘ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ޴ంړऴ ޴ఇ ,ߘ ण ړछ    
అం۪ ࡅకए కएࡅ తలంࡍర ఉపڒࣃరऴޔజ సࠪంతర చޒऀ   మధङ ࠙గంࡹ ఒక ߘంࡓ ݟం޷ ݡరంࡹ 
ఉంచబݟన ࡱ చదరߩ ఉపࡍతలం ޳छ दࣃदڝवࡵఎ ࡌ ఫ ڡܽ ऱڡझ  ఇߩओ फࣃఇ ߘకలߧఎం ڷࡱߕ ڕࠬ ݡ  q ߘ
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  झߧఎ ڷࡱߕ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  झߧఎ ࡏఆ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  బܽद q qڒ 
సమసङ  ࠭ఖङ ంߩ࢙ ڕߕ ڴ చߞ޶న చޔరऴస ఉపࡍతలం ఉం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ࣊ంऴటܿߦ ޜ ߤࡷ ࡽ a 
ఉపࡍతలం ߘంࡓ ݟంݟంతల ޷రం۸࡛ ࡹ ण ߖ ఉంۧߘ  , ఈ ࠼ߦంڒ ݋రణంڴ ఈ ఉపࡍతలం ڷంݞ a q
నऒޔࢂࢗ  ఫ ऱڡझ  ఏࠫܽ అ޴ߝ ऴపశऒ .
 ఇߩओ ۸࡛ ݡ ण ۯయంݟ సओ షदంࡏࠬ ڴ ఫऱڡझ एړࡵ ߘ  ంచړߖݞ ఇంܽऴڼషߤ ఇ ۯ ݞ ݋ݞయవ۪ऐ  ࡮ۧ ޴ఇ ߗڒ 
ړ  ऱషदంڴ ఉంܿంߘߝ ,޴ ఇకए డ ఈ ఉపࡍతలం ఉనऒ ం޶న ߖ޵ ߘߝ ۪ द݀ ࡍߪ  फ ږङ घࡍߖ ߘ ࠗ ంచߖవछ ంݟ 
మ۸࡛ ࠾ࡍण ఇకए డ ఉందߖ అర बం ڝࣆۯవడం ޳छ సమసङ ࡌ తछ ࡮ۧ ߘ రڴ పࡍషए ङږ ఈ  ߘంచగలࡍ ࠗ 
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కएࡅ  బܽद a a a a by twoڒ फޔఈ ఎ ࠾ࡍమ ߩ࢙ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߩ࢙ ޴ఇ ߩ࢙ ޴కం݄ ఇ޶ంऴదం ఎంښ 
۸࡛ण ࢙ږ ߩङ ࠗ మధङ ࡛ۧ ݋ం࠼ߦ ߖ޳  కం݄޶ఎం ࠾ࡍమ ޴ంޔݡఉంచబ ࡹ ण ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ఏకڴޒࡎ a 
ఉంܿం޴ , ఇڝ ޴ణం߯ ఆ߄రపݟ ఉండ޶, ఇࣃ ޴ब నం߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ఆࡏ 
ఉపࡍతలం ఇߩओ ङږ ݡ కएࡅ ࠗ  ఆࡏ ఉపࡍతࡱ࡮ ఉߕऒ ۪ ߖ޵ ఇ࢑ ,࠼ द݀  ఉߕऒ  అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
झ࡛࣎ ݋ం࠼ߦ ऒߕఉ ࡹరం޷ సࠪన ݟంߘ  . ࠼
  ۸࡛ ण ߘంݟ వۯऐ తफం ఫ࠴  ऱڡझ छ޳  झߧఎ ޴ߝఅ ޴ంޔݡయబۯ దలݡ࢑ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳   తफం q q࠴ ࡌ
 ఫ ऱڡझ  మ࠾ࡍ ఇంࡹ޶ ఆరవ వంޔ ఈ ఉపࡍతలం ڷంݞ తపओ తపओ ޔఆరవ వం ڴࡍసߖ  తలంࡍఈ ఉప ڴࡍసߖ
ऒߗఅ కం݄ అ࢑޶ఎం ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ  ण ߘంݟ సࠪన ޷రంࡹ ఉంڒ ޴బܽद ఈ సమసङ  ڕ
సࡕన సࠪ߄నం ఇకए డ ڡࣄ ࣄझ  ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޜ డ ۫డగڼ࡯ అߝక q 
సమసङ లߘߝ ࡹ సమసङ తछ ࡮ۧ ߘ రڴ పࡍషए  ߘంచగలڵࡆఉప ߘ࢐దనల పࡐసమ ړߖݞంచࡍ
ఎం޶కం݄ ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభంڴ సమసङ లߘ పࡍషए ओߩఇ , ޶సࣔయపడగల ڕߕ ࡹంచడంࡍ  ڕࠬ ߘߝ ݡ
మࡖక సమసङ ఇకए ߘ డ ఇࣆफߕऒ ࡎంటऱ ۸࠼ߦ ݡంࡓ ,ߘ णࡱ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మ࠾ࡍ ఏక۸࡛ ࡹޒࡎ ण q q 
࢐ङ నݟయబۯ రࣃ ब ߖࡿڿऒ  పࡍగށంచంݟ 
ఏకࡲ࢐ ޒࡎङ ࡛ۧ ࠹ ण ߖݥझ   sr ޜܾ
नܘऱڝ ,  సࡔऔ ࣒ ߯  సమऴగ ఇ ࡱ࢑ ݞ ݋ݞవలߘ ߰ంޔ޶ం޴, ఇంܽऴగ݋ݞ ࡽ ఓవ࡛ క࡛छ  ߯ sb e dl cc
ఉంܿంߖ޵ ,޴ 
కएࡅ సంڝ  ఏ ࡱ࢑వ సమऴగంڴ ఉంܿం޴ , కం݄ ఎڕए వ ࡱ ݋ݞ ݋ݞ అదృశङ మ࠼ޑ࢓ rho s dt 
మ޳ ߖ޳ ࠾ࡍछ नܘऱڝ ఒక ࡌ  ఉపࡍతߖ࡮ऒ फࣃڶ  .ࡏ
 సమऴగ ఇ ݞ ݋ݞ 
అݡन వࡏస ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬ࢐ ࡏङ రࣃ बం ࡅకए ర ۸࡛ڒࡿڿ  ण పంߖނߧ కڵ࡯ r 
ఉంܼࡏ మڕࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ మࡖక ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ఉంܿంࡓ ޴ంݡ మ࠼ߦ ࠾ࡍం ऱܿ ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ q q 
తలం దగࡍఉప ߕ ठరڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అߕ ޴ ఆకృڒ ޒబܽद ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄ ڝऱܘन  s c 
ఉపࡍతలం߯ సమऴగ ఇ ࡱ࢑ ݞ ݋ݞవ ఏࠫܽ ڒబܽद మనߖ ࣒ڴ ڕయమం ޳छ  s ݋ݞ ఇ ࡽఇం݃ऴగ ࣆࡱޘ ࡌ
झߧఎ ޴ߝఅ ݞ ऒߕࣆ ߤ࡮ న ۸࡛ݟయబۯజత ޜ ण ڕ సࠪనం ڒబܽद ఇంܽऴగࡽ ఇ ݋ݞ ఇ ఓవ࡛  ఉపࡍతల s 
అ޴ߝ ఉపࡍతలం ڵ࠙ ޜంచబݟన ۸࡛ ण, ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ న ۸࡛ݟంచబڵ࠙ ޜ ण ఉపࡍతలం ޳छ s ࡌ s 
న ۸࡛ݟయబ࢘ࣄ࠮ ण ఇߩओ ࡎ۸ ݡంࡓ ఇ࢑ ݡ णࡓ ࡱంݡ ఉపࡍతల ޳छ  q s ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ݟటदబ۪ ࡌ
తफం ۸࡛࠴ ण  ఒక ڿళంࡹ ఉనऒ छ޳ తలࡍఉప ݞږ ޴ కపओ ࡌ బݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ऱsࡏࣃ 

కएࡅ ళంڿ ܿߦ ޜݡంࡓ తफం ۸࡛࠴  ण తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఎం޶కం݄ ڿళం ఏక޳ ڷࡱߕ ࡹޒࡎछ  q pi ࡌ
ङږ ݡ࠮ ࠗ ۸࡛ ण ۯయబޔݡం޴, అ޶࢑ ޴ङ  r rho.࡯ݞఉం ࠼వ అࡱ࢑ ޠ
 ఫ ऱڡझ  ఎࡵवڝदڡߖܐ ఫ ऱڡझ  ఉపࡍతߖ࡮ऒ ओߩఇ ޴ంޔܿ޳  ఓవ࡛ క࡛छ ࡽఎݟ ݋ݞ ఇ ࡽఇంܽऴగ ݡ  ంۨ sࡍڷ ࣄ 
దయࡏڷ ࣄۯफం۪ڝంࡏࠬ ݟ ఎࡵवڝदࣃद ठࡌࠪ సం ఏڝ ࡽन ఇంܽऴగࡽ߹ ڡܽ ऒߖ ऒߕڕࣆޓ   సࡏڷ ࡔफం۪ڝంݟ 
మڝ ࠾ࡍऱܘन ߯ ޠߦ  ओߩఎలऱ ࡽఎݟ ݋ݞ  ऒߕࣆ ݢ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद వऴకࡔఖݞږ ڕ అ޻ జޔڷࡏం޴ .

ఇంܽऴగࡽ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ  అޔ࢓ంࡅ , ޴కए  వ ఏంటం݄   contour c e dot dl rho e dot daࡱ࢑ 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ  తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  integral e dot da over s vanish ࡯ఉంۧ ڴసࠪనం ړ

మ࠴ ߘߝ ࠾ࡍతफం ۸࡛ ण ߖݥझ  ߘందగల߰ ߖܾ
ఉపࡍతలం ܽ޳ ߘన ఫऱڡझ ऱ࡮ందࣄవలڒ ڕࠬ  ऒߕࣆ   అޔ࢓ంڿ , ޴ళంࡹ ఉనऒ  ࡛ۧ ण తపओ s ڴసࠪనం ڴࡍసߖ
మ۸࡛ ࠾ࡍण 2ࡏ࢑ ړదमంڴ ఉం࡯ݞ .q 
ࡎۧ లږޒऴప ࡹ ߘߝ ఉం݄ ڴలంږߘࣃ బܽदڒ  णలߘ కڵ࡯ ఉం࡯ݞ  ऴపږޒలంڴ ఉం݄, q 2 sph q 2 
తघߕధ ࡹళంڿ ߘߝ క ࡛ۧ ण లߘ కڵ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఉపࡍతలం ޳छ झߧఎ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮  న sݟంచబڵ࠙ ޜ
తफం ۸࡛࠴ ण ఫ ऱڡझ  మ࠴ ࠾ࡍతफం ۸࡛ ण ߕࣆऒ  అ݋ߜ ޙ࠼ ఫऱڡझ ऒߕࣆ   అޔ࢓ం޴ మࣄ࢘ࣄ࠮ ࡏࠬ ࠾ࡍన 
ఉపࡍతߖ࡮ऒ సछ ݟంߘ ݋ݞ ࡽఏ ఇంܽऴగ ݟయంڶ  తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ సమసङ  e a rho ߘ
ऒߕफࣆ࢘࡯޴వ ڕࠬ ఇకए ,ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ తలంࡍఒక ఉప ࡹఈ ۨऴతం ࣄۯదయ ,ߘ డ ࠬࡏ సమऴగ ݋ݞe 
ళం߯ ۸࡛ڿ ݞ ण ࣃంऴదత ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ࠪరవ۪ऐ , మࡖక ఆసړ फకర࠳న޴ మనం అర बం ڝࣆۯవలࣄన ऴపశऒ
ఏࠫటం݄, ఈ ऴړం޴ సంబంߖ߄ऒ भ޳۫  ం అ޴ߝ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ సࠪనం ఇ పऱ࣒ ړ  t p ࠲ऴతࠪ ࡹసबలం ࢁڣ 
ఉంܿం޶࢑ ޴ङ छ޳ హక࠭ ࡹపల ࠪऴత޶࢑ ࠲ङ छ޳ హక࠭ ࡱࢗపల మ࠾ࡍ అంతࣾࡍంࡹ ऴప۲ܼޒ b d 
۫డంڒ ݟబܽद ࠭࠲ ఈ సࠬకరߖހऒ  ऴప࢘శ߭ दܼ ࠭.
बࣃ  నऴభంశం ࢗక द࡛ ङ޶࢑ ڕ द࡛ڒࢗ   ఈ సࠬకరణం d ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ړߖހవ߇ऴ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ
ऴపࡱۮ ۲ܼޒऱࠈటޔ࢓ంߖڜ ޳ࡶ ޳ऒ  ऴߦంޑలࡹ ࠪऴతࡱۮ ࠲ऱܿࠈ అޔ࢓ం޳ అ޴ߝ ऴపశऒ  బܽदڒ 
దయࡍڷ ߖ޵ ࣄۯంۨ ఆۨࡹంచంݟ మ࠾ࡍ ఈ సమసङ ࢩ࢑ ߘ ऱࢳంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ మ࠾ࡍ ri 
ఇߩओ ࡍߖ ఈ ݡ भషद సంబంధం ఎకए డ ࡱۮऱܿࠈ అޔ࢓ం޾ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ, 
ఇకए ߘߝ డ ۨవࡍ సమసङ ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ߘ కएࡅ ࡄݟࡔ బܽदڒ ߘ ړకండ ߤߕ ݡంࡓ  दంࡿڿ ۃల ఘన r 
 ࡱࡿڿ
మࡓ ࠾ࡍంݡ ఏకࡲ࢐ ޒࡎङ ۸࡛ ࠹ ण ࣃంऴదతࡱ వࡏసڴ ఒకܽ మࡓ  ࠾ࡍంݡ వࡏసࡱ వࡏసڴ ఒకڜߖ޳కܽ
ङ޶࢑ కరߖ నړޑ ऒߖޑइऴ ޠ   ۨనऒ ళం మధङڿ  మధङ ڕవర ݟంߘ ࡹ  r ࡹ
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కࡔ ߮࡯ఖ ࢗంబߕࣆ ݟऒ  అޔ࢓ం޴ ఒకڜߖ޳కܽ వࡏస ࡓంݡ సࡔ కߘక ࠒ ߘߝమघ फࣃڶ ߘ  బܽद rhoڒ ߘ
ఒక ۨనऒ  ࠾ࡍమ ޴ళం ఉంܿంڿ దभ߭ ڕࠬ ࢐ङ ޴ళం ఇڿ  రࣃ बం ࡓంݡ ఈ ࢐ङ రࣃ बం ڒబܽद ఇ޴ r r 
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఒకܽ ۸࡛ ण ఒకܽ ۸࡛ ण ࣃంऴదత ఇకए డ ࡓం۸࡛ ݡ ण ࣃంऴదత ڒబܽद ఇ޴ ۨనऒ  rho rho rho 
ళం మధङڿ ఇవछ ࡹరం޷ ݡంࡓ ݟంߘ ࡹ బݟం޶࢑ ޴ङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  r ݡంࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ
ऒߕఉ ࡹఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ వछߖయڶ ߘఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ బܽदڒ ࠼ ంڒ ݟబܽद ఇకए డ ߘంࡓ ݟంݡ ఆ࡛ 
ఉనऒ ࡹరం޷  ఒక ࠼ߦం݋ ఉంڒ ޴బܽद వ  ఈ ޷రం ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఇకए డ మࡖక ࠼ߦం݋ ఉం޴, అ޴ r 
ఇకए ޳ࡶ ݡంࡓ ݞږ డ ߘం޷ ݟరం ڒబܽद ࠬࡏ వࡏస ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంڒ ݡరణంڴ ఈ సమయంࡹ rho 
ङ޶࢑ తफం࠴ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంۧ࡯ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంۧ࡯ ఒకܽ మ࠾ࡍ వࡏస 
ړఈ ఎలव ,ڴరణంڒ ݡంࡓ दࡽ߹ ڡन ߕࣆ ߖऒ షओߖ ݡంࡓ సࡏవ ݟంߘ స ఒకܽࡏन వݡఅ ړߖݞయۯ   ࠾ࡍమ ߖफޒ
ఈ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߕࣆ ߖऒ షओߖ సలࡏవ ݡంࡓ ݟంߘ స ఒకܽࡏन వݡఅ ړߖݞయۯ   ࡏࠬ బܽदڒ ,ݟనంھߘక ߖफޒ
ఇకए డ ۫పగల ࡓంݡ పࢲࡍए ऒߕफࣆఇ ڕࠬ ߘߝ ߘలࡌ ఇకए  ߘ డ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߕࣆ ߖऒ  ࡏࠬ ړߖݞయۯ 
వࡏసࡓ ڴంݡ వࡏసల࠳ ߘన࣒ ࠭߯ओ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ڕవర ޶ఇర࢙ ఐ ݟంߘ ݡంࡓ   మ࠾ࡍ ఈ 
ړवࡵఎ ࡹ ݋ం࠼ߦ दࡽ߹ ڡन ߕࣆ ߖऒ छ޳ ఒకܽ ݡంࡓ ړߖݞయۯ   ࣄۯసࠪనం దయ ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ ݡంࡓ ࡌ
గށంచడం܉ ࡹऴగతफڴ ఉండంݟ ఇకए డ ޶࢑ङ ङ޶࢑ ళంڿ తफం࠴ इऴతం ޠ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంచ۸࡛ ړߖݞ ण 
నపओݟయబۯ ۸࡛ ޒࡎఏక ࡏࠬ ,ڔܽ ण ࣃంऴదత పంࡹ ނߧపల ఆ ߹ࡽन ߘ గށంచడం܉ ࡹऴగతफڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ 
एړࡵ ంۯంڕ޶ మߧ۫ ࠾ࡍంచړߖݞ ఆ ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ  ఉపڵࡆంۧ࡯ సమసङ एࢲࡍప ݡంࡓ ڕ  ࡱࡌ
ఉߕऒ షओߖ ఈ ,࠼ న࣒ ࠭߯ओ࠳ फޒ ఉం݄ ఇకए ڕవర ޶ఇర࢙ ఐ ݟంߘ ݡంࡓ  డ ޶࢑ङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ޶࢑ङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  అం޴ంచబݟం޴ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ڒ ڷࡱߕబܽद ఈ ܌ࡗ r 
నऒڕఎం۪ ߘߝ  ఎలवڝदࣃद झڡܽ ऒߖڜ ߖࡹ   సమసङ లߘ చࡍऐ ంۧߘ శڕफల ࣃब నऴభంశం ࢗక द࡛  గణన ࡅకए  ఎࡵवړ दڡ
ఉనऒ ڵ࡯క ߘन ల గణనࡽ߹ ऒߖڜ   సమసङ లߘ కڵ࡯ ఉం޴ మڜ ࡏࠬ ࠾ࡍంۮం ڴࡏ࠱ठ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ఫऱڡझ  
సం࠙వङ  వङ ङޑ ऒߖࣃ एړࡵ  ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ .ࡏ
झߜڒ   అర ڴࠈ ߘद లߵ बం ڝࣆۯంݟ మ࠾ࡍ సమసङ లߘ పࡍషए झߜڒ ఆ ړߖݞంచࡍ  ݟంڝం۪ڵࡆఉప ߘद లߵ
మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠙వనలߘ మࡍంత అర बం ڝࣆۯవړߖݞ మ࠾ࡍ సమసङ లߘ పࡍషए  ڕࠬ ࡹంచడంࡍ
సࣔయపޔݡంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇߩओ ङߕఉప ࡍప޶త ݡ సంڻࠪ ࡹऒ दࣃ݇ झڡܽ  మ޶࢑ ࠾ࡍङ దయࣃए ంత 
ऴ߮రణݟږ ޜన సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ మڒ  ࠾ࡍబܽद ۧ࡮ ధనङ  ࡱ޳࢐
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