
  ࠬ అందࠤࢤ ڔࡍదయం ࠭࠲ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  ߯  ࠪ చరऐ फࣃڵࣃనڜ ߘ दࣃदڝवࡵమనం ఎ ܌ࡗ బܽद ఈڒ ࠭ झڡܽ ࡹ 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ऒߖࢡన అం࠳  ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ , అ޴ ఎࡵवڝदࣃद ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ण ࠬరందޑࡏڷ ࡐछ కర लణ इऴతం 
ऒߕڕࣆࡱޘ ంۨࡍڷ  ࡏ
మ࠾ࡍ ࠬ వదभ ఏߕ޼ వࣆफ࢓ ఉనऒ ओߩ छޑࡏڷ  ݡ కర लణ इऴతం వࣆफߘ࢓ తర࡯ంచࡏࠬ ړߖݞ అదనߩ శړ फߖ 
ऴపڵࡆంۧ࡯झ న అవసరం ఉంڒ ,޴బܽद మనڕ ఇకए డ ࠝࠫ ఉపࡍతలం ఉందߖ ఊࣕం۪ڝంݟ మߘߝ ࠾ࡍ 
ఒక వࣆफߘ࢓ ఒక ࡍߖ भషद ఎޔफ ߘంݟ మࡖక ఎޔफڕ తర࡯ంۧڒ ࡯బܽद వࣆफ࡮ ߘ࢓గړߖݞ ऴపయޒऒ फనऒࣆ  
छޑࡏڷ కర लణ శړ फ ఉం޴.
  ऴړంద మߘߝ ࠾ࡍ వࣆफړ߯ ߘ࢓ తర࡯ంచޑࡏڷ ړߖݞछ కర लణ इऴړߖޑ వङ ړఒక శ ڴకంࡔޒ फߖ ऴపڵࡆంۧ࡯ 
మߘߝ ࠾ࡍ వࣆफߘ࢓ ఒక ࡍߖ भషद ఎޔफ ߘంݟ ߭దभ ఎޔफڕ తర࡯ంచړߖݞ ప࡯࠻ۯ ߖ అం݄ ࣆۯ ߘߝफనऒ  పߖ 
లछߖ ࡹపంࡐ ړߖ܉ߖ ڡणࠏఆ ޴ంޔݡయబۯ  द ࡅకए ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰  ण ڒబܽद ߰݃ߖलయࡽ ఎనࡎ ण అం݄ ߘߝ 
ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ णߖ ߖరछ ۨంచగలߘ అం݄ వࣆफڕ࢓ ఇకए డ ڜంత శړ फ ఉం޴ అం݄ ߘߝ వࣆफߘ࢓ ఒక ఎޔफ 
फࣃ࡯తర ڕफޔఎ ݟంߘ छޑࡏڷ ߘ࢓फࣆవ ߘߝ फޔక ఎࡖమ  ߘ కర लణ इऴړߖޑ వङ ऒߕफࣆ࡯޴క ڴకంࡔޒ ࠾ࡍమ ߘ
ऒߕफࣆۯ ߖప ߯࢓फࣆవ ߘߝ హङࠈ ࠾ࡍమ ߘ  శړ फ వङ వసब߯  పࣄۯ ߖనߩओ వङ ݡ వసब ࡅకए  శړ फ ߭ޔڷࡏం޴ 
మ࠾ࡍ వࣆफࡅ ࢓కए  సం࠙వङ  శړ फ ఇకए డ ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒక ޑࡏڷछ కర लణ इऴతంࡏࠬ ࡹ ఇంతڕ 
࠭ం޶ అధङ యనం ࣄۯ ఉండవలࣄన ఉ޳హరణ, ߘߝ వࣆफߘ࢓ ఇకए డ వ࣋࢘࡯޴फ, ఆ వࣆफ࢓ తనంతట ڴߘޑ
ऴړంړ޴ పޔ߱ݟం޴, इऴతం వࣆफߘ࢓ ऴړంޔڷ࡮ ړ޴ం޴ మ࠾ࡍ వࣆफࡅ ࢓కए  సం࠙వङ  
శړ फ గޒ శړ फޔࡏࠪ ڴం޴.
 ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ दࣃदڝवࡵమనం ఎ ࡹ  ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ णߖ ߖరछ ۨంచగల࠭ ڒబܽद ఏక޶࢑ ޒࡎङ ऒߖޑइऴ ޠ  
ऴړం޶࢑ ߮۫ ړ޴ङ फࣃࡱߧ ߖఅࣾం అ ߖߖ޵ ,ం޳ంڕߘఅ ߖइऴతం ఉంద ޠ  x z ݦవబࡱߧ ߖఅࣾం అ ޴ఇ ,ߘ
ړवࡵఎ  ޴ం ఉం߷ߖ࠿ ڕߕ బܽदڒ ంత అࣾంڜ दࡽ߹ ڡन ऴړంޔߩ۫ ړ޴ంڒ ޴బܽद ۸࡛ ڕߕ ण ఉం݄, నߘऒ  ۸࡛ ण q
పओۮ ߖఅ ߘంܼڕࣆޓ ంݟ, త޳छ ۸࡛ ࡌ ण ఎలवڝदࣃद ए࡛ࠂ ڡܽ छ޳  ۸࡛ ޴फంࣆۯ ߖప ࡌ ण ࡅకए  ۨ ऒࣔ ऒߖ  q e 
బܽद ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ  ऴړంړ߯ ޳ࡶ ړ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦంߘ ݋ం۸࡛ ݟ ण ߘ మࡖక ࠼ߦంߘ ݋ంݟ 
తర࡯ంచࠈ ߘߝ ړߖݞహङ  శړ फߖ వࡍ फంపܑ࡯࠻ మ࠾ࡍ ఆ ऴపऴړయࠈ ࡹహङ  శړ फ ࣄసद࠹ ߯  పࣆۯ ߖफంڒ ޴బܽद 
बࣃ ఈ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ࢓फࣆఒక వ ڕߕ ࡹఈ సమయం ߘంܼڕఊࣕం۪ ߖߖ޳ ߘߝ ऒߖߕ  అߖ xi 
फࣃࡱߧ फࣃࡱߧ ߖఅ ࡽనࠀ రంభ అం݄ߦఅం݄ ऴ ࠾ࡍమ ߘ ړवࡵఎ ߕ బܽदڒ ߘ दࡽ߹ ڡन ऴړంړ޴ xfi f 
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔߩ۫ డ ߘంݟ ۫డగ࢑ ڼ࡯ధం޶࢑ ڴङ ऒߖڜ इऴతం ޠ   i cap ࡱ࠻న సమ࠳बరࣄ 
ङ޶࢑ ޜफࡏڷ న࣒࠳  x x ړ߯ ࡹశ޴ ࡹశ޴ న࣒࠳ इऴతం ޠ
బܽद ۸࡛ڒ ޴ంޜߩ۫ ण ߯  ఉనऒ  శړ फ ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ  అం݄ ࠳న࣒ ڒ ݋ߕङ అం݄ ۸࡛ ߵ ण ߘ qe i 
తర࡯ంచړߖݞ వࣆफߘ࢓ తర࡯ంచړߖݞ ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ హङࠈ ݦఉం ڴలంږޒऴప ڕవర ݟంߘ   xi xfi 
శړ फߖ వࡍ फంపܑ࡯࠻, ఇ࠳ ޴న࣒ ఎࠆ ఎలवړ दڡ, ఇ݋ߕ ޴ ఐ ڒङ ऒߖ࡮బ ࡹశ޴ ړ߯ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ߵ  qe 
వࡍ फంపܑ࡯࠻.
 ۸࡛ ण ߖ తర࡯ంచڵࡍޒ ړߖݞ తర࡯ంచړߖݞ, అࠈ ߘߝ ޴హङ ంڴ ऴపڵࡆంۧ࡯झ న శړ फ మߘߝ ࠾ࡍ 
తర࡯ంۧ࡯झ న ߖࡌ޷ऒ झ࡯ంۧ࡯తర ߘߝ  న ޷రం ఏࠫܽ, ڒబܽद ߘߝ ఈ ࢗక द࡛ l xf xi ߖ న࣒࠳ ߘ  i 
ङڒ फࣃࡱߧ ړࡹ ߵ ఇకए ߘߝ ࠾ࡍమ ݟంచం࡯తర ړ ంۨࠚరంߦऴ ݟంߘ  ߘߝ బܽदڒ ߘ ఇకए ݟంߘ ݟ  xi xf ړݟ
ఇ࡮ కߕޔࡱ޶ऒ ऒߖࡌ޷ ࡶ޴క ߘߝ బܽदڒ ߘ ङڒ న࣒࠳ ࢓డ߰ ۯం࡯޴క ߘߝ   బܽदxf x iڒ ޴फంࣆవ ړࡹ ߵ
హङࠈ  శړ फ ޳छ ۸࡛  ޴ంޔڷࡏజ ߖప ࡌ ण అࠈ ޴ߝహङ  f l ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ݞ 

బܽद xf xiڒ సࠪనం ړ ޴फ , ఇ࣋࡯ߧ ߖఅ ߘफޔఈ ఎ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ݋ߕ ړ న࣒࠳ qe h qe naught h
ఇ۸࡛ ޴ ण ߘ ߖంړ ݟ తర࡯ంచࠈ ړߖݞహङ  శړ फ ࣋ۯ పߖ.xi xf
 మ࠾ࡍ ఈ ప۸࡛ ߖ ण ࡅకए  సం࠙వङ  శړ फ ࡐపంߖ ࡹలछ ۸࡛ ޴ఇ ࣄۯదయ ,޴ంޔݡయబۯ  ण ߯ హङࠈ   శړ फ ޳छ ࡌ
 ,ݟంచంߖగమ ࣄۯదయ ߖఅ ߖప ࣋ۯ
ऒߖబܽद ఈ సࠬకరణం అڒ  రڒల ۸ࡎ णలڕ వࡍ फࣆफంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ఒక ࠒమघ ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ ߘ फࣃ .ߘ
ࡎ࢑࢑ధ ۸ ߘߝ  णలޜ ఏࠫ జޔڷࡏంࣃ۫ ޾फ ړवࡵఎ ߘ दࡽ߹ ڡन ऴړంޜߩ۫ ړ޴ంڒ ޴బܽद ۸࡛ ߕ ण ږߘࣃలంڴ 
ఉందߖ అڕߘం޳ం మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए फࣃ࡯తర ړݟ  qe naught h࠾ࡍమ ߖన పࣄۯ బܽदڒ ߘ

ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ  కం݄ ఎڕए వ అం݄ ߘߝ ఈ ࡛ۧ द ࡹ ప࡯࠻ۯ ߖ ఈ ࠼ߦం݋ q w 
۸࡛ ߘߝ , ࡹవడంڝࣆޓ ڕవర ݟంߘ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ݟంߘ ण ࡅకए  ऴߦరంభ శړ फߖ అߖ మ࠾ࡍ xi xf ui 
ړశ ޴ޔ फߖ అ࣋࡯ߧ ߖफ, ࠬࡏ ఇకए డ ۫ࣃफ ఈ సందరग ࡏ ంࡹ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ , ఈ uf ui uf 
సమయంࡹ సం࠙వङ  శړ फ సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴  ఈ సమయంࡹ శړ फ ڒబܽद ߘߝ ఇߩओ ఇకए ݡ డ 
࡛ۧ ࢟ܽ܊ߦ ݟంߘ ण ڝࣆޓ ߖవడం۸࡛ ࡹ ण ߯  పڒ ࡯࠻ۯ ߖబܽद ۸࡛ ण ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ 
బܽद ۸࡛ڒ ण ࠳న࣒ అߘ ޙ࠼ంݟ ఇߩओ ఈ సందరग ݡ ంࣄۯ ࡹన పړ ߖ సࠪనం q xi xf qe naught h 
ऒߕࣆ  కం݄ తڕए వ ఎం޶కం݄ ऴపږޒలం ఇకए డ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴߦరంభ శړ फ మࢁऱ q q ui 
మ࠾ࡍ పࠫࡍత శړ फ అޙ࠼ ఈ సందరग ంࡹ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ږߘࣃ ߘߝల uf uf ui 
࡛ۧण ߖ తర࡯ంచడంࡹ ఇ࡮ కߕޔࡱ޶ऒ ࡛ۧ లږޒऴప  ڕవర ݟంߘ  ߘ ण ۸࡛ ޜ ण ߘ ߘంړ ݟ xi xfih xi xf
తర࡯ంచడం۸࡛ ࡹ ण ࡅకए  సం࠙వङ  శړ फߖ ߭ంۨం޴, సం࠙వङ  శړ फ తڵ ठం޴ , ఈ ࡓంࣆښ ݡల మధङ  ave ݞޙ 
ఏࠫܽ, ఈ సందరग ంࡹ ధߕతघ క ۸࡛ ण ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ తघߕధ ޴ఉం ࡹ  క ࡛ۧ ण ऴړంړ޴ ఉం޴ మߘߝ ࠾ࡍ 
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ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ వङ ړ  ۸࡛ ڴకంࡔޒ ण ߘ కߕޔߩ޶ऒ ۸࡛ ࢟ܽڻߜ ࠾ࡍమ ߘ ण ڝసం ޶࢑ङ  ړ޴ంړइऴతం ऴ ޠ
࡛ۧ లږޒऴప ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޜߩ۫ ण ߯  శړ फړ߯ ߖ తర࡯ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ  ࡹశ޴ క࡯కద ߕ బܽदڒ ߘ
ఉంܿం޴  ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ  మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡽ߹ ࡹन ࢐సफ۸࡛ ړߖ࢐ ण ߯  పࣆۯ ߖफం޴ మ۸࡛ ࠾ࡍण 
ऴపږޒలంڴ వࣆफంڒ ޴బܽद ࣄۯన పߖ ऴపږޒలంڴ వࣆफం޴ అం݄ ۸࡛ ण ࡅకए  ۨవࡍ శړ फ ऴߦరంభ శړ फ కం݄ 
తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬۯ ࡏయవ۪ऐ  ఉ޳హరణڕ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ऴړంޔߩ۫ ړ޴నऒ టऱޙ࠼ మߕ ࠾ࡍ 
۸࡛ ण ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డޔࢂࢗ ڕనऒ టऱޙ࠼ ఇ޴ ఇ޴ అޙ࠼ ఇ࢑ ޻ధ࠳న ߦऱ ऱܿ ۯయంݟ  ఒక xi xf 
ధߕతघ క ࡛ۧ ण అߩओ ړఎలव ߘߝ ݡ दࡽ߹ ڡन ޴శࡹ కߕޔࡱ޶ऒ ఉనऒ ࡮ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ  సందరग ంࡹ e ui 
కం݄ తڕए వڴ ఉందߖ uf 
మߘߝ ࠾ࡍ ऴపږޒల ࡛ۧ ण కڵ࡯ ఉం݄ మߘ ࠾ࡍంړ ݟ ఈ ࢑ధంڴ కదలడం ޳छ పవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ࡌ  xi xf
۸࡛ण ߯  ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ వङ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ఉం ړ߯  ऒߕޔࡱ޶క ڴకంࡔޒ బܽद ఇకएڒ ߘ డ కం݄ ui uf 
ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ వङ ڕ  ۸࡛ ڴకంࡔޒ ण ߘ తర࡯ంచవలࣄ వ࣋फ ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ
బܽद ۸࡛ ߘశ޴ ण ߯ హङࠈ   ఏܐం࣋ۯ ݋ పږߘࣃ ߖలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎࡵवڝदࣃद ړశ ڡܽ फ ࡅకए  ۸࡛ ण ࡅకए  
క ఉం݄ సం࠙వङ࡯కద ࡹశ޴  శړ फ ߭ޔڷࡏం޴ , 
సం࠙వङ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ߖన పࣄۯ  శړ फ తڷठޔం޴, ఇޑࡏڷ ޴छ కర लణ इऴړߖޑ వङ  ڴకంࡔޒ
కదలవలࣄ వ࣋फ ޑࡏڷछ కర लణ పࣄࡍबړޒ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴.ah 
 
छޑࡏڷ ߘߝ కర लణ శړ फ ޴శޙࢀࢗ ࡹ సం࠙వङ  శړ फ ߭ޔڷࡏం޴, సం࠙వङ  శړ फ ޑࡏڷछ కర लణ మ࠾ࡍ ఇ మధङ  
వङ ङޑ ऒߖࣃ  తڵ ठࣆफం޴ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ छޑࡏڷ  కర लణࡹ ఉం࢑ , ޴కర लణ ధృ࢓ࡶ ࡱ࢐, అޙ࠼ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  
࢑షయంࡏࠬ ࡹ ఆకర लణ ࢑ ޳ࡶకర लక శڕफలߘ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  మ࠾ࡍ త޳छ ङ޶࢑ ࡏࠬ ࡌ  ړߖޑइऴ ޠ
వङ ࡎۧ లږޒऴప ࠾ࡍల మږߘࣃ ࡶ޴ంట కࢗ ޳ࡶ ڴకంࡔޒ णల కల࠼కలߘ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  .
ړवࡵఎ ࡽనࣾࡓݧ   दࡽ߹ ڡन ڒబܽद ࠬࡏ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߯ړ ۫పడం ڝసం ఒ࢑ ښధ࠳న ࠒమघ లڶ ߘయڕࠬ ړߖݞ ఒక 
࢐ङ फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ छ޳త  ,ߘ ړఎలव ࡏࠬ ࡌ दࡽ߹ ڡन ߯ړ ۫పߖݞऒ  ऴڔߦ द࣒ యవ۪ऐۯ   , అ࢑ ࡛ۧ ण ప ऱ࣒ ङږ   ߖ
బܽद ߭޳ࡶ ߕڵࡍ తڵ ठߕ ऴߦరంభ మ࠾ࡍ ۨవࡍ శڕफࡱ ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘంݟ.
ऒߕޔࡱ޶క ړ޴ంړऴ ޳ࡶ ړ߯ ࡏࠬ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ޳ࡶ  ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࡌ నऒۨ ڕࠬ   ࢐ङ  q ڴమం࠻
వࣆ࢘࡯޴फߕऒ ओߩఇ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ నऒڕࣆޓ ݡ  ఉ޳హరణࡹ ఇߩओ సం࠙వङ ࡹలޔबࣄࡍ࢑࢑ధ ప ݡ  శړ फ 
ڵత ޳ࡶ ޳ంޔڷࡏ߭ ठ߱ అర ޾ంޔ बం ڝࣆۯవڕࠬ ړߖݞ సࣔయం ࣆۯफం۸࡛ ޴ ण ఒక ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక 
ओߩఇ ړ߯ ڴ࢓ࡱߖ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఉండక߱వచऐ ڴ࢓ࡱߖ క࡯కద ߕ అం݄ ݡ అర ߖ बం ߘߝ ఈ ऴړం޴ 
సమసङ ङ޶࢑ బܽदڒ అࣾం ޴ఇ ߕ ޴ఇ ,ߘంܼڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߘ ङ޶࢑ ޒࡎఏక ۲ܼޒऱ ऴపࢁइऴతం మ ޠ  x zޠ
इऴߖޑऒ  ऴړంޔߩ۫ ړ޴ంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఒక ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక ࠉంࢗ ڕ࢓޶ళऱడం ߕ లࣾङ ం ڒబܽद ఆࣣ 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘߝ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ మࣃࡱߧ ߖߖ޵ ࠾ࡍफ  xizi xfz xizi ݟంߘ ߘߝ బܽदڒ  ߘ
ऴߦరంࣃࠚफ बࣃ ఈ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ ऱࡿࢗ ړߖߕ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࡯  అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ  అߖ a b 
फࣃࡱߧ ۸࡛ ߘߝ బܽदڒ ߘ ण ߖ తర࡯ంۧڒ ࡯బܽद ߘߝ ఒక ధߕతघ క ۸ࡎ णڕࣆޓ ߖంܼߘ ߘߝ ,ߘంړ ݟ a b q 
 ప ऱ࣒  ۸࡛ ण ࡯࠻ۯ ఇߩओ సओ ݡ షदంߘ ߘߝ ڴంݟ వర۸࡛ ڕ ण ڝࣆޓవࡔ࢘ ړߖݞछ ठࡌࠪ ࡏ లߘ కڵ࡯ a bi 
ఉߕऒ ంచవ۪ऐ࡯తర ڴదట అడनం࠴ ڕహరణ޳ఉ ,ߘ  , ఆ߯ ࢗ ڴ࢓ࡱߖళऱవ۪ऐ ठࡌࠪ ఈ ߘߝ , ऒߖ  ఒకܽ అߖ 
फࣃࡱߧ ళऱవ۪ऐࢗ ڴ࢓ࡱߖ దట࠴ ߘߝ ,ߘ , ఆ߯ అడनంࢗ ڴళ ऱంݟ, ఈ ࠪࡌठ ऒߖ फࣃࡱߧ ߖఅ ݡంࡓ   ߘߝ ޳ࡶ ߘ
ళचࢗ గలڴࡏߝ  ߘ ఈ ݡ࠮ ࠪరठం వ۸࡛ ڴࡏߝ ࡵ ण ۯయవ۪ऐ ఇకए ߘߝ బܽदڒ  డ ۸࡛ ण ࠴ ߖదట అడनంڴ 
వ۪ऐڝࣆޓ ړ߯ ߖߖ޳ ఆ߯ ߖڜࣆޓ వ۪ऐڝࣆޓ ڴఆ߯ సࠪంతరం ڕफޔఎ ޻దట అ࠴ ߖߖ޳ ߘߝ ޳ࡶ   
झ݋ࡵ ڴࡏߝ ڕవర ݟంߘ ߖߖ޳ ߘߝ ޳ࡶ వ۪ऐڝࣆޓ ࡹణంڝ    ఈ ࡌࠪ ݡ࠮ठ ऱࡹ  ۸࡛ ण ߘ ߖంړ ݟ a b a b
తర࡯ంచడంࡹ ఏࠫ పߖ జڵࡍంړࡵ ޾ए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ߘߝ ఇߩओ भ޳۫ ఒకܽ ޠߦ ݡ ం ڒబܽद 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ఒకܽ ޠߦ भ޳ࡱߧ ߖఅ ࣄ  ం మ࠾ࡍ ఈ ڒబܽद ޠߦ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ࠴దట ߘ  ߘߝంړ ݟd a c
ఆ߯ ߘంࢗ ړ ݟళ ऱంڒ ,ݟబܽद ߘంࢇࢗ ړ ݟऱటߩओ एړࡵ ߖߖన పࣄۯ ߘߝ ݡ फࣃ ङ޶࢑ బܽद ఆࣣڒ ߘ c d ޠ a c
इऴతం మనం ࠭ߘపܽ࠳ ڴ࡮న࣒ ఇ ڒ ݋ߕङ కࢗ ߵ द࡛ , ఇߘ ߘߝ ޴ంړ ݟ కߕޔࡱ޶ऒ  i l a c k  ߘ
ङڒ కएࡅ సࠪనం అం݄ ړ న࣒࠳ ړࡹ ߵ ࡍఆڝ  न࢐ ࡱ ݋ߝసफړߖ࢐ అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, ah zf zi c xizf 
ࡍఆڝ ߘߝ బܽदڒ नߘ ݋ߝ ࠪరऐ ࡍఆڝ ߘߝ ,ߘ नߘ ݋ߝ ࠪऴతࣃࡏࠪ ࠲फ కࢗ ఈ ࠾ࡍమ ߘ द࡛ x z a c ړ ݟంߘ 
కڡߜ द ࠳ ࣋ۯన࣒ ࡅకए  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.zi z 

ङڒ ۸࡛ ړ ݟంߘ బܽदڒ ߵ ण ߘ తర࡯ంచడంࣄۯ ࡹన పڒ ߖబܽद ࠈహङ  k a c ah f dl   ݋ݞ ݋ݞ 
ࣾࠫంచంݟ మࠈ ࠾ࡍహङ दࣃदڝన࣒ ఎలव࠳  झڡܽ కࢗ ݋ݞ  द࡛ , ఇ޴ పऱ࣒  ఇ ڒ ݋ߕङ ۸࡛ ړ ߤఇ ߵ ण ړ l f f l i q 
సࠪనం  ߕ వదभ శړ फ చదరࡓ ߩ ऱܿ ޶࢑ङ ङڒ న࣒࠳ ݋ݞ इऴతం ޠ  zf zi k ߘߝ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړࡹ ߵ
ऒߕࣆ ݋ݞ ऒߕޔࡱ޶క ړ ݟంߘ ړߖ܉ߖ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ యనవసరం k a ciۯ ߖఏ ప ߘߝ బܽदڒ ߘ
ం సओۮంڜ ޴ఇ ,޶ࡶ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ ఎం޶కం݄ ఇߩओ दࣃदڝवࡵఎ ݡ झ࡛ࠂ ڡܽ  ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ఉం ڴ࢓ࡱߖ 
అడनంڴ కߕޔࡱ޶ऒ बࣃ బܽदڒ ߘ నऴభంశం లంబంڴ ఉంܿం޴  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ڒబܽद ఈ ࣃब నऴభంశం ߘߝ 
వࡍ फంపܑ࣋ శړ फړ లంబంڴ ఉంܿం޴, అߩओ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ फࣆڣదర ߘߝ ݡ छ޴ ݟంߘ ࣄ ݡ ۸࡛ ړ ण ߖ 
एړࡵ ߖߖన పࣄۯ ,޶ࡶ యనవసరంۯ ߖఏ ప ߘߝ ࡹవడంڝࣆޓ ంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఇڴ࢓ࡱߖ  ޴ తర࡯ంచړߖݞ 
ఇపओ ࠭࠲ ޶ం࠭ ۯంށగ ߖߖన పࣄۯ ओߩఇ ࠭࠲ ,࠭ࣃۯ ښܽ एړࡵ ݦ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ జޔڷࡏం޴ 
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సࠪనం xf xi qe naught ڕ ړࡹ న࣒࠳ ߖన పࣄۯ బܽदڒ
छ޳ ړ ݟంߘ బܽदڒ  a b c a to  c c b ߖతफం ప࠴ నࣄۯ ڕవర ݟంߘ ఈ ࠾ࡍరడం అం݄ మࠪ ࡌ
ओߩసࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳ ړߖ܉ߖ एړࡵ సంڝ ݡంࡓ ఈ ఇతర ࠪరठం ߘߝ ݡ ంۯంڕ޶ qe naught xf xi
ऴపయޒऒ फࣃ బܽद  a dڒ దట࠴ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ ݟంߘ ఆ߯ ړ ݟంߘ ޴ఇ ,ߘ d b a to d a to d 
తపओ ऱࡿࢗ ڴࡍసߖ కएࡅ ంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ ړ߯ ڴ࢓ࡱߖ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఈ  ࡯ ࡍఆڝ  न݋ߝ సࠪనం z x 
ࡍఆڝ न݋ߝ ࠪరऐ బݟంڒ ޴బܽद మనం ࣄۯన ړߖ޳ ࠭ం۸࡛ ޶ ण ڝࣆޓ ړ߯ ڴ࢓ࡱߖబޔݡంڒ ޴బܽद ߘంݟ a 

ళࢗ ړ ऱడం ߘంࣄۯ ݟన ప࠳ ݋ߕ ߖన࣒ ړ సࠪనం  ߘంࢇࢗ ړ ݟऱటߩओ d ړ ݟంߘ ݡ qe xf xi d b a ci
ओߩऱటࢇࢗ दࣃदڝवࡵఎ ݡ  d b ڕవర ݟంߘ బܽदڒ ޶ࡶ జరగడం ߖఏ ప ࠾ࡍమ ࡯࡮కద ڴలంబం ڕ नࡽ߹ ڡܽ
ऒߕࣆ ߖన పࣄۯ ओߩటࡶ޴బܽद కڒ సࠪనం ړ హङࠈ ݡ  శړ फ ࠴ ࣋ۯతफం పߖ 

छ޳ ڕవర ݟంߘ ۸࡛ ޴సࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳ ࡌ ण ߘ ߖం޳ ړ ݟछ a b rd qe naught xf xi ࡌ a b c 
తర࡯ంచడంࣄۯ ࡹన పړߖ సࠪనం ఈ ࡓంݡ పࡱ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ  ߖߖऱ పࢇࢗ ݟంߘ ߖ޵ ߘߝ ݡ
एړࡵ फࣃ ओߩరठం ఇࠪ ݡ࠮ ࡹరठంࠪ ݟంߘ  ߘ  a b ޠߦ బܽदڒ ݡ࠮ ޠߦ బܽदڒ ޶ࡶ ڴࡏߝ ࡹణంڝ ఒక ݡ
తపओ ߘߝ ݡ࠮ ऒߕޔࡱ޶క ࡹశ޴ ࡱఏట࢐ ڕవర ݟంߘ ڴࡍసߖ కࢗ ఈ ߘߝ బܽदڒ ߘ द࡛ కࢗ  द࡛  a b l ߘ 
కࢗ 3 ޠߦ द࡛ एړࡵ సంڝ  ంచߖవछ ంݟ ఐ࠳ ړࡹࣄన࣒ ړ సࠪనం  ڒङ l xf xiߵ ap plus zf minus zi in k 
۫డంݟ  

ङڒ ఐ ݋ߕ ړన ఎలव࠳సࠪన ړ ߵ द࡛ࠂ ڡझ  qe 
హङࠈ ߖన పࣄۯ బܽदڒ ङڒ ݋ߕ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ݞ  ङڒ న࣒࠳ ݋ݞ ߵ ప ߵ ऱ࣒  న࣒ f l qe i xf xii zf࠳ 
ङڒ ڡ܊ న࣒ తపओ࠳ ݋ߕ ޴ఇ ,ߵ  మࡖకܽ ޶ڒ ఎం޶కం݄  అߕࣆ ޴ߝऒ  qe xf xi i cap dot k cap ړ
సࠪనం, ఇߘ ޴ం޳ ړ ݟछ ۸࡛ ࡌ ण ڝࣆޓవడంࣄۯ ࡹన పړߖ సࠪనం ڒబܽद ఎࡵवڝदࣃद సం a bڝ ࣒ښ ڡܽ c 
మనం ۫ࣄనߘ ޴ంࢇࢗ ړ ݟच టߩओ छ޳ ړ ݟంߘ ߘߝ  ߕ࠼అ ޻అ ߖన పࣄۯ ݡ छ޳ ޳ࡶ ࡌ a bࡌ a b ac d 
ठࡌࠪ ఏకపࣾ ߕ޼ఏ ޕߩࡱక ߖ ࠾ࡍమ ࡏࠬ ړߖ࢐సफ࢐ ,ߘޑళࢗ ړ ݟంߘ ڴࡏߝ ޳ࡶ ऒߖ  a b a b
వ۪ऐڝࣆޓ  మߘ ࠾ࡍంࢇࢗ ړ ݟऱ పߖ ఖۨऐ తంړ ڴ ࠭ం޶ ఉనऒ ݄ऱ ఉంܿందࡏࠬ ߖ కھߘంܼࡏ.a b qe

సछ ݟంߘ రठంࠪ ۯంࡍసߘఅ ߖన పࣄۯ ޴ంޔߩ۫ ఏࠫ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ న࣒࠳ తంऴతంڴ   xf xi 
ఉంܿందޔߩ۫ ڕࠪ ߖం޴, ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ  ࡏఅంܼ ࡱ࡮య࢐ద బ޳సంऴప ߘफలڕన ࠙వన ఈ శ࠳
छޑࡏڷ కర लణ శړ फ ࣃ ݞږంऴప࠼޳క శړ फ , ऴదవङ बࣃ ఒక ߖࢢࡌ నం ߘంݟ మࡖక ࣃब  ߖప ࣋ۯ ࡹంచడం࡯తర ړߖߕ
నऒڕࣆޓ  ࠪర ठం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴.
 మ࠾ࡍ ఇ޴ సంऴప޳య࢐ద శړ फړ ఒక ఉ޳హరణ, ڒబܽद ࠬࡏ ఒక ऴߦరంభ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక ۨవࡍ 
۸࡛ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ण ڝࣆޓవలࣄ వ࣋फ , ࠬࡏ అߘసࡍంۯ ࠪరठం ఏࠫ݇ పܽदం޶ࡶ ߩ, నߘऒ  మࡖక 
ఉ޳హరణڕࣆޓ ڴం޳ం ఎం޶కం݄ ఈ సందరग ంڕࣆޓ ࠭࠲ ࡹనऒ ఉనऒ ڴޒࡎఏక  ޴  ఒక ఎࡵवڝदࣃद  ڡܽ
झ࡛ࠂ  ఇߩओ दࣃदڝवࡵఎ ߘߝ ݡ गࡌసంద ߖࡶ ڴޒࡎन ఏకࡽ߹ ڡܽ ऒߖ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ޴అ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ  ण 
۸࡛ ݋ం࠼ߦ ߘߝ బܽदڒ ण ڕࣆޓంܼڒ ߘబܽद ఇకए డ ۸࡛ ߕ ण ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ऴߦరంభ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ఈ q 
ऒߕంܿڕߘల࡮కద ݟంߘ రం޷ बࣃ ޴ޔ ߘ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ޴ߕ ޴అ ࡔస ړߖߕ డ ߘంݟ ఇకए డڕ ri rf 
۸࡛ण ࠻ۯలڕߘంܿߕऒ బܽद ۸࡛ڒ ߘ ण ڒङ घࣃ ߵ ంట ۸࡛ࢗ ߘߝ బܽदڒ ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡽ ण ߖ q r 
తర࡯ంۧలڕߘంܿߕऒ  ߘ
फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ శ޴ ࡽయݟఅ ڕరం వర޷ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ri rf a b ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
అࣃࡱߧ ߖफ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ޜ ޜణంࠪࡍప ړ ࢓޶ంࠉ ఒక ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఒక ߘߝ బܽदڒ ߘ ण ߖ a b ah
తర࡯ంۧలڕߘంܿߕऒ दࣃदڝवࡵబܽद ఎڒ ߘ झ࡛ࠂ ڡܽ  అం݄ ఏࠫܽ ࡓ ऱܿ అం݄ ڷࡱߕ ړ q e qq pi 
ఎߧझ ए࣋ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ङڒ ࡹ ࡛ ۸࡛ ޴సࠪనం, ఇ ړ ߵ ण ߯  ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ ࡍవ ߘߝ బܽदڒ  फంపܑ࡯࠻झ న ߕ r r 
హङࠈ  శړ फ ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ కएࡅ  छ޳ ڷࡱߕ ޴న࣒, ఇ࠳  झߧసࠪనం  ఎ ړ న࣒࠳ ࡌ ఆ࡛ pi qq ࡗ܋ ߤ࡮
࣋ए छ ࡛ ఆ࡛ ڒङ నऒޔࡱ޶క ߘߝ ࠾ࡍమ ߵ झ࡛ࠂ బܽदڒ ޴ఉం ࡹశ޴ ࡽయݟࡔ द࡛ڒࢗ ߕ   ఏకߖࡶ ڴޒࡎ ఎࠆ 
ఎڡझ  టరऒ కएࡅ ڕవర ࠆఆ࡛ ఎ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ రంభߦऴ ݟంߘ ࡽఎݟ ݋ݞ ࡽ  ऴߦరంభ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ri rf 
వరڕ ఉం݄ పߖ జޔڷࡏం޴.
  ۨవ࠼ߦ ࡍంࢗ ݋ݞ ߘߝ ݋క द࡛ ࡍవ ߖ  फంపܑࣆफనऒ झ࡛ࠂ   ఎڡझ  టరऒ झ࡛ࠂ ࡽ కएࡅ  ఉతओ ݋ݞ   ఈ dl ࠾ࡍफ మޒ
సందరग ంࡏࠬ ࡹ ۫డగڵ࡯న ऱܿࢗ ڴక द࡛  అࢗ ޴ߝక द࡛  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ , ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ dl dr 

కࢗ కం݄޶సࠪనం ఎం ړ द࡛ ङڒ  rdrkr cap dr.޴ఉంܿం ࡹశ޴ ߵ r t 
  అత޴ߖ ఆ࡛ ڒङ లంࠗझږ మనం ߖఅ ߤࣾࡓݧ ߵ  చటदంࡹ చࡍऐ ంۧమࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ , అ޴ ఆ࡛ ڒङ  ߤࣾࡓݧ ߵ
ओߩబܽद ఇڒ హङࠈ ߖప ࣋ۯ ݡ  శړ फ ޳छ झڡఎ ࠆసమऴగ ఎ ڕవర ࠆఆ࡛ ఎ ݟంߘ ࡍ అࣣ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ࡌ  టరऒ  ࡽ
ओߩఇ ړߖ࢐సफ࢐ ޴సࠪనం, ఇ ړ ࡽఎݟ ݋ݞ హङࠈ  ޴ ఆࣣ ޴సࠪనం ఇ ݡ  శړ फ ڷࡱߕ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  pi r 
࣋ए छ ङڒ ࡛ ङڒ ݋ݞ ߵ ah r drr ri rf qq.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ ޴ఇ  ,޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ߵ
 ఎߧझ ఆ࡛ ࣋ए ࠑ ߤవ ࠑ ࡽఇం݃ऴగ ࡗ܋ ߤ࡮ छ झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ޴ఇ ,ࠆన࣒ ఒకܽ ఆ࡛ ఆ࡛ ఎ࠳ ࡛  qq piܿ ߤఇ ࡗ܋ ߤ࡮
వࠑ ߤ ఆ࡛ ఎ࠳ ࠆన࣒ వࠑ ߤ ఆ࡛ ࠳న࣒ ڒబܽद ఈ ࠳న࣒ సంࡱޑښ ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ మ4 ߯  ڕߕ ࠾ࡍ
ఎߧझ छ޳ 1  ޴फంࣆవ ړ0 ߤ࡮ छ޳ న࣒ 1࠳ ࡌ ۸࡛ ࡌ ण ۨనऒ  ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంࠉ ݟంڕ࢓޶ qq rf ri q a 
తర࡯ంచడంࠈ ࡹహङ  శړ फ ࣄۯన పߖ, ఇకए డ ऴߦరంభ ޷రం మ࠾ࡍ ۨవ޷ ࡍరం ఇߩओ  ఈ సࠬకరణంr rf ݡ
ࡎ۸ ڕహరణ޳ఉ ࡏࠬ బܽदڒ ࡱపణࡗఆ ޴ంޔऱࡱۮ ݞంڕࡶ సంబంధం ޜफࡏڷ णࡓ ࡱంږߘࣃ ݢలంڴ 
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ఉం݄, ۸࡛ ण ڒङ फనऒࣆ࡯తర ߘߝ ࠾ࡍఉం݄ మ ڴలంږߘࣃ ࡽటߧ  ۸࡛ ण ږߘࣃ ݞږలంڴ ఉం݄ q 
మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए ఇకए ݟంߘ ݟ फࣃ࡯తర ړݟ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఅ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ߘ  ల a bږߘࣃ 
శړ फ ࢑కర लణ శړ फ ఈ ޴శࡹ ఉం޴ ఎࡵवڝदࣃद ړశ ڡܽ फ మߘߝ ࠾ࡍ అ޴ ޻శࡹ కߕޔࡱ޶ऒ మޒరంభ అంߦబܽद ऴڒ ߘ
సం࠙వङ  శړ फ ऴߦరంభ సం࠙వङ  శړ फ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ పࣄۯ ߖన పࡏࠬ ߖߖ ఇకए డ 
۫డవ۪ऐ ࡍߪ  फ ࣄۯనڷࡱߕ ړ ޴ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ޳ ࡍछ బܽद qqڒ సࠪనం ࡌ pi rf 
ఇకए డ మࡓ ࠾ࡍం࢟ܽ܊ߦ ݢ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ࣄۯన పߖ ऴపږޒలంڴ ఉంڒ ޴బܽद ߹ࡽन పߖ q q rf ri 
ۯ फ࣎ ం޴ ఇపओ ړశ ښܽ फ ࢑కర लకంڴ ఉం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఉߕऒ ړశ ߘ फ ࡅకए  ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ ޴ంޔࡱ޶క ࡹశ޴ 
झ࡯࠻ۯ ݞږ ߖߖల పږޒऴప ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ߖప ࡹ ࠹సदࣄ नࡽ߹  ఉంܿం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ప ऱ࣒  q
కڵ࡯ ఉߕऒ ओߩఇ ࠾ࡍమ ߘ ళࢗ ړ ݟంߘ ݡ ऱడం࠳ ڕߕ ࡹన࣒ ۸࡛ ण ఉందړࡵ ࡏࠬ ߖए ంచవ۪ऐ  ఆࣣ  a b q q
ङڒ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޵ ߖన పࣄۯ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴలంږޒऱ ऴపࡏࣃ q q q pi ڷࡱߕ ࡽటߧ
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ޳ ࡍछ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ తంښల సంږޒऴప ޴లం ఇږޒऴప ޴ఇ ࡌ  rf 
కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद మࢁऱ కం݄ ఎڕए వ  ఈ ऴపږޒల ࡛ۧ ण ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ  ఆకర लނయంڴ ఉంܿం޴ ub ua 
మߘߝ ࠾ࡍ ఎࡵवڝदࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ వङ ڕ  ۸࡛ ڴకంࡔޒ ण ߖ తర࡯ంۧڒ ࡯బܽद ߘ ߘߝంړ ݟ ࠪరడం۸࡛ ࡹ ण ߯  a b
ప࡯࠻ۯ ߖझ  ఉంܿం޴ , ఈ సందరग ం࣋ۯ ߘߝ ࡹ పߖ సం࠙వङ తߖ ڴలछ .޴ంޔݡయబۯ 
 ۸࡛ ण ࡅకए  శړ फ ڒబܽद ࠬࡏ 
۸࡛ ण ߘ ऴߦరంభ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ۨవࠉ ࡍంڕ࢓޶ తర࡯ంచడంࠈ ࡹహङ  ఏܐంࣄۯ ݋న పߖ ఏࠫ݇ 
ఇకए ړߖݞవڝࣆࡱޘ డ ఇతర కల࠼కలࡏࠬ ߘ పۯ ߖయవ۪ऐ  ڕఇంత ߘߝ ࠾ࡍకం݄ మ న࢐ܽࡷద࠴ ࡍ 
࠭ం޶ సందరग ంࡹ వߝࡵ ఇߩओ చరऐ ݡ ऒߕफࣆ࢘࡯޴వ ڕࠬ ߘ ఈ ۸࡛ ړ ࣾࡎప ߘߝ బܽदڒ ,ߘ ण ప ऱ࣒ q ߖ 
ఉ޳హరణڕࣆޓ ڴం޳ం మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక ࠼ߦంࡿࢗ ړ ݋ऱ లڕߘంܿߕऒ ఇకए  ߘ డt 
ऐࡍంۨ చࡍڷ నऱࡷ ݡంࡓ ࠭࠲ ంచడం ऴߦరంࠚంۨన ఉ޳హరణࡓ ࡹంݡ ऴߦరంభ మ࠾ࡍ ۨవ࠼ߦ ࡍం ऱܿ ఒښ
ऒߕఉ ࡹ ߤࡷ ࡽయݟࡔ ओߩఇ ,࠼ ऒߕంܿڕࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ߖࡶ ࡹ ߤࡷ ࡽయݟࡔ ښఒ ߘߝ ݡ  బܽदڒ ߘ
ओߩఇ ߘߝ ऒߕంܿڕߘలࡌࠪ ړ ݟంߘ ߘߝ  ࡯࡮కద ࡮ఇ ݡ a b ߘకల࠼ల కలڒ࢑࢑ధ ర ߘߝ బܽदڒ ߘ
फޑవృ ܿߦ ޜ దట࠴ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ,ߘయగలۯ ర ఆ࡛एڒ ఆ߯ ఇకए , ߘޑࡱ޶క ࡮ఇ ޜ  q ݟంߘ ݟ
ఇకए ఇకए ߘߝ ߘంచగల࡯తర ړݟ డ ߘంݟ ఇకए फޑऱ ఆ߯ వృࢀࢗ ړݟ కదలవ۪ऐ ࡹరంڒ   ఆ࡛ए ߤష܊߰ ߘߝ ޳ࡶ 
కదలవ۪ऐ ܿߦ ޜ ࡽయݟࡔ ߘߝ ߘయగలۯ ࡮ఇ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ߘఉండగల ڵ࡯క ߘక࠼ల కల ޠߦ , ఆ߯
ओߩఇ ܿߦ ޜ ࡽయݟࡔ ఆ߯ ,ݟళऱంࢗ ࡮ఆ߯ ఇ ,ݟకదలం ܿߦ ޜ ࡽయݟࡔ  ࡏࠬ ڕహరణ޳ఉ ,ݟళऱంࢗ ࡮ఇ ݡ
ఈ ࠪࡌठ ऒߖ  ۫࣋फ.
 వృޑफ ర ఆ࡛एڒ  ఉనऒ  ఈ ࠪరठం ۪ द݀  ఈ ࠙గం ࡅకए  కద࡯క ऴప࠼ߦ ޒం݋ వదभ తటసब ࣃद झ࡛ࠂ ڡܽ  ڕ 
ఖۨऐ తంڴ లంబంڴ ఉంܿం޴.
  ఈ ࠉం࢓޶ వదभ లంబంڴ ఈ ࢑ధంࣄ ڴबర శڕफࡱ ఉߕऒ ऒߕޔࡱ޶క ڴలంబం ࡹఈ సమయం ߘߝ ,࠼  ,ߘ
ऒߕޔࡱ޶క ڴలంబం ߘߝ ڕవర ߝڕࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ߘߝ दࣃदڝवࡵఎ ߘߝ ఆ߯ ,ߘ ړశ ڡܽ फ వࡵ అ޴ ޻శࡹ 
కڒ ߘޑࡱ޶బܽद ఇకए డ ۯ ߘߝయߘ  ఏߕ޼ పۯ ߖయంݟ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘߝ ఇపओ छ޳ ښܽ  qq ڷࡱߕ ࡌ
߯ ఎߧझ एړࡵ ޜࡌ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ࠑ ߤవ ࡗ܋ ߤ࡮ ంۨన పࣃۯ ߖߖफ ठࡌࠪ ఈ ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ߘ ऒߖ  ۫࣋फ rf 
फࡿࢗ ڕరం వర޷ ݟంߘ రం޷ ࡹశ޴ ࡽయݟࡔ ߘߝ  ri rf.ߘ
ڡߜక ࡹశ޴ ఈ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ߘߝ  द ࣋ۯ వృޑफ ర ఆ࡛एڒ ఆ࡛ए ߘߝ ,ߘޑࡱ޶ంట కࢗ   ޻ంట ఇࢗ 
పࣃۯ ߖफ दࣃदڝवࡵఎ ߘߝ కం݄޶ఎం ,ߘ झ࡛ࠂ ڡܽ ऒߕޔࡱ޶క ڴలంబం ڕ  ठࡌࠪ ఏ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ ऒߖ  
కھߘనగలړࡵ ࡏࠬ ࡗए ంచవ۪ऐ .
కएࡅ ߖన పࣄۯ   ࠪర ठం సछ తంऴతం ڒబܽद ࠬ۸࡛ ࡏ ण ߘ ఒక ऴߦరంభ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ۨవࠉ ࡍంڕ࢓޶ 
తర࡯ంచ࣋ۯ ړߖݞ పߖߖ కڵ࡯ ఉనऒ  ఏߕ޼ ఎࡵवڝदࣃद ړశ ڡܽ फ ࠪర ठం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
ओߧۮ ߘߝ న ऱܿړߖ޵  ڴ ࠭ం޶ ఇ޴ సంऴప޳య࢐ద శڕफల లࣾణం ڒబܽद ఉ޳హరణړ ఇ޴ ఏࠫ ࣆۨࣇफం޴ 
۸࡛ ڕߕ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳ఉ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ బܽदڒ ण ఉం޴ , ఆ߯ ߘߝ కߕޔࡱ޶ऒ  ߘߝ ߘ
ఈ ࢑ధంߘ ڴంݟ ࠪరठం మధङ  కద࡮లڕߘంܿߕऒ ऒߖ޵ ߘߝ ,ړߖݞవࡌ ڵࡍޒ  ࡯࢐ڒ ڕߕ ࠾ࡍమ ߘ  a b 
फࣃࡱߧ ߖఅ ݀ ࣄ ࠾ࡍమ ߤవ ࣄ फޑవృ ߘߝ బܽदڒ ߘ ठࡌࠪ రڒ ऒߖ फࣃۯ   b ݟంߘ ణం࠻ఒక ऴప ߘߝ బܽदڒ ߘ
వరڕ ऴߦరంࠚంۨ , మࡖక ࠪరठంࡹ మࡖక ࠪరठం ߘంڵࡍޒ ݟ వࣃफ  ߖߖతफం ప࠴ నࣄۯ ߘߝ బܽदڒ ,ߘ
एړࡵ ంచߖవछ ంڒ ݟబܽद ࠴తफం పߪ ߖర फ࠼ంࠈ  ޴హङ  ۪కए  మߘߝ ࠾ࡍ ఈ వృޑफ  f dl ޶ం࠭ ړߖ
ఇంܽऴగࡏڷ ࡽफ߯ एࡖ߮  నऒ  ࢑ధంڴ ఇڝ ޴ऱܘन అర ߖఅ ޠߦ  बం, ڒబܽद ఇ޴ వߤ ఎࠆ ఎڡझ  టరऒ ప  ݋ݞ ࡽ ऱ࣒  c dl b 
హङࠈ ݡంࡓ ంటࢗ ݟంߘ ओߩఇ ݋ݞ  ऐࡍచ ࠭࠲ సࠪనం ړ ݡ ంۨన ऱܿڴ, a c f dl i 
झڡఎ ࠆఎ ߤవ ࣄ  టరऒ झڡఎ ࠆఎ ߤవ ࣄ ܿߦ ޜ ࡽఎݟ ݋ݞ ࡽ  టరऒ  ࣄ ంటࢗ ࠉ ݟంߘ ఎ ࡽఇంܽऴగ ࡽఎݟ ݋ݞ ࡽ
झڡఎ ࠆఖ ఎࡔండవ వऴకࡓ ݀  టరऒ హङࠈ ࠆఎ ݡంࡓ ࣄ ంటࢗ ఎ ݟంߘ ࠉ ړߖ࢐సफ࢐ ޴సࠪనం, ఇ ړ ࡽఎݟ ݋ݞ ࡽ  
బܽद  ఇకएڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ తफం࠴ ఇకए ݟంߘ ݟ ళचࢗ ړݟ డంࣄۯ ࡹన పߝڴ࡮ ߖ ఉంܿం޴  ఈ w ork 
ࠪరठంࡹ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డࢗ ڕళच డం జڵࡍం޴ అߝ పదం ߘంࢗ ړ ݟళच డంࣄۯ ࡹన పړߖ b a 
ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ࠬࡏ ఈ ࡓంݢ సࠪన࠳న࢑ మ࠾ࡍ వङ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఅ ࡱޑښక సంࡔޒ .ࡏ
 
ఇంܽऴగࡽ ఎࠆ ఎڡझ  టరऒ ऒߕࣆ ࡽఎݟ ݋ݞ ࡽ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ ߖసࠪనం అ ړ झڡన ఆࣣ ఎ࠳  ऴ߭షߘ ߤ

Pru
tor
@
IIT
K



߰ంߘ޳, అం݄ ڝऱܘन नܘऱڝ ࡹ ޠߦ  వ࡛ए ݋ߜ ࣋ۯ ࡹ ޠߦ  ऒߕࣆ   య࢐ద޳ऱ సంऴపࢁమ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
శڕफల లࣾణం.
 
ఏࡓ ߕ޼ంࡔ࢘ ݡछ ठࡌࠪ ࡏ ల ޳छ ۸࡛ ڵࡍޒ ڕవర ݟంߘ ݟంߘ ࡌ ण అޙ࠼ ఏߕ޼ ࠪరठం ࢐సफړߖ࢐ a b a 
ऒߕࣆ फࣇۯ ߖంత పڜ ڕవర ݟంߘ ܿߦ ޜ ߤవ ࡏࠬ బܽदڒ   ఉండవ۪ऐ , ఆ߯ ߹ࡽन శړ फߖ c a b 
.޴फంࣆۯ ߖߖన ప࠳సࠪన ࡹవడంࡌڕࣆޓ
 ۸࡛ ण ߘ ߘంݟ మࡖక వऴకࡔఖࡌڕࣆޓ ڕవడం వలన ݋ߜ వ࡛ए ऒߕࣆ   అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ మࢁऱ b 
సంऴప޳య࢐ద శڕफలࡹ ࠙గం మޜߖ޵ ࠾ࡍ మనం ఏࠫ ۯయగలం అం݄ మనం ఒక సం࠙వङ  శړ फߖ 
రछߖ ۨంచవ۪ऐ , ఇߩओ మనం ఒక సం࠙వङ ݡ తߖ ߘరछ ۨంచవ۪ऐ   ఎనࡎ ण ఎࡵवڝदࣃद ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ण ڒబܽद 
۸࡛ ݋ం࠼ߦ ߘߝ ण ߖ మࢁऱ ڕࣆޓం޳ం ڒబܽद మనం ࣄۯన పࠈ ߖߖహङ  శړ फ ړ సࠪనం ޳छ  pi qq qq ࡌ
ऒߕࣆ ߤ࣌ ߯ ڷࡱߕ  ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡌ సڒ ࡔబܽद ޑࡏڷछ కర लణ इऴޑలࡏڷ ࡹफం۪ڝం࠭࠲ ݟ rf 
సం࠙వङ  శړ फߖ ߖరछ ۨంచంߖڜ  ݟऒ నङࢥ ړࠫࠝ ڴరణం߄ࣃ ంۨ߅సంబం ڕచనలࣇ   సం࠙వङ  శړ फ ఉందߖ 
ࡍߖ ఒక ߘ࢓फࣆఒక వ ߘߝ బܽदڒ ࠭ޑࠋۮ भషद ఎޔफڕࣆޓ ࡹనऒ ओߩ फࣃۯ ߖప ߯࢓फࣆఆ వ ߘߝ ݡ ఆ ࠾ࡍమ ߘ
వࣆफࡹ࢓ సం࠙వङ  శړ फ ߖలछ  ఉంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఎࡵवڝदࣃद ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ णߖ ߖరछ फࣃۨ ࠭.
झߤࡓఫࡍ  झߤࡓఫࡍ ߕߞࡹంۨ ఏ సమయం߅సంబం ړ ࡽलయߖ݃߰  फࣃۯ కߧఎం ڴరణం߄ࣃ ߖ ݋ం࠼ߦ   బܽदڒ ࡏ
झߤࡓఫࡍ औߖఇ ڴరణం߄ࣃ ߖ ݋ం࠼ߦ  फࣃۯ కߧఎం ࡹܾߖ సం࠙వङ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ  శړ फ ࡅకए ऒߕࣆ   బܽदڒ 
ङڒ ࢟ܽ܊ߦ ߘߝ ఉం݄ ۸࡛ ڵ࡯క ߖ ࡽటߧ ण అߖ అڕߘంܼߘ.q 
  అనంతం వదभ ఉం޴ అߩओ ړశ ࡹ ࠹సदࣄ ݡ फ ޶ࡶ ఈ సం࠙వङ  శړ फ ߕࣆऒ  మࡓ ߘߝ ࠾ࡍండవ ۸࡛ ण ߘ ఈ ࠴దܽ
۸࡛ण ړ దగ ठరڕࣆޓ ڴవۨऐ నߩओ ۸࡛ ߘߝ  ݡ ण ߯  పۯ ߖయߘࡶ మߘߝ ࠾ࡍ సం࠙వङ  శړ फࣃࡏࠪ ߖफ iw ߘ
ri rf r ޴ఇ ࡹఈ సࠬకరణం ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖޑఅనం ߖ ߘߝ ࡹబܽद ఈ సࠬకరణంڒ
۸࡛ ݟంߘ అనంతం ڕߕ ण ࡌڕࣆޓ ߖవడంࣄۯ ࡹన పߖߖ ఇࣆफం޴.
 ఇకए బܽद ۨనऒڒ రం޷ ݟంߘ ݟ నऒۨ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ݟంߘ అనంతం ߖ  r q ڕరం వదभ޷  r 
छ޳ ఈ సࠬకరణం ߖన పࣄۯ ࡹవడంࡌڕࣆޓ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ ఇకए డ సం࠙వङ  శړ फڴ 
రछߖ ۨంచబޔݡం޴, ఇ޴ సం࠙వङ  శړ फ  ࣃब నం వదभ సం࠙వङ  శړ फ ఈ ࡓంݡ జతల ۸ࡎ णల మధङ  r qq pi ڷࡱߕ 
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  అߖ దయࡏڷ ࣄۯफం۪ڝంݟ, ఎం޶కం݄ ߘߝ ۨనऒ  ۸࡛ ण ߖ అనంతం ߘంݟ ఈ r q
వۨऐڕࣆޓ ࡮ఎ ڕ࢓޶ంࠉ సछ ݟంߘ రठంࠪ ߖన పࣄۯ ,ߕ తంऴతంڴ ఉంܿం޴.
సం࠙వङ ݦఉం ݟరప߄ఆ ࠲ऴతࠪ ߯࢓޶ంࠉ ఈ ߘߝ బܽदڒ    శړ फߖ ߖరछ ۨంచగలߘ, ఇ޴ 
۸࡛ ण ۨనऒ ङږ  ऐۯవڕࣆޓ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ݟంߘ అనంతం ߘ ࠗ  శړ फ, ఏ ࠪర ठంࡹ ఉߕऒ  ఇ޴ సం࠙వङ  శړ फ 
అޔ࢓ం޴ ఈ సమయంࡹ ఇ޴ ఒక జత ۸࡛ ण ల సం࠙వङ  శړ फ ۨనऒ రం ۨనऒ޷ ޴బܽद ఇڒ ޴ ۸࡛ ڕߕ బܽदڒ ޴ ण 
ङڒ ङڒ ࡽటߧ ఒక ۨనऒ ࠾ࡍమ ࡽటߧ ऒߖࡌ޷  ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰  ण࣋ۯ ࡏ࢘ ޜफ ఇ޴ సం࠙వङ  శړ फ.q q q r 
  ఈ జంట ۸࡛ ण లࡹ 
एړࡵ ߖ࢐ܽ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ , ంۨనటऱߘߝ ,ޙ࠼ ۨనऒ  ۨనऒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ  నߖ అڕߘం޳ం మߘߝ ࠾ࡍ ఈ q
۸࡛ ࡽ߱ ण ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  ఈ ࠼ߦంڒ ړࡹ ݋ङ ۸࡛ ࡽటߧ ण ڕࣆޓ ߖవࣃफ  r q ߘߝ ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ߘ
అ޻ సం࠙వङ  శړ फߖ ߰ం࠴ ߘޑ޶తफం ఎలवڝदࣃद ࡎ۸ ڡܽ णల వङ వసबߖ ߝࡹలछ  ఈ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ 
ࡎ۸ ݡంࡓ णల మధङ  ࢑భజన߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ ఈ సࠬకరణం ޳छ झߧఎ ޶ఐ ڷࡱߕ ࡌ  qq ߤ࡮
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ ۸ࡎ णల వङ వసब ࡅకए  సం࠙వङ  శړ फ, అ࠼నపओ నऒۨ ߘߝ ڔܽ వڕࣆޓ ݟంߘ  ऐۧ  r q ߘ
ఇߖऔ औߖఇ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ܾߖ ङڒ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ݟంߘ ܾߖ  q.ߘڴ࡯గࡌڕࣆޓ ࡽటߧ
 ࠫऴతపࣾం ࡏ࢐ ۨనऒ కएࡅ   ࢑భజనޜ ఈ జత ۸ࡎ णࡱ ఇߩओ छ޳ ݡ झߧఎ ڷࡱߕ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮  r qq pi r 
छ޳ సం࠙వङ ࡌ  శړ फߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ࡎఒక జత ۸ ޴బܽद ఇڒ ,࠼ णల ڝసం ߘߝ అ࢑ ޻ధంڴ మߖࡍऒ ࡎ۸  णల ڝసం 
एړࡵ ంచగలڒ ߘబܽद ఉ޳హరణߕ ڕ ۨవࣄ ࡍసद࠹ అڕߘం޳ం  ࡎ۸ ݡ࠮णࡱ ఉߕऒ  ݡ࠮ ߘߝ బܽदڒ ࠼
णల ఈ వङࡎ۸ ݡ࠮ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ం ఒక޳ంڕߘఅ ࡯࢐ࡌڕࣆޓ ߘणలࡎ۸ వసब ࡅకए  q q q 
సం࠙వङ  శړ फ ఏࠫܽ, ڒబܽद ߘߝ ఈ ऴړం޴ ఆࣣ ߖߕ߄࢑ऒ फࣃۯ  ఇకए ߘߝ బܽदڒ ߘ డ ఏࠬ ڒ  ޶ࡶబܽद ۸࡛ ߘߝ ण 

వߖڕࣆޓ ߖ ߤ, ఈ సమయంࡹ ఉంۧߘ ఎం޶కం݄ ࢘ࡎ۸ ࡔ ण ڒ ޶ࡶబܽद ߘߝ వࡌڕࣆޓ ߖ ߤవడం q q 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉంచడం ڝసం ߘߝ ఎܿవంܽ పۯ ߖయనవసరం ޶ࡶ, ఒకࡍࣃ ఒకܽ ఇకए డ ఉంۨన తࡌछ తq 
फࣃవڕࣆޓ ڕవర ݋ం࠼ߦ ఈ ݟంߘ అనంతం ߖݡంࡓ ߘߝ ऒߘబܽद నڒ ߘ  అߘమޒంచంݟ ఈ ߖࡌ޷ऒ  q r
ఒకܽ ࡓంݡ అߧ ߖలవంڒ ݟబܽद ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఉనऒ ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰  ण అం݄ ఏࠫܽ, q q ah 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ  ఒకܽ అࣃࡱߧ ߖफ फࣃࡱߧ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ߘ  u u one two is equal to q one q ߘ

 శబभ two by four pi epsilon zero r one two product of two charges by four by  piߖ
ऒߕࣆ మధङ ࢐ܽ ࡏ࢘   ఉనऒ  ఒకܽ ࡓం۸࡛ ݡ ण ల సం࠙వङ  శړ फ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఉనऒ  ఈ ࡓంࡎ۸ ݡ णలޜ q q 
ओߩఇ ߘߝ औߖఇ ߖޓऴ ݡ ڜۨࣆޓ ݟంߘ ܾߖ ऐ  ఈ ࠼ߦంࡹ ݋ ఉం۪ڒ ߘޑబܽद ߘߝ ఈ ߖࡌ޷ऒ  q r one 

అߖ మ࠾ࡍ ఈ ߖࡌ޷ऒ  అࣃࡱߧ ߖफ  three r.ߘ
औߖఇ ߘߝ  వۨऐڕࣆޓ ߖޓऴ ݟంߘ ܾߖ నߩओ ओߩఇ ݡ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ  q ߘߝ ࡏ

వߤ మࡓ ݀ ࠾ࡍంݟంܽ ࡅకए ङ޶࢑  వङ ړߖޑइऴ ޠ  బܽद ఏࠫ q qڒ ࡯࠻ۯ ߖప ࡍࣃښఒ ڴకంࡔޒ
జޔڷࡏం޴ అం݄ ݀۸࡛ ߖ ण ۯయࣄۯ ߘߝ ړߖݞన పߖ తపओ ۸࡛ ࡎࣃ ޴ఉంܿం ڴࡍసߖ ण ऴߖޓ q q 
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एړࡵ ంచߖవछ ంݟ  ఈ ࠼ߦం݋ cabc 
 ޴బܽद ఇڒ
ఇߖऔ ړఎలव ࠾ࡍమ ݟంߘ ܾߖ दࡽ߹ ڡन ࠳ ړన࣒ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ړ ݋ݞ సࠪనం మ࠾ࡍ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन c f f dl f 
࢐సफ۸࡛ ړߖ࢐ ण ࡓంࡎ۸ ݡ णࡱ ఇߩओ కएࡅ రం޷ ݡ ङ޶࢑ ࡹఈ సమయం ڴ߅࢑  ऒߖޑइऴ ޠ  ఉతओ फࣃۯ फޒ  ࠼
మ࠾ࡍ మనࣆࡱޘ ڕ  ఎवڝदࣃद దగ ߕ బܽदڒ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߘరࣾణࡍయ పߦऴతऴࣇ ڡܽ ठర వ࡛ࠂ ࠑ ߤ q 

ఇߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ࣋ए छ ङڒ ࡛ ప ߵ ऱ࣒ ऒߕఉ ݡంࡓ  ऒߘబܽद నڒ ࠼  ఇ࡮ ऴ࢐యߖవछ ంݟ సڒ ࡔబܽद pi r r q 
ఎࡵवڝदࣃद ङ޶࢑ ऱ ఇ ఒకࡏࣃ ఒక ޙ࠼సࠪనం అ ړ ڡܽ इऴతం ۸࡛ ޠ ण ఒకܽ ࣾࠫంచంݡ࠮ ݟ ఈ ah q q q  
۸࡛ण ߯  బలం ࡓ ݡ࠮ ݡ࠮ ऱܿ ఇ ఒకܽ పऱ࣒ ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ఇ ࡓంݡ ఇ ఒకܽ ۸࡛ ण ޳छ ఉతओ ࡌ  फ q q qޒ
ङ޶࢑ నݟయబۯ ۸࡛ ݡంࡓ इऴతం ఒకܽ ޠ ण ޳छ ఉతओ ࡌ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ ۸࡛ ޴ఇ ݡంࡓ इऴతం ޠ ण q e q q
߯ శړ फ ࡅకए  శړ फ  ݡ࠮ వࡅ ߤకए ङ޶࢑  ۸࡛ ޴ఇ ڴరణంڒ इऴతం ޠ ण ऴ߯ޓ ఉనऒ  శړ फ ఎం޶కం݄ q ah q q 
छ޳ ݡంࡓ ఉతओ ࡌ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ ङ޶࢑ తफం࠴ ޴ఇ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ۸࡛ ޴इऴతం , ఇ ޠ ण ऴړޓ q 
వङ औߖఇ ݋ݞ ऱ ఇ ఒకࡏࣃ ݡ࠮ న࣒࠳  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ߖన పࣄۯ బܽदڒ ࡯࡮కద ڴకంࡔޒ  q dl ܾߖ
ओߩతफం ఇ࠴ ݡంࡓ ݟంߘ అనంతం ݡ࠮ న࣒࠳ ݟంߘ ۸࡛ ޴ఏࠫܽ ఇ ݡ ण ࡌڕࣆޓవడంࣄۯ ࡹన c q ce 
పߖ ऴޓ ఇ޶࢑ ޴ङ ۸࡛ ڴరణంڒ ޠ ण ࡌڕࣆޓ ݡ࠮వడంࣄۯ ࡹన పࡽ߹ ߖन వ޳ ߤछ ఉతओ ࡌ  फ q q p  qޒ
ఇకए ޴నݟయబۯ డ ݀߯ ఆ߄రపడటం ޶ࡶ మ࠾ࡍ అ޴ మనం వߤ ऴ࡛ࠂ ࠑ ޓ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  q q q pi 

వߤ ऴړޓ ࠭ం޶ చࡍऐ ంۨన ऱܿڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ఇ వߤ అ޴ߝ వ޳ ߤछ ఉతओ ࡌ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ  r qޠ
इऴతం మ࠾ࡍ ఇ޴ పߖ  ఇకए డ ߘంݟ ऴߖޓ అనంతం ߘంݟ ఈ ࠉంڕ࢓޶ ఒకܽ ޷ ݡ࠮రంࡹ q r 
ఖۨऐ ߖన పࣄۯ బܽदڒ ,޴ంڵࡍవడం జࡌڕࣆޓ తంڴ ఈ సࠬకరړߖހ సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ ,޴ంࣃ ݡब నంࡹ q 

बࣃ ݡంࡓ రం ఒకܽ޷ ఈ ࠾ࡍమ ݡ࠮ నంࡹ ఒకܽ ݡ࠮ వࣆफంڒ ޴బܽद ߘߝ q r r q one q three 
ࡍߪ ߖߖప ڷࡱߕ फ ߘࣃۯ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ం޳ ݡछ  by four pi epsilon zero r one three q ࡌ

ఉతओ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ ۸࡛ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ݟంߘ అనంతం ߖޓऴ ڴరణంڒ इऴతం ޠ ण ۯయడంࣄۯ ࡹన పߖ q 
తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.
  తపओ పऱ࣒ ڴࡍసߖ  ఒక ࡓంݡ ऴ࡛ࠂ ࠑ ޓ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  q q q pi r ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړݡ࠮ ݡంࡓ 
 బܽद qڒ ߖన పࣄۯ ࡹవడంࡌڕࣆޓ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ߖޓऴ ޴బܽद ఇڒ
ఈ ۸࡛ ण ݟवࣄदࠌङ షߖ ߤ అ࣊ంࠉऱంۯ ۃయడంࣄۯ ࡹన ࠴తफం పࣄۯ ࡹߖన ప࠴ ߖతफం  ఈ ࠼ߦం۸࡛ ړ ݋ ण q 

వڕࣆޓ ߖ फ࣎ ం޴ మ۸࡛ ࠾ࡍण ߖ ఈ ࠼ߦంࡌڕࣆޓ ړ ݋వడంࣄۯ ࡹన పڒ ߖబܽद ࣄۯన ࠴తफం ప2 ߖ t q 3
తफం సం࠙వङ࠴ ޳ࡶ  శړ फ q one q two by four pi epsilon zero r one two Plus q one q 

పऱ࣒ ݡ࠮  సࠪనం ړ झߧఎ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ  three by four pi sine n zero r oneߤ࡮ q q pi 
ऒߕࣆ छ޳ ݡ࠮ ݡంࡓ  ړశ ڴరణంڒ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ फ మ࠾ࡍ ఈ శړ फ r q 1 q 2 q 1 q 3 
ఎం޶కం݄ శړ फ ࠴తफం శړ फ  ۸ࡎ णల వङ వసब మࡖ߮ ߘߝ ࠾ࡍए నऒ ऱܿ࠭࠲ ڴ ఈ సం࠙వङ  శړ फ࠴ ߖతफంq 2 q 3 
ࡎ۸  णల వङ వసबޜ అߘబంࣃ߅फ ࠭  ۨవర۸࡛ ڴ ण పంނߧ ఈ ࡍߖ भషद నࡹߕ࠮ ఉనऒ ంత వరڕ ఒకܽ ࠴దܽ޴ q 
లछߖ ࡹ ࠹సदࣄ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ޵ ߖన పࣄۯ ޴అ , ݟరంڕࣆޓ దట࠴ ߖޓऴ ޳ࡶ  q 
తफం సం࠙వङ࠴ నݟయబۯ  శړ फ ఈ ݟ࠮ంܽߖ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڕࣆޓ ޴వۯऐ  
ऴకమం  ఈ ۸ࡎ णల߄ࣃ ࡹరణంߖ޵ ࡏࠬ ڴऒ  ఎߖऒ ࡎ۸ ݋ం࠼ߦ  णల߄ࣃ ߕڛరނకࡍంచవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ 
తफం సం࠙వङ࠴  శړ फߖ ߰ందగలڒ ࡏబܽद సం࠙వङ  శړ फߖ ప࡯ࢣࡍంۨన తࡌछ త ࠭࠲ ఇߩओ दࣃदڝఎలव ݡ झڡܽ  ࡹ 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ऒߕफࣆۯ చయంࡍऱ పࢁమ ߘన ࠙వన࠳ ࠭.
 ఎࡵवڝदࣃद दࣃदڝवࡵబܽद ఎڒ ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ  ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ
అ࢟ܽ܊ߦ ݋ߖ࠿ ޴ߝ ࡛ۧ ण ࡌڕࣆޓ ߖవడంࠈ ࡹహङ  శړ फ ࣋ۯ ప࢟ܽ܊ߦ ݋ߖ࠿ , ߖ ࡛ۧ ण ߘ అనంతం ߘంݟ 
హङࠈ ࡹవడంࡌڕࣆޓ ړ ݋ం࠼ߦ  శړ फ ࣋ۯ పߖ ఆ సమయంࡹ ఎࡵवڝदࣃद  ޴బܽद ఇڒ ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ
తపओ .ߖన పࣄۯ ڴࡍసߖ
తघߕధ ݋ߖ࠿  క ࡛ۧ ण ߘ అనంతం ߘంݟ ఆ ࠼ߦంࡌڕࣆޓ ړ ݋వడం۸࡛ ߘߝ , ࡹ ण ڒङ  q ڵ࡯క ߖ ࡽటߧ
ఉߕऒ ऐࡍచ ࠭࠲ ޾ࡶ ߠ ం۪ߕڕऒ మࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక ۨనऒ  ۸࡛ ण ڕࣆޓ ߖవ࣋फ, q
ఇకए డ ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  సం࠙వङ  శړ फ ࠮లధనం  ۨనऒ झߧఎ ڷࡱߕ  ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽڴ r u q q pi 

సం࠙వङ ࡹఈ సమయం ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳  శړ फ ࡌڕࣆޓ ޳ࡶవడంࡹ శړ फࡏࠪ ࡹओ rf ri ri rfړ ݟంߘ 
۸࡛ण ڒబܽद ߖ ߘߝ ߭ܽदనߩओ సం࠙వङ ݡ  శړ फ అనంړߖޑ సࠪనం ڒబܽद సం࠙వङ  శړ फ ఈ సమయంࡹ ri u 
झߧఎ ڷࡱߕ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  నऒۨ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ࡌ  ۸࡛ ण ڒङ ۸࡛ ݋ߖ࠿ ߖ ࡽటߧ ण ڴ pi r qq q
ओߩం݄ అڕࣆޓ రछߖ ߖ ࡽलయߖ݃߰ వదभ ݋ం࠼ߦ ݡ కएࡅ కం݄޶ఎం ,޴फంࣆۨ  i r r v 
झߧఎ ڷࡱߕ ऒߕࣆ ߤ࡮ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ఒక ޴సࠪనం, ఇ ړ  ण ڝసం ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ࡅకए  సం࠙వङ త pi r
తపओ छ޳ ڴࡍసߖ ऒߕࣆ ݡఏ ߯ ڷࡱߕ ࡌ छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ࠬڕ ఒక ఉం݄  ఇకए డ ధߕతघ క q r 
࡛ۧण ࠬ޴ ࡏశࡹ కޔࡱ޶నऒ ओߩ సం࠙వङ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ  సం࠙వङ త తڷठޕ ఉంܿంڒ ޴బܽद r 
ఇ޴ ऴపږޒల ࡛ۧ ण ڝసం ఇ࡮ తڷठޔంߘߝ , ޴ ऴపږޒల ۸࡛ ण ڝసం అ޴ ޻శࡹ కޙ࡯޶ సం࠙వङ త 
.޴ంޔڷࡏ߭
۸࡛ ࡏࠬ బܽदڒ  ण ߘం޷ ݟరంࢀࢗ ڴऱనߩओ సం࠙వङ ݡ త ߭ޔڷࡏం޳ࡶ ޳ తڷठޔం޳ అࡎ۸ ޴ߝ णల 
సంښతం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఏ సమయంߕߞࡹ సం࠙వङ త అߖ ߖరछ ۨంచబݟం޴, ఇ࠼ߦ ޴ం݋
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۸࡛ण ړ సం࠙వङ త ڒబܽद ఏ߄ࣃ ߕ޼రړߖހ  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ݟवࣄदࠌङ షࡏࠬ ߖ ߤ ఎࡵवڝदࣃद  ߖ ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ
అనంతం ߘంݟ ఆ ࠉంۯ ڕ࢓޶రऐ డంࣄۯ ࡹన పߖ ڴߖరछ ۨంచవ۪ऐ , 
ఉ޳హరణ࠼ߦ ڕߕ ࡏࠬ ڕం۸࡛ ݋ ण ఉం݄ ږߘࣃలంڴ ఉం݄ , ߘߝ ఉ࠹ అޙ࠼  ఈ ࠼ߦం݋ q ri 
అۮ ߖపओ బݟం޴ మ࠾ࡍ మࡖక ࠼ߦం݋ అߘ ޴ߝం۸࡛ ړ ݟ ण ڝࣆޓవడంࣄۯ ࡹన పߖ ఏࠫܽ rf ri rf
హङࠈ బܽदڒ  శړ फ ޳छ వదभ ఉనऒ ࡽलయߖ݃߰ న࣒࠳ వదभ ߖప ࣋ۯ ࡌ  ri rf ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕ ࡽलయߖ݃߰ 
ఒక ۸࡛ ݋ߖ࠿ ण ۸࡛ ࢟ܽ܊ߦ ݋ߖ࠿ ण ڒబܽद సం࠙వङ తࡹ వङ ङޑ సం ڕߕ ఒక ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక 
۸࡛ ࢟ܽ܊ߦ ݋ߖ࠿ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ण ڝࣆޓవడంࣄۯ ࡹన పߖߖ ఇࣆफంڒ ,޴బܽद ߰݃ߖलయࡽ అ޴ߝ 
ఎలवڝदࣃद झڡܽ ఖङ࠭ ࡮ۧ ࡹ  ఇకए ࡏࠬ ࠾ࡍన ࠙వన మ࠳ డ ۫డగڵ࡯న ऱܿ޶࢑ ڴङ ڵత ڴइऴతం ఒకܽ ޠ ठం޴  

࣋ए छ छ޳ ࡛ छ޳ ࡌ సం࠙వङ ࡌ త తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ సం࠙వङ  ఒక r r ۯంڵࡆసం ఉపڝ दࡽࠓ ݋ߖ࠿ 
 ޴ఇ ,޴ఉం ݋ߖ࠿
ఇܼ࡯యࢡ ߤवసफ࢘ తफ అࢡࡵంऴ࡮࢛ ݩद  తࡌछ త జڵࡍం޴.
 ఇ సంవతझ .1827 ݟంߘ 1745 ࡱࡌ
 అతߘ ఎలवڝदࣃद झڡܽ పओھ నࣄۯ ߖప ࡮ۧ ࡹ  वసफ࢘ࢡ  తफ మ࠾ࡍ ఈ ߮ࡏ ఈ సం࠙వङ  ࡽलయߖ݃߰ ݋ߖ࠿ 
ړఎలव ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంݟటदబ߭ ࡏ߮ ߖఅత ࡽलయߖ݃߰ दࡽ߹ ڡन ڝసం మࡖక ݞږ ߘ ݋ߖ࠿ కھߘనవ۪ऐ  
ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ.
  ఇకए డ సం࠙వङ త ڷࡱߕ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  ۸࡛ ࡌ ण ࡅకए ङ޶࢑   q pi r q pi ڷࡱߕ इऴతం ޠ
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  చదరߩ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬ޶࢑ ࡏङ ऒߖޑइऴ ޠ  ࠬటࡽ࢛ ڕࡏद ߖ ڴరछ फࣃۨ  r ࠭࠲ ޴ఇ ,ࡏ
ړఎలव ڕࡏన ࠬటࣄ۫ दࡽ߹ ڡन ࢛ࡽद ࡅకए ړఎలव  ݋ߖ࠿  दࡽ߹ ڡन ڝసం ࠭ߘపܽ ఇతర ߖ࠿ ऱܿ ఇ޴ ah si 
మࡖక ऴށࠪߦక ݋ߖ࠿, ఇ޴ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ڝసం ఉపڵࡆంచబޔݡం޴, ఇߩओ సం࠙వङ ߘߝ ݡ త ࡅకए ऒߖڜ   
సంڣङ एړࡵ ߘవలࡱ࢑  ంచړߖݞ ఒక ఉ޳హరణߘ గࣃށफ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ఒక ఉ޳హరణ ఉంڒ ޴బܽद ߕ దగ ठర 
లంࠗ పऱ࣒ږ ߠߕ 10  ఉంڒ ޴బܽद ڕߕ ఇకए డ మࡖక ۸࡛ ण ఉం࠳  ޴న࣒ 10 ږ ߠߕలంࠗ ࠝమధङ  ఖࡔ
సమతలం6 ࡹ ࣊ంܾࠬటర ऱ ޷రంۯ ࡏ࢘ ޜయబݟంߘߝ ,޴ ఇకए డ ఒక ࠉంࣆ࢑࠙ ڴ࢓޶फߕऒ  ޴ఆࣣ ఇ ߘ
फࣃࡱߧ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘߝ ߖऱ అࡏంܾࠬట࣊ ڷࡱߕ ఇకए ߘ డ మࡖక ࠼ߦంߘ ݋ పࡍగށంచంݟ ఇ޴  ai b 
ఇకए డ ߘంڷࡱߕ ݟ ࣊ంܾࠬటర ऱ ޷రంࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంڷࡱߕ ݟ ࣊ంܾࠬటర ऱ ޷రంࡹ ఉనऒ  
దగ ߕ బܽदڒ ࡔస ࣄ ݋ం࠼ߦ డవ࠮ ठర ݃ږ ߤలంࠗ ࠳న࣒ ݃ږ ߠߕ ߤలంࠗ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ 
ࡎ۸ णࡱ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߘ ఉతओ फࣃۯ फޒ సం࠙వङ ߘߝ ,࠼ తړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ छࡔ࢘  ߘ  ంటऱ వదभ࠼ߦ ࡏ
సం࠙వङ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ  గణనߘ గށంచడం ऴߦరంࣃࠚफ ओߩబܽद వదभ ఇڒ ߘ  v ݞږ ࡱ ࡽलయߖ݃߰ ݡ
߰ ప࡛ࣇ ऒߖޑऴࣇ ߤష܊  సంతృߧफ పࣃࡏफ బܽद వదभ ఉనऒڒ ࠼ వదभ సం࠙వङ ࡽलయߖ݃߰ తफం࠴  త ప ऱ࣒  a 10 
లంࠗ పऱ࣒ږ ߠߕ వదभ సం࠙వङ ڴరణంڒ న࣒࠳  త ఉంܿం޴.a 

కߘక ఇ޴ అޙ࠼ ఈ ޷రం ఏࠫܽ, ఎం޶కం݄ ߘߝ ࠝమధङ  nano coulomb r 10  ࡹ࢑ࠪనం ఖࡔ
फనऒࢂڙࣆޓ ం޶న ఈ ޷రం ڒ ݞږబܽद వదभ సం࠙వङ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ వߤ మ࠾ࡍ r a q q 
झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ߤవ ݡంࡓ फࣃࡱߧ ߖఅ ࡗ܋ ߤ࡮ బܽद పڒ ఆࣣ ߘ ऱ࣒ झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ݡంࡓ  ऒߕࣆ ߤ࡮  q pi r q pi 

ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱࡌ޷  బܽदr q qڒ సࠪనం ړ
ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ߰݃ߖलయߕࣆ ࡽऒ  ఎం޶కం݄ అ޴ ࠝమధङ ࢑ࠪనం  ఇకए ఖࡔ డ ఇږߘࣃ ޴ల సం࠙వङ తڴ
ఉంܿం޴, అ޴ ఇకए డ ऴపږޒల సం࠙వङ తڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ࠴తफం సం࠙వङ త ߕࣆऒ  
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠼ߦ ߘߝం݋ వదभ సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ङږࠉ బܽदڒ ࠭  వ࡛ࠂ ࠑ ߤ b b 

ఎߧझ తపओ ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ఆࣣ ࡗ܋ ߤ࡮ క  ఈ ࡌ޷లߘ ఇߩओ एړࡵ ݡ ంచంڒ ݟబܽद ߖ޵ ߘߝऒ  pi ah r 
ఒకܽ అࣃࡱߧ ߖफ r r q q pi ڷࡱߕ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ݡంࡓ రం޷ కࡖమ ࠾ࡍమ ߘ
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ऒߘబܽद నڒ ݡంࡓ   ఈ సంఖङ లߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం ޳ۯभ ం ڒబܽद వదभ అం݄ r v b ah ten 

ఒకܽߕࣆ ߤ࣌ ߯ ڷࡱߕ ړऒ घࠫޛ  ړశ ޔపదవ వం ޴ फ ࠫޛघ  nano coulomb r r ڷࡱߕ ఒకܽ ఒకܽ ߖ޴
࣊ంܾࠬటࡏऱ ڒబܽद ߘ ڷࡱߕంݟ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ పږ ߠߕ ޴లంࠗ ڷࡱߕ ߯ ఎߧझ  ߤ࡮
ऒߕࣆ  పదం ఇకए డ ࡓంڵ࠙ ޜݡంచబݟం޴ ఇڷࡱߕ ޴ పऱ࣒  ఆࡏ ప޴ ࣊ంܾࠬటࡏऱ దయ݋ߖ࠿  ࣄۯ లޜ r 
ऒߕफࣆڵࡆఉప ߘల ݋ߖ࠿ ۲ܼޒऴప ߘߝ ݟఉండం ڴऴగతफ܉ घࠫޛ న࣒࠳ ޓపవ࡛ ऴ ޴బܽद ఇڒ ߘ  si ޴
  బܽदڒ సࠪనం ړ޴ప ݟంߘ ޶ఐ ݡ࠮ ݋ం࠼ߦ ఒక ڕद లࡽ࢛ ޓపవ࡛ ऴ ޴ఇ ,޴फంࣆపవ࡛ ݀ వ ړ޴ప ݟంߘ
అڕ ޴ండ ఈ సమయంࡹ అం݄ ݋ߖ࠿ ࡛ۧ ण ࢟ܽ܊ߦ ࡛ۧ ण ߖ అనంతం ߘంݟ ఈ ࠉంڕ࢓޶ ential 
 బܽदڒ సࠪనం ڕ ࢟ࠀ ޓऴ ݋ం࠼ߦ ఒక ڕद లࡽ࢛ ޓపవ࡛ ऴ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏజ ߖప ࡹవడంࡌڕࣆޓ
బܽद వదभ వదभ సం࠙వङڒ వదभ ݋ం࠼ߦ ࡏࠬ తړࡵ ߘए ంచవ۪ऐ .c b c 
 సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ࢐ङ ऒߖࠪ࠻ फࣃ࢘࡯޴వ ڕࠬ   ޶ఐ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ ߤన࣒ వ࠳ ޴ఇ ߘ
 ,޴ఉంܿం ڕद ల వరࡽ࢛ ݡ࠮ పవ࡛ ݟంߘ ޴ప ݟంߘ
దయࣄۯ ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए డ ధߕతघ క ࡛ۧ ण కం݄ ߜగܽ࢟ ۸࡛ ण ڕ దగ ठరڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠴తफం ࠴తफం 
సం࠙వङ త ߕࣆऒ  అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ వ࠼ߦ ߤంࡓ ݋ంݡ ఐߘ ޶ంݟ పవ࡛ ࡽ࢛ ݡ࠮द ࡱ ఆࣣ మ࠾ࡍ a 
వదभ సం࠙వङ త ߕࣆऒ ओߩసࠪనం, ఇ ړ సమసङ ڕࠬ ߘߝ ݡ फࣃ࢘࡯޴వ ߘ లంࠗ ల ۸࡛ږ ߠߕ ޶ఐ ,  ߘ ण ߘ a 
एړࡵ ߖߖన పࣄۯ ࡹంచడం࡯తర ړ ݟంߘ ࠾ࡍమ ړ ݟంߘ ంచంڒ ݟబܽद ߘߝ ఈ ࢐ङ ऒߖࠪ࠻ b ڕࠬ  a c
వࣃ࢘࡯޴फ  ࣄۯదయ ,ߘ
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కएࡅ లంࠗږ ߠߕ   ۸࡛ ण ߘ ߘంړ ݟ మߘ ࠾ࡍంړ ݟ తర࡯ంచడంࡹ ఏࠫ పߖ జڵࡍం5 ޾ a b a ci
एړࡵ ంచంݟ, ࢛࡛ సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచړߖݞ తڵన ࠙ڴలߘ ఎం۪ڝవࡌࠪ ڕࠬ ړߖݞठ ऒߖ  వ࢘࡯޴యంݟ  k 
సం࠙వङ ࠾ࡍफల గణన మڕబܽद శڒ ޴ం࠼రफߪ  వङ ङޑ అర ࡏࠬ ߘల గణనࣃ बం ڝࣆۯవడం ڝసం ఇ޴ ఒక 
ఆసړ फకర࠳న కసరޔफ , సࡔ ఇߩओ ఏࠫటం݄, ۸࡛ ޴నۨ࡯యదۯ ߘߝ ݡ ण కండړ दంڿ ۃళం ࡅకए  మࡖక 
ఉ޳హరణ సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తߘ ۫డటం, ڒబܽद ߘߝ కڵ࡯ ఉߕऒ ࢐ङ  ߘ రࣃ बం ࡅకए  ళం rڿ 
మڜ ߘߝ ࠾ࡍంత ۸࡛ ण ڒङ తफం ۸࡛࠴ ߘࡌࣄ࢑ ࡹ ࡽటߧ ण ఉపࡍతలం߯ ࡏږऐ ంܿంద࠭࠲ ߖ q 
చࡍऐ ం۪ߕڕऒ మࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ߕ ߘߝ ఉపߕङ ऒߖࣃ  త޶పࡍ తరగࣃڵ࠭ ࡹޒफ  ޴࣋ۯ ࠭࠲ ,ߘ
࢐హక ڿళం ڒరణంڴ సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచడం  ఇ޴ అదన۸࡛ ߩ ण ۯయబݟం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ 
ऒߖڜ  ఆసړ फకర࠳న ఫޑ࡯లߘ ߰ం࠭ޑ޶ ధనङ  ࡱ޳࢐
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