
   ఎࡵवڝदࣃद ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ण మ࠾ࡍ ఎࡵवڝदࣃद दࣃदڝवࡵఎ ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ण ࡍڷంۨ 
చࡍऐ ంచడం ऴߦరంࠚంۧ࠭ ڒబܽद ࠭࠲ ఎࡵवڝदࣃद ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ण ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచడం ऴߦరంࠚంۨన 
ۨవࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  ߯ ࠪ చరऐ फࣃڵࣃనڜ ఉదయం ڔࡍఅంద ࠬ ߘ ࠭.
  ఒక ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మࡖక ࠼ߦంߘ ݋ం۸࡛ ݟ ण ߘ తర࡯ంచంڒ ,ݟబܽद ఒక జత ࠼ߦంࡎ۸ ݋ णࡱ మ࠾ࡍ q 

కएࡅ  ఒక జత కހల ࡅకए  సం࠙వङ  శړ फ q 
అڷࡱߕ ޴ߝ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  ऴగࣕంۧ࠭, ఇకए ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ࡌ డ ఇ۸࡛ ޴ ण ۨనऒ  vu pi r qq

లధనం ۨనऒ࠮  ۸࡛ ण మ࠾ࡍ ఈ ޷రం ڒబܽद q q r 
ࡎ۸ ݋ం࠼ߦ బࣗళ ࡏࠬ णలߘ కڵ࡯ ఉం݄ ఒక జత ࠼ߦంࡎ۸ ݋ णల ࡅకए  సం࠙వङ  శړ फߖ ߖరछ  ,޴फంࣆۨ
ఉ޳హరణࡎ۸ ڕ णల వङ వసब ࡅకए  సం࠙వङ  శړ फ 
झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޙ࠼ఒక అ ࡱणࡎ۸ ݡ࠮ ࠬ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ࡓంݡ q q u pi r 
 ప ऱ࣒  ఒకܽ ऴ࡛ࠂ ࠑ ޓ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ݡ࠮ పऱ࣒ झߧఎ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ   q q pi r q q pi ߤ࡮
ऒߕࣆ బܽद తపओڒ ఇ  ݡ࠮ ݡంࡓ  ఒక ۸࡛ ڕࠬ ڴࡍసߖ ण ఒకܽ ఇకए డ మࡖక ۸࡛ ण ࡓంۮ ݡపओ ంݟ r q q 
మࡖక ۸࡛ ण ڒ ݡ࠮బܽद సం࠙వङ  శړ फ తపओ మధङ ߖ޵ ڴࡍసߖ  ࢑భజన ޳छ రछߖ ࡌ ۨంచబޔݡం޴ ఇ޴ q r 
ఒకܽ ࡓంݡ ఇ޴ ఒకܽ ݡ࠮ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంڒ ݡ࠮ ݡబܽद ࠭࠲ కڵ࡯ ఉߕऒ ࡎ۸  ࠭ णల వङ వసबڕ r r 
సం࠙వङ  శړ फ మࡎ۸ ࡏࠬ ࠾ࡍ णలߘ అ࣊ంࠉऱంࣆۯ ۃफనऒ  ऴకమంࡹ ఈ సం࠙వङ  శړ फ సछ తంऴతంڴ ఉంܿందߖ 
फࣃऴప ࡍࣃࡍవۨ ߘߝ ࢑ంۨన ऱܿ ߘߝ తపओ క ߮ࡖए छࡌత ࠾ࡍదట ఒకܽ మ࠴ ࡏࠬ బܽदڒ ,࡯ߕ త ࡓంݡ q q 
छࡌవ࣋फ పڕࣆޓ  q q q q ࠾ࡍఆ߯ ఒకܽ మ ߖڕࣆޓ ݡంࡓ దట࠴ ࡏࠬ ޳ࡶ ݡ࠮  ࠾ࡍమ ޶ࡶ
కएࡅ ނߧण ల పం࡛ۧ ݡ࠮  ఉࣣ అ࣊ంࠉऱంۃ ऴకమం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇࡍߪ ޴ फ ۸ࡎ णల 
వङ వసबࡹ ఉంݦ శړ फ అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, 
ఆ߯ ࠭࠲ ఎࡵवڝदࣃद రछߖ ߘ ࡽलయߖ݃߰ ڡܽ ۨంۧ࠭ ۸࡛ ݋ߖ࠿ ण ߘ అనంతం ߘంݟ ఆ ࠉంڕ࢓޶ 
۸࡛ ݋ం࠼ߦ ఒక ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ߖన పࣄۯ ࡹవడంࡌڕࣆޓ ण ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  q r v 
అޔ࢓ం޴, ఇڷࡱߕ ޴ ߯ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  సࠪనం  ఇకए ړ ࡌ డ ڜంత ۸࡛ ण మ࠾ࡍ అ۸࡛ ޴ߝ ण q r q r 
ఇకए ݟంߘ వదभ సం࠙వङ ݋ం࠼ߦ ఈ ޴అ ࠾ࡍరం మ޷ ݟంߘ ݟ త ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ߘం࠼ߦ ݟం݃ݭ ah 
۸࡛ ݋ߖ࠿ ړߖ࢐సफ࢐ రం అం݄޷ ण ߘ అనంతం ߘంݟ ఈ ࠉంࡌڕࣆޓ ڕ࢓޶వడంࣄۯ ࡹన పߖ r 
మࡏڷ ࠾ࡍफం۪ڝంࡅ  ݟకए  ఒక ࣋ए కएࡅ ఆ ࠭ޑߩ۫ ڕࠬ ࠭࠲ ణంࠪࡍప ࡛࡮  r v ah v r 
మ࠾ࡍ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन సంబం߅త ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन సంబం߅ంۨనߘߝ , ࢑ ఇకए డ ఒక ڒࢗद࡛ ߖ ఏ ࠼ߦం݋ వదभ ah 
ړवࡵఎ ࠾ࡍమ ࡽलయߖ݃߰ दࡽ߹ ڡन ߖ ऴ࡯࠻࢐  ఆ ࠼ߦం݋ ఒకڜߖ޳కܽ సంబం߅ంۨనߖڜ ޴ऒ  ऱ ahࡏࣃ
ړवࡵఎ ࠾ࡍమ ߘ ࡽलయߖ݃߰ दࡽ߹ ڡन ړࡵ ߘए ంۯ సం࠙వङ త ߘంړࡵ ݟए ంచడం ࣆలభం మߖڜ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  
ఉ޳హరణలڜ ߘంۮం త࢐ࡏత ۫ࣃफ సం࠙వङ ߘߝ ,࠭ फࣃۯ చయంࡍప ݞږ ߘ दࡽ࢛ ߖ޳ ߘ ݋ߖ࠿   ߘ
࡛ۧ లంࠗ అం݄ ఒకږ ప࡛ ࡽ܍ సࠪనం ړߖ޳द ఒకࡽ࢛ బܽद ఒకڒ ण ߖ అనంతం ߘంݟ ఆ ࠉంڕ࢓޶ 
తర࡯ంచడంࡹ  శړ फ తڷठޔం޴ ఎలवڒदࡽ࢛ ߤद ߘ అߖ సంऀߨफకࡍంۧڒ ࡏబܽद ఒక ఎలवڒदࡽ࢛ ߤद ఒక ఎలवڒदߤ ev 
۸࡛ण ړ సࠪనం, ఇ޴ ఒక ࠼ߦం݋ ఆࡏ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ పంࠫޛघ  ఒక ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڕల వర ࡽ܍ ޴
۸࡛ ण ߘ తర࡯ంచړߖݞ అవసర࠳న శړ फ.
 ఒక ࢛ࡽद ࡅకए  సం࠙వङ  వङ ङޑ సంࡹ ఉనऒ  ఒక ఎలवڒदࡅ ߤకए  ఒక ఎలवڒदߤ,   ఒక ࠼ߦంߘ ݋ంړ ݟ ri rf 
 ݋ߖ࠿
۸࡛ण ߘ తర࡯ంచడంࠈ ࡹహङ  శړ फ ࣋ۯ ప࢑ ߘߝ ݞږ ߖߖవࡍంచగలڷࡱߕ ړ ߘ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ q pi 

छ޳ ࡍ న࣒ ఒకܽ࠳ ۸࡛ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ కࡖమ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ బܽद ఒకڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ࡌ ण ߘ rf 
తర࡯ంచడం࣋ۯ ࡹ పߖ 
ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ మధङ  సం࠙వङ  వङ ङޑ సం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇڕࠬ ޴ ప߮ۮ ߖߖओ  రణ߄ࣃ 
సంబంధం ۸࡛ ݋ߖ࠿ ण ߘ తర࡯ంచడం ڝసం ࣄۯన޴ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ ߰݃ߖलయࡽ ల మధङ  ల ࡽलయߖ݃߰ 
వङ ङޑ సం, ఇࣇ ޴ప࡛ ߰ ऒߖޑऴࣇ ߤష܊  అߘసࡍంచడం వలऱ ࠬڕ అߝక ۸ࡎ णࡱ ఉం݄ ఒక ࡓంݡ q q q 
ఇకए ڕࠬ ࠾ࡍమ న࢑ࡷద࠴ ݡ࠮ డ ࠼ߦం݋ ఉం݄ ڒబܽद ߘߝ ఈ ߖࡌ޷ऒ  ఒకܽ ఈ ޷రం ࡓంݡ r r 
ఈ ޷రం ݡ࠮ అ࣋࡯ߧ ߖफ ࠼ߦం݋ వదभ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ఉనऒ  r p q ࠑ ߤవ ړߖ܉ߖ ࡽलయߖ݃߰ తफం࠴ 
झߧఎ ࡛ࠂ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ పऱ࣒ झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ݡంࡓ  ऒߕࣆ ߤ࡮ పऱ࣒ ݡంࡓ   ऴ࡛ࠂ ࠑ ޓ pi r q pi r q pi 
ఎߧझ झߧఎ ࡛ࠂ ࠑ ړߖ܉ߖ ޴ఇ ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ ޓऴ ࡗ܋ ߤ࡮  r qi pi ڕࠬ ࠾ࡍమ ࡍ ࡗ܋ ߤ࡮
ङࠌदࣄवݟ షనࡎ۸ ࡽ णࡱ ఉం݄, ߕ దగ ठర ڜంత ݟवࣄदࠌङ షࡎ۸ ߤ णࡱ ఉనऒ టऱߘߝ ޙ࠼ ఇకए డ ఒక అనంత࠳న 
ङࡲ࢐ వ۪ऐڝࣆޓ ߘ ࠹ .

۸࡛ ण ۯయంݟ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ  dq r  ݟంߘ లం࠮ ߘ
छ޳ ࠹व߯ ړߖ࢐సफ࢐ फ࣋࡯ߧ ߖఅ ࠹వదभ ఈ व߯ ߘߝ ࠾ࡍలం మ࠮ ޴ఇ ࡹరం޷  r r r v r pi ڷࡱߕ ࡌ

ఎߧझ థࠫక ۸࡛ߦऴ  ࠹బܽद व߯ڒ ࡽఇంܽऴగ ࡗ܋ ߤ࡮ ण ߘంݟ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  dq r dqߘߝ ࠾ࡍరం మ޷ 
ఆ సమయం࠴ ࡹతफం ߰݃ߖलయߘ ࡽ ߰ంద࠴ ړߖݞతफం ࡲ࢐ङ  కృతంڔఖ߯ ఏࡔ ޳ࡶ తలంࡍఉప ޳ࡶ ࠹
फࣃۯ ߰ ప࡛ࣇ ڕ޶ం޻ం߰ ߘ ࡽलయߖ݃߰ తफం࠴ ߕߞࡹఏ సమయం ߖࡹ ऴ࣒߭ ࠭࠲ బܽदڒ ߘ ऒߖޑऴࣇ ߤష܊
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ   బࣗళ ۸ࡎ णࡱ ఉߕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ एړࡵ ࡮ఎ ߘ ࡽलయߖ݃߰ ߘߝ ݡ ంచవ۲ऐ  ڕࠬ 
ऒߖڜ ړߖݞంచߧ۫  ఉ޳హరణలߘ చࡍऐ ంۧలڕߘంܿߕऒ  ߘ
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࡛ۧ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ णଂ కండړ दంڿ ۃళం ࡅకए भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ࡽलయߖ݃߰ హరణ޳దܽ ఉ࠴  ం , 
కߘక ߕ దగ ठర ఒక ڿళం ఉం޴, అ޴ ఒక ࢐హక ڿళం మړߖ޳ ࠾ࡍ అదనంڴ ఉంܿం޴  అదన۸࡛ ߩ ण ߯ߖ޳ q 
ఉంۨޙ కండక द࡛ కएࡅ   ࢐ङ రࣃ बంڴ ఉండߖవछ ంڒ ,ݟబܽद కండړ दంࣄ ۃओ య࡛ ۸࡛ ण కండړ दంڿ ۃళం ޳छ  r ࡌ
ఉతओ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ తफం ۸࡛࠴ इऴతం ޠ ण మధङ ఉనऒ ࡹ ݄ऱ ఉంܿంద࠭࠲ ߖ ఇంతڕ ࠭ం޶ 
ంۧ࠭  కండకߧ۫ द࡛ ङ޶࢑ ళంڿ ڕంۨనంతవర߅సంబం ڕలޑంߦపల బయܽ ऴࡹ  ऒߕࣆ इऴతం ޠ  బܽदڒ 
࢐సफړߖ࢐ మనం ఇకए డ ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ छ޳  झߧఎ ߯ ڷࡱߕ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮  చదరڒ ߩङ  q r r ړࡹ ߵ
߰ందవ۪ऐ , ఇߕࣆ ޴ऒ एڕన కం݄ ఎ࠳సࠪన ړ వ r 
కండక द࡛ एڕపల కం݄ తࡹ  వ ޶࢑ङ झߧఎ ڷࡱߕ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ऒߕࣆ ߤ࡮  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ङڒ ࡌ  r pi r qr ߵ
కएࡅ ङ޶࢑  एڕइऴతం కం݄ త ޠ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ߝ ఇకए డ ߘంݟ ఏࠉ ߕ޼ం޷ ࢓޶రం ڒబܽद r r 
సం࠙వङ ߘߝ తړࡵ ߘए ంచగలߘ  ఈ సమయంࡹ అࠈ ޴ߝహङ సࠪనం, vr rf dr ړߖޑసమऴగ అనం ڕ ݋ݞ 
ఇ࠳ ޴న࣒ ڷࡱߕ ړ ఎߧझ ए࣋ ࠑ ࡽఇంܽऴగ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ࡛ ఇߖऔ qڷࡱߕ ړ ړߖ܉ߖ ޴సࠪనం, ఇ ړܾߖ pi dr r q

ఎߧझ ఇకए ߘߝ ࡹకరణڔసం  కం݄ , ఈ ఏڝ ట࡛ڼऴ ޴సࠪనం ఇ ړ ࡗ܋ ߤ࡮ డ ఉపࣆڵࡆफనऒ ङ޶࢑  pi r ޠ r r 
इऴతం ڿళం ࡱࢗపల ఉనऒ  ఒక ࠉం޶࢑ ڕ࢓޶ङ  ڕంۨనంత వర߅సంబం ڕంటऱ࠼ߦ బܽद బయܽڒ इऴతం ޠ
సం࠙వङ త మ࠴ ࠾ࡍతफం ۸࡛ ण అ࠼నటऱޙ࠼ సం࠙వङ త సڴࡍठ  అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴ .
 మధङ కएࡅ ళంڿ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ࠳కృత޵ంऴښ ࡹ  ఉపࡍతలం వదभ సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచగలߘ, ఇړ ޴ q
సࠪన࠳న ڷࡱߕ ߯ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఇ޴ వదभ ఉంܿం޴, ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఉపࡍతలం ࡔۯ r, r r
వరڕ సం࠙వङ త ࠪߝޕࡏ ఉంܿం޴ .
  కండక द࡛  మ࠾ࡍ ఈ ࢙࢑ధङ ం ޳छ झߧఎ ڷࡱߕ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ఇߩओ  q pi r ݡ
కండక द࡛ ङ޶࢑ పలࡹ  బܽद కండకڒ ޶ࡶ इऴతం ޠ द࡛ పల ۸࡛ࡹ  ण ߘ ఉపࡍతలం ߘంݟ ఏړ ߕ޼ తర࡯ంచడంࡹ ot
కండక ޶ࡶ యనవసరంۯ ߖఏ ప ߘߝ द࡛ పల ఉనऒࡹ   ఆ࠼ߦ ࠱ం݋ అం݄ కండక द࡛ పల ఉనऒࡹ   ࡽलయߖ݃߰ 
కండక द࡛  ఉపࡍతలం߯ ఒ࡮ښ ఉం࡯ݞ అࡏڷ ߖफం۪ڝంߖ݃߰ ݟलయ۸࡛ ࡽ ण కࡶ޴ పړߖ సంబం߅ంۨనڒ ޴బܽद 
కండక द࡛ ङ޶࢑ ࡹ  దగ ߕ బܽदڒ ޶ࡶ इऴతం ޠ ठర ޶ࡶ కండక द࡛ పల ۸࡛ࡹ  ण ߖ ఎకए ߖప ߕ޼ఏ ࡹంచడం࡯తర ߕڛݟ
యడం అం݄ కండకۯ द࡛ పల ఉనऒࡹ  తफం కండక࠴ దట࠴ ޴࣋۫ ߘߝ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڼ࡮ఇ ࡽलయߖ݃߰  द࡛  
ఒߖ݃߰ ښलయޜ ࡽ ఉంܿంڒ ޴బܽद కండక द࡛  ఈړछ ऒߖ࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱  ఏరओ సం࠙వङ  ޴फంࣆࡏ త ࣄबరంڴ 
ఉంݦ ఉపࡍతలం మߖ݃߰ ߘߝ ࠾ࡍलయࣃ ߖ ࡽब న ࠻ڶ ڴ߅࢑లం݄, ఇڿ ߕ ޴ళం అ۸࡛ ޙ࠼ ण ߖ 
फనऒࣆ࠵ టऱޙ࠼, 
ఇకए డ ࡅ ߖకए  ఫంࣾߧ۫ ڴ ߤంࠒ ۯమघ ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ ߘ भ޳ ం.b r 
దగ ߘߝ   ठరڴ వۨऐ నߩओ ۸࡛ ݡ ण ږߘࣃలంڴ ఉందߦ ߘߝ ߖऱ ࢐ङ ,फ࣋ۯ ݋ రࣃ बం ࣃब నం ࡅకए ޴ఉంܿం ڴ߅࢑ 
ۨనऒ దగ ړߖࡿڿ  ठరڴ వۨऐ  తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ సం࠙వङ త ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद సం࠙వङ త ߭ޔڷࡏం޴ r 
 బܽदڒ
ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ కండక द࡛ పల సం࠙వङࡹ  తࡏࠪ ࡹओ  ఉండڒ ޶బܽद ڿ ߘߝళం ߘం޷ ݟరంڴ 
चࢀࢗ నߩओ సం࠙వङ ݡ త పޔ߱ݟం޳ 1  ޴छ కండక ࠾ࡍమ ࡌ द࡛ పల సం࠙వङࡹ  త ࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद r 
ఇ࢐ ޴సफ4 ࠑ ړߖ࢐ ఎߧझ బܽद కండకڒ 0 ߤ࡮ द࡛  q pi r ߘߝ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ పలࡹ ࡽलయߖ݃߰ 
ఇపओ ङ޶࢑ ښܽ बࣃ ޶ం࠭ ړߖޑइऴ ޠ నం ޶࢑ङ కएࡅ इऴతం ޠ एړࡵ ڴ߅࢑  ంۧڒ ߘబܽद ޳۫ ߘߝभ ం  ఇకए డ 
అ޻ సࡍహ޶भ ࠬࣆࡱޘ ڕ, ఇకए డ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन  ޳छ ए࣋ ࡌ छ ఇకए ,޴ంޔࢂࢗ ڴ ࡛ డ ޶࢑ङ इऴతం 1 ޠ r r 
࣋ए छ छ޳ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ڴ ࡛  r ڴగం࢘ ࡮ఇ ޴అ ࠾ࡍమ ߗڒ ޴ంޔࢂࢗ ڴఒకܽ కం݄ ࢘గం ࡌ
ङ޶࢑ ఆ߯ ޴ంޔڷࡏ߭ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  అޔ࢓ం޴ కండక द࡛  బܽदڒ ޴ంޔ߱ݟదట ప࠴ ऱࢁపల , ఆ߯ మࡹ 
కండక द࡛ కएࡅ పలࡹ   ఫంࣾ޶࢑ ޜ ߤङ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖందޔठڷత ڴइऴతం ࢘గం ޠ  , కండక द࡛  పల rࡹ 
ङ޶࢑ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  అޔ࢓ంࣄ   ޴बరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद దయࣄۯ ఇకए డ ޶࢑ङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  ntial ڴ
ఉనऒ  ऴߦంޑలߘ కڵ࡯ ఉండవచऐ ఇకए ࣄۯదయ ߖ డ గమߖంచంݟ, అޙ࠼ సం࠙వङ త ߕࣆऒ  ఆ , ޶ڒ 
ऴߦంతంࡹ సం࠙వङ త ࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद కండక द࡛  ఈړछ ऒߖڜ ߘߝ బܽदڒ తలంࡍఉప ࡽलయߖ݃߱  
సంఖङ లߘ ఇకए డ గࣃށफ ऒߖڜ ,ߘ  ࢐సफ࢐లߘ ఉం۪ࡱ࢑  ߘޑవࡱ మ࠾ࡍ గށంచంڒ ݟబܽद నߘऒ  
࢐ङ ం޳ంڕࣆޓ రࣃ बం ࡅకए ంܾࠬటర࣊ ޴ళం పڿ  ऱڕ సࠪనం, ఇ޴ ఒక ࠬట࡛ ࠼ߦంڒ ݋బܽद ఇ޴ ఒక r 
࢐హక ڿళం సࡔ, మనం ఒక ږ ߠߕలంࠗ పߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ 9 ږలంࠗ వర۸࡛ ڕ ण కڵ࡯ ఉߕऒ మߖ 
అڕߘం޳ం.
छ޳ బܽदڒ ళంڿ  झߧఎ 4 ࡌ झߧఎ 4 ࠑ 1 ݟంߘ న࣒ 9࠳ ݟంߘ 10 ޴ఇ 0 ߤ࡮  సࠪనం q pi r, pi ړ0 ߤ࡮
అ࠼న ڿళం߯ ߰݃ߖलయࡽ ఎంత ఉంܿం޴, ఇ9 ޴ పߘ ޴ంݟ పవ࡛ ࠫޛघ छ޳ ߤవ ݋ం࠼ߦ ߖ޴  ࡌ
࢐ङ ࡏఒక ࠬట ࡏࠬ బܽदڒ ࡱ दࡽ࢛ సࠪనం ړంࠢޛ ޴ఇ ,޴నݟంచబڵ࠙ రࣃ बߖࡿڿ ߩऒ  ళం߯ ఒకڿ ,ߖڕࣆޓ 
۸࡛ ߘ లంࠗږ ߠߕ ण ࣋ۯफ, ఈ ڿళం ޛంࠢ ࢛లदଊ ࣃమࡌब ङ ऒߖ  ߰ంޔ޶ం޴, అం݄ ࠬࡏ ఇߗऔ ۸࡛ ݟంߘ  ण 
ړశ ړߖݞవࡌڕࣆޓ फߖ ఖࡏऐ झ࡯࠻ۯ   ఉంܿం޴.
 ۸࡛ ण ږߘࣃలంڴ ఉనऒ టऱޙ࠼, ఉపࡍతలం߯ ఉనऒ ङ޶࢑  ఇకए ࡏࠬ ړߖ࢐సफ࢐ ,इऴతం అం݄ ఏࠫܽ ޠ డ 
۫డగڼ࡯టܿవంܽ ޶࢑ङ इऴతం ࣋ए ޠ छ  తలం߯ rࡍళ ఉపڿ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ڴ ࡽलయߖ݃߰ ࡛
ङ޶࢑ .޴ంޔࡏࠪ ڴइऴతం ఒకܽ ޠ
ళం తపओڿ  झߧఎ ߯ ڷࡱߕ ڴࡍసߖ ऒߕࣆ ߤ࡮  చޔరऴసంޜ ఉం࡯ݞ మݟࡔ ࠾ࡍయڴ ࡽ దరज కతछ ం r q 
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వࣕంۧڒ ࡯బܽद ఇ޳ ޴छ छ޳ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴సࠪనం, ఇ ړ ࡌ घࠫޛ ڕࡏటࠬ ޴సࠪనం, ఇ ړంࠢޛ ࡌ  v r ޴
వందల ࢛ࡽद లڕ సࠪనం ڒబܽद ޶࢑ङ ర కండకڒࡿڿ తలం߯  ఈࡍइऴతం ఉప ޠ द࡛ కएࡅ   ఉపࡍతలం ࠬటڕࡏ 
घࠫޛ ఉనऒ ࡹफޔद ల ఎࡽ࢛ వందల ޴ ङ޶࢑  ऒߖޑइऴ ޠ  కڵ࡯ ఉంߖ޳ ,޴ ఉపࡍతలం߯ ࡛ۧ ण ږߘࣃలంڴ ఉం݄, 
۸࡛ ण ږߘࣃలంڴ ఉం݄, ۸࡛ ण ږߘࣃలంڴ ఉం݄, ޶࢑ङ కండక  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴరం޷ इऴతం ޠ द࡛  q 
పల సం࠙వङࡹ పలࡹ త ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ ఇߩओ ࡍߖ ఒక ڼࡍజ ࡹޒऴపకృ ߘߝ ݡ भషद అంߖࢡऒ  ఇకए డ 
ऴపࣃफ ࢑ంۧ࡯ మ޶࢑ ߖࡹ࡯ڴ ࡏࠬ ࠾ࡍङ ङ޶࢑ ఉం݄ ڕࠬ ޴फ అ࣋۫ ߘలޑइऴ ޠ   i ڴइऴతం బలం ޠ
మ࠾ࡍ బలం޶࢑ ,ޙࡍࠪ ڴङ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶టदగలھపడ ߘల ߤदڒఎలव ݟంߘ ల࢓ރइऴతం పరࠪ ޠ
࢑ۨऑ నऒ తߘ సృࢳदࣆफంڒ ޴బܽद ࠬࣃ ࡹ࡯ڴ ࡏओ ࡛ए  జరగߖݞऒ  ۫డవ۪ऐ  మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ పࣄࡍबޔలࡹ 
ङ޶࢑ షदࡍగ ࡹ࡯ڴ ऒߖޑइऴ ޠ  ۫డవ۪ऐ .
 ऴ޶ࡶ ߤݪ ڡࠐ ఇ గࡍషधంߘ ݡ࠮ ڴంݟ పړ޴ సࠪనం అం݄ ࠬట࡛ ڕ ఆࡽ࢛ ࡏद ల పవ࡛ ࠬట࡛ ݡ࠮ ڕ 
ړంۨ ఎలवࠫ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡏࠬ ࡱ दࡽ࢛ ߤయ࡯ࠫ दࡽ߹ ڡन ߖ ఉతओ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ फޒ ࣋फ ࠬࡏ కڵ࡯ ఉంݦ 
గࡍషद ޶࢑ङ ङ޶࢑ ࠾ࡍమ  ޴ంޔ࢓అ ߤݪ ڡࠐऴ ޴इऴతం ఇ ޠ एڕఎ ࡮ۧ इऴతం ޠ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఆ 
కండక द࡛ ओࣃ ݟంߘ  ࡛ए  బయటࡌ ڕవߖݞऒ फࣃ۫ ࡏࠬ  .0 ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ
1 ࠬటర ऱ ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  ం݄ڕࣆޓ 
, ఈ ࢐హక ڿళం ࡅకए  గࡍషद సం࠙వङ త గࡍషदంڴ ఉంܿం޴.v 
కएࡅ ళంڿ   ࢐ङ రࣃ बం ݡ࠮ ప޴ పవ࡛ ఆ࠼ߦ ڴࡏం݋ ఒకܽ, ఇߘ ݡ࠮ ޴ంݟ పړ޴ సࠪనం ఐࡽ࢛ ޶द లڕ
సࠪనం, ఇࡽ࢛ ࡹړ  ޴द ڴࡱ ऴ࢐యబޔݡం࢐ ࡏࠬ ,޴ङ बࡌࣃ ऒߖ ڵత ړ  ठ࣋ फ ఆړ ߤ సࠪనం  ࣊ంܾࠬట࡛ 300 r e 
అం݄ ߕࣆऒ  ఒక ࠬట࡛ గࡍషदం పࡓ ޴ ऱܿ తڷठޔం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ࠭߯ओ  బܽद vڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘद లࡽ࢛ ࡹړ 
࢐ङ ఒక ࣊ంܾࠬట࡛ ࡏࠬ రࣃ बం ࡅకए  ࢐హక ߖࡿڿऒ  కڵ࡯ ఉండࡏࡶ మߖߖ޳ ࠾ࡍ ࠭߯ओ ࡛ࣛ ࡹړ  द૽  aa 
కం݄ ఎڕए వ సం࠙వङ తڕ ߭ంచࡏࡶ.

మࡍంత ۸࡛ ण ۯయడం ޳छ సం࠙వङ ࡌ తߘ ߭ంచం޶࢑ ,ݟङ  బܽद  reduڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴऴవంޓ ࡮ۧ इऴతం ޠ
ओࣃ ࡹ࡯ڴ ࡛ए  ఉంܿం޴ మڒࡿڿ ࠾ࡍర కండక द࡛ ࡎ۸ ݟంߘ  णࡱ బయటڕ వࣃफ కండక ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ द࡛  ߯ ࡏࠬ 
ఎంత ۸࡛ ण ۯయవచऐ ࢐ङ ఈ ޴ఉంܿం ޒࠫࡍషद పࡍగ ߯ߖ޳ ߝ రࣃ बం ڝసం ࠬڒࡿڿ ࡏర కండక द࡛  ߯  ఉంచగల 
గࡍషद ۸࡛ ण ఎంత అߖ ఇకए డ ߘంړࡵ ݟए ంచవ۪ऐ క ࠭ఖङࡖమ ߘߝ ,  ߘహరణ޳న ఉ࠳
చࡍऐ ంۧలڕߘంܿߕऒ వలऱ సం࠙వङ ࡽ߱ݧ ࠾ࡍమ ߘ త అߖ 
छ޳ ࡽ߱ݧ ࠭࠲ ࡹޒపܽ తరగߘ࠭ ఉతओ ࡌ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ ऒߖޑइऴ ޠ  చࡍऐ ంۧ࠭ ࠭࠲ అࣾం ࢗంట 
మ࠾ࡍ ࠝమధङ ङ޶࢑ ࡹఖ సమతలంࡔ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ऴపࣆफతం ޴ ߘߝछ ऴ߇వ ࡅకए  
సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߘబܽद నڒ ߘ వछߖయڶ  ంݟ  ఇకए డ ޴छ ऴ߇వం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ఇ޴ q 
 ప ऱ࣒ छ޴  ऴ߇వ ࣾణం ࠳న࣒ ߘంݟ పऱ࣒  వరڕ ఉందࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ߘߝ ఈ సమయంࡹ q q q 
సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ छ޴ ߘ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ,ߘ ऴړߖ࢐߇ ఈ ޷రం ښంऴదంڴ ఉంచߖవछ ంݟ
ऒߖࡌ޷ ఈ ߘߝ ࡽڒ फࣃࡱߧ  ऒߖࡌ޷ ఈ ߘߝ ఒకܽ ߘ फࣃࡱߧ  రం r r r p r޷ ఈ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ݡంࡓ ߘ
పऱ࣒ ݡంࡓ ڕవర ݟంߘ న࣒࠳ రం޷ రం ఈ޷ ఈ ڕవర ࢓޶ంࠉ ఈ ݟంߘ ంऴదంښ  p r q p r ݡంࡓ 
߰ ప࡛ࣇ ۯࡍफపߧసంతృ ߘ ࡽलయߖ݃߰ బܽदڒ ఒకܽ  ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ऒߖޑऴࣇ ߤష܊  p r 
ओߩబܽद ఇڒ ݟంڝफం۪ࡏڷ న࣒ ۸࡛࠳ ݡ ण ڒరణంڴ వదभ వదभ ఉనऒ  సం࠙వङ త۸࡛ ܿߦ ޜ ण ప ऱ࣒  q p p q p 
వదभ సం࠙వङ త సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ఈ ޷రం ఒకܽ పऱ࣒  ۸࡛ ण సం࠙వङ ఉతओ ߖ ڷࡱߕ  फ r q piޒ
झߧఎ  ޴फంࣆۯ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ڷࡱߕ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳ ݡంࡓ   న࣒ r q pi r q࠳ ࡌ
ఉతओ झߧఎ ڷࡱߕ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۯ फޒ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓంݡ q pi r r 
ఇߩओ ऒߖހڝ ఈ ߘߝ ݡ फࣃࡱߧ ڴܼޓ  ओߩఇ ߘ ङ܉ ࡏࠬ ݡ ࡍߪ ޒࠫ फ ࡏࣃۯ  మ࠾ࡍ మధङ  ah var 
సంబంߖ߄ऒ एړࡵ  ంۧࡏ ఒక ऴࠜޒజం ࡅకए  ߰డڒ ࡱ࢓బܽद ߘߝ ఇకए డ సࠬకరߖހऒ  ऴࣃ࢐फ  ఒక r ߘ
చޔరऴసం ړߖ܉ߖ ࣋ए छ  r ࠭࠲ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ݡంࡓ రం޷ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ࡛
छ޴ ऴߖ࢐߇ऒ ࡎన ۸ࣄۯ ࡏ࢘ ޜరం޷  णలࡓ ڕంݡ సࠪన మ࠾ࡍ ऴపږޒల సࠪన࠳న ۸ࡎ णࡍڷ ڴࡱ फంۧ࠭ 
ࡎ۸ ݡంࡓ ݡంࡓ బܽदڒ णల మధङ  ࢑భజన ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ  a r ar cos ܼޓ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛
మࡓ ࠾ࡍంݡ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఈ r r ar cos ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ సࠪనం ڕܼޓ ݀ 
సࠬకరణంࡹ ఈ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ऴపޑङ ࠪऒ యంړࡵ ߘߝ ڴए ంచగలߘ ఏ ࠉం࢓޶ వదभ ఉనऒ  r r 
छ޴ ఖࡔ ఆ ࠾ࡍफ మ࣋࡯ޘ రం޷ ࢓޶ంࠉ ఆ ݟంߘ ంऴదంښ ڕߕ ޴ߝఅ ࡽलయߖ݃߰ ऴ߇వ అࣾంࠉ ޜంڕ࢓޶ 
మధङ ࡽ߱ݧ घࡏ߷ फ, ఈ࣋࡯ޘ ڕߕ ణంڝ ߮࡯క ࡹ సం࠙వङ ࡮ తړࡵ ߘए ంచړߖݞ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఏ 
సమయంߕߞࡹ మߖ݃߰ ࠾ࡍलయࡽ అ޴ߝ ࣋ए छڒ ࡛࡮ ంܾܽ అࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ,ݟబܽद ࠳న࣒ ڒరణంڴ q 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕफࣆݟܔ ߘߝ ߖఅ ࡽलయߖ݃߰ ణంࠪࡍవలऱ ప  ࡽलయߖ݃߰  ओߩఇ ߘ  q ah ݋ం࠼ߦ ࠭࠲ ݡ
. ࠭ࣃۯ చయంࡍప ݞږ ߘ ࡽ߱ݧ
छ޴ फ࣋࡯߱ ޜలࡌ޷   ऴ߇వ పࠪࡍణం ۧ࡮ ۨనऒ छ޴ బܽदڒ ޴ ऴ߇వ పࠪࡍణం࣋࡯߱ ޜफ ޷రం ۧ࡮ r 
߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ సం࠙వङ ݡ త ڝసం ڴࡏࠪࣆ వङ ڔ फకరణړࡵ ߘए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ࠭, కߘక కం݄ r AI 
एڕఎ ࡮ۧ వڴ ఉం݄ ࢑ ߖߖ޵సफࡍంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మڝ ࠾ࡍసం ఉ܉ण వङ ߩం࠼ ڔ फకరణలߘ r one r two 
߰ందంڒ ,ݟబܽद ࠬࡏ వߤ ࣋ए छ ऒߖࣃరऴޔఒక చ ߘߝ फ࣋۫ ߖ ࡛  మࢁऱ ऴࣃ࢐फ  రऴసం r r r rޔబܽद ఒక చڒ ߘ
࣋ए छ ए࣋ ޴ఇ ,ܼޓ ݡంࡓ న࣒࠳ ߩఒక చదర ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ छ  ar cos r r ڴసࠪనం  అదనం ړ ࡛
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చదర࠳ ߩన࣒ ࡓం޳ ݡछ ఒకܽ పऱ࣒ ړࡹ సࠪనం ڴࡏࠪࣆ బܽद ఒకܽڒ ܼޓ ࡌ  ఒక చదరߩr a r cos r r 
छ޳ छ޳ ݡంࡓ న࣒࠳ ߩచదర ࡌ సగం వర ܼޓ ࡌ ठڒ ړߖ࡮࠮బܽद ޳छ  r a r cos r  ڴࡏࠪࣆ ఒకܽ ࡌ
ఒకޜߖ޳ ఒకܽ ࡹ ఒకܽ పऱ࣒  ఆ࡛ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ  న࣒ సగం r a࠳ పవ࡛ ܼޓ ࣒ڒ ఆ࡛ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛
ओߩఇ ߘߝ एڕఎ ࡮ۧ కం݄ , ߘంۧࠫࡹ࢑ ݦ వڴ ఉం݄, ߘߝ అంచߕ ࢘యగలړߖ܉ߖ ߘ ఇ࢑ ఖۨऐ త࠳న r 
సంబంధం అ࢑ అ࢑ ఉ܉ण ओߩఇ  ࢓ఉండ ڴߩం࠼ ఖۨऐ ߘߝ ݡ తంڴ 
ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ࠫߕࠑయ࢑ ࡽసफరణ ࠬڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࡹܼޓ ࣒ڒ ߘߝ ఒకࠑ ܿߦ ޜߖ޳ ఆ࡛ ߖ r r 
ఇం۪ࠫం۪ڴ ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ߖ ߘߝర ऱࣾ ङ ం ڒ ߘࣃۯబܽद ߘߝ ࣋ए छ ए࣋ ߘ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ అంతకం݄ r 
ఎڕए వ ఆర न࡛ ࢑సघ ߘబంధనలߖ  ए࣋  ߘంۧࡍ छ छ޳ ࡛  ఈ r a cube by r cube న࢑ࡷద࠴ ࡌ
ఉ܉ण ऒߗల࠻࢑ష ఈ ࡹऴ࢐యడం ߘߩం࠼  ࢑సघ नݞంచబࡍ छ޳ బܽदڒ ,࠼ छ޳ ڴࡏࠪࣆ ఒకܽ ࡌ  r r ࡌ
ఒకܽړ ఒకܽ పऱ࣒  అ࢑ ޻ధంࡓ ߘߝ ڴంݡ చޔరऴړߖࣃ ఉ܉ण  బܽदa by r cos theta rڒ ߘయగలۯ ߩం࠼

రऴసం ࣋एޔచ  ݡంࡓ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ࢐ङ ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ڕܼޓ ݀  ऒߖࠪ࠻  r r ar cos 
వࣆ࢘࡯޴फߕऒ छ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ,ߘ छ޳ ڴࡏࠪࣆ ݡంࡓ ࡌ  న࣒ r r r a by r cos theta࠳ ڴఒకܽ ࡌ
అߖ ۫పవ۪ऐ छ޳ బܽद ఒకܽڒ  छ޳ ݡంࡓ  న࣒ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ࡌ  r r a r ڕܼޓ ࣒ڒ ࠑ ݡంࡓ ڴࡏࠪࣆ ࡌ
సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ ޳छ छ޳ ఒకܽ ࡌ ఒకܽ పऱ࣒ ࡌ ए࣋ ࠑ  छ ए࣋ ܼޓ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఒకܽ r r a r ar r 
ए࣋ ࠑ న࣒࠳ ޴ߝఅ ݡంࡓ छ छ޳ ݟంߘ ఒకܽ ߘߝ బܽदڒ ܼޓ ࣒ڒ ࡛  r a r r r ࡏࠬ ݟయం࢘ࣄޓ ఒకܽ ࡌ
ऒߖ޵ ߘߝ  ߰ంڒ ߘޑ޶బܽद ߘߝ సం࠙వङ తߘ ߰ంߘޑ޶  వదभ ڷࡱߕ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ v p pi a ݡంࡓ ړ
छ޳ ए࣋ ࡌ छ छ޴ ࠭࠲ ,సࠪనం ړܼޓ ࣒ڒ ࡛ ऴ߇వ ࣾణం ࡅకए छ޴  ऴ߇వ ࣾణం పߖހࠪࡍऒ  r q ڴݡంࡓ ऱࡏࣃ 
రछߖ ۨంۧ࠭ ڒబܽद ࡅకए  పࠪࡍణం ڕܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ڷࡱߕ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  b v ah p pi r 
࣋ए छ ࡛ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఉనऒ మघࠒ  फࣃ۫ ߘ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ࡏڷफం۪ڝంڒ ݟబܽद ఇ޴ నߘऒ  మࢁऱ ఇకए డ ࣃڶफ  ߘ
కࢗ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘ ࡽ߱ݧ ఆࣣ ޴బܽद ఇڒ द࡛  మܼޓ ࠾ࡍ ఈ ࢗక द࡛  ఈ ڝణం ڒబܽद ఈ ڝణంࡹ  p 
ऒߕफࣆށగ ߘ ࡽलయߖ݃߰ ߘߝ ݋ం࠼ߦ ङڒ ޴బܽद ఇڒ ߘ కࢗ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߵ द࡛  మ࠾ࡍ ఇܼޓ ޴ ah r p 
బܽद అం݄ తపओڒ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇڷࡱߕ ޴ p cos theta p cos theta p dot r cap pi 
ఎߧझ छ޳ ߤ࡮ ङڒ ݋ݞ ࡌ ऒߕࣆ సࠪనం ړ ߵ  చޔరऴసం ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ మࢁच  ऴࣃ࢐फ  p r r ڕߕ బܽदڒ ߘ
ఈ వంܽ ޴छ ऴ߇వం ఉం݄ ఉం݄ మ޴ ߘߝ ࠾ࡍछ ऴ߇వ ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  ం݄p a r pڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ 
మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ܼޓ అޙ࠼ వదभ సࠪనం ڷࡱߕ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ࣾࠫంచంڒ ݋ݞ ݟङ  v r q pi p r ߵ
ऒߕࣆ ݡఏ ޶ఐ ڷࡱߕ  మ࠾ࡍ ఇ࡮ۧ ޴ వరࡱۮ ڕऱޔం޴  ఈ సࠬకరߖހऒ  r ࠭࠲ ࡹంచడం޴ం߰ࡐ 
ऴ࢐తߪరछ కంڴ ఊࣕంۨన ߖ޳ కం݄ ఎڕए వ h 
࡛ۧ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ण ڕڒ ࡮ం޳ ڕ ࡽ߱ݧ ݞछ  r ࡏࠬ ߘల࠻࢑ష ݡంࡓ ݦఉం ޕࡏࠪ ࡽलయߖ݃߰ ࡌ
గమߖంۧࡏ, 
ऒߖ޵ ࠭࠲ నࣄ۫  ऱܿ ࡏڷफం۪ڝంݟ  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࡹࣆښ అ࢑ ޻షయం ఏࠫటం݄, ࠼ߦం݋ ࡛ۧ ण ࡅకए  
ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ఒకڜߖ޳కܽ ࣋ए छ ࡛ వదभ ࠪޕࡏ ఉంܿం޴, అࡅ ࡽ߱ݧ ޙ࠼కए  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ږङ छ޳ ࠗ  r r ࡌ
బܽद సం࠙వङڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ త ߘ ࡽ߱ݧంݟ ࣋ए छ छ޳ ࡛  r ݞږ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ڴఒకܽ ࡌ
ఆ߄రపݟ ఉంܿం࠻ ޴ంࡍࠪ ߘܼޓ ࡏࠬ ܼ߯ޓ ࡽڵऐ నߩओ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ݡ ऒߖࡌ޷   p 
ओߩటۯఉం ڴबరంࣄ  ओߩఅ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ޙࡱ޶క ޜ ంటࢗ ݋ం࠼ߦ ߘߝ ݡ ओࡏࠪ ܼޓ ݡ rڴबరంࣄ  ࡱ r 
ఉంܿంޔࡏࠪ ݋ݞ ߗڒ ޴ంڒ ޴బܽद సం࠙వङ త అޔࡏࠪ ࡮ం޴ సం࠙వङ త ޴छ ऴ߇వ ߘంࠉ ݟం࢓޶ p r 
కएࡅ छ޴ ݞంڕڒ ࠲రం߯ ࠪऴత޷  ऴ߇వ అࣾంޜ ఈ ࡔఖ ࣄۯన ڝణం߯ ݞږ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ 
 ڴపరం ܼޓ ߘߝ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ
ऴࣄ࢐నటऱޙ࠼ ఇ޳ ڷࡱߕ ޴छ झߧసࠪనం  ఎ ړ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮  ࣋ए छ pi p cos theta ࡏࠬ బܽदڒ ࡛ r ah 
కएࡅ ంటࢗ ఖࡔ ం݄ ఈڕࣆޓ ܼޓ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ܼޓ సࠪనం ړ  झߧఎ ڷࡱߕ సࠪనం ړ r v ߤ࡮ p pi 
ऒߕࣆ  ࣋ए छ ऒߕࣆ ܼޓ ࡛ ऒߕࣆ  సࠪనం ܼޓ ޴ఖ ఇࡔ ఈ ޴సࠪనం ఇ ړ  మܼޓ ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒r p r 

కएࡅ పऱ࣒ ޴న࣒ ఇ࠳ ޴ఇ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࣄۯదయ ޴క ఇߘక ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  छ޴  ऴ߇వ ࣾణం p pi b q q 
పऱ࣒ ݟంߘ న࣒࠳  వరࢗ ڕక द࡛ छ޴ బܽदڒ  ऴ߇వ ࣾణం ఇ࡮ మ࠾ࡍ అం޶వలన ۨࣇంచబޔݡం޴ ఈ ࢙ߩq q 
సం࠙వङ త ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢙ߩన ఉనऒ  సం࠙వङ త ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మܼޓ ࠾ࡍ 

छ޳ ݡంࡓ ړ కएࡅ ,సࠪనం ࡌ ऒߕࣆ ݡంࡓ  బܽद ࠝమధङڒ ఖࡔ సࠪనం ఈ ړ  ఖ సమతలం ah piࡔ v r pi
ంట సం࠙వङࢗ త ߕࣆऒ  ఆࣣ ࠬࢗ ࡏంటۯ ߝయవ۪ऐ   ఈړछ  ݋ం࠼ߦ ఏ ݋ం࠼ߦ ఈ ߖࡹ ߤऱ߮ ࡽటరࡶ
అߕ࠼ పऱ࣒  ࡛ۧ ण మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡛ۧ ण ړ సࠪనం޷ ڴరంڴ ఉంܿం޴ మߖ݃߰ ࠾ࡍलయࡽ అ޴ߝ పऱ࣒  ۸࡛ ण 
छ޳ ఉతओ ࡌ న సం࠙వङݟయబۯ फޒ న࣒ ۸࡛࠳ ࠾ࡍతफం మ࠴  ण ޳छ ఉతओ ࡌ న సం࠙వङݟయబۯ फޒ త మ࠾ࡍ 
ऒߖ޵ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡹణంࠪࡍసࠪన ప ڕܼ݇ ࡱणࡎ۸  అర बం ڝࣆۯంݟ  అࣾం ࠬద సం࠙వङ త ߕࣆऒ  l 
छ޴ బܽदڒ ऴ߇వ సం࠙వङ త ࣋ए छ సం࠙వङ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ڴఒకܽ ࡹ ࡛ త ࢗ ݞږక द࡛  మߖ ࡏࠬ ࠾ࡍ r p d
एړࡵ ంࣃ ۯब నం మధङ भ޳۫ ߖ ߘߝ సంڝ ంశంࡌࣃ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݟరప߄ణం߯ ఆڝ  ం  ࠮డవ ఉ޳హరణ a
మ࠾ࡍ అߘߝ ޴ 
అనంత࠳న ߖࡰయ࡛ ۸࡛ ण ࣃంऴదత ࡅకए बࡌమࣃ  ङ ऒߖ एړࡵ  ంۧలڕߘంܿߕऒ ఇకए ڕߕ బܽदڒ ߘ డ ۸࡛ ߤࡷ ण
ఉంڒ ,޴బܽद ࡮ంࠈन  అ݋ߖ࠿ ޴ߝ ߰డ۸࡛ ߤࡷ ڕ࢓ ण ऴߦరంభం మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ఏ޾ ఒక సమయంࡹ 
సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ ओߩరం ఇ޷ బܽद ఈڒ ߘ ఖ ۸࡛ࡔ మనం అనంత ݡ ण ࡅకए  ఎࡵवړ दڡ r 
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एړࡵ ߘ नࡽ߹ ంۧమࡏڷ ߖफߕڕࣆۯऒ ङ޶࢑ ߘߝ బܽदڒ ,࠭ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంచࡏڷ ߘߝ ړߖݞफڕࣆۯంܼߘ, 
झࣄڴ ఒక ߘߝ యߤ ఉపࡍతߖ࡮ऒ छ޳ ࢐దనల పࡐసమ ݡ࠮ ޴ఇ ,ߘంܼڕࣆޓ  ङ޶࢑ ࡌ కएࡅ इऴతం ޠ  
࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  r.ߘంܼڕࣆޓ ߘ ండ࡛࡯ࣄ 
۸࡛ ߤࡷ  ण ߘం޷ ݟరంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ۸࡛ ߤࡷ ण ږߘࣃలంڴ ఉం݄ ޶࢑ङ इऴతం ఇకए ޠ డ ఈ ޴శࡹ ఈ 
 ࡯ݞఉం ࡹశ޴
తफం ఫ࠴ ࠭࠲ బܽदڒ ऱڡझ తफం ఫ࠴  ऱڡझ एړࡵ ߖ  ంۧ࠭ ړࡹ అߖ޵ ޙ࠼ ߰డ࢓ ఎߧझ  ah 2 pi r l ࡗ܋ ߤ࡮
కڵ࡯ ఉనऒ  ࡛ۧ ण ړ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद 
మనం ఇపओ झߧఎ ݡంࡓ నࣄ۫ ښܽ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  नࠈం࡮ ࡌ ङ޶࢑ ڴ ऒߖޑइऴ ޠ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ pi r 
ङ޶࢑ కࢗ इऴత ޠ द࡛ ङڒ  ङڒ ࡹశ޴ ఈ ߵ ओߩఇ ߵ ङڒ ݡ కࢗ ࡹశ޴ ఒక ߵ द࡛  ఇ۸࡛ ߤࡷ ޴ ण ڕ లంబంڴ r  r r ah 
ङڒ ࡹబܽद ఈ సమయంڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ڕఖࡔ నࣄڶ ङڒ ࡹఈ సమయం ߵ  rr r ޴ఇ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ߵ
ङ޶࢑ ۸࡛ ړ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ంతڜ ړߖ܉ߖ ߘߝ బܽदڒ इऴతం ޠ ण ࡌڕࣆޓవడంࣄۯ ࡹన పߖߖ ra rb
एړࡵ ంచగలڒ ߘబܽद ߘߝ ఇకए డ ఒక ࠼ߦంڕࣆޓ ݋ం޳ం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࠼ߦం޷ ݋రం ఇ޷ ޴రం ra rb
వదभ ఒక ࠼ߦంڒ ݋బܽद ఇ޷  ޴రం ڒబܽद ࣄۯ ߘߝన పړࡵ ߖߖए ంۧలڕߘంܿߕऒ  rb ߖన పࣄۯ బܽदڒ ߘ
नࠈం࡮ ݟంߘ న࣒࠳ झߧఎ ݡంࡓ ڕ ङڒ ࡗ܋ ߤ࡮ छ޳ ߵ ఉతओ ݋ݞ ࡌ ङڒ ړफޒ సࠪనం ra rb pi rr r dr ޜ ߵ
झߧఎ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ छ޳ ࡗ܋ ߤ࡮ नࠈం࡮ న࣒࠳ ࡌ छ޳ సࠪనం ڕ pi r wh rbdr ࡌ అࣣ ړ ࡌ ich 
नࠈం࡮ झߧఎ ݡంࡓ సࠪనం ޜ ࡎఆ ࠑ ߤవ ࠆఆ ࡽఇంܽऴగ ࠑ ۃ࡮ ࡗ܋ ߤ࡮ नఆ࡛ ۃ࡮ ړߖ܉ߖ మ࠾ࡍ pi ra r 
పల ఉనऒࡹ ۃ࡮ ߘߝ  ఆࣣ ࡍ ߖవ࡛झ छ޳ యడంۯ  ऒߕڕࣆ۫ ߘफࡏڷ ࡌ ࡎ۸ ݟంߘ బܽदڒ ߘ णߖ ra 
छ޳ ۃ࡮ ޴ߝఅ  ޴ంڵࡍజ ߖప ࡹవడంࡌڕࣆޓ ऒߕࣆ ݡఏ ݡంࡓ ࡌ  ఎ޳ ޴ࠫߖछ नࠈం࡮ ࡌ  rb rb pi r 
అ޴ߝ ఇߩओ ఇపओ ࡏࠬ ݡ ఇకए ښܽ డ ఒక సమసङ ऒߕफࣆ۫ ߘ సమసङ ࠾ࡍమ ࡏ  ఏࠫటం݄, ࠬ ࡍఫߤࡓझ  
 ra.ߖన పࣄۯ ࡹవడంࡌڕࣆޓ ޴ం݄, ఇڕࣆޓ ڴఅనంతం ߖ ߘߝ ఉం݄, అం݄ ڴఅనంతం ݋ం࠼ߦ

۸࡛ ړ ݟంߘ ण ڒబܽद ߘߝ అనంతం ߘంݟ ऴߦరం࣋ࠚफ ࡹ ۃ࡮ అనంతం ఉందߖ మ࠾ࡍ సమసङ  ఉందߖ ra rb
ऒߕफߩۮ ߘߝ ఆ సమసङ ࠾ࡍమ ߘ  కࣆߧߖफం޴ ఎం޶కం݄ ۸࡛ ߤࡷ ण ࣃంऴదత పࠫࡍత ߰డ࢑ ࡹ࢓సफࡍంۨ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࡮ంܽ పࣄࡍब۸࡛ ࡹޒ ण ݟवࣄदࠌङ షࡱ ߤ అనంతం వర࢑ ڕసफࡍంۯ సమసङ  ړߖ࢐సफ࢐ ,ࡱ
ఆచరހతघ కం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ߄ࣃరణంڴ ఆచరణࡹ అߖऒ  ۸࡛ ण ݟवࣄदࠌङ షࡱ ߤ పࠫࡍతంڴ ఉంܼߗڒ ࠼ 
గށతంࡹ మనం ۸࡛ ण ࣃంऴదత ఉంࡍߖ ݦ भషद పంނߧలߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
 ఉ޳హరణ۸࡛ ߤࡷ ݋ߖ߸ ڕ ण ޳ࡶ ఇߖऔ  ޴ంۨ ఉంܿంࡍ࢑సफ అనంతం ࠬద ࡹ࢐ܽ నࡷద࠴ ݋ࢴ ߤऱ߮ ݋ߖ
మ࠾ࡍ ఇ࢑ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࡱ మߖ݃߰ ࠾ࡍलయࡽ లړࡵ ߘए ంۯంڕ޶ ఉపࡆగపడߗڒ ࠼ޑ అ࡮ంܽ 
పࣄࡍबࡹޔऱ औߗఇ ࡏࠬ   వదभ ۸࡛ ण ݟवࣄदࠌङ షߘ ߤంݟ అనంత࠳న ࡌ޷ల వదभ సం࠙వङ త ࡅకए  అనంߖޑऒ  
కھߘంܼڒ ࡏబܽद ఈ సందࡌग లࡹ ఏࠫܽ  మనం ࡍఫߤࡓझ फࣃࡏࠪ ߖ ݋ం࠼ߦ  ࠭ మࡍ ࠾ࡍఫߤࡓझ  
औߖఇ ߖ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ మనం ࡱ޶బ ۯంڵࡆఉప ڴܾߖ  
फࣃڵࡆవ వదभ ఉపࡱ࢑ ంతڜ ߖ ࡽलయߖ݃߰ మ࠭ޑࠋۮ ߖ, కߘక ߘߝ అߕࣆ ޙࠉۮ ࡮ऒ  r v ڴసࠪనం ړ
ఉండߖవछ ంݟ సࠪనం అ࠮ ޴ߝలధనం ړ సࠪనం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ۨవࠉ ࡍంڴ ߘ࢓޶ r ra r r
ఉం۪ڒ ,࠭ޑబܽद మనం ߰ంࡅ ࠭ޑ޶కए नࠈం࡮  झߧఎ ݡంࡓ సࠪనం ڕ ऒߕࣆ ߤ࡮  v v pi ۃ࡮ 
ङڒ छ޳ ࡽటߧ నऒۨ ࡌ  ఎం޶కం݄ ߰݃ߖलయࡽ అࣾ߮ࣃ ޴ߝ పࠪࡍణం.r r, a 
ऐ۪ߩ    సం࠙వङ త వࡵ 
ࠝࠫ ఉపࡍతలం߯ సం࠙వङ ऒߕࣆ   సం࠙వङ తڕ సంబం߅ంۨ ఒక ࡍߖ भషद ఎޔफࡹ సం࠙వङ తࣃࡱڜ ߘफ  బܽदڒ ࡏ
ంటऱ మధङ࠼ߦ ࡏࠬ  సం࠙వङ  వङ ङޑ లవవ۪ऐڜ ߘలࣃ .
झߤࡓఫࡍ ࠆఆ ߤ܊ࡍ   బܽद ఇకएڒ  డ ࠭࠲ ఏࠫ ࠭ࣃۯ, ఎం޶కం݄ సం࠙వङ త అనంతం వదभ అనంతం ࢙ߩ 
۸࡛ ߤࡷ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ తంࠫࡍప ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ण ݟवࣄदࠌङ షߘ ߤంݟ పࠫࡍత ޷రంࡹ 
ఉంߕࣆ ࡮ݦऒ  సం࠙వङ తߘ ఎం۪ڕంܼ࠭ మߘߝ ࠾ࡍ ఎం۪ڕనऒ ऒߕڕఎం۪ ࠭࠲ ߖߖ޳  ࠭  
నऒۨ ࡏࠬ బܽदڒ లధనం࠮  అసࡷన ࠮లధనం ߘ ۃ࡮ ఉంۨࡏࠬ ޙ ۫డవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ r r 
ऒߕࣆ సం࠙వङ ڴ తߘ ߰ంߕޔ޶ऒ న సం࠙వङࡷఅస ޴అ , ࡗ త ڒబܽद ߘߝ ఈ ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘవ ऐۧ  , ߘ
సం࠙వङ త ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫߮ పࣄࡍबࡱޔ ఉండవ۪ऐ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ అనంతం ޜపంࡹ లࡌ޷  ऒߕࣆ ݡ  
సం࠙వङ త ڝసం ࢘ࡍ ࡔఫߤࡓझ ओߩఇ ,޴ఉంܿం ࣄవలڝఎం۪ ߖ ݋ం࠼ߦ  छړఈ ߘߝ ݡ  ࡽलయߖ݃߱
ఉపࡍతࡷ࡮న ߖڜऒ  ఆసړ फకర࠳న అంࢡల࢐ࡌڕࣆޓ ߘలڕߘంܿߕऒ  ,ߘ
ఇߩओ ङ޶࢑ ޶ం࠭ڕమనం ఇంత ݡ ङ޶࢑ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ࣃۯ చయంࡍప ߘఖల ࠙వనࡔ इऴత ޠ ऒߖޑइऴ ޠ  
फࣃۨࣇ ࠭.
ङ޶࢑  छ޳ ఖలࡔ इऴత ޠ ङ޶࢑ ࡹܽ࢒ ,ࡱफڕఖల పంࡔ ఖ వऴకࡔ బܽद ఇ࢑ڒ ނߧపం ࡌ  ߕߞࡹइऴతం ఏ సమయం ޠ
భయంకరంڴ ఉంܿం޴ ఆ ࡔఖڕ ܼంܐంܿߦ ޜ ݋ పంڕफࡱ ఎంత దగ ठరڴ ఉం݄ ޶࢑ङ  ڴइऴతం అంత బలం ޠ
ఉం݄, అ࢑ తڕए వ ޶࢑ङ छړఈ ݞږ इऴతం అం݄ మనం ޠ छ޳ ࢐ܽ ݦలవబߧ ߖఅ ࡱ࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ ࡌ
సం࠙వङ తۨࣇ ߘంచవ۪ऐ ధङߖޒߦऴ ࡽక߸ڴऴ ޴బܽद ఇڒ  ం ڒబܽद మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ సం࠙వङ త ࣄबరంڴ 
ఉంݦ ఉపࡍత࡮లߘ మనం ࣃڶफ ऒߖఅ ߘߝ బܽदڒ ࠭ సం సం࠙వङڝ ߖ޳ ,ߘంܼڕࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ  త v 
అం݄ సࠪనం అۮ ߖపओ వ۪ऐ  , అߖऒ  vڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ݟకలపం ߖ࢐ܽ ,ంۨ࡯ࢣࡍప ࡍࣃఒక ߘంటऱ࠼ߦ 
ऒߖ࡮తࡍంۨన ఉప߅సంబం ړ ߘߝ  v.ߘంܼڕࣆޓ 
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फࣃڶ ߘల࡮తࡍఉప ߘߝ వలన޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡ࠮ సࠪనం ړ ݡంࡓ తలం߯  v vࡍఆ ఉప , ߘ v 
ఉనऒ  అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ࣄबర࠳న ߰݃ߖलయࡹ ࡽ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇ޶࢑ ࢑ङ యޓࠫޒऴ ݞంڕڒ ࡵఖల వࡔ इऴత ޠ
ఉపࡍత޶࢑ ,ࡱ࡮ङ ࡍߪ ఇ࢑ ࠾ࡍమ ࡱफڕపం ࡱఖࡔ इऴత ޠ फ ఉపࡍతڒ ࡱ࡮బܽद, ߖ޳ ఈړछ  ࡽलయߖ݃߱
ఉపࡍతలం ڒబܽद ఈړछ ऒߖంటऱ࠼ߦ బܽद ఈڒ ݟ࢑ంచం࠙ ߖఉంܿంద ࡮తలం ఇࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ ంܽ߯ 
సం࠙వङ త ఉంܿం޴  సڴࡍठ  అڒ ޻బܽद సం࠙వङ  ఈړछ  ߖఎܿవంܽ ప ߘߝ ࡹళऱడంࢗ ܿߦ ޜ ࡽलయߖ݃߱
సం࠙వङ ࡹకం݄ ఈ సమయం޶ఎం ,޶ࡶ యనవసరంۯ త అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ 
బܽद ۸࡛ڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻అ ݞږ ण ߘ ఇకए ఇకए ݟంߘ ݟ  యనవసరంۯ ߖఏ ప ߘߝ ࡹంచడం࡯తర ړݟ
ङ޶࢑ ంటࢗ తలంࡍబܽद సࠬకరణ ఉపڒ ޶ࡶ వదभ ݋ం࠼ߦ ޒబܽद ऴపڒ ޴फంࣆۨࣇ ޴ఇ ߖइऴత ࠙గం ఉండద ޠ
ङ޶࢑ इऴతం సࠪన సం࠙వङ ޠ  ఉపࡍతړߖ࡮ లంబంڴ ఉం࡯ݞ, దయࣄۯ ఈ ࢐దనߘ ۫డంߘߝ ,ݟ 
ఈړछ ओߩఉం݄ అ ڵ࡯తలం కࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ తలం߯ ఉనऒࡍఉప ݡ  అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܼ࠼ 
సం࠙వङ త ڒబܽद 
అ޻ ఉపࡍతలం߯ ఉపࡍతలం ࡅకए  ఒక ࠉంߘ ࢓޶ంݟ మࡖక ࠉం۸࡛ ڕ࢓޶ ण ߘ తర࡯ంచడం࣋ۯ ࡹ పߖ 
తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ అ࢑ ఒߖ݃߰ ښलయࡹ ࡽ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ సం࠙వङ  వङ ङޑ సం 
۸࡛ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ కࡖమ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఒక ڕߕ ण ߘ తర࡯ంచړߖݞ అవసరం ߖࡶ పߖߖ ఇࣆफం޴ ఎࡵवړ दڡ 
ఎం޶కం݄ సం࠙వङ త ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ఏ ޴శߘ ఎం۪ߕڕऒ  ߘޑࡱ޶క ڴ࢑ధం ఈ ߘߝ ,
నऒޔࡱ޶తలం߯ కࡍఉప ߘߝ ߕ࠼అ ࡹశ޴ ఏ ޳ࡶ ࡮ఇ ޳ࡶ టऱ۸࡛ ߘߝ ޙ࠼ ण ߘ క࡯޴ంచడంࡹ 
ఎܿవంܽ పۯ ߖయనవసరం ޶ࡶ అం݄ ޶࢑ङ  ࡹబܽद ఈ సమయంڒ ࡯ݞఉం ڴలంబం ࡮इऴతం ఇ ޠ
ఉపࡍతలం ఇ࡮ ఉం݄ అ޴ ఇ࡮ ఉం࡯ݞ ఇ޴ ఇڼ࡮ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߘࡷऱ ఎలऱߩओ సం࠙వङ ݢ  
ఈړछ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ڕల࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ छړబܽद ఈڒ ޴న࠳  ࡽलయߖ݃߱
ఉపࡍతࡱ࡮ మ࠾ࡍ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߘࡷऱ ڕ ఏరओ డڒ ࠼ޑబܽद ఎలऱߩओ  ah ࠼ఉంܼ ڴకܽ లంబంڜߖ޳ఒక ݢ
۸࡛ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ण ࡅకए  ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం.
ఇకए ߘߝ  డ ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ڕࣆޓంܼߘ అڕߘం޳ం ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ڒబܽद ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ߰݃ߖलయࡽ q 
झߧఎ ߯ ڷࡱߕ ݟంڝफం۪ࡏڷ సంڝ ऒߕࣆ ߤ࡮ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ޴ߝం݄ అڕࣆޓ ࡏࠬ బܽदڒ  ण ߘంݟ q r r 
.ం݄ڕࣆޓ ߘల ݋ం࠼ߦ ޻అ ࡏࠬ బܽदڒ రం޷
۸࡛ ݋ం࠼ߦ  ण ߘం޷ ݟరం అ࢑ ఒࣃ ښమࡌब ङ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఉ޳హరణڕ వదभ ఒకܽړ సࠪనం r r 

ఉం࡯ݞ ఉం࡯ݞ ఒకܽړ సࠪనం ఒకܽ ړ సࠪనం ڷࡱߕ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ఒకܽ ڒబܽद v b v v q pi r 
ఇకए ࡏࠬ  ం݄ڕࣆޓ రం޷ ࡏࠬ డ ߘంݟ ఈ ڿళం࠴ ߖࡹతफం ࠼ߦం݋ ఈړछ झࡽलయߖ݃߱  అ࢑ ޻ధంڴ ro 
ఈకछ ܘం݄ ఈڕࣆޓ ࡏࠬ ఈకछ ݀ ࡽ ఈకछ ܿ ࡽ ఈకछ ܿ ࡽ झߧఎ ࡛ࠂ ܿ ࡽ  r r v v q pi r ݀ ࡗ܋ ߤ࡮
అం݄ మࡖక ڿళం అ޴ మࡖక ڿళం ڒబܽद ఒక ࠉంڕ࢓޶ ఈړछ झࡽलయߖ݃߱   ۸࡛ ण అࡓ ߘߝ ,ࡱࡿڿ ޴ߝంݡ 
ओ࣋ ࡽనलన࠱ݧ फޑవృ ࡹ ࣒ ऒߖ ऒߕफࣆڶ  తफం ఇకए࠴ ఈ ޙ࠼అ ,ߘ డ ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ۪ द݀ పओޒ  బݟందࡏࠬ ߖ 
ఊࣕం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद ࠼ߦ ߘߝం۸࡛ ݋ ण ߖ కڵ࡯ ఉనऒ  ఏߕ޼ అࣾం ࢗంట ߧޒओ एࡍఈ స ޙ  ࡱࡿڿ ࡱ ࡽ
మ࠾ࡍ అߖऒ .࠼ޑࡏࠪ ڴࡱ ݋ం࠼ߦ 
ళం߯ సࠪన సం࠙వङڿ   త ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢐ङ రࣃ बం ఒక ړߖࡿڿ సం࠙వङ త ఒకܽ ڷࡱߕ ߯ ఎߧझ  r v ߤ࡮
ऒߕࣆ  ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఈړछ छړఈ ޴తలం, ఇࡍఉప ࡽलయߖ݃߱  r ࠾ࡍతలం మࡍఉప ࡽलయߖ݃߱
నࣄ࡯ޘ ڕࠬ ऱܿࡅ ڴకए ङ޶࢑  ۸࡛ ݋ం࠼ߦ  इऴతం ޠ ण ݟࡔయࡽ ఇ࡮ ఉంܿం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ a 
۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ఎలऱߩओ छړఈ ݢ బܽद ۸࡛ڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړߖ࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ ण 
ఉం݄, ۸࡛ ڴలంږߘࣃ ण ۃߜ అࡱހࠈ ޙ࠼ బయܽࡹ ࡱހࠈ  ࠼ޑߩ۫ ړపࣆۯࡍڷ ړ࡯फߕऒ  బܽद ఈڒ ࠼
సందరग ంࡹ ఒకܽ కం݄ ࡓంݡ ఎڕए వ ޳ڒ అړࡵ ߖए ంచڕࠬ ߘߝ ړߖݞ వࣆ࢘࡯޴फߕऒ  r r v v ݡంࡓ ߘ
ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ ఒకܽ ࡓంݡ కం݄ ߭దभ޴ అޙ࠼ ఏ సం࠙వङ త ࡍڷంۨ ఆۨࡹంచంݟ ఇకए డ v v 
సం࠙వङ త ఇకए డ కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ ఇకए డ సం࠙వङ త ఇకए డ కం݄ ۨనऒ ࢐ङ బܽद ߭దभڒ ޴ రࣃ बం కڵ࡯న 
ఈړछ కएࡅ తలంࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ నऒۨ ࡱ ࡽलయߖ݃߰  ऒߕఉ ࡹ ࡽलయߖ݃߰   ߖ޳ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ޾ࡶ ࡆ
ఈ సమసङ ߘߝ ړߖݞంచۨࡹంۨ ఆࡍڷ ऒߕफࣆ࢘࡯޴వ ڕࠬ ߘ  ߘ
క సం࠙వङ߅అ ޳ࡶ త ڕߕ ఇకए డ ధߕతघ క ࡛ۧ ण ߜ ޳ࡶగܽ࢟ ۸࡛ ण ఉం݄, ఉ޳హరణڕ 
ङ޶࢑ ޒࡎఏక ߘߝ ఉనऒ ڵ࡯క ߘఖలࡔ इऴత ޠ టऱ࠼ߦ ޙ࠼ం۸࡛ ݋ ण ڕ సࠪన సం࠙వङ త ఉంܿంڒ ,޴బܽद 
ङ޶࢑ ۯంۨࣇ ࡹశ޴ ޒࡎఏక ߘߝ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘఖలࡔ इऴత ޠ నڕߘం޳ం.
  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन అߩओ छړఈ ݡ झࡽलయߖ݃߱ నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ  ऱܿڴ ఈ ࡔఖڕ లంబంڴ ఉంࡱߕ࢑ࠪ ݦ ఉంܼ࠼ 
ړబܽद ఎలवڒ दࡽ߹ ڡन అߕࣆ ޙ࠼ऒ ङڒ  फࣃࡱߧ ߖశ అ޴ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ߵ ړवࡵబܽद ఎڒ ߘ द  e e k z 

߮  ࡱ ࡽलయߖ݃߰ బܽद సࠪనڒ ࠼ఉంܼ ࡹశ޴ ࡹశ޴ ऱߘࡷ नࡽ߹ ऱړ ߤ సࠪంతరంڴ ic z cap k cap xy 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇڒ ޴బܽद సࠪన ߰݃ߖलయࡽ అ࢑ߝ ఇకए డ లంబంڴ అࣾం ఉనऒ  కం݄ xy z޶ఎం ࡱߕ࢑ࠪ 
ङ޶࢑  ah z.޴ంట ఉంܿంࢗ इऴతం అࣾం ޠ
ఇకए ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ  డ ߖڜऒ మघࠒ  లߧ۫ ߘంచగలࡓ ߘంࠒ ݡమघ లߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ ߘ, ఇ࠼ߦ ޴ం݋
۸࡛ण ڕ సࠪన࠳న ߰݃ߖलయࡽ లޔߩ۫ ߘం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం۸࡛ ݋ ण ړ సࠪన సం࠙వङ త ڒబܽद అవߗऒ  
۸࡛ ࢓޶ంࠉ ంऴదం ఈ నలऱښ ޻అ ࠾ࡍమ ࡱࡿڿ ण అ࠼న ధߕతघ క࠳న޴ మ࠾ࡍ ఈړछ  ࡽलయߖ݃߱
ఉపࡍత۸࡛ ࡱ࡮ण ۪ द݀  ఉంݦ అߖऒ పܽ సందరगߘ࠭ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡱࡿڿ  ంࣄڶ ࡹన ऱܿ޶࢑ , ڴङ  इऴతం ޠ
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۸࡛ ݋ం࠼ߦ ण ߘంݟ ఈ ࢑ధంݟࡔ ڴయڴ ࡽ ఉంܿం޴, ఆࣣ ߘߝ ఈړछ ऱߦ ݞږ ߘల ࡽलయߖ݃߱  ఒక  ߘࣃۯ ߤ
छ޴ ऴ߇వ ఇ޴ మనం ఇంతڕ ࠭ం޶ ऴࣄ࢐న వङ ڔ फకరణ ߘంݟ గށంచబޔݡం޴, ࠭ఖङ ంڴ ఈ సࠬకరణం ڒబܽद 
छࡔ࢘ ࡏࠬ ఈ సం࠙వङ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏంܼڕࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ ࡏ కएࡅ ࠳ࡎ  एړࡵ ߘంటऱ࠼ߦ  ంచవ۪ऐ   ns 
 r 1 r 2 r r ڴबరంࣄ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ అం݄ ఒకܽ ఒకܽ ࡯ࡌࠪ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ߘߝ బܽदڒ ంకంࡌबࣄ 
ఉంܿం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ऴۯ ݞయగలڒ ߘబܽद ఇ࢑ సࠪన సం࠙వङ  ఉపࡍతࡱ࡮ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ 
۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఇ࢐ ࢑సफړߖ࢐ ఉపࡍతڒ ࡱ࡮బܽद ߘߝ ఈ అࣾం ۪ द݀ छ޳ రగడంޒ  ऒߖ࡮తࡍఉప ࡌ  ah 
ఊࣕంచగలڒ ߘబܽद ޶࢑ङ ఇకए ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ࡱఖࡔ इऴత ޠ డ ޶࢑ङ  ࡮इऴతం ఇ ޠ
ఉంܿం޴ ఇకए డ ޶࢑ङ ङ޶࢑ ࡹఈ సమయం ޴ఉంܿం ࡮इऴతం ఇ ޠ ఇకए ޴ఉంܿం ࡮इऴతం ఇ ޠ డ ޶࢑ङ  ޠ
इऴతం ఇ࡮ ఉంܿం޳ࡶ ޴ ऴప۲ܼޒ ఇ޴ లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࡅకए  శ ఆࣣ ࠬద޴ 
ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ అߖऒ  ఈړछ ړఎలव ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ڕల࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ दࡽ߹ ڡन ߘ 
एړࡵ ంచడం ޳छ छࡔ࢘ ࡌ ۸࡛ ࡏ ण పంނߧల ڝసం ఈړछ ऱߦ ߘల࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ యవ۪ऐۯ ݋  
సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచడం ޳छ అకए ࠾ࡍమ ࡌ డ ߘంࡏࠬ ݟ ఈړछ ऱߦ ߘల࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ యవ۪ऐۯ ݋
మ࠾ࡍ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ݟवࣄदࠌङ షߤ ఎలऱߩओ ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ࡏࠬ ߖఉంܿంద ࡹ ݋ం࠼ߦ ޒऴప ݢ  
ఈړछ ओߩంۨ ఇ߅సంబం ړߖ࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ भ࣋޴ڜ ݡ పܽ ऴړతం ߘߝ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन మߖ݃߰ ࠾ࡍलయࡽ 
ఒకڜߖ޳కܽ సంబంధం కڵ࡯ ఉߕऒ యࡖ߮ ߖए ऒߕ ङ޶࢑ బܽदڒ ߘ సం࠙వङ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ తڕ 
సంబం߅ంۨన వङ ڔ फకరణ߰ࡐ ߘం޴ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ߘߝ 
ऴపకए ఉనऒ ߝ छړఈ ݡంࡓ  ऒߕంܿڕߘంۧలށగࡍప ߘల࡮తࡍఉప ࡽलయߖ݃߱ ऒߘబܽद నڒ ߘ వछߖయڶ  ంݟ  
ఇ࡮ంܽڒ ޴బܽद ఇ޴ సం࠙వङ ఇకए ࠾ࡍమ ݋ߕ  డ మࡖక ఉపࡍతలం ఉం݋ߕ ޴ పऱ࣒ द࡮ݥ  పऱ࣒ ݋ߕ   v p vv 
దగ ࡮ۧ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽलయߖ݃߰ ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ࠉݟ ठరڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ݋ߕ ࢑ మ݋ߕ ࢑ ࠾ࡍ పऱ࣒  
ङ޶࢑ ڕబܽद మనڒ ࢑ݟ ङ޶࢑ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴలంబం ࡹఈ సమయం  ࣆࡱޘ इऴతం ޠ కएࡅ इऴతం ޠ  ڴశ޴ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఈ ࡔఖڕ ܼంܐంڕ ݋ లంబంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ ఈ లంబంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇߩओ  ߘߝ ݡ
ఈ ऴړం࠻ۯ ߖ࢐ܽ ޴లڕߘంܿߕऒ ఇకए ߘ డ ۸࡛ ڕߕ ण ఉంߘߝ  ޴ ఏ޾ ఒక ޴శࡹ ఇ࡮ క݋ߖ࠿ ࡶ޴ 
۸࡛ ण ߘߝ ߘ ఈ ࢗక द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ ړఎలव ߘߝ ,ߘ दࡽ߹ ڡन ࠻ ޜ ߤࣾࡓݧంߘܼޓ ࡽڵ త޴ ࣋ۯ ࡏ࠻శߘ dl 
కࣃ࡯޴फ  ߘ
۸࡛ ݋ߖ࠿  బܽद ఏࠫܽڒ ण ߘ తర࡯ంచడంࠈ ࡹహङ  శړ फ ࣋ۯ పߘߝ  ߖߖ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఈ 
फࣃࡱߧ ړࠉ ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ߖ ݋ం࠼ߦ సࠪన సం࠙వङ బܽद ఇ࢑ڒ ߘ  ఉపࡍతࡱ࡮ అߖ a 
ఇకए ݟంڝफం۪ࡏڷ డ ߰݃ߖलయ޶ࡶ ࡽ ఇకए డ ߰݃ߖलయ݋ߕ ࡽ పऱ࣒ తపओ ߖన పࣄۯ బܽदڒ    vv v dvڴࡍసߖ

పऱ࣒ ݋ߕ వదभ ఉనऒ ࡽलయߖ݃߰ న࣒࠳ వదभ ޴ఇ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ  v dvړ ݟంߘ ޴ఇ ,ࡽलయߖ݃߰  a b a b
࡛ۧण ߘ తర࡯ంచడంࣄۯ ࡹన పړߖ సࠪనం, ఇ޶ڒ ޴ పऱ࣒  వదभ dv v db v b ࡽलయߖ݃߰ న࣒࠳ న࣒ వదभ࠳ 
ఉంܿం޴ ఇߩओ ړఎలव ,޶ࡶ ޵అం݄ ఏ ݡ दࡽ߹ ڡन ల ߘం࣋ۯ ݟ పߖߖ ఎړࡵ ࡮ए ంۧࣆࡱޘ ڕߕ ݞږ ࡹ d 
 ߖߖన పࣄۯ బܽदڒ
ړवࡵఎ ݋ݞ న࣒ ఇ࠳ दࡽ߹ ڡन ޳छ ఇవछ ݞږ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ۸࡛ ण ߯  ఉనऒ झ࡛ࠂ   ఇ ࢗక द࡛  dle ߘߝ బܽदڒ 
తపओ ऒߖ࡮బ ڴࡍసߖ  వࡍ फంపܑ࡯࠻ ఎలवړ दڒࢗ ڡद࡛ ޴శڕ వङ ఇకए ߘߝ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ޴కం ఇࡔޒ  e ݟంߘ ݟ
ऒߕޔࡱ޶రం క޷ న࣒ తపओ࠳ ޴న࣒ అం݄ ఏࠫܽ, ఇ࠳ ݞఎ ࠾ࡍమ ߘ  dl edl edl cos theta 
మࡖకܽ ޶ڒ 
మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߘߝ వङ ڔ फకరణߘ ߰ంߘޑ޶ ఆ ۫డంݟ  ఖ޶ࡎ  ai edl heta
ంటऱ మధङ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ఉనऒ ࡹ ࡽलయߖ݃߰   వङ ङޑ ऒߖࣃ  dv

छ޳  minus edl cos theta ah e cos theta del b ࡽݥ ࠑ న࣒࠳ ߘߝ బܽदڒ ߘऴ࢐యగల ݞږ ࡌ
ఎࡽ అߖ ऴړం޴ వङ ڔ फకరణߘ ߰ంߘޑ޶  అ޴ߝ ߰డࡅ ࢓కए  ߰డڵࠪ ࢓ऒ ङ݀ కएࡅ లకం࠮ ݭ  లకంdl࠮ 
మߘߝ ࠾ࡍ కߕޔࡱ޶ऒ కࢗ ߘ द࡛  అࢗ ޴ߝక द࡛ కएࡅ   ߰డ࢓ అ޴ߝ ߰డࡅ ࢓కए  లకం ah dl dl࠮ 
కएࡅ  పࠪࡍణం మ޳ ܼޓ ܼޓ ࣒ڝ ߘߝ ࠾ࡍछ రछߖ ࡌ ۨంచబݟన ޴శࡹ కߕޔࡱ޶ऒ ړवࡵఎ  ߘ दڒࢗ ڡद࡛ 
మڒ ߤࣾࡓݧ ࠾ࡍబܽद ఉ޳హరణڕ ఐ ఆࣣ ڒబܽद ఇ߄ࣃ ޴రణ సంబంధం ڒబܽद ڕߕ ఇ࡮ంܽ ߸గ࡛ dl 
ఉందߖ అڕߘం޳ం, ఇకए డ ڕߕ అࣾం మ࠾ࡍ ఇకए డ అࣾం ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ కޙ࡯޴ x ay 
ఈړछ .޴ఉంܿం ࡮ఇ ࡽलయߖ݃߱
 ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డ వరڕ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇړ࠻ ߘߝ , ޶ڒ ޴झ ࣒ ఎऴర࡛ x v x 
కࢗ द࡛ నऒޔࡱ޶క ڴసࠪంతరం ړ  టऱޙ࠼ ఇ݋ߕ ޴ పऱ࣒  v dv e cos e ޶ڒ ܼޓ ޙ࠼అ ܼޓ ޴ఇ ,޶ڒ 

తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఎࡵवړ दڡࢗ ڡ द ࡅకए  ࠙గం ߕ ޳ࡶ కద࡯క ఇߩओ  cos theta x dl x ړߖఅࣿ ݡ
సࠪంతరంڴ అࣾం ࢗంట ఉంڒ ޴బܽद అࣾం ࢗంట ఉంܿం޴ మࢗ ܼޓ ࠾ࡍక द࡛  మ࠾ࡍ x dl x e x 
అࣾం మధङ  బܽद e cos thetaڒ ޴ంޔ࢓ణం అڝ 
అ޶࢑ ޴ߝङ కएࡅ इऴతం ޠ  ࠙గం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.x 
छ޳ ࡽݥ  క ఉతओऀߦ సࠪనం ړ ࡽݥ న࣒࠳ ࡌ నऒ ం ऴࣆ࢐फߕऒ కం݄ సం࠙వङ޶ఎం ߘ త ߄ࣃరణంڴ అߖऒxi v
ࡍఆڝ न݋ߝ ల߯ మ࠾ࡍ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद అࣾం ࢗంట ఉనऒ  ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ڒం߱ߜం݋ xy z x 
తపओ ࡽݥ ࠑ ࡽݥ న࣒࠳  మࡖకܽ ޶ڒ .v x 

అࣾం ߘߝ ఇ࡮ కޔࡱ޶నऒ టऱ࠳ ߖ ߘߝ ޙ࠼న࣒ ࡽݥ అࡽݥ ߖ మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒   y ey v y ez 
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ړఎలव ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ߵࢳ ߤషࡶࡍ న࠳గకరࡆఉప ݡ࠮ ߝఅ ࡽݥ ࠑ ࠉ ࡽݥ दࡽ߹ ڡन ڕ z 
ఇకए ࡏࠬ ߘల߄న సంబం࠳గకరࡆఉప ݡ࠮ ంۨన߅సంబం ړ ࡽलయߖ݃߰ డ ۫డవ۪ऐ .

ఉనऒ ݟంబࢗ ంۨ అࣾం߅సంబం ړߖంۨ అࣿ߅సంబం ړ  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ڒం߱ߜం݋  x x x 
కएࡅ కएࡅ ంۨ߅సంబం ړ ,గܽ࢟ߜ  ओࡏࠪ  ఉనऒ ݟంబࢗ అࣾం ޜలతږޒऴప ߖ޳ ,ܿࡔ   ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन y v y 
మ޳ ࡽݥ ࠾ࡍछ ړఎలव ࡎ  బܽद వڒ న࣒࠳ ࡌ दࡽ߹ ڡन ڒం߱ߜంࡱ ݋ ఫంࣾڴ ߤ సం࠙వङ  z del v  z xyz 
ङ߄࢑࢙ సం࠙వङ ڴ ߤఫంࣾ ߘߝ బܽदڒ ంۨన࢑߅సంబం ړߖ  పంߖނߧ గ࣋ށफ, ఆ వङ ڔ फకరణ ߘం޶࢑ ݟङ  xyzi ޠ
इऴత పంړࡵ ߖނߧए ంచవ۪ऐ गࡌసంద ࡮ۧ బܽदڒ  లࡹ ఇࣆ ޴లభం సం࠙వङ  పంړࡵ ߖނߧए ంచంݟ 
ఎం޶కం݄ ߰݃ߖलయࡽ అ޴ߝ ࣋ए ړఎలव ߘߝ ࠾ࡍణం మࠪࡍప ࡛࡮ दࡽ߹ ڡन ࡹ ࣒ښ ࣋ए ऒߖހࠪࡍప ࡛࡮  
ఏڔకృతం ۯయడం ۧࣆ ࡮లభం అ࠼నߩओ छ޳ ܘఇ ڴݟ࢑ ࠾ࡍమ ڴݟ࢑ ߘߝ ݡ एړࡵ ڴݟ࢑ ࡌ ంۧ࡯ 
ఎం޶కం݄ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ࢗక द࡛ ړఎలव ߘޑߩ۫ హరణ޳ఒక ఉ ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ  दࡽ߹ ڡन ࡶࡍషࡅ ߵࢳ ߤకए  ఈ 
గణన ڒబܽद ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ࡮ۧ ړ సం࠙వङ త ڒబܽद ࠭࠲ ఇపओ एړࡵ ښܽ ంۨన ࡅకए  r v pi ڷࡱߕ 
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  ఇకए ߖఅ ࡌ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ అ޷ ޴ߝరం ڒబܽद ڝఆࡍ न݋ߝ ల పరంߘߝ ڴ ఇ޴ r q r 
झߧఎ  ߘऴ࢐యగల ߖఅ ڷࡱߕ ए࣋ ࡗ܋ ߤ࡮ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఇ޴ సߗڒ ړߖڴ ఈ ࠼ߦం݋pi x y z 

ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ కڵ࡯ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠮ ޴లం ߘߝ ఇకए డ ऴ࢐యߖవछ ంڒ ݟబܽद ఇ޴ xyz s  o x xy 
మڒ ࠾ࡍబܽद ࠬ޷ ࡏరం ۨనऒ ए࣋ ޴రం, ఇ޷ ݟంߘ లం࠮ ޴ߝఅ ޴ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ z r x y z 
కएࡅ  వర ठ࠮లం ڒబܽद ఉ޳హరణߖ܋ࠪ ߘߝ ڕ ߰ందగలړߖ޵ ߘ సࠪనం  ޳ ࡽݥछ  ,x v ࡽݥ న࣒࠳ ࡌ
ఇ࠳ ޴న࣒ ڷࡱߕ ړ ߯ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ఈ ࣋ए ࡏࠬ సࠪనం ړ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఈ పవ࡛ ߘ q x y z 
ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴݡంࡓ ݟంߘ ݡ࠮ x x ړ ޴फ ఉంܿంࡏڷ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴फ ఉంܿంࡏڷ ࠆࣔ న࣒࠳ ,
సంబం߅ంۨ ऀߦక ఉతओ ऒߕ ంۨ ࣋ए߅సంబం ړߖ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࠡదం ࡓంݡ x x y z x 
మߘߝ ࠾ࡍ ఈ సࠬకరߖހऒ  ߰ంߘޑ޶, ఇڕߕ ޴ సࠪనం ڒబܽद ࡓంڒ ݡరࡱڒ ఆ࢘ߧయబడ࠼ޑ 
మڷࡱߕ ߘߝ ࠾ࡍ ߯ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ऒߘబܽद నڒ ߘޑ޶ం߰ ߖ ޜ  అߘమޒంచంݟ  ఇ࡮ ࣋ए छ ࡛ q ah x 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ߖ ࡛ छ ए࣋ ࡹ ࡛ छ పऱ࣒ ݋ࡐ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యంڒ ݟబܽद ఇ޴ y z x y z q
झߧఎ ڷࡱߕ ए࣋ ࡗ܋ ߤ࡮ छ యవ۪ऐۯ ݞږ ࡏࠬ ࠑ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ڒ ࠬࡔమ ޜ ࡛   మ࠾ࡍ pi r x r eb 

లړࡵ ߘए ంచంݟ మ࠾ࡍ అకए డ ߘం࠴ ڕࠬ ߘߝ ݟతफం ۫ߘޑߩ  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ړߖ܉ߖ మనం ఇంతڕ ez
࠭ం޶ ߰ం޴ం޴ సڴࡍठ  అߘߝ ޻ ఉపߕङ ऒߖࣃ  ఒక ۨనऒ  సమసङ ऒߕంܿڕߘంۧలڵ࠭ ޜ  ణం pࣾ ,ߘ
కएࡅ ङ޶࢑  छ޴ ޠ ऴ߇వం పڒ ޴ङ  k ,޴లం వదभ ఉం࠮ ࡹసबలం ࢁڣ ,సࠪనం ڕ ߵ
ఇڝ ޴ఆࡍ न݋ߝ ల࠼ߦ ޜం݋ వదभ సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచం࠼ߦ ݟం݋ ఐ޶ ࠬటࡏऱ సࠪనం ߕࣆऒ  p xp yp 

సࠪనం ࠼ߦం݋ ఎ޴ࠫߖ ఏݡ ࠬటࡏऱ ڒబܽद ߘߝ ఈ సమసङ ऒߕफࣆ࢘࡯޴వ ڕࠬ ߘ  ఈ zp ࣄۯదయ ,ߘ
సం࠙వङ ࡹ ݋ం࠼ߦ తړࡵ ߘए ంచంڒ ݟబܽद ࠬࡏ ఇకए డ అࣾం ࢗంట ఓࡂࡍం݃ڴ ݭ ఉనऒ  అߝ p z ah 
छ޴ ऴߖ࢐߇ऒ  కڵ࡯ ఉంܼࡏ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ సం࠙వङ త ఏࠫ݇ ړࡵए ంۧ࡯ 

Pru
tor
@
IIT
K




