
ఈ ܌ࡗ ࠬ అందࠤࢤ ڔࡍదయం ࠭࠲ ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ  ߯  ࠪ చరऐ फࣃڵࣃనڜ ߘ  మనం ܌ࡗ బܽद ఈڒ ࠭
ఎలवڝदࣃद झڡܽ ఖङ࠭ ࡮ۧ ࡹ  న చ࠳ दܼ ऒߖ  చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ ࠭ 
మ࠾ࡍ అࡅ ࣒ڴ ޴కए  చటदం ࡅ ࣒ڴకए  చటदం ޶࢑ङ  ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ڕणలࡎ۸ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ
झڡఫऱ ࡯࠻ۯ చయంࡍప ࠭࠲ సంڝ झߜڒ  కएࡅ दߵ झߜڒ  ఫ ࠆद ఆߵ ऱڡझ బܽद ఈ ఫڒ  ऱڡझ ऱࠂ ࡹ ߤܽ࡮ ړߖ܉ߖ   అߝ పదం 
వۨऐ ݟంߘ ంڒ ޴బܽद ࠭ం࠭࠲ ڴ޶ ఫऱڡझ  అߜڒ ߝझ फࣃۯ చయంࡍప ߖ दߵ ࠭ మ࣒ڴ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍ 
చటदం ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  మ۸࡛ ࠾ࡍ ण లڕ సంబం߅ంۨనڒ ޴బܽद ఫ ऱڡझ  ࠙వనߘ పࡍచయం ۯయڕߕ ړߖݞ 
అߘమࣃޒफ ऒߖऴద࢐ ۯऴపవࣕం ޜగం࢘ ޒࡎఏక  ߘ  పࡍగށంచంڒ  ,ݟబܽद ߘߝ ఉ޳హరణڕ ऴదవం ఇ࡮ ah 
ऴపవࣕ फ࣎ ందڝࣆޓ ߘߝ ߖగలߘ, ఇ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ޴ ߝڕࣆޓ ߘߝశࡹ x y z y 
ऴదవం ऴపవࣕ फ࣎ ందߖ అڕߘం޳ం.

ఉపࡍతలం ఈ ڜంత ߰డ࢓ మޜ ࠾ࡍ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ऴ࠹߿ ऴప࢐హ ޴శڕ లంబంڴ  aa c l l 
ఉంచబޔݡంڒ ޴బܽद ऴదవం ޴శࡹ ऴపవࣕࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ऴߖ  ࠹߿ऴషए మణ సమతړߖ࡮ సࠪంతరంڴ ऴదవం y 
ఈ ఉపࡍతߖ࡮ऒ నऒޔࡱ޶క ړݟڕ ݟంߘ ఎడమ ࠾ࡍమ ޴ంޔܿ޳   ऴపశऒ  ఏࠫటం݄, ఒక ݋ߖ࠿ సమړߖ࠻ ఈ
ఉపࡍతߖ࡮ऒ నऒޔܿ޳   ऴదవం ࡅకए ङࡲ࢐  ऒࢢऴప ߝߝ ߖఎంత అ ࠹ ం۪ڕంܼڒ ߘబܽद ऴదవం ఉపࡍతలం ڷంݞ 
ऴపవࣕࣆफంڒ ޴బܽद ఎߘߝ ࡮ ఉపࡍతలం ڷంݞ ऴపవࣕంۯ ऴదߖ࢐ऒ  ۫࣋फ ఇߩओ छ޳ తలంࡍఉప ݡ  ݋ߖ࠿ ࡌ
సమ࡮ۧ ړߖ࠻ ऴదవం ऴపవࣕ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ఇకए డ ߕ ఉపࡍతల ऴదవం ఉపࡍతలం ڷంݞ ఇ࡮ ऴపవࣕ फ࣎ ం޴, ఇߩओ  ݡ
फࣃ۫ ࡏࠬ లङࢡ࢙ తలࡍఉప ࡏ ం మ࠾ࡍ ࢘గం ߘߝ ऴࣄ࢐న ऱܿߘߝ ,ڴ ऴࣄ࢐న ऱܿڴ, ఎంత ऴదవం s v  
అర ޾ంޔ߱ܽ޳ बం ڝࣆۯవߘߝ ,ړߖݞ ఇకए డ ߘంړ ݟ సࠪన࠳న ߰డڕࣆޓ ߘ࢓ంܼڒ ߘబܽद ఈ ߰డ࢓ v b 
బܽद ఒక ఊࣔతघڒ క ࢑ࠪనం ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఉపࡍతలం ߘం޷ ݟరం ڴ పࡍగࣃށफ ऴదవ ऴప࢐హ v ߘߝ ߕ ޴ఇ ߘ
ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ߘܿࡔ फనऒࣆ  ࢐సफవ ఉపࡍతలం 
మ࠾ࡍ 
ऴదవం ऴపవࣕంۯ ऴపߖ࢐ࣔऒ  ऴదవం ऴపవࣕంۯ ऴపߖ࢐ࣔऒ ओߩబܽद ఇڒ ޴ంܿంڕफం۪ࡏڷ   v ݟంߘ తలంࡍఈ ఉప ݡ
ఉనऒ ࡹరం޷  ఊࣔతघ క ఉపࡍతߖ࡮ऒ फࣃށగࡍప ߘߝ  छࡌసమయం త ݋ߖ࠿ బܽदڒ ߘ త ఈ ఉపࡍతలం వۨऐ  yv 
ఉపࡍతలంړࡹ వۯऐ  ఒక ࠾ࡍమ ߘޑࡱ޶క ޜऴదవం ߘߝ ,ߘంۧݟܔ ޜతలంࡍఉప ߘߝ తలంࡍబܽद ఈ ఉపڒ ޴
తలం వۨऐࡍక ఉపߘࢗ తలంࡍఈ ఉప ࡹసమయం ݋ߖ࠿  ࠭ం޶ ఉపࡍతలంޜ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ 
ఏࠫ ࣆۨࣇफం޴  ఈ ࡲ࢐ङ ఉనऒ ࡹ ࠹  బܽदڒ ޴ఉంܿం ܽ޳ తలంࡍఉప ࡹసమయం ݋ߖ࠿ తफం ऴదవం ఒక࠴ 
ऴప࢐హం ࡅకए ङࡲ࢐   ܿࡔ ࠹
ఈ ࡹ࢐ ఉనऒ ङࡲ࢐  లङࢡ࢙ తలࡍఉప  ޴ఉంܿం ڴ ࠹ ం ఈ ߰డړࡹ࢓ వࣆफం޴, అం݄ ړࡹ అߖ అర बం ڒబܽद ఈ v s 
ऴߦంతం ڷంݞ ऴదవ ऴప࢐హం ࡅకए  ఫ ऱڡझ  ఫ ऱڡझ  అంܼڒ ࡏబܽद ఇ޴ ࢘గ సమࡱ࠻ ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం మ࠾ࡍ ఈ 
సందరग ంߘߝ ࡹ ఆ ऴߦంߖޑऒ  ऴప࢐హ ޴శڕ లంబంڴ ఉంۧలࣆ࢑࠙ ߖफߕऒ  ऱ v sࡏࣃ ޴फంࣆۨࣇ ޴బܽद ఇڒ ߘ
ऴదవం పࠪࡍణం ݋ߖ࠿ సమړߖ࠻ ఈ ऴߦంߖޑऒ ऴపవࣕ ܽ޳  फ࣎ ం޴ , అ޴ ऴప࢐హ ޴శڕ లంబంڴ ఉనऒ  ऴߦంతం 
అߕ ޙ࠼ ऴߦంతం ऴప࢐హ ޴శڕ లంబంࡶ ڴదߖ అڕߘం޳ం.
  ఇ ړ࡯छ ऴపవࣕ ࡮ఇ ݭ फ࣎ ం޴ మߕ ߕ ࠾ࡍ ऴ࠹߿ ఒక ڝణంࡹ ఉంڒ ޴బܽद ఇ࠻ ޴ంڵࡍޒ ߘܼޓ ࡽڵ ఇࣆफం޴ 
ओߩఇ ࠹߿ऴ ߕ ޴బܽद ఇڒ ऒߕޔߩठ۫ڷ࠴ ړߖݞయۯ ऱ߮ ߘ ࠹߿ऴ ߘߝ ݡ ओߩఇ ࠾ࡍమ ߘ  ߘܿࡔ ߖ޳ ࡏࠬ ݡ
फࣃ۫ ओߩనࡍࠪ ڴసࠪంతరం ڕశ޴ ऴదవ ऴప࢐హ ࠹߿కం݄ ఈ ऴ޶ఎం ޴ంޔࡏࠪ ऴప࢐హం  ࡏ  ߖޒࠫࡍప ݡ
ఊࣕం۪ڝంݟ, ఏ ऴదవం ఆ ऴߦంߖޑऒ ऒߗకం݄ అవ޶ఎం ޶ట޳   ఆ ऴߦంړߖޑ సࠪంతరంڴ ऴపవࣕࣃफ  బܽदڒ ࠼
ఇߩओ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  ఎړࡵ ࡮ए ంۧڒ ࡯బܽद ߘߝ ఈ ࢙ߘ ߩం޳۫ ݟभ ం ڒబܽद ߘߝ  ఈ పంړ फ ఇڴ࢓ࡱߖ ߕ ޴ ఉం޴, 
ఇڒ ܼޓ ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  బܽद ఈ vڒ ంతంߦऴ ߕ ޴ఇ ,ߘగలڝࣆޓ ߖ ݋ం࠼ߦ 
ङࡲ࢐ ङࡲ࢐ ఈ ݞږ ޴బܽद ఇڒ తफం ऴదవం࠴ ߖࡹ ࠹ ఉనऒ ࡹ ࠹  అߖऒ  ऴదవం ఉంܿం޴  ఇంత࠭ڕం޶ 
సందరग ంࡹ వߝࡵ ఒక ݋ߖ࠿ సమయంࡹ ఉపࡍతలం ڷంݞ ఎࡍڵన ऱܿڴ, ఉపࡍతలం ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  v 
ऴదవం ఒక ݋ߖ࠿ సమయంࡹ ఉపࡍతߖ࡮ऒ ఇకए ,޴ఉంܿం ܽ޳  డ ݞږ ఈ ࡲ࢐ङ ఉనऒ ࡹ ࠹  ऴదవం అంޑ 
 ޴ంޔܿ޳
ఈ ऴదవం ࡅకए  ఉపࡍతలం మ࠾ࡍ పࠪࡍణం ఇߩओ झ࠹݅ ݡ తపओ ܼޓ ࣒ڒ   మࡖకܽ ޶ڒ, v 
ఇܼޓ ࣒ڒ ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇ޴ ఒక సࠪంతర చࡏޔग జం మࡲ࢐ ߖ޳ ࠾ࡍङ లङࢡ࢙ ߖ޳ ࠹ ం ܼޓ ࣒ڒ s v vs 
ओߩఅ ߤనल࠱ݧ ఈ ߤనल࠱ݧ ఇతర  ޴ంޔݡంచబށڷ ޜణంࠪࡍफ ఇతర ప࣋ށڷ ࡏࠬ ङࡲ࢐ ࡏࠬ ݡ  vs ࣒ڒ ࠹
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘܼޓ झڡఫऱ ݡ झڡఈ ఫऱ ܼޓ ࣒ڒ   తڵ ठం޴ ఎం޶కం݄ ఈ ऴߦంతం ఇߩओ  ऴదవ vs ݡ
ऴపړߖ࢐ࣔ సంబం߅ంۨనంతవరڕ ۨనऒ  ऴߦంతంޜ అంచߕ ࢘యబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ ऴߦంతం ऴదవ ऴపړߖ࢐ࣔ 
వంڵࡍޒߩ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ ऴߦంతం అޙ࠼ ऴదవం ߖ޳ ړߖ܉ߖ ऴ߰ޜ ߤࣾܐ ఈ ऴߦంతం ڷంݞ ࠪऴత࠲ 
ऒߕࣆ ܼޓ ࣒ڒ ࡱڶऴݟ ంࠢޛ ܼޓ फ࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఫऱڡझ ऒߕࣆ   అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 
ఉం݄ ऴదవం ఇ࡮ ऴపవࣕ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ ࠬ ऴ࠹߿ ఇ࡮ ఉంܿం޴, సओ షदంڴ ఉపࡍతలం ݄޳ ऴదవం ޶ࡶ, అ޴ 
ఉపࡍతߖ࡮ऒ బܽद ఫڒ ޴ంޔࢂࢗ ڴరం޷ ࠾ࡍమ ޴ంޔߩ࠲  ऱڡझ  సࡌऔ  మధङ  ce ޴ఉంܿం ݟరప߄ణం߯ ఆڝ 
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మ࠾ࡍ ऴదవ ऴప࢐హం ࡅకए  శ޴ 
మ࠾ࡍ ऴప࢐హం ఇߩओ వङ ڕܼޓ ࣒ڒ ݡ ओߩఇ ,޴ంޔڷࡏజ ڴకంࡔޒ  vs v v ࠾ࡍశ మ޴ అం݄ ఈ ܼޓ ࣒ڒ ݡ
కࢗ फ, ఈ࣋ڶ రణ߄ࣃ తలం߯ࡍఉప ߘߝ బܽदڒ ణంڝ ఈ ܼޓ द࡛  ఈ ࡔఖڕ లంబంڴ ఉంܿం޴  ఈ ࡔఖڕ లంబంڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ڝణం ڒ ܼޓ ݞږబܽद ఇړࡹ ݋ݞ ޴ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ఎం޶కం݄ ݋ݞ అ޴ߝ v n s v n 

అ޴ߝ ఉపࡍతలం ߄ࣃ ړరణ ڒ ݋ߖ࠿బܽद ݋ݞ అ޴ߝ ఇߩओ झڡఫऱ ݡ  v cos theta n s v ns ڕߕ ޴బܽद ఇڒ 
ओߩఇ  ޴ంޔࠋۮ కएࡅ ऴదవ ऴప࢐హం ݡ  ఫ ऱڡझ  ఫ ऱڡझ  ऴదవ ऴప࢐హం ࡅకए ݟరప߄ణం߯ ఆڝ నࣄۯ తలంࡍఉప ޜశ޴ 
ఉంܿం޴, 
ఇߩओ కࢗ ߘߝ ݡ द࡛  ఏ࠻ࡍ అߧ ߖలవబߖߖ޳ ݦ పࡍచయం ۯయడం ޳छ ڡߦంڒ ంతࡍమ ࡌ द ࡐపంࡹ ऴ࢐యగలߘ, 
కߘక ڕߕ ఒక ऴߦంతం ఉం݄  ఇ࡮ంܽ ऴߦంߖޑऒ రछߖ  ۨంచంݟ, ఆ ऴߦంతం అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ s 
ऴߦం߄ࣃ ړߖޑరణ ޴శ అߖ అڕߘం޳ం, ࢗ ߘߝక द࡛  ఏߖ ߖ࠻ࡍరछ ۨంచంࢗ ݟక द࡛ కࢗ  द࡛ ङڒ ऱ సࠪనంࡏࣃ   s s n ߵ
కࢗ द࡛  ऴߦంతం ࢗక द࡛ ङ࡮ࢡ࢙ తలࡍణం ఉపࠪࡍప ߖ޵ ,  ޴న࠳రణ߄ࣃ ڕ ࡛ࣆ ޴ߝశ అ޴ ࡍఎవ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ
అܿవంܽ ఉపࡍతలం ڝసం ߘߝ ఈ ߄ࣃరణ ఎంߧకߘ ఎం۪ߕڕऒ అసओ ߯ߖ޳న࠳రణ߄ࣃ ޳ࡶ  షदత ఉంߗڒ ,޴ 
త࢐ࡏత ࠭࠲ ఈ అసओ షदత పࡍషए नܘऱڝ ݦంచబࡍ  ఉపࡍత࡮లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ 
లङࢡ࢙ ࡹంతంߦद࡛ ऴڒࢗ బܽदڒ ం ࡅకए  పࠪࡍణం ࠪऴతڕڒ ࠲ంݞږ ݋ߖ࠿ ݞ ఉంܿం޴ .
ऒߖޑంߦऴ ڕߕ ంతంߦद࡛ ऴڒࢗ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړߖޑంߦद࡛ ఆ ऴڒࢗ    ࠪऴతڕڒ ࠲ంߕ࢑ ߖ޳ ݞङ ऒߖࣃ  
 ,޴फంࣆఇ ݞږ
ఉ޳హరణߘߝ ڕ ఒక ऴߦంߖޑऒ  
ఇకए ߘߝ ,ం݄ڕࣆޓ డ ఖۨऐ త࠳న ࢑ࠪనంࡹ ఒక ऴߦంߖޑऒ  x z ߘఅࣿల ݡ࠮ వంܽ ࠑ ఈ ߘߝ ,ం݄ڕࣆޓ 
కڵ࡯ ఉߕऒ .ం޳ంڕߘఅ ߘ
 ఇۨࣇ ࡮ంచడం వలన ఇڒࢗ ޴द࡛ ఏ࠻ࡍ అࡏࠬ ߖ మࡖక ऴߦంߖޑऒ  ޴ఇ ,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ࡹశ޴ కࡖమ ߖڜࣆޓ 
కࢗ द࡛  ఏ࠻ࡍ అ࠹݅ ޴ߝझ ङڒ  ङڒ ఐ ޴ంతం ఇߦఈ ऴ ,ߘఉంۧ ࡮ఇ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ , ޴ంޔ࢓అ ߵ  బܽद jڒ ߵ
ఇకए డ ࢗక द࡛  ఏڒ ࠻ࡍङ ऒڵࠪ లޑంߦబܽद ఈ ऴڒ ޴ఉం ړࡹ ߵ ङ݀  k s ࡱశ޴ ߗڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱ ݭ
నऒࠚ ంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అߕ ݋ߖ࠿ ޴రघ  న࠳గకరࡆఉప ࡮ۧ ޴ߝఅ ࠻ࡍद࡛ ఏڒࢗ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹ ࡽ
झߜڒ నऒࠚ࢑ కߝఅ ࡏࠬ , दߵ  ࢑ష࠻లࡹ ఉపࣆڵࡆफߕऒ కएࡅ ంతంߦంతం ऴߦद࡛ ऴڒࢗ ఈ ࡏ  పߖހࠪࡍऒ  b  ut 
ࠪऴతڕڒ ࠲ం޴ ߖ޳ ,ݞశ ݞږ ఆ ऴߦం߄ࣃ ړߖޑరణ ޴శߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఇߩओ  ఏࠫ ݡ
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭ అం݄ ߘߝ ఫऱڡझ  అం݄ ఏࠫ݇ ړࡵए ంۧలڕߘంܿߕऒ  చయంࡍప ߘߝ బܽदڒ ߘ
నపओࣄۯ ఫ  ڔܽ ऱڡझ  ఒక ऴదవం ࡅకए  ऴప࢐హం వࡵ ఈ ఫऱڡझ  ࠙వనߘ అߖऒ ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ ڕन లࡽ߹ द࡛ڒࢗ   బܽदڒ 
ړवࡵఎ ߘߝ दࡽ߹ ڡन ࢗక द࡛ ړంۨ ఎలव߅సంబం ڕ  दڡ ఫ ऱڡझ రछߖ ߘ  ۨంచగలࣾ߮ࣃ , ߘ इऴతం ࢗక द࡛  అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ 
మ࠾ࡍ ఉ޳హరణڕࠬ ڕ ఇ࡮ంܽ ఉపࡍతలం ఉం݄ ऴߦంతం ࢗక द࡛  ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ޶࢑ ࠾ࡍङ  इऴతం ఈ ss ޠ
ఏక޶࢑ ޒࡎङ  ఉం݄ ࡹశ޴ इऴతం ޠ
ړఎలव ߘߝ दڡ ఫ ऱڡझ झ࠹݅ ߖࠀ   అߖ ߖరछ फࣃۨ ఇకए ݋ݞ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ߘ డ ࢗక द࡛  ऴߦంతం మ࠾ࡍ e e s s e 
ङ޶࢑ కࢗ ޠ द࡛   మڒ ࠾ࡍబܽद ࡱ ݋ݞ మ޶ڒ ࠬࡔ ఎం޶కం݄ ఈ సందరग ంࡹ మ࠾ࡍ సࠪంతరంڴ e e s 
ఉంܼࡏࣃ ࠼ऱ ڒబܽद ऴదవ ऴప࢐హం ࢑షయం޶࢑ ࡹङ  e dot s e s ݞంڷ తలంࡍఉప ړߖ࢐సफ࢐ ऴప࢐హం ޠ
ऴపవࣕంۯ ऴదవం ఉంܿం޶࢑  ࡹ ߗڒ ޴ङ ङ޶࢑ ߘߝ ,޶ࡶ ఏࠬ ޴ۯరం ऴపవࣕంڒइऴతం ऴప ޠ  इऴతం వంܽ c ޠ
కࢗ द࡛ ఫ ڕ नࡽ߹  ऱڡझ  ࠙వన࢑ ߘసफࡍంۧڒ ,ߘబܽद ఇ޴ ఉపࡍతల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ నऒޔܿ޳  ङ޶࢑  ఖల సంఖङࡔ इऴత ޠ  
వంܽ޴ ఏࠫ݇ ڕߕ ఇࣃफ ړఎలव  ޴ఉం ޴ఇ ߗڒ ߘ दࡽ߹ ڡन ࡹ ࣒ښ ఏࠬ ऴపవࣕంచడం ޶ࡶ, ఇښ ޴వలం ఒక పߖހࠪࡍऒ
ओߩబܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ एڕఒక గణన߯ ఎ ߘߝ ݡ వ ఆసړ फߖ కڵ࡯ ఉߕऒ నړࡵ ߖए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳  ࡹߖ޵ ,࠭
 ߘߝ
नܘऱڝ   ఏޔܿ޳ ߘ࠻ࡍనऒ  ఫ ऱڡझ  ఏࠫ݇ ۫ݞలڕߘంܿߕऒ नܘऱڝ ߘߝ బܽदڒ ߘ  ఉపࡍతలం ڕࣆޓంܿߕऒ   ߘ
ङږ ݭ࣌ ߘߝ ڴహరణ޳బܽद ఒక ఉڒ ޴ంݟయబ࢘ࣄ࠮ ࠗ ఆږ ݭ࣌ ࠆङ బܽद ఈ ݀ङڒ ߘంܼڕࣆޓ ߖ ࠗ ࠗ కڵ࡯ l 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ږङ  న xyz࠳बరࣄ ڕߕ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ݭయం݃ࡍఓ ݟంబࢗ ంۨన అࣾంߧ۫ ߘߝ ࠗ
ఏక޶࢑ ޒࡎङ రछߖ ߖ द࡛ڒࢗ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴ द࡛ڒࢗ ం޳ంڕߘఅ ߖइऴతం ఉంద ޠ ࣕంచడం ޴శࡹ ఇ࡮ e y y 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఏకڴޒࡎ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߘߝ ఈ ࣄ࠮ ఉపࡍతలం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ ङ޶࢑  కएࡅ इऴతం ޠ  కరߖ 
ऴప࢐హం ఏࠫ݇ ړࡵए ంۧలڕߘంܿߕऒ ఇకए ࡏࠬ ߘ డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఇڝ ޴ऱܘन  ఉపࡍతలం, ఇߘߝ ޴ 
ఉ޳హరణڕࣆޓ ڴంܿనऒ  ఒక ږङ ࠗ మږ ࠾ࡍङ ङࡲ࢐ ࠗ ۪ ߘ ࠹ दܿ࠭ޔݡం޴ మږ ࠾ࡍङ ࠗ ఇߩओ  ݡ
ࡍߪ फ࢘ࣄ࠮ ڴయబݟన ఉపࡍతలం, అ࠼నపओ పܽ సందరगߘ࠭ ڔܽ ంࡹ ఉపࡍతలం߯ ߄ࣃరణం అసओ షदంڴ ఉం޴.
 ఎలऱߩओ రघߕ ݋ߩ ݋࢓రణ అ߄ࣃ ݢ రछߖ ڴ ࡽ ۨంచబޔݡంڒ ޴బܽद ࠈహङ ంڴ అం݄ ࡲ࢐ङ  ۯంۨࣇ ߘ ࠹
అర ߖశ అ޴ రణ߄ࣃ बం, 
ఉ޳హరణڕ ఈ ఉపࡍతలం߯ ࠈహङ హङࠈ తలం߯ࡍఉప ࡹశ޴ రణం ఈ߄ࣃ   తలం߯ࡍవ ఉపڷ޴ రణం߄ࣃ 
హङࠈ ం߄ࣃ ڴరణం ߄ࣃరణం ࢙ߩ ऴړంړ޴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఉపࡍతలం߯ ߄ࣃరణం మࡖక ޴శ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణం 
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ऒߕఉ ࡱހర߄ࣃ ࡏఆ ࠾ࡍమ ࡱ࡮తࡍఉప ࡏబܽद ఆڒ ޴ఉంܿం ࡮క ఇߘࢗ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࠼  ࡱހర߄ࣃ 
హङࠈ नݞబڝࣆޓ ڴన࢑࠳రణ߄ࣃ  एړࡵ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ ࠼ ంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߖఅ  ߘ  ఉపࡍత࡮ల ޳छ  ఈ ࡌ
ङࡲ࢐ छ޳ ࠹ ړఎలव ࡌ दࡽ߹ ڡन ࡅకए झڡఫऱ ݋ߜ  फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ బܽदڒ  छ޳ తలంࡍఈ ఉప ߘߝ అం݄ ߘ छ޳ ఈ ࡌ  s ࡌ
ఉపࡍతలం ޳छ झڡఫऱ ݋ߜ ࡌ फࣃށగ ߘ  ఇకए  ߘ డ మߘࢗ ࠾ࡍక ఉపࡍతలం ޳छ  వڷ޴ ࠾ࡍతలం మࡍవ ఉపڷఎ ࡌ
ఉపࡍతలం ޳छ ऒߕఉ ࡱ࡮తࡍఉప ࡏఆ ࡌ एڜఒ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ కए ङ޶࢑ ڴܽ కएࡅ చऴకం ޠ  ఫ ऱڡझ  ऴ࣒ڒ ఫ ऱڡझ  ߘ 
ఒڜए కए एړࡵ ڴܽ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ऴపޒ ఒకए  ఉపࡍతలం ݟܔ ߖ࢐ܽంۨ, ࠴తफం ఫ ऱڡझ  ߘߝ బܽदڒ ߘޑ޶ం߰ ߘ 
గށంచడం ऴߦరంࣃࠚफ ఫ  ߘ ऱڡझ  మڜ ڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍంత సऱڒ ߘޑߩ۫ ߘ ݭ࠼బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగ࢑ ڼ࡯ధంڴ 
 సऱࡹ ݭ࠼ ఇږ ޴ङ ࠗ ఇ޴ ޴శࡹ ఉనऒ ङ޶࢑  ङ޶࢑ బܽदڒ इऴతం ޠ ङڒ ݋ߕ इऴతం ఇ ޠ ङ޶࢑ ఇ࢑ ߵ  इऴత y j ޠ
ऒߖఅ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡱఖࡔ  ఉపࡍతల ߕరघ झࡽ ङږ ޻న అݟపబ۫ ޜ   తలం bchgࡍఈ ఉప ۯ࡯ߧ ߖఅ ߘߝ బܽदڒ ࠗ
కएࡅ ङڒ రణం߄ࣃ  ङڒ ࡹశ޴ ߵ క ఉనऒߘࢗ ߖ޳ ,޴ఉంܿం ࡹశ޴ ߵ ङڒ న࣒࠳   x i adif si ޴కం݄ ఇ޶ఎం ߵ
ङڒ తలంࡍవ ఉపڷఎ ࡹశ޴ న࣒࠳  న࣒ x ghif k bcda k࠳ తలంࡍవ ఉపڷ޴ , ޴ఉంܿం ڴరణం߄ࣃ ࡹశ޴ ߵ
ङڒ తల  పࡍఈ ఉప ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍశ మ޴ ߵ ऱ࣒ ङڒ  ङࠈ ఈ ࠾ࡍమ ߤࣾࡔఇ ޴ఉంܿం ߵ औࡔస ڡ ࣒ hcdi sj d gbaf
ङڒ న࣒࠳ రघߕ తలࡍఉప ࡏతफం ఆ࠴ బܽद ఇ࢑ڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߖ ߤࣾࡓݧ ߵ ऒߖ࡮తࡍఉప ޒऴప ߘߝ బܽदڒ ࡱ ࡽ  sj 
झڡఫऱ ݄޳  ఏࠫ݇ ړࡵए ంۧڒ ,࡯బܽद ߘߝ ఇకए డ ఈ ڵڒతړࡵ ࡹ ݋ࢴ ߩए फࣃ ऒߘబܽद నڒ ߘ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం  ఉపࡍతలం 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ࠒమघ फࣃڶ ߘ ङږ ఈ ߘߝ బܽदڒ ߘ छ޳ ߖ ࠗ ऒߕఉ ڵ࡯క ࡌ ړఎలव ࠾ࡍమ ߘ दࢗ ڡక द࡛  ఇ ݋ߕ x z 

ङڒ బܽद పڒ ߵ ऱ࣒  ఉపࡍతలం ޳छ ఫ ࡌ ऱڡझ  ఏࠫ݇ ړࡵए ంచߖవछ ంڒ ݟబܽद ఈ ఉపࡍతలంࢗ ݋ߖ࠿ ࡹక द࡛  ఉంܿం޴, j 
ఇڒ ޴ङ కएࡅ  ޴బܽद ఇڒ ߵ  మ࠾ࡍ ऴߦంతం ڒ ࡱబܽद ߘߝ ఈ ఫऱڡझ फࣃࡱߧ ߖఅ ߤవ ࠀ ߘ   j bcda ߖఅ ߖߖ޵ ,ߘ
फࣃࡱߧ  ࡏ
మ࠾ࡍ ఇ޴ ghi 
మ࠾ࡍ అۨࣇ ޻కలߘ ఉపڵࡆంచߖవछ ంڒ ݟబܽद ఇ޴ ఫ ऱڡझ  ఒకܽ ࡓంݡ ఉపࡍతల ڒబܽद ఇ݋ݞ ޴f f hcdi e 

అޔ࢓ం޴ ఇ޴ ఇ ڒ ܐ ݋ߕङ ङڒ ఎ࣊ण ݋ݞ ߵ झ࠹݅ ݋ߕ ఇ ޴ఇ ,ߵ  తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ ఎ࣒ s 
ङڒ ܐ ړఎలव ߵ दࢗ ڡక द࡛  ఇ ڒ ܐ ݋ߕङ छ޳ తలంࡍబܽद ఉపڒ ߵ ऐۯవ ࡌ  ఫ ऱڡझ  ఇ ݋ݞ ఎ࣒ ڒబܽद ఇ ڒ ܐ ݋ߕङ  ఎ࣊ण ݋ݞ ߵ
ङڒ झ࠹݅ ݋ߕ  ఇ ޴ఇ ߵ  ఇߩओ छ޳ ࠈ ݡ ఫ ࡌ ऱڡझ  ఏࠫܽ  ఉపࡍతలం అం݄ ఈ ߘࢗక ఉపࡍతలం ڒబܽद ఇ޴ ck afgb
ङڒ ܐ ݋ߕ ఇ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ݞ ఇ ݋ߕ ऱ ఇࢁమ ޴బܽद ఇڒ ओߩసࠪనం ఇ ړ ߵ  s ݋ߖ࠿ తలం߯ࡍక ఉపߘࢗ ݡ
కࢗ द࡛  ఉందࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, ఇࡏࣃ ޴ऱ ࠳న࣒ ڒङ झڡఫऱ ࡏࠬ బܽदڒ ޶ࡶ న࣒ ఇ࠳  సࠪనం ޴బܽद ఇڒ ߵ  s j 
ऴపږޒలంڴ ఉందߖ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం ࠳న࣒ ڒ ܐङ ړఎలव ,޴ంޔߩ۫ ߩ࢙ శ޴ ߵ दڡ 
కࢗ द࡛  ప ऱ࣒ ङڒ ܐ  కएࡅ ంܽݟంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔߩ۫ ߩ࢙ శ޴ ߵ ఉతओ ݋ݞ  ए࣋ ݋ߕ న࣒ ఇ࠳ फޒ छ ࡛ అߖ మనం 
యవ۪ऐۯ ڴ࢑ధం ޻అ ݞږ .
छ޳ ల࡮తࡍన ఉప࡯ڵࠫ  झڡఫऱ ࡌ एړࡵ ߘ  ంచంڒ ,ݟబܽद ߘߝ మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం, ڒబܽद ఫ ऱڡझ छ޳  ఫ ࡌ ऱڡझ  
छ޳ ఉనऒ ࡌ  ఉపࡍతలం ޳छ ఫ ࡌ ऱڡझ  bchg ߘ 
గࣃށफ  ߘ
ङڒ ܐ ݋ߕ సࠪనం  ఇ ړ ݋ݞ ޴సࠪనం, ఇ ړߖݞలవߧ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ కࢗ ࣒ߡ ݋ݞ ߵ द࡛ झ  द࡛ phi 3 e sڒࢗ 
అం݄ ߘߝ ఇకए డ ۫ࣃफ కࢗ ఈ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ߘ द࡛  ࢐సफ࠹݅ ړߖ࢐झ  ఐ ڒङ ऒߕࣆ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ߵ  s ړ
సࠪన࠳న ఐ ڒङ ङڒ ࣄ ݋ݞ ߤࣾࡓݧ ߵ .޴ంޔߩ۫ ߩ࢙ ߵ

ङڒ ङڒ ݋ݞ ߵ ऒߕఉ ڴకܽ లంబంڜߖ޳ఒక ߘߝ ࠾ࡍమ ࡗ܋ ߵ ऒߕࣆ ޴బܽद అڒ ߘ  మࡏࠬ ࠾ࡍ   ej i j 
ऒߖ޵  మࢁऱ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ߘߝ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿڴ ఎలवړ दࢗ ڡక द࡛  y ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡹశ޴ 
ఉపࡍతలం ࢐సफړߖ࢐ ఆࣣ ޴శ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴  ఉపࡍతలం߯ړ ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  బܽद yڒ ࢓ࡶ ࢒ऱ ఏߘࡷ 
ఉపࡍతߖ࡮ऒ झڡఫऱ ݄޳  ऒߗతలం అࡍఉప ߯ ࠾ࡍతలం మࡍవ ఉపڷ޴ తలంࡍక ఉపߘࢗ   సࠪనం޳ࡶ ޳ࡶ ڴ z 
ऒߕࣆ ऒߕఉ ڴసࠪనం ړ యࡏࠬ ߖ ۫పవ۪ऐ తफం ఫ࠴ బܽदڒ  ऱڡझ  మ޶ڒ ࠬࡔ.
 ఈ ࡓంݟంܽ ࠴తफం మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ऒ ړతफం ఎలव࠴ ړహరణ޳బܽद ఈ ఉڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ दڡ ఫ ऱڡझ  e naught

ऒߕࣆ ޴సࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳ छ޳ ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ झڡఎܿవంܽ ఫऱ ࡌ  ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ऴࣄڒంۃ s e naught s 
ऒߕࣆ ࣄۯదయ ޶ࡶ  అߖ గమߖంచం޶࢑ ݟङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ ङ޶࢑ ޶ڒ   ڴޒࡎఏక ޴ఇ ޴న࠳తࠫࡍइऴతం ప ޠ
ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఒక ఉపࡍతలంړࡹ ऴప࢘ࢢం޶࢑ ۯङ ऴషएߖ ݟంߘ తలంࡍణం ఉపࠪࡍఖల పࡔ इऴత ޠ ࠫంۯ 
ङ޶࢑ .޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕఖలࡔ इऴత ޠ
 ఈ ࡍߖ भషद ఫ ऱڡझ  ࠭ం޶ ఉపࡍతలం ߘంݟ ఇకए డ ఈ ఫ ऱڡझ  కܽڜߖ޳ఒక అ࢑ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ݟంߘ తలంࡍక ఉపߘࢗ 
సࠪనంڴ మ࠾ࡍ వङ క ۨహऒࡔޒ ంޜ ఒకڜߖ޳కܽ ఎڴࡏ޶ ఉߕऒ యࡏ࢐ ߖ ఊࣕࣃफ ऒߕࣆ తफం࠴ బܽदڒ ,ࡏ  
అޔ࢓ం޴ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ڷࡱߕ ఉపࡍతࡹ࡮ऱ झڡఫऱ ݋ߜ బܽदڒ  ࠾ࡍమ ޶ఎܿవంܽ ऴప࢐హం ఉండ ړ ऒߕࣆ   
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ఫऱڡझ घࡏ߷   ంۨڵࡆఉప ߖ࡮
ఏڝ ߕ޼ऱܘन  సࡔऔ छ޳ ࣒ కࢗ ࡌ द࡛ కएࡅ नࡽ߹   ఫ ऱڡझ  ఏࠫ݇ ړࡵए ంచగలߘ ఇߩओ  ߘ ݭ࠼క సऱࡖమ ڕࠬ ߘߝ ݡ
బܽद ఈ సందరगڒ ߘޑߩ۫ ంߕ ࡹ దగ ठర ఒక ږङ ࠗ ఉం޴, అ޴ అࣾంޜ సڴࡍठ ఉంܿం޴  ఇߩओ ङږ ݡ ࠗ ఇߩओ  ݡ
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అࣾం ࢗంబݟ ఉంచబడߖ సऱࣃ۫ ࡮߮۫ ڕࠬ ߘ ݭ࠼फ ۪ అࣾం ߘߝ న޶నంڵࡍޒߩవం ߗڒ ,ߘ द݀ ङږ   z ߘ ࠗ
ओߦޒ छ޳త ,ߘ కएࡅ ܼޓ ߤࡷ ࡌ ऒߖހڝ  ओߩబܽद ఇڒ ంۨ߅సంబం ړߖఅࣿ ޴फంࣆۯ   తफం ab x࠴ ऱࢁమ ߘߝ ݡ
ङ޶࢑ ऒߖऴప࢐ࣔ ޠ एړࡵ  ంۧలڕߘంܿߕऒ బܽद ఇకएڒ ࡯࠻ڶ ߘలހర߄ࣃ తలࡍఈ ఉప ߘߝ సంڝ ߖ޵ ,ߘ డ ఒక 
 సऱޔߩ۫ ڕࠬ ݭ࠼ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࠭ం޶ ఉపࡍతలం ఇకए డ ఎߩࡏ రం޶࢑ ࡹڷङ ऒߖऴప࢐ࣔ ޠ  కڵ࡯ sh 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఉపࡍతల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  ఈ ޴శޔߩ۫ ࡹంܼޓ ,޴ అ޴ߝ అࣾం మ࠾ࡍ ఈ ࢑ࠪనం మధङ  ఉనऒ  x 
లङࢡ࢙ తలࡍసం ఉపڝ తలంࡍబܽद మనం ఈ ఉపڒ ణంڝ ం ڒࢗद࡛ ߖ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ఉపࡍతలం ڝసం ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛  ߘ 
ऴ࢐యవ۪ऐ .
 ఈ ڒࢗद࡛ ړ వङ వङ ޴కం݄ ఇ޶కం ఎంࡔޒ కࢗ ࠻ࡍసం ఏڝ తలంࡍకం݄ ఈ ఉప޶ఎం , ޴ఉంܿం ࡹశ޴ కࡔޒ द࡛  కߘࢗ 
ఉపࡍతలం ڝసం ࢙ࢡలङ ం ࢗక द࡛  ߯ ఉపࡍతలం ڝసం ࢙ࢡలङ ం ࢗక द࡛  మڷ޴ ࠾ࡍవ ఉపࡍతలం ڝసం ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛  
కࢗ ఈ ڕహరణ޳ఉ ޴బܽद ఇڒ द࡛ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ  ఖ ఇకएࡔ ఈ ߗڒ   డ ఈ ࡔఖڕ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
ఇ޴ అࣾం࠻ ޜంࣆۯ ߘܼޓ ࡽڵफంڒ ޴బܽद ఈ ࢗ ݋ߖ࠿క द࡛  x x y ࡹశ޴ ࠾ࡍమ ܼޓ ࣒ڒ ݋ంߜం߱ڒ ࡹశ޴ 
࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘܼޓ ߤ࣌
 అంښ޶ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛ छ޳ ߖ޵  ఇవछ ࡌ బݟం޴ ఈ ࢗక द࡛ కएࡅ   పࠪࡍణం వࡵ ఉంܿం޴ మ޴ ࠾ࡍశߘ s i cap 

 ప ऱ࣒ छ޳  ऒߖఅ ړߖ܉ߖ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబ޴అం ࡌ  ఉపࡍత࡮ల ݋ߖ࠿cos theta j cap sine theta 
కࢗ द࡛  లߘ కھߘనగలߘ ఆ߯ ఈ ߘ ݋ߖ࠿ంݟ  ࡛݇झ తफం ఫ࠴ ߘߝ  ऱڡझ एړࡵ ߘ  ంచగలڒ ߘబܽद ఉ޳హరణڕ vec 
࠭ం޶ ఎߩࡏ ఉపࡍతలం ޳छ ఫ ࡌ ऱڡझ फࣃށగ ߘ  ړబܽद ఎలवڒ ޴ంݟపబ۫ ࡹ ݭ࠼బܽद సऱڒ ߘ दڡ ఫ ऱڡझ ړబܽद ఎలवڒ  दڡ 
 ఫ ऱڡझ  ఇߩओ चࡿࢗ ڵࡍޒ ړ తలంࡍఉప ߘߝ ఆࣣ ݡ vchg ߘ
, ఇ޴ ఇకए డ ࠭ం޶ ఉనऒ  ఉపࡍతలం ఉపࡍతలం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ సऱߖࡹ ݭ࠼ సऱڒ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߖ ݭ࠼బܽद 
ఇߘߝ ޴ ఈ ࠀ వࣃࡱߧ ߖ ߤफ ङڒ ܐ ݋ߕ ఇ ޴సࠪనం, ఇ ڕల ݋ݞ ఇ ޴ఇ ,ߘ ङڒ సࠪనం ఐ ړ ఎ࣒ ݋ݞ ߵ  ܼޓ ࣒ڒ ߵ
 ప ऱ࣒ ङڒ ܐ  ङڒ కం݄޶ఎం ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜܼޓ ߤࣄ ࣒ ݋ߕ ఇ ޴ఇ ܼޓ ߤࣄ ߵ ङڒ ఐ ݋ݞ ߵ झڡఈ ఫऱ ࡗ܋ ߵ  j 
ఇ ࠈ ܼޓ ߤࣄ ࣒ ݋ߕङ औࡔస ڡ छ޳ ࣒ ఫ ࡌ ऱڡझ  అޔ࢓ంࡏࠬ , ޴ ఇకए డ సऱݭ࠼ ۫࣋फ ఈ ࠈङ औࡔస ڡ ࣒ ఇߩओ  ࠆݟఅ ݡ
छ޳ ఫ ࡌ ऱڡझ  ఫ ऱڡझ  వࣆफం޴.
 సऱࡹ ݭ࠼ ఉపࡍతలంޜ సڴࡍठ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ  ఉపࡍతలం ࠬࡏ ఏڒࢗ ࠻ࡍद࡛ ߖ ۫డవ۪ऐ  ah pi e ޴ߝబܽद అڒ 
ఇ s e j cap s  ޴న࣒ ఇ࠳ ܼޓ ࣒ڒ న࣒࠳ ړ ݋ݞ ݋ߕ ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ݞ i cap j cap sin theta 
छ޳ తలంࡍక ఉపߘࢗ ࡏࠬ బܽदڒ ܼޓ సࠪనం ړ న࣒࠳ ࡹ ۃߕ ఫ ࡌ ऱڡझ s ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ޳ం߰ ߘ  ht sin 
छ޳ ల࡮తࡍన ఉప࡯ڵࠫ झڡఫऱ ࡌ एړࡵ ߘ  ంచవ۪ऐ  , ߯ ఉపࡍతలం߯ ఫऱڡझ ऒߕࣆ   అޔ࢓ంڷ޴ , ޴వ ఉపࡍతలం 
छ޳ ఫ ࡌ ऱڡझ ऒߕࣆ   అޔ࢓ం޴ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ࡓంݡ ఫऱڡझ ऒߘన ࡱ   ऴ࢐యߖవछ ంݟ  వङ ڔ फకరణ ఇకए డ ߘߝ ఈ ࠀ ऴޓ 
అ࣋࡯ߧ ߖफ ఇతర ࡓంݡ ఫऱڡझ ऒߖ࡮తࡍఈ ఉప ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡱ   ۫࣋फ, ఇకए డ సऱߗ ࡹ ݭ࠼లం రంࡹڷ 
۫పబݟన ఉపࡍతలం ࠬࡏ సऱߘ ݭ࠼ ۫డగޙڵ࡯ అ޴ ఇకए డ ߗలం ఉపࡍతలంڴ ۫పబޔݡం޴ మߖ޳ ࠾ࡍ 
छ޳ ङڒ ܐ ݋ߕ ఇ ࡌ ङڒ న࣒ ఐ࠳ ࡱ ݋ݞ ߵ పऱ࣒ ܼޓ ߤࣄ ߵ ङڒ ܐ   ܼޓ ࣒ڒ ఎ࣒ ݋ߕ ఇ ޴సࠪనం ఇ ڕܼޓ ࣒ڒ ߵ
మ࠾ࡍ ۨవరڕ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ  ఉపࡍతలం ޳छ ఫ ࡌ ऱڡझ   ఈ ఉపࡍతలం ఇ ݋ߕ ఇ ࡱ ݋ݞ, ఇ޴ ఇ ڒ ܐ ݋ߕङ ݋ݞ ߵ
ఎ࣒ ఇߤ ఐ ڒङ ङڒ ܐ న࣒࠳ ܼޤ ߤࣄ ߵ  ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼޓ ࣒ڒ ఎ࣒ ݋ߕ న࣒ ఇ࠳ ޴సࠪనం, ఇ ڕܼޓ ࣒ڒ ߵ
ఎڷవ మڷ޴ ࠾ࡍవ ఉపࡍత࡮ల ޳छ ऒߕࣆ ࡌ కం݄  క޶సࠪనం ఎం ړ दܿܿࠈ  అࡽ ఉపࡍతల ߕరघ  ޳ࡶ ࡱ ࡽ
ఉపࡍతల ऴߦంࡱޑ ఎలवړ दڡ ߷ङ క द࡛ झڡఫऱ ڷࡱߕ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ڕశ޴   లݞږ ߘ ߰ంڒ ࠭޳బܽद 
छ޳ ల࡮తࡍఉప ڷࡱߕ ࡏࠬ झڡఫऱ ࡌ  కڵ࡯ ఉంܼࡏ , ఒకܽ ఇ ܼޓ ߤࣄ ݋ߕ మࡖకܽ ࠳న࣒ ఇ ߦ ݋ߕపం ܼޓ 
ओߩఇ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ܼޓ ࣒ڒ ݋ߕ న࣒ ఇ࠳ కܽࡖమ ܼޓ ࣒ڒ ࣒ ݋ߕ ఒకܽ  ఇ ࡹ࢐ܽ తफం ఫ࠴ ݡ ऱڡझ  ఈ ڷࡱߕ 
 ఫ ऱڡझ  ల ࠴తफంڴ ఉంܿందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అ޴ మࢁऱ ߕࣆऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ ߦ ݋ߕపం ࠳ ܼޓన࣒
ఇ ߦ ݋ߕపం  ఇߕࣆ ޴ऒ  theta plus e naught s cos theta minus e naught s cos theta ړ
సࠪనం ڒబܽद ऴపޒ ఉపࡍతలం ݄޳ ఫऱڡझ झڡఫऱ ݋ߜ ߗڒ ޴ంࡍࠪ   ఇపओ ऒߕࣆ ڔܽ  నࣄڶ ߘߝ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ
ఏߕ޼ దగ ठࡍ ఉపࡍతలం ޳छ ఫ ࡌ ऱڡझ एړࡵ ߘ  ంࣃ ۯంޒښకత ߄ࣃరణం ߘంڝ ݟऱܘन  ఉపࡍతలం వరڕ ఆ߯ ఈ 
ऴߦంޑలࡹ ऴపޒ ऴߦంړߖޑ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛ एړࡵ ߘ  ంచంݟ మ࠴ ߘߝ ࠾ࡍతफం ఫ ऱڡझ ओߩబܽद ఇڒ ߘޑ޶ం߰ ߖ   ݡ
మనం ߖ ࣒ڴయࠪړߖ వࣃफ ړఎలव ࡍࣃబܽद ఒకڒ ࠭ दڡ ఫ ऱڡझ  ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ఫ ऱڡझ రछߖ ߖ  ۨంۨన తࡌछ త ఇߩओ  మనం ݡ
भ޳۫ ߖ ࣒ڴ ం.
 ఎࡵवړ दڡ ఫ ऱڡझ एړࡵ ߘ  ంచړߖݞ ఒక ఉ޳హరణ۸࡛ ߘߝ ,ڴ ण ߖ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼߘ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ࡅకए  q r 
۸࡛ ण ڿళం ۪ द݀  ఒక ߖࡿڿऒ  ,ం޳ంڕࣆޓ 
సమసङ ߕ బܽदڒ ళంڿ ఒక ޴బܽद ఇڒ  ఏࠫటం݄ ޶࢑ङ ऒߖऴప࢐ࣔ ޠ నऒޔܿ޳  एړࡵ ఏࠫ݇ ޴ ంచడం.
ళం మధङڿ  ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ఉంۨన ࡹ ण ڒరణంڴ ఈ ߖࡿڿऒ నऒޔܿ޳  ङ޶࢑  ओߩऴప࢐హం ఏࠫܽ, ఇ ޠ  ݋ం࠼ߦ ݡ
۸࡛ ण ޳छ ఉతओ ࡌ నऒ మࡃङ ङ޶࢑  झߧఎ ڷࡱߕ ఒక ڕమన ޴इऴతం ఏࠫܽ, ఇ ޠ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  ए࣋ ࡌ छ ࡛ pi q r 
छ޳ ङڒ ࡌ ङڒ ړࡹ ߵ  r r.޴फంࣆవ ړࡹ ߵ
ङڒ  ۸࡛ ޴బܽद ఇڒ రం޷ ݟంߘ ంऴదంښ ޴ߝఅ ࠾ࡍశ మ޴ ఈ ޴ߝఅ ߵ ण ߘంݟ ۨనऒ ఉనऒ ࡹరం޷   ఏ r r 
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ङ޶࢑ ߕߞࡹ࢓޶ంࠉ ङڒ ࠾ࡍइऴతం మ ޠ ओߩఇ ޴ߝఅ ߵ फ ۫߮ ۸࡛ޒఎ ࡮ఇ ࡹశ޴ ࡽయݟࡔ ߘߝ ݡ ण ߘంݟ r 
కࢗ ݋ߖ࠿ द࡛ .
 ఇకए డ ధߕతघ క ࡛ۧ ण ߖ ఊࣕ࣋फ , ࢗ ݋ߖ࠿క द࡛ ङڒ द࡛ڒࢗ  ओߩఇ ߵ छ޳ ళంڿ బܽदڒ ޴ఉం ࡹశ޴ ఈ ݡ  తफం r r࠴ ࡌ
ऴపߖ࢐ࣔऒ एړࡵ  ంచߘߝ ړߖݞ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛ తపओ ߘ  క ڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘబܽद ఉ޳హరణڕ ఈ సबలంࡹ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛  
కࢗ ࠻ࡍఏ ࡹశం޻ఈ ऴప ޴ంޔ࢓అ ݋ం࠼ߦ द࡛  ఇ࡮ ఉంܿం޴ , ఈ ऴప޻శంࡹ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛  ఇ࡮ ఉంܿం޴, అవߗऒ  
ङߦ ߕ޼ఏ ߖࡹళంڿ బܽदڒ ళంڿ ఒక ޴ఇ ,࠼ఉంܼ ڴరం޷ ݟంߘ ంऴదంښ ڴ ࡽయݟࡔ కएࡅ ۶  ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛  
కࢗ ࠻ࡍఏ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴరం޷ ݟంߘ ంऴదంښ ޴ంޔݡంచబۨࣇ द࡛ కएࡅ   ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ࢓శ అ޴ 
۫డగ޴ڼ࡯ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛ ఉనऒ ޶ం࠭ ڕ   ఉ޳హరణ వڕڒ ࡵంࡏࠬ ݞ ఉపࡍతలం ࢗంట కޔࡱ޶నऒ ओߩ  ݡ
ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛ కएࡅ  లङࢡ࢙  .޴ఉంܿం ޕࡏࠪ శ޴ 
 అߖऒ కࢗ ࠻ࡍంటऱ వదभ ఏ࠼ߦ  द࡛  ఇߩओ द࡛ మధङڒࢗ ంతߦఆ ऴ ݡ మధङ ࡹ ఇకए ,޴ఉంܿం ݟంబࢗ ఖࡔ ߮࡯క ࡹ డ 
నڵ࡯డగ۫ ࡏࠬ ऱܿ޶࢑ , ڴङ ۸࡛ ړߖ޵ ,޴ఉంܿం ڴ ࡽయݟࡔ ంటࢗ ఖࡔ इऴతం ޠ ण ڿ ߘళంࠉ ߖࡹంڕ࢓޶ 
ఇకए ߘߝ  ࡹఆ సమయం ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏۯ డ ఒక ۨనऒ  ऴߦంړߖޑ ఫ ऱڡझ एړࡵ ߘ  ంۧలڕߘంܿߕऒ  ߘ
అڕߘం޳ం ఇ޴ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ޴శ మ࠾ࡍ ఏڒࢗ ࠻ࡍद࡛ ݞږ అ޴ ޻శࡹ ఉంڒ ޴బܽद ۯ ߘߝయవలࣄం޴ 
చߖࡶ ڴߘ޶ ఉపࡍతలం ڒరణంۯ ߘߝ ڴయవలࣄంߘߝ ޴ తపओ క  ఇకए డ ఒక ۨనऒ  ऴߦంߖޑऒ  ం݄ ఒకڕࣆޓ 
ۨనऒ  ऴߦంతం ڒࢗद࡛ అߩओ ङ޶࢑ ڕߕ ࡹఆ సమయం ߘߝ ݡ एړࡵ ߖనࣆࡱޘ इऴతం ޠ फࣃ నऒۨ ߘߝ బܽदڒ ߘ  ds 
ऴపߖ࢐ࣔऒ  గࣃށफ బܽद ఒక ۨనऒڒ ݋ݞ ߘߝ బܽदڒ ߘ  ऴߦంతం ࢗక द࡛  ఒక ۨనऒ  ऴߦంతం ࢗక द࡛  ఇ  ఆ e ds ds ds 
సమయం޶࢑ ࡹङ ऒߖޑइऴ ޠ అకए ߘߝ  డ ݟ ݋ݞఎ࣒ లړࡵ ߘए फࣃ ఈ ۨనऒ ޴అ ,ߘ  ऴߦంతం ޳छ झڡఫऱ ڕߕ ࡌ  e 
ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠴ ߘߝతफం ߖࡿڿऒ  ఆ సबలం ۪ द݀  ఉనऒ  ऴߦం࢑ ڴࡱޑభ܊ంۨ, ఇߩओ తफం ఫ࠴ ݡ ऱڡझ  ߰ందړߖݞ 
అߖऒ  ఫ ऱڡझ  లߘ కߘߝ ߘޑߩࡱ ऴపࠉ ޒంࡖ߮ ߙࡹ࢓޶ए నऒ ऱܿڴ , ఏڒࢗ ࠻ࡍद࡛ ࢡ޴తघ క ޶࢑ङ  ܿߦ ޜ द࡛ڒࢗ ޠ
ړवࡵకం݄ ఎ޶ఎం ޴फంࣆۨࣇ ߘంటऱ࠼ߦ दڒࢗ ڡद࡛ ݟࡔయࡽ మ࠾ࡍ ఏࢗ ࠻ࡍక द࡛  కం݄ ఈ޶ఎం ޴ఉంܿం ݞږ 
۸࡛ ण ڿళం మధङ ࢑షయం ۯంߖగమ ߘߝ  ࠼ޑరࠪ ڴకܽ సࠪనంࡖమ ࡹశ޴ ښఒ ࡱ ࠾ࡍబܽद ఇ మڒ ޴ఉంܿం ࡹ
ఏࠫటం݄ , ڿళంߖࡹ అߖऒ ङ޶࢑ ࡹల࢓޶ంࠉ  కం݄ ۸࡛޶ఎం ,޴ఉంܿం ࡮ښइऴతం ఒ ޠ ण ڿళం మధङ ऒߖఅ ࡹ  
ङ޶࢑ ంటऱ వదभ࠼ߦ ङ޶࢑ द࡛ڒࢗ ޠ .޴ఉంܿం ࠳కృత޵ంऴښ इऴతం ޠ
ङ޶࢑ ళం߯ڿ   ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻ठ అڴࡍइऴతం స ޠ

࣋ए छ छ޳ ࡛ झߧఎ ࡌ ऒߕࣆ ߤ࡮ झߧఎ ڷࡱߕ ړ  ऒߕࣆ ߤ࡮  ఉంܿంڒ ޴బܽद ޶࢑ङ r pi q ߖࡹళంڿ इऴతం ޠ pi q 
అߖऒ ङ޶࢑ , ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ښల వదभ ఒ࢓޶ంࠉ  ऒߖद࡛ అڒࢗ ޠ లङࢡ࢙ ంటऱ వదभ࠼ߦ  కࢗ  द࡛  ڴసࠪంతరం ڕ 
ఉంܿంڿ  ޴ళం ࠬద ڒబܽद ࠴తफం ࠴తफం ऴప࢐హం ڿళం ࡅకए లङࢡ࢙  ం޶࢑ ړࡹङ  ,޴ంޔ࢓इऴతం అ ޠ
ఎం޶కం݄ ڿళంߖࡹ అߖऒ ङ޶࢑ ల వదभ࢓޶ంࠉ  తफం ఫ࠴ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡮ښइऴతం ఒ ޠ ऱڡझ  pi r ڷࡱߕ 
࣋ए छ ङ޶࢑ ࡹ ࡛ झߧఎ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓इऴతం అ ޠ छ޳ ߤ࡮ ऒߕࣆ  ޴ంޔ࢓అ ࡌ ళం మధङڿ ࡏࠬ బܽदڒ   q ݋ం࠼ߦ ࡹ
۸࡛ ण ఉంۨనటऱڿ ,ޙ࠼ళం ڷంݞ ऴపవࣕం݋ߜ ۯ ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳   q ࣒ڴ ޴ఇ , ޴ంޔ࢓అ ࡌ
కएࡅ యమంߖ  ऴపకటన ࠬڿ ࡏళం మధङ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ࡹ ण కڵ࡯ ఉం݄ అߩओ తफం ఫ࠴ ݡ ऱڡझ ऒߖࡿڿ  నऒޔܿ޳   
ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ఇߩओ झߧఎ ݡ छ޳ ࡗ܋ ߤ࡮  q ࡌ
అޔ࢓ంࣆ࢑࠙ ߘߝ ,޴फనऒ  ఉపࡍతలం అ࠼ߦ ޻ం۸࡛ ݋ ण ڕࣆޓ ߖం݄ ఏࠫ జޔڷࡏంڿ ߗڒ ,޴ళం ߖڒ ఉపࡍతలం
అޙ࠼ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అ޻ߝ సమసङ   ܿ ఫऱڡझ छ޳ తలంࡍఉప ߖڒ ళంڿ ఒక ߘߝ బܽदڒ  ఫ ࡌ ऱڡझ  en ߘ 
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ ఇకए ڕߕ బܽदڒ ߘ డ ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ఉం޴, ఇߘߝ ޴ ఇంతڕ ࠭ం޶ నߧݟన ڿళం 
మߖڜ ڕߕ ࠾ࡍऒ  ఏకపࣾ ఉపࡍతలం ఉంڒ ޴బܽद ڕࠬ ߘߝ ఇకए డ ఒక సऱߘޑߩ۫ ߘ ݭ࠼ ఒక సऱࡹ ݭ࠼ 
ళం మధङڿ ఉంۨన ۸࡛ ࡹ ण ࣆߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ߖफߕऒ ళం మధङڿ ࡹ ݭ࠼సऱ ,ߘ ۸࡛ ࡹ ण ఉనऒ ऱܿ ࠬࡏ ۫డవ۪ऐ , 
ఇకए ߘߝ ޴బܽद ఇڒ డ ఒక ڿళంࣆڶ ڴफߕऒ ఇకए  ޴ఉం ڴంత ఏకపࣾంڜ ࠾ࡍమ ߘ డ ߘߝ అߖ s two 
ऒߕफࣆࡱߧ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡱफڕఈ పం ࠾ࡍమ ߘ ण ߘం޶࢑ ݟङ फࣃۨࣇ ߘఖలࡔ इऴత ޠ ऒߗఅవ ,࠼  ݋ం࠼ߦ 
۸࡛ ण ߘం޷ ݟరంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߘߝ ఇకए డ ఒక ۨనऒ  ऴߦంߖޑऒ ओߩఇ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ   ఆ ݡ
ऴߦంߖޑऒ నऒޔܿ޳  ङ޶࢑  फࣃڶ ߘఖలࡔ इऴత ޠ ఇకए ߘफలڕఈ పం ߘ డ ۫డవ۪ऐ ङ޶࢑ ,  ړబయܽ ࡱఖࡔ इऴత ޠ
వۨऐ  , ఇతర ऴߦంతం ࡅకए ऒߖڜ తలం߯ࡍఉప ݡంࡓ   ఇతర ࢙ࢡలङ ం మߕ࢑ ࠾ࡍङ ऒߖࣃ కవ۪ऐޑ  , దయࣄۯ ఈ 
ఏకపࣾ ఉపࡍతలం ऴప࠼ߦ ޒంࠚ࢑ ڴࡏߝ ࡹ ݋నऒ ంڴ ఉంܿందࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ  అߘ࠻ऱ ڒబܽद ఇకए డ ߘߝ ఒక 
ۨనऒ లङࢡ࢙ ߖ޳ , ߘࣃڶ ۶ߦ  కࢗ ߩ द࡛ ఇకए ,޴ంݟపబ۫ ࡵణం వࠈ  డ ڿళం ࡅకए  ఉపࡍతలం߯ ࢙ࢡలङ కࢗ  द࡛  ఈ 
ङ޶࢑ ࠾ࡍంऴదం మښ ړߖࡿڿ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ఉంܿం ࡹశ޴ .޴ఉంܿం ڴసࠪంతరం ړߖ޳ ݞږ इऴతం ޠ
కࢗ ࠻ࡍఏ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡮न ఇࡽ߹  द࡛ छ޳ ߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޜߩ۫ ࡹశ޴ ࡔ࢘  ఫ ࡌ ऱڡझ एړࡵ సంڝ  ంۧߘߝ ,࡯ 
ఇకए డ ఉనऒ  ऴߦంతం ޳छ ङ޶࢑ ࡌ ऒߖހڝ ఒక ޴ఇ ,ߘంۧށڷ ޜइऴతం ޠ  బܽदڒ ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ߘߝ ߖफందࣆۯ 
ړఈ ఎలव ߘఉంܼ ڵ࡯క ߘߝ दڒࢗ ڡद࡛ మ࠾ࡍ ఈ ఏڒࢗ ࠻ࡍद࡛ ࡅకए ఉతओ ݋ݞ  ओߩఇ ړߖݞంచށగ ߖफޒ  ࡏࠬ ݡ
ఇకए డ ۫డగڼ࡯టܿవంܽ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߘࡷऱ ࠼ߦం݋ ࡛ۧ ण ߘంݟ వۯऐ  ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࡷనऱߘ ఊࣕంۨనటऱޙ࠼ , 
ఇకए డ ఈ ۨనऒ  ऴߦంߖޑऒ నऒޔܿ޳   అߖऒ ఇకए ݞږ ऱߘࡷ  డ అ޻ ऴߦంߖޑऒ फరࣅ࢑  ޴ఇ ޙ࠼అ ,࠼ޑܿ޳  पం 
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߭దभ޴, ఇࡖ࢘ ޴క ޴శࡹ ఉంܿం޴ మߖ޳ ࠾ࡍ ऴ߰ߤࣾܐ ఈ ޶࢑ङ  ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ఒక ڴలంబం ڕఖࡔ इऴత ޠ
మ࠾ࡍ మనం ࠭ం޶ చࡍऐ ంۨన ऱܿߘߝ ڴ ఒక  ڒం߱ߜం݋ మ࠼ߦ ߘߝ ࠾ࡍం۸࡛ ݋ ण ߘంݟ ds cos theta 
ऴߦరంభమࡃङ ङ޶࢑  ऒߖޑంߦళం߯ ఈ ऴڿ ࠾ࡍమ ޙڵ࡯ఊࣕంచగ ߘఖలࡔ इऴత ޠ నऒޔܿ޳  ङ޶࢑   ఖలࡔ इऴత ޠ
సంఖङ ऒߖޑంߦతలం߯ ఈ ऴࡍఏకపࣾ ఉప ߘ ङ޶࢑ ݄޳  ఖల సంఖङࡔ इऴత ޠ .޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕ
తలం߯ ఉనऒࡍఏకపࣾ ఉప ࠾ࡍమ ߘంచగలڵݟ߰ ߘ࢐దన ఈ ߘߝ   ऴపޒ ऴߦంతం ڝసం ࠼ߦ ߘߝం۸࡛ ݋ ण ڵࡍޒ ړ
ऴ߰ۯ ߖ ߤࣾܐయగలߘ మ࠾ࡍ ఆ ऴ߰ߖࡿڿ ߤࣾܐऒ  ఒక ۨనऒ  ऴߦంతంࡹ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ߘߝ ۫డ޴ࡃࠓ ఏకపࣾ 
ఉపࡍతలం߯ ఉనऒ  ऴపޒ ऴߦంڿ ڕߕ  ړߖޑళంࡹ ఒక ۨనऒ  ऴߦంతం ఉం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ అ޶࢑ ޻ङ ऒߖޑइऴ ޠ  కڵ࡯ 
ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ࢐దనࡹ అర बం ఏࠫటం݄, ߖࡿڿऒ నऒޔܿ޳  झڡఫऱ ݋ߜ   ఈ ఏకపࣾ ఉపࡍతల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  ݄޳ 
झڡఫऱ ݋ߜ ఖۨऐ ڕ  తంڴ సࠪనం అݞږ ࡏࠬ ߖ ఊࣕంచవ۪ऐ .
 ఇ޶࢑ ࢑ङ అర ߖఅ ࡱఖࡔ इऴత ޠ बం ڝࣆۯవడం ޳छ  ࡌ
ఈ ఉపࡍతల ڒࡿڿర ఉపࡍతߖ࡮ऒ నऒޔܿ޳   ఈ ࠼ߦం݋ ࡛ۧ ण ߘంࡱࢗ ݟవݦ అߖऒ  పంڕफݞږ ࡱ ఉంܼ࠼.
  ఈ ఇతర ఉపࡍతల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ छ޳ తలంࡍబܽद ఏకపࣾ ఉపڒ ޴ంޔܿ޳  ङ޶࢑ ࡌ కएࡅ इऴతం ޠ  కర ऴప࢐హంߖ 
छ޳ ళంڿ ऐۯవ ࡌ  ऴపړߖ࢐ࣔ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మڿ ࠾ࡍళం ޳छ ऐۯవ ࡌ  ऴపߖ࢐ࣔऒ  మనం ఇߩओ झߧఎ ݦ  ߤ࡮
ऒߕࣆ छ޳  ऒߖࡿڿ ࡏࠬ  వ࣋फ ڕ ऱࢁమ ߘߝ కߘంۧ࠭, కށగ ڴ ࡌ ऒߕڕࣆޓ  ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ޳ࡶ  ण ۪ द݀  ఉనऒq ah 
ఏకపࣾ ఉపࡍతߖ࡮ऒ ऒߕڕࣆޓ  ۸࡛ ݋ం࠼ߦ , ण ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  ఫ ࡌ ऱڡझ q ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ 
छ޳ ߖ޵ చటदం ࣒ڴ బܽदڒ యమంߖ ࣒ڴ ంۨనࡍకނర߄ࣃ छ޳ తలంࡍఏకపࣾ ఉప ۯऴపవࣕం ࡌ .޴फంࣆऴపవࣕ ࡌ
 ఈ ࠼ߦం۸࡛ ݋ ण ఎߧझ छ޳ ࡗ܋ ߤ࡮ తపओ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡌ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ڴࡍసߖ ण ڿళం మధङ  q q ޳ఉం ࡹ
ఎకए ޳ࡶ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ࡏࠬ ߕݧ ण ߘ ఇకए డ ఉంۨనటऱޙ࠼ , ఫ ऱڡझ  ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  q ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ޜ
۸࡛ ण అࣆۨࣇ ߖफం޴.

झڡఫऱ ݋ߜ ࡏࠬ ఎకए ߖ  డ ఉంۨߕࣆ ߕऒ  ࣾࠫంచంࡓ ݟంݡ ఏߕࣆ ݡऒ ఈ ۸࡛ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ړ ण ࡅకए    q 
बࣃ  నం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఏకపࣾ సࡌऔ ۸࡛ ݋ం࠼ߦ ఈ  ޴फంࣆߧߖక ڴ࡮ ڡ ण ߖ 
۪ दܿ࠭టदడం ఇߩओ एڕఎ ڕߕ ݡ వ ۸ࡎ णࡱ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद ۸࡛ ڕߕ ण ఒకڜߖ޳కܽ ࡓంݡ q q 
۸࡛ ण ߖ కڵ࡯ ఉం݄, ࠴తफం ఫ ऱڡझ  ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ కం݄ ۸࡛޶ఎం ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړఒకܽ ޜ ण వߤ ప ऱ࣒  q q u 
झߧఎ ݡంࡓ ۸࡛ ڴరణంڒ ࡗ܋ ߤ࡮ ण ࡓంߘߝ ,ݡ మ۸࡛ ࡗ ण ऴޓ ప ऱ࣒  ऴ۸࡛ ޓ ण ऴڒ ޓరణంڴ ఎߧझ  q q qߧ࡯క ޜࡗ܋ ߤ࡮
ఉం݄, ఇ޴ ఎߧझ छ޳ ࡗ܋ ߤ࡮ घڴࣄ ࡌ छړ   తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ޴ ఎߧझ छ޳ ࡗ܋ ߤ࡮ సࠪనం, ఇకए ړ ࡌ డ ࠴తफం q q 
۸࡛ ण జతۯయబݟ ఉంܿం޴ ఉపࡍతలం ߖߖ޳ ߘߝ మࢁऱ ఇకए డ ऴࣃ࢐फ ࡎక ۸ߝవదभ అ ߕ కߘక ߘ णࡱ ఉం݄ ఒకܽ q 

ऒߖ࡮తࡍఉప ߕ޼ఏ ߘߝ ఉం݄ న࢑ࡷద࠴ ݡ࠮ ݡంࡓ  పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ࠴తफం ޶࢑ङ  ऴప࢐హం q q ޠ
పల ఉనऒࡹ  అߖऒ ࡎ۸  णల ۸ࡎ णల ޑ࠴फ శजߖ సࠪనం ړߖ బभం అం݄ ڴࣄघ  మ࠾ࡍ ఈ ڴࣄघ छړ   అࡎ۸ ޴ߝ णࡱ 
కएࡅ ࣒ڴ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబ߅࢑  చటदం ڒబܽद ࡅ ࣒ڴకए  చటदం ޔࠋۮంࡎ۸ ڕࠬ , ޴ णల సࠫߖޒ 
۪ द݄ܿ࠭द ఏߕ޼ ఉపࡍతలం ఉం݄ , ఆ ఉపࡍతలం ࠴ ݄޳తफం ޶࢑ङ फޑ࠴ ऴప࢐హం ఒక ޠ  ߖ޵  సࠪనం ړߖ
ࡎ۸ ݦపల ఉంࡹ णలߘ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ఇ ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜతలంࡍన ఉపݟంచబڵ࠙ ޜ  న చటदం࠳
మ࠾ࡍ ఈ చటदం ఎࡵवڝदࣃद झڡܽ సమసङ ࡹ  లߘ పࡍషए ङޙऴప ,޴ంޔݡంచబڵࡆఉప ړߖݞంచࡍ  ࡏࠬ ంۨړ
సమసङ ࡍߖ ࡹ भషद రక࠳న సమࡐపతలߘ కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ ړఎలव ࡱహరణ޳ఉ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ ݡ दࡽ߹ ڡन లߘ 
एړࡵ ంచ࣒ڴ ړߖݞ చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంచడం ۧࣆ ࡮లభం ߖڜ ޳ࡶऒ  సందࡌग ऱࡹ ړఎలव ڕߕ  दࡽ߹ ڡन ࣋࡯ޘफ ߘߝ 
۸࡛ ण ݟवࣄदࠌङ షړࡵ ߖ ߤए ంచగలڒ ߘబܽद ఈ ࣒ڴ చటदం ڕߕ ఏࠫ ޔࠋۮం޴ ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ  ఒక ఉపࡍతߖ࡮ऒ  
కపओ ޜతలంࡍఉప ࠾ࡍమ ޴ంޔܿ޳ బݟన ۸ࡎ णࡱ ఇߩओ ఇకए ࡹచటदం ࣒ڴ ఈ ߘߝ ݡ డ ߖڜऒ  ߘంటऱ࠼ߦ 
తపओ एࡖ߮ ڴࡍసߖ కపओ ޜతలంࡍఉప ఇ࢑ , ࡯ߕ బݟన ۸ࡎ णڒ ,ࡱబܽद ڕߕ ఉపࡍతలం ఉందߖ అڕߘం޳ం, ఇకए డ 
ఒక ۸࡛ ڕߕ ण ఉం޴ అڕߘం޳ం.

۸࡛ ࡗమ ݡంࡓ ण ऴ࠴ ޓతफం ఫ ऱڡझ  వߤ ప ऱ࣒  ݀ ఎߧझ  q q q q q  ޜతలంࡍఉప ޓకం݄ ऴ޶సࠪనం ఎం ړࡗ܋ ߤ࡮
۪టदబݟ ఉండ޶ ऴ޶ڒ ޓ  ఉపࡍతలంޜ కపओ బݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन q 
फࡿࢗ ࡮ऱ ఇߘࡷ ङږ ࠾ࡍమ ࠼ ࠗ ࢑షయంࡹ మనం ۫ࣄన ऱܿࡽ߹ ,ڴन ߘࡷऱ ఉపࡍతలంړࡹ ऴప࢘ࣃࢢफ  అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
फࣃ࢘࡯޴ऱ వߘࡷ नࡽ߹ ऱ అ࢘ߘࡷ नࡽ߹ ݞږ ङࡲ࢐ నݟటदబ۪ ޜతలంࡍబܽद ఉపڒ తలంࡍఉప  ࠼ పల ఉనऒࡱࢗ ࠹  
۸࡛ ण ڒరణం݋ߜ ڴ ఫऱڡझ తफం ఫ࠴  ऱڡझ బܽद ఈ ఫڒ ޶యۯ హదం޾ ڕ  ऱڡझ  సࠬకరణంࡹ అ޴ߝ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  pi ޜ
۪టदబݟన ۸࡛ ण ڕ సࠪనం ڒబܽद ఈ ఫ ऱڡझ  సࠬకరణంࡹ మనం ۸ࡎ णలߘ ࠪऴతࣃݟܔ ࠲फ ࠭.
 ఉపࡍతలం ࡹపల ޳ࡶ ఉపࡍతలంޜ కపओ బݟ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఉపࡍతలం ࡱࢗపల ఉనऒ  ఏ۸࡛ ߕ޼ ण 
అ޻ సమయంࡹ ఫऱڡझ ङ޶࢑ ߕߞࡹఏ సమయం ࣄۯదయ ,޶యۯ హదం޾ ڕ  ऒߖఅ ޳ࡶ పలࡹ ޴ߝइऴతం అ ޠ  
ࡎ۸ णల ޳छ ఉతओ ࡌ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ కएࡅ इऴతం ޠ బܽद ఇకएڒ పలࡱࢗ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖతफం అ࠴  డ ޶࢑ङ  ޠ
इऴతం ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ వߤ పऱ࣒  ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ఎం޶కం݄ ݀ పऱ࣒  ఎలवړ दࡽ߹ ڡन q q 
ఎం޶కం݄ ऴޓ ఫ ऱڡझ  ఇ޴ ऴ࣒ڒ ఇ޴ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం߯ݡ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ q q q q 
ऐۯవ ݟంߘ ޓऴ ݡ࠮  ऴప࢐హం ࢐సफړߖ࢐ ऴڒ ޓరణంڴ ఉపࡍతలంړࡹ ऴప࢘ࢢంۯ ఫऱڡझ  తలం q qࡍఉప ޻తफం అ࠴ 
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ङ޶࢑ ࡔ޻ࡱబయ ݟంߘ झڡఫऱ ޶యۯ హదం޾ ޓబܽद ऴڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖऴప࢐ࣔ ޠ  పల qࡹ తలంࡍఉప ,ڕ 
ఉనऒ  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం࢐ ݡసफړߖ࢐ ఫ ऱڡझ ऒߕޔݡహదప޾ ڕ  ङ޶࢑ వదभ ݋ం࠼ߦ ޒబܽद ऴపڒ ,࠼  इऴతం q q ޠ
ऒߖఅ ߖࡹ ࠹సदࣄ ࡎ۸  णల ޳छ రߖ ࡌ प࠼ంచబޔݡందࡏڷ ߖफం۪࡯࢐ڝ, 
అޙ࠼ ఏڝ ߕ޼ऱܘन  ఉపࡍతలం ޳छ ఫ ࡌ ऱڡझ  ࠪऴతߖ ࠲ర प࠼ంచబޔݡం޴.
 ఆ ఉపࡍతలం ޳छ రऐۯ ࡌ బݟన ۸ࡎ णల ޳छ ࡍߖ ఈ ࡌ भషद చటदం ఏߕ޼ ఏకపࣾ ఉపࡍతలం ڝసం ࡱۮऱܿࠈ అޔ࢓ం޴ 
మ࠾ࡍ సమࡐపత ఉనऒ  సందరग ంࡹ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿంࣄ ߕ ,޴సदࡹ ࠹ ఎకए డ సమࡐపత ఉం݄ అకए డ 
ఉ޳హరణ࠭࠲ ڴ త࢐ࡏత చࡍऐ फࣃ ࠭ కߘక ߘߝ ఈ ఈ చ दܼ ऒߖ  కھߘనړߖݞ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ऒߖڜ    eq 
పࣄࡍबޔల۸࡛ ࡹ ण ݟवࣄदࠌङ షڒ ߤరణంڴ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߘంݟ బయܽߘߝ ړ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ వ࡛झࡍ ݡ  
ړఎలव ,ߘంచగలڵࡆఉప ࡹ ࣒ښ दࡽ߹ ڡन ࣆࡱޘ ڕߕ  ࡛ۧ ण ݟवࣄदࠌङ షړࡵ ߘ ߤए ంۯంڕ޶ 
ఈ చటदం ఒక ڿళం మధङ ఉనऒ ࡹ  ࡛ۧ ण ఉ޳హరణࡹ ఉనऒ ܿవంܽ ږలంࠗ ࡅకए కएࡅ రऴస చటदంޔమ చࡹ࢑   
.ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఉంܿంద ݟరప߄రऴస చటदం߯ ఆޔమ చࡹ࢑
ङ޶࢑  इऴతం ࣋ए ޠ छ లङࢡ࢙ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ڴ ࡛ ం ࣋ए छ బܽद ఫڒ ޴ంޜڷࡏ߭ ڴ ࡛ ऱڡझ కएࡅ ళంڿ   r r 
࢐ङ రࣃ बం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ۨనऒ ऒߖࡿڿ  ऒߕڕࣆޓ  ऒߖࡿڿ దभ߭ ޳ࡶ  ऒߕڕࣆޓ   ఇߩओ  ݡ
ङ޶࢑ ړवࡵఎ ڴరం߄ఆ ߖ޵ ޴ఉంܿం ڼ࡮ऴప࢐హం అ ޠ दࡽ߹ ڡन 1 ޳छ ए࣋ ࡌ छ  r ڴ࡮ రऴసంޔమ చࡹ࢑ ࡛
ङ޶࢑ ,࢐సफవం ߝందޔࢂࢗ  इऴతం ޠ
ऒߖయࠪߖ రऴసޔమ చࡹ࢑  అߘసࡍంచక߱ޙ , ఫ ऱڡझ  ࢐ङ రࣃ बం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢑ష࡮ۧ ࡱ࠻ 
నऒࠚ ంڴ ఉం࢑ݦ 
, ఎం޶కం݄ ఫऱڡझ ऒߖయࠪߖ రऴసޔమ చࡹ࢑  ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ݞږ   అߘసࡍంۯ అߖऒ  మࡹ࢑ ࡱ नࡽ߹ द࡛ڒࢗ 
చޔరऴస చటदం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܼڒ ࠼బܽद ޑࡏڷछ కర लణ इऴతం 1 ޳छ ए࣋ ࡌ छ छ޳ ࡛  r.޴ంޔठڷత ࡌ
చ ࣒ڴ బܽदڒ   दܼ న ఒక చ࠳సࠪన ړߖ दܼ ऒߖ  కڵ࡯ ఉండంݟ , ఇࡅ ࣒ڴ ޴కए  చ दܼ న చ࠳సࠪన ړߖ दܼ ऒߖ  ݞږ 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴, ఇߩओ మనం ఈ చరऐ ݡ ऒߖڜ ࡹ ంܽߖ ఉపڵࡆంۨ ߖڜऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, ߘߝ 
ంܿనऒڕߘలݞ۫ హరణ కండక޳దܽ ఉ࠴  दࡏऱ ڒబܽद కండక द࡛  అߖ మనం ఇంతڕ ࠭ం࠭ࢡ۫ ޶  అ޴ߝ ఒక a 
ࠪధङ మం, ࡹߖ޵ ऴపవࣕంۯ ఉۨత ఎలवڒदߘऱ ఉߕऒ కండక ࡹޒबࣄࡍన ప࠳बరࣄ ڴరణంڒ ߖ޵ ࠾ࡍమ ࠼ द࡛ ङ޶࢑ ࡹ  ޠ
इऴతం ఉండ޶ ఎం޶కం݄ కండక द࡛ ङ޶࢑ ࡹ  .޴फంࣆۯ బలవంతం ߘల ߤदڒఎలव ޴इऴతం ఉం݄ అ ޠ
  తర࡯ం۪ మࣄ ߘߝ ࠾ࡍबర࠳న పࣄࡍबࡹޒ ఉండڒ ߘబܽद ߘߝ సమޝలङ నऒڕࡏۯ ړޒबࣄ   తࡌछ త ޶࢑ङ  इऴతం ޠ
ఉండ޶ కండక द࡛ दࣃदڝवࡵఎ ࡹ  ओߩఇ ޶न ఉండࡽ߹ ڡܽ సమసङ ޴ంړఈ ऴ ߘߝ ݡ  ߘంܼڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߘ
అڕߘం޳ం ߘߝ కండక द࡛ కండక ݭ࡯ࣃ  द࡛ కండక ߖڜࣆޓ ߖ  द࡛ ऒߖڜ ࡹ   అదనࡎ۸ ߩ णలߘ ఉం۪ߘޑ.
ࡎ۸ ߩఅదన ߖܽ࢒  णࡱ అࣃࡱߧ ߖफ కండక ఇ࢑ , ࡏ द࡛ కండక ݦఉం ࡹ  द࡛ ంۨనࠫ ڕల ߤऴܼ߱ ࠾ࡍమ ߤदڒఎలव ݦఉం ࡹ 
ࡎऴܼ ۸  ߘఉంۧ ߖ܋ࠪ ంతڜ ߘߝ బܽदڒ ࡱणࡎ۸ णࡱ ఇߩओ ࡎఈ ۸ ݡ णࡱ కండక द࡛ ङࡲ࢐  ऒߕపల ఉࡹ ࠹  ޳ࡶ ࠻
అ࢑ కండక द࡛  ఉపࡍతలం߯ ఉߕऒ ऒߕఉ ࡹలࢡ޻ऴప ݡంࡓ అ࢑ ޳ࡶ ࠻ ऴపశऒ ߝఅ ࠻  తޔࡵफޔంڒ ޴బܽद ఈ 
సమసङ షएࡍప ߘ చ ࣒ڴ ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ दܼ ऒߖ  ఉపࣃڵࡆफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ కండక ڕߕ ݡ द࡛  ఉంߘߝ ࡹߖ޵ ޴ 
۸࡛ ߩంత అదనڜ ण ڒ ߘࡌࣄ࢑బܽद కండక द࡛ ۸࡛ ړࡹ  ण ڜంత అదన۸࡛ ߩ ण ࡔࣄ࢑ ߖయంڒ ,ݟబܽद ఎలवڝदࣃद ii q q ڡܽ
పࣄࡍबߘ࠭ ߕ ࡹޒపܽ ࢐దన ߘంࡏ࢐ ݟ ఇߩओ ఎకए ݡ డ ࡏږऐ ऒߕ ऴపశऒ ޴ߝఅ ࡏ   మ࠾ࡍ కండక द࡛ ङࡲ࢐   ࠹
ऒߕࣆ పలࡹ పలࡹ  ఉం࡯ݞ  కండక द࡛ ङ޶࢑ పలࡹ  కండక ޴࣋ۯ ߘߝ బܽदڒ ޶ࡶ इऴతం ޠ द࡛  పల ఒకࡹ 
ఉపࡍతߖ࡮ऒ కండక ߘߝ ,ߘంܼڕࣆޓ  द࡛ ళం కండకڿ తफం࠴ , ߘంܼڕࣆޓ పలࡹ  द࡛ ओߩఇ ,޴పల ఉంࡹ   acr ݡ
కएࡅ ࣒ڴ ߖߖ޵ ऒߖޑऴࣇ   ఉపڵࡆంۯంࣄڴ ڕ޶झ యߤ 
ఉపࡍతలం అంܼࡏ.
ऒߖࡌڒఏకపࣾ ఆ ߕ޼ఏ ࡃ߱ࡍస ڕߕ   झࣄڴ  యߤ ఉపࡍతలం అంܼڒ ࡏబܽद ఈ సందరग ంߘߝ ࡹ ఒక ߖࡿڿऒ  
తफం కండక࠴ ళంڿ ڕహరణ޳ఉ ,ߘంܼڕࣆޓ द࡛ ۪ ߘ  दܿ࠭ޔݡం޴ మߖ ࣒ڴ ߘߝ ࠾ࡍయࠪߖऒ  
వࡍ फంపܑ࠻లڕߘంܿߕऒ ऒߖ࢑షయం ఏࠫటం݄ అ దܽ࠴ బܽदڒ ߘ ङ޶࢑ ంటऱ వదभ࠼ߦ  इऴతం తపओ ޠ  ڴࡍసߖ
ऒߕࣆ కం݄ కండక޶ఎం ࡯ݞఉం ڴ द࡛ ङ޶࢑ ࡹ  झڡఫऱ ݋ߜ బܽदڒ ޶ࡶ इऴతం ޠ  తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  ࡯ݞఉం ڴ
ఎం޶కం݄ ݋ߜ ఫऱڡझ  ۸࡛ ण ఎڝ ߤऱܘन  ߯ ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮  ࢓޶ంࠉ ޒతలం߯ ऴపࡍకం݄ ఉప޶ఎం  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
వదभ ޶࢑ङ ऒߕࣆ इऴతం ޠ నऒޔܿ޳ తలంࡍఉప , ޴ఉంܿం ڴ झڡఫऱ ݋ߜ  ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ అం݄ ఉపࡍతలంޜ 
కపओ బݟన ߖకర ۸࡛ ण 0.
 ఇߩओ झڡఫऱ ݋ߜ మనం ݡ एړࡵ ߘ  ంۨనߩओ ࡎ۸ , ݟంڝफం۪ࡏڷ ݡ णࡱ ఉండగలవߖ మనం ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ऴపږޒలంڴ
ళం మధङڿ ఒక ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ,ݟఉండం ڴలంږߘࣃ ޳ࡶ తघߕధ ࡹ క ࡛ۧ ण ڕࣆޓం݄ , ۸࡛ ण ऴపږޒలంڴ 
ఉం݄ ఫऱڡझ  ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  బܽद ఇకएڒ ޴ంޔ࢓అ ࡌ డ ޶࢑ङ  ల ఆ࢘శం qږޒऴప ࠼ఉంܼ ࡮ఇ ࡱఖࡔ इऴత ޠ
ङ޶࢑ ऒߕޔࡱ޶క ړ࡯పࡹ ࡱఖࡔ इऴత ޠ పऱ࣒ ߘߝ బܽदڒ ࠼  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఉనऒ  పࣄࡍबڕࣆޓ ߖޒం݄, q q 
ఉ޳హరణࡽ߱ݧ ,ڕ మ࠾ࡍ ఇߕ ޴ ఉపࡍతలం ݋ߜ ఫऱڡझ  wi.
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ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ छ޳  ప ࡌ ऱ࣒ ऒߕࣆ   అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ڒ ߖ޵రణంڴ అߝక ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ࡱ ߤࡷ బయటڕ వࣃफ  q ࠼
ࡎ۸ ݡంࡓ బܽद ఈڒ णࡱ ఉనऒ ం޶న ݋ߜ ఫऱڡझ ऒߕࣆ   అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఇ࡮ంܽ ఎలवړ दࡽ߹ ڡन ߤࡷ లߘ 
కపओ ޜతలంࡍఅం݄ ఉప ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ బݟన ࠴తफం ۸࡛ ण ߕࣆऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఫ ऱڡझ  గణనߘߝ ࡹ 
తపओ ࡎ۸ ڴࡍసߖ णల ࡏڷफߘ ऴܼڒ ࡯࠻ۯ ڡబܽद ߘߝ కండక द࡛  వదभڵࡍޒ ڕ వࣃफ ఇకए ,ߘ డ ࣄڴ ߘߝझ యߤ 
ఉపࡍతߖ࡮ऒ ऒߕంܿڕࣆޓ  ङ޶࢑ వదभ ఆ ݋ం࠼ߦ ޒऴప ࠾ࡍమ ߘ ऒߖޑइऴ ޠ ऒߕھߘక ߘߝ   తలం߯ࡍఉప ߘ
ऒߕࣆ झڡఫऱ ݋ߜ బܽदڒ   తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఇ޴ ఇߩओ ۸࡛ ݡ ण ߕࣆऒ  అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇߩओ  ߘߝ ݡ
కएࡅ ళంڿ  ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  ۨనऒ  మ࠾ࡍ ۨనऒ ڵత ڕవలࡱ࢑  ठࣃफ  ڕవర ߝڕࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ ఒక ߩ޳޳ ߘߝ ,ߘ
ఎలवړ दڡ ఫ ऱڡझ ऒߕࣆ  . ޴ంޔڷࣃనڜ ڴ
కएࡅ ళంڿ    పࠪࡍణం ఏ࠳నపओ छ޳ ళంڿ ఆ ,ڔܽ ओߩఆ࢘శం ఎలऱ ࡌ ऒߕࣆ ݢ  అޔ࢓ం޴, అం݄ కండక द࡛ ߩఅదన ࡹ 
۸࡛ ण ఉండڒ ޶బܽद ߖࡿڿ ߘߝऒ छࡔ࢘  నऒڕࡏڝ ߘߝ ߘగలڝࣆޓ వదभ ࠼߱ ࡏ  ۲ట ߕ కండక द࡛  ߯  మ࠾ࡍ ఈnts 
छ޳ ళంڿ झڡఫऱ ݋ߜ నݟటदబ۪ ࡌ ऒߕࣆ   అߘߝ ߖ కߕھߘऒ छ޳ ఈ భయం ߗڒ ,ߘ ऒߕࣆ ఈ భయం ࡌ , ఈ భయం 
ऒߕࣆ झڡఫऱ ݋ߜ ࠾ࡍబܽद మڒ  ऒߕࣆ  ङ޶࢑ ޴అ ࠾ࡍబܽद మڒ  ऒߕࣆ బܽदڒ इऴతం ޠ  మߘߝ ࠾ࡍ ఒక 
కएࡅ ళంڿ ޒऴప ڕవర ߝڕࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ  పߖހࠪࡍऒ  ۨనऒ  మ࠾ࡍ ۨనऒ ڵత ڕవలࡱ࢑  ठంచగలߘ  అదనߩ 
۸࡛ ण ఉపࡍతల ఉపࡍతలం߯ ఉంܿంڒ ޴బܽद అదన۸࡛ ߩ ण ޳छ మనం కండక ࡌ द࡛ ۸࡛ ۯంݟܔ ڕ  ण ࡹ కండక द࡛ కएࡅ   
ప޳ర बంࡹ ࠙గ࠳న ఎలवڒदߘऱ మ࠾ࡍ ऴܼ߱ࡱ ߤ ఉండ࢓ 
ऒߖయࠪߖ ࣒ڴ ߘߝ బܽदڒ  ఉపڵࡆంۨన ఉ޳హరణ ఇకए డ ఉం޴  కండక द࡛ ࡎ۸ ߩపల అదనࡹ  णࡱ ఉߕऒ  ޾ࡶ ࡆ
ङ޶࢑ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ऒߕࣆ इऴతం ޠ  అڝࣆࡱޘ ߖవడం అం݄ ߖ ࣒ڴ ߘߝయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۨ ޴࢐ంۧߘ , 
ङࡲ࢐ ۸࡛ ߩపల అదనࡹ ࠹ ण ఉండږడ޶ కండక द࡛ ۸࡛ ߩदన అదనܽ߭ ࡏࠬ  ण అంޑ ఉపࡍతలం߯ o 
ऐࡏږ ంܿంڒ ޴బܽद ఇߖ ࣒ڴ ޴యࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ ړఆస ޻ం߰ ߘߝ ࡌ फకర࠳న ఫ࡯తం ڒబܽद ఇకए డ 
ङ޶࢑ నࣄ࡯ޘ ۸࡛ ݟంߘ ޠ ण పంړࡵ ߖނߧए ంచ࣒ڴ ߘߝ ړߖݞ చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంۧߘ.
ङࠌदࣄवݟ नࡽ߹  షࡹ ߤపల ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ߕࣆऒ పల ఎܿవంܽ ۸࡛ࡹ ڕߕ బܽदڒ  ण ఇవछ ओߩబܽद ఇڒ ޶  కࡖమ ߘߝ ݡ
ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం ڒబܽद ߘߝ ఒక ߖࡿڿऒ ం ۸࡛޳ంڕࣆޓ  ण ప ऱ࣒ ऒߖࡿڿ ࢐హక ޜ  బܽद ah qڒ ߘంܼڕࣆޓ 
ఇకए డ ఒక ڿళం ఒక ఘన ڿళం మ۸࡛ ߘߝ ࠾ࡍ ण ఉం۪ߘ࠭ ߕ ߘޑపܽ ࢐దన ߘంݟ ఇߩओ ఈ ۸࡛ ݡ ण అంޑ q 
ఈ కండక द࡛ కएࡅ   ఉపࡍతలం߯ ࡗږऐ బܽद ऴపశऒڒ  ࡯࢐  ఏࠫటం݄ , ߘߝ కండక द࡛  ߯  ప ऱ࣒ ङږ   ۸࡛ ण అదన۸࡛ ߩ ण ߘ 
ఎߩओ తలం߯ ఎకएࡍఉప ޴అ ,ߘޑఉం۪ ݡ డ ఉంڒ ޴బܽद ࠴దܽ ࢑షయం ࣒ڴ చటदం ߘం۸࡛ ߘߝ ݟ ण తపओ క 
కండక ޴फం݄ అࣆࣄవߖ తలం߯ࡍఉప ߘంۧߧ۫ द࡛ కएࡅ  ङࡲ࢐  ࡍߪ ళంڿ బܽदڒ ޶డږఉండ ࡹ ࠹ फࣆ ڴషदంڴ 
ఉందࡏࠬ ߖ ۫࣋फ అ޴ ఇߩओ ఎకए ݡ డ ࡏږऐ ం݇ంڿ ,޴ళంࡹ ఎకए నङ߄ߦऴ ݞ త ࠼ߦం޶ࡶ ݋ అం݄ ۸࡛ ण 
ऴప۲ܼޒ సࠪనంڴ పంۯ ނߧయబڿ ࡯ݞళం ࡅకए  ఉపࡍతలం߯ ڿళంࡹ ఏ ࠉం࢓޶ ఉండ޶ , అڜ ޴ంۮం 
ఎڕए వ ࡛ۧ ण కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ڿళంߖࡹ అߖऒ  ߘߝ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴకܽ సࠪనంڜߖ޳ఒక ࡱ࢓޶ంࠉ 
ళం߯ ۸࡛ڿ ण ߖ కߖ ߧ࡯ ఉంۨనߩओ q.޴ంޔݡయబۯ ނߧపం ڴ࢑ధం ښఒ ޴అ ݡ
  కండక द࡛ కएࡅ   ఉపࡍతలం మ࠾ࡍ ఈ ۸࡛ ण ఉపࡍతల ۸࡛ ण ࣃంऴదతߘ సృࢳदࣆफంڒ ޴బܽद ߖߖ޵ ߘߝ కం݄ q 
࠭ంڴࣄ ޶घ  అۧ࡯ߧ ߖనࡏڷ ߖफం۪ڝంڷࡱߕ ݟ చదరߩ అڿ ޴ߝళం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ڒబܽद ۸ࡎ णࡱ pi r r 
అߗऒ కएࡅ ళంڿ   ఉపࡍతలం߯ ఉపࡍతల ۸࡛ ण ږ ڴరऐ బడࣃ  ࠼ޑంऴదత ڷࡱߕ ࣋ए छ ओߩఇ ޜ ࡛  q pi rߘߝ ݡ
ఈ ࢐హక కండక द࡛ छ޳  ۸࡛ ߩఅదన ࡌ ण ܿߦ ޜ ఏకڴޒࡎ ఉంޜ ݦ ఉతओ ङ޶࢑ ࣋ۯ फޒ ऒߖޑइऴ ޠ  q
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ ఈ కండక  ߘ द࡛  ఇߩओ ఉతओ ڕంۨనంతవర߅సంబం ړߖޑంߦబయܽ ऴ ݡ ङ޶࢑ ࣋ۯ फޒ  y ޠ
इऴతం ఏࠫ݇ ఉపࡍతలం߯ పంۯ ނߧయబݟంڒ ,޴బܽद ߘߝ ఇߩओ చ ࣒ڴ ऱࢁమ ݡ दܼ ऒߖ  ఉపࣃڵࡆफ  , ߘ
۸࡛ ޒऴప ߯ߖ޵ ߘߝ ࢑షయం దܽ࠴ ڼ࡯ఉండగ ڵ࡯క ߘߝ ڴయంߦऴతऴࣇ ण ڝࣆޓవడం ޳छ సమసङ ࡌ  ߘ
పࡍషए కండక  ࡯ంۧࡍ द࡛ కएࡅ   ఉపࡍతలం ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ړࡵ ߘए ఇకए ߘߝ , ޴फంࣆ డ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ߘ 
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ ఇకए ߘߝ ,ం޳ంڕߘఅ ߘ డ ۸࡛ ण ࡯࢐ڝࣆޓ, ఇకए డ ߘంݟ ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ߖ ఇకए డ ߘంݟ ఈ 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ڜ ࡹంత ࠙ߖڴऒ  కھߘనంݟ మڒ  ࠾ࡍబܽद అߖऒ  ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ల߯ ߘߝ ఈ 
సమయంݟܔ ࡹంۧ࠴ ,࡯తफం ޶࢑ङ ऒߖޑइऴ ޠ एړࡵ  ంచړߖݞ, సమసङ एڕం ఎۮంڜ  వ ऴప࠲యం ఉనऒ ం޶న, ఈ 
ఆࣣ ۸࡛ ण కండక द࡛ కएࡅ   ఎࡵवړ दࡽ߹ ڡन ړࡵ ߘए ంచړߖݞ మనం ߖ ࣒ڴయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , 
ऐࡍచ ࡹޒతరగ ࡍప޶త ߘߝ బܽदڒ फࣃ .ߘ
 
ర కండకڒࡿڿ द࡛  అ࠼న ఈ కండక द࡛ छ޳  ఉతओ ࡌ ङ޶࢑ నݟయబۯ फޒ फࣃށइऴతం ఏࠫ݇ గ ޠ  ߩఅదన ߘߝ ࡹߖ޵ ,ߘ
۸࡛ ण ڒङ फࣃڵࡆఉప ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘࡌࣄ࢑ ߖ ࡽటߧ ࠭  చటदం మ࠾ࡍ గణన ۧ࡮ సరళంڴ ఎ࡮ q g auss 
फࣃ۫ ࠭࠲ ޾ంޔࡏࠪ ఇకए ߘߝ ړߖݞంచۨࡹఆ ࡏࠬ ,࠭ డ చరऐ ఒక సమసङ ߘ ऒߕంܿڕߘంۧలڵ࠭ ޜ  ߘ
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ఒక ప ऱ࣒ ఇకए ߖ  డ ఒక ࠳న࣒ ఇకए డ ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ ఇకए డ మ࠾ࡍ పऱ࣒ q ߖ ݡంࡓ  q q q
ప޳࡯ࢣࡍभ ం ఇకए డ ࡓ ߘߝంݡ ఉపࡍత࡮లࣃڶ ߘफ फࣃࡱߧ ߖఒకܽ అ ߘߝ ߖߖ޵ , ߘ  ݡంࡓ ߘߝ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ߘ
అࣃࡱߧ ߖफ नܘऱڝ ఒక ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ߘ  ఉపࡍతߖ࡮ऒ छ޳ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ړߖݞయڶ  ङ޶࢑ ࡌ ऒߖऴప࢐ࣔ ޠ  
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एړࡵ ంۧ࡯,  
छ޳ ߖ޵ ఫ ࡌ ऱڡझ  గࡍషदంڴ మࠉ ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ గࡍషदంڒ ڴబܽद ࠬࣄڴ ࡏझ యߤ ఉపࡍత࡮ల࠻ڶ ߘలڕࡏڝ ߘߝ ߖంܿߕऒ छ޳ ߖ޵ ,ߘ ఫ ࡌ ऱڡझ  
ఫ ڴషदంࡍగ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ऱڡझ  ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ గࡍషदంڴ ఉనऒ  ఉపࡍతలం߯ 
ధనङ ࡮ۧ ࠾ࡍమ ݟయంڶ  ࡱ޳࢐
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