
मागील लेƁरमȯे आपण लहरीǉंा
सुपर पोिझशनबȞल बोललो होतो आिण ȑाचा पįरणाम ʉणून
ːँिडंग वेʬज ʉणतात, उदाहरण ʉणून आपण İ Ōː ंगवर उɷा असलेʞा लाटांबȞल चचाŊ केली होती, 
आʉाला आढळले की İ Ōː ंगची लांबी िदʞास, िविशʼ िůƓेɌीनंाl 
फƅ कंपन करǻाची परवानगी होती  कारण İ Ōː ंग लांबीची असेल आिण दोɎी टोकांना बांधलेली असेल तर ȑाची टोके हलू शकत l 
नाहीत आिण ʉणून
ते नोड्स होते आिण तरंगलांबी अशी असावी की İ Ōː ंग या िबंदंूवर अिजबात हलत नाही
ʉणून एकतर तुमǉाकडे अधाŊ असेल  ȑावर तरंगलांबी िकंवा ȑावर एक पूणŊ तरंगलांबी आिण ȑाचŮमाणे
दुसरीकडे आʉी पįरİ̾थतीचा देखील िवचार केला आहे िजथे एक टोक िनिʮत केले गेले होते आिण दुसरे
टोक कंपन करǻास मोकळे होते.
 
ȑा İ̾थतीत वर आिण खाली आʉी पािहले की एक तर एक
चतुथाōश तरंगलांबी उȅेिजत होऊ शकते िकंवा तीन चतुथाōश तरंगलांबी उȅेिजत होऊ शकते
आिण असे बरेच काही आिण यामुळे İ Ōː ंग अचूक कंपन कŝ शकते अशी वारंवारता िदली.
  ȑाच
धतŎवर आता आपण पाईपमधील एअर कॉलमǉा कंपनांवर देखील चचाŊ कŝ शकतो आिण याचा अथŊ काय आहे हे मी समजावून सांगू 
शकतो की
समजा माǟाकडे पाईप असेल तर ते दोɎी बाजंूनी उघडलेले असू शकते िकंवा ȑाचे टोक बंद असू शकते.
  एका बाजूला ओपन एंड दुस̴या बाजूला आिण ȑातील हवा कंपन कŝ शकते जेʬा आतली हवा ती कंपन करते
, उदाहरणाथŊ जेʬा तुʉी बासरी वाजवताना पाहाल तेʬा आतमȯे एअर कॉलम कंपन होत आहे
तो कोणȑा Ůकारǉा िůƓेɌीवंर कंपन कŝ शकतो आता लƗात ठेवा एअर कॉलम
कंपन  वणŊन केले आहे 
 ȑामुळे हवेǉा ˑंभाǉा कंपनाचे वणŊन दाब िभɄतेȪारे केले जाते आिण जर तुʉी या दोन पाईɛकडे पािहले तर
आʉी चचाŊ करत आहोत की ओपन एंडचा दाब वातावरणाŮमाणेच असेल ȑामुळे
टोकांवर दाब िभɄता शूɊ असेल तर  मȯभागी ते उघǰा टोकासाठी खूप मोठे असू शकते.
 
िकंवा उजʩा बाजूǉा डेʐा वरील बंद पाईपp 
शूɊ असणार नाही कारण येथे बंद आिण बाहेर ही िभंत दुस̴या बाजूला कोणताही दबाव सहन कŝ शकते

असेल चला पुढील ˠाइडवर जाऊयाen end delta p zero 
आिण याचा अथŊ काय आहे ते पाšया, जर मी समजले की दोन बाजंूना असलेला ओपन एंडेड पाईप डेʐा हा शूɊ आहे आिण तो डेʐाp 

असू शकतो आिण ȑा दरʄान तोp 0 
शूɊ असू शकतो.
  जर एअर कॉलम कंपन करत असेल तर ही 
पįरİ̾थती İ Ōː ंगǉा सारखीच असते लƗात ठेवा İ Ōː ंगमȯे िव̾थापन
डेʐा हे टोक शूɊ होते आिण मȯ डेʐा शूɊ डेʐा y y y
िकंवा िव̾थापन नʬतेy 
 ȑामुळे İ Ōː ंग कंपन कŝ शकते वेगवेगʨा मोडमȯे आिण अशाच
Ůकारे आता मी या ओपन एंडेड पाईपकडे पािहले आिण जर मी
मȯभागी असलेʞा दाबाǉा फरकाची मांडणी केली तर ते टोकाला शूɊ असेल ते अगदी मȯभागी मोठे असू शकते िकंवा  हे टोकाला 
शूɊ असू शकते आिण
मȯभागी िभɄ Ůकार असू शकतो परंतु तुʉाला लांबीचे कायŊ İ Ōː ंगǉा
िव̾थापनाǉा बदलाŮमाणेच लांबीचे कायŊ ʉणून दाबातील बदल िदसतो आिण ȑामुळे
ȑांचे कंपन  वारंवारता समान असावी आता आपण हे कसे काढू शकतो की
पाइपǉा बाबतीत मी डेʐा पी िलहणार आहे Ǜाचे वणŊन मी
माझे िनदőशांक कसे िनवडले यावर अवलंबून असेल
 ȑामुळे मी डावा हात बरोबर 0 आिण उजवा हात घेईनx 

ǉा बरोबरीचे ʉणजे पाईपची लांबी आहे आिण डेʐा ही ओमेगा ǉा कोसाइनची एक साइन असेलx l p t kx 
िकंवा मी िनवडलेली कोणतीही िभɄता असेल कारण यामुळे ला शूɊावरsin kx delta p 
आपोआप ǉा बरोबरी शूɊ असेल आता मला डेʐा हवा आहे ǉा बरोबरीचे देखील शूɊ असेल ʉणून ȑाआधी मीx p  x l 
हे सूिचत केले पािहजे की डेʐा वर बरोबर शूɊ हे आपोआप शूɊ आहे आिण याचा अथŊ असाp x 
की ची नेहमीसाठी शूɊ असते आिण ʉणून होणार आहे  kl sine k n pi

अगदी ȑाच पȠतीने İ Ōː ंगसाठी होते आिण ʉणूनover l 
माǟाकडे या ओपन एंडेड पाईपसाठी एकसमान पाईप आहे मी एक टोक समान शूɊावर घेतले आहेx 
दुसरे टोक बरोबर डेʐा येथे 0 आहे डेʐा  येथे दाब ० आहेx l p 
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आिण तो मȯभागी बदलतो आिण माǟाकडे आहे  आिण चे फंƕन ʉणून d x t elta p 
हे ओमेगा ǉा कोसाइनǉा दाबाचे काही मोठेपणा ʉणून िदलेले आहे आिण आपणt sine kx a 
आȅाच काय काढले आहे कारण डेʐा बरोबर नेहमी शूɊ आहे याचा अथŊ अिजबात p x l sine kl
वेळा 0 आहे याचा अथŊ असा आहे की आहे ओʬर हे 2 ओʬर लॅɾडा आहेk n pi l k pi 
जे ओʬर कॅɌल दोɎी बाजंूनीn pi li pi 
समान असले पािहजे आिण मला लॅɾडा 2 ओʬर िमळतो आिणl n 
 ȑामुळे वारंवारता

हे ओʬर लॅɾडा ǉा बरोबरीचे असणार आहे ते जे काही आहे ते आʉालाnu  n v v 
चे पूवŎचे वगŊमूळ जाˑ घनतेचे िकंवा गामाचे वगŊमूळ जाˑ घनतेचे आढळले आहे पणb 

महȕाची गोʼ ʉणजे दोन वर असणार आहेnv l 
 ȑामुळे वारंवारता  एकnu 
जे दोन पेƗा जाˑ आहे दोन आहे जे दोन पेƗा दोन आहे आिण असेच हेv l nu v l 
एअर कॉलम िůƓेɌी ʉणून कंपन कŝ शकते जे पेƗा दोन ǉा गुणाकार पूणाōकv l 
गुणाकार आहेत हे İ Ōː ंगǉा बाबतीत ʉणून ओळखले जातात तसेच एअर कॉलʈ Ǜा िůƓेɌी
दोन वर ʉणून िदʞा जातात ȑा आहेत  हामŖिनƛ ʉणून बरोबर एक Ůथम हामŖिनक आहे दुस̴ या l nv kno wn n n 
हामŖिनकǉा बरोबरीचा आहे आिण ȑाचŮमाणे बरोबर तीन असेल ितसरा असेलn 
आिण बरोबर चौथा चौथा हामŖिनक असेल आिण दोनपेƗा जाˑ वारंवारता वर लƗात येईल कीl v 
अिभʩƅी सारखीच आहे  İ Ōː ंगची ही केस मूलभूत वारंवारता ʉणून ओळखली जाते ʉणून माǟाकडे लांबीची İ Ōː ंग आहे का जेथेl 
िव̾थापन  0 टोकाला आहे िकंवा माǟाकडे पाईप आहे जेथे दाब बदल टोकाला शूɊ आहे
ȑामुळे सीमा पįरİ̾थती सीमेवर काय होते
या माȯमाची İ Ōː ंग असो िकंवा पाईप सारखीच असली तरीही
िव̾थापन शूɊ आहे िकंवा दाब बदल शूɊ आहे ʩा हामŖिनक िůƓेɌीची वारंवारताn 

वी वारंवारता पाईपǉा लांबी साठी गुणा दोन पेƗा जाˑ असते  İ Ōː ंग आिणn l n v l 
फƅ İ Ōː ंग साठी ǉा ̊ʼीने फरक आहे वर आिण vv t mu v
साठी पाईपचे वगŊमूळ काही नाही पण घनता वेळा गामा फॅƃरने भागलेʞा बʋ मोǰूलसचे वगŊमूळ आहे.

कारण आʉी एअर कॉलमǉा िवˑाराचा िवचार करतो ʉणून हे असे आहेadiabatic 
आता ȑाचŮमाणे मी आता बंद İ Ōː ंगǉा केसचा देखील िवचार कŝ शकतो ठीक आहे माफ करा ȑाचŮकारे मी
बंद पाईपǉा केसचा िवचार कŝ शकतो Ǜा बाबतीत या शेवटी डेʐा समान होणार नाहीp 
शूɊावर तर डेʐा उघडलेʞा टोकाला शूɊ आहे हे įरकॉल İ Ōː ंग Ůमाणेच आहेp 
जेथे İ Ōː ंग डाʩा हाताला आहे डावा टोक बांधला आहे ठीक आहे İ Ōː ंगचा डावा टोकtr 
बांधला आहे आिण उजवा टोक काही मोठेपणासह हलिवला जात आहे  या
Ůकरणात काय झाले हे लƗात ठेवा की मी अजूनही माझे yx
हे कोसाइन ओमेगा चा काही मोठेपणा मानू शकतो कारण तेkx t sin kx 
आपोआप मला शूɊ वर बरोबर शूɊ देते परंतु साइन हे शूɊ नाही खरे तर ते आहे  जाˑीत जाˑ ȑा बाबतीत आʉी िशकलो x kl 
की हेkl 
दोन अिधक एक ǉा समान असावे आिण आʉाला आमचे उȅर िमळाले साठी दोन n pi by two kk pi
ओʬर वेळा समान आहे दोन अिधक एक दोन आिण आʉीlambda l n pi by 
दोɎी बाजंूनी रȞ करतो  आिण आपʞाला बरोबर चार िमळेल  दोन ɘस वन वर जीpi  lambda l n 
İ Ōː ंगची केस होती तीच गोʼ सȯाǉा बाबतीत घडणार आहे येथे एक
İ Ōː ंग आहे जी बांधली गेली होती आिण हे टोक कंपन करत होते ʉणून माǟाकडे असे मोड असू शकतात जेथे माǟाकडे
चार िकंवा तीनने लॅɾडा असेल लॅɾडा बाय चार आिण अगदी
ȑाच पȠतीने जर माǟाकडे पाईप बंद असेल तर बरोबर आिण बरोबर 0 वर उघडले असेल तर मलाx l x 
डेʐा असेल चे फंƕन ʉणून आिण बरोबर काही मोठे मूʞ एक मोठेपणा साइन कोसाइन असेलp x t kx 

सह ओमेगा टी जसे की ǉा बरोबरीचे ʉणजे ते होते दोन अिधक एक दोन ʉणून ते मला तंतोतंतkx x l kl n pi by 
असेच उȅर देते जे एका İ Ōː ंगसाठी आहे जे एका टोकाला बांधलेले आहे आिण ȑावर हलवले जात आहे  दुसरी
बाजू आिण हे मला पुɎा दोन पाई ओʬर लॅɾडा देते बरोबर दोन अिधक एक पाई बाय दोन आिण मीl n 
काही संǒा रȞ कŝ शकतो
 ȑामुळे रȞ करते आिण मला लॅɾडा 2 अिधक 1 पेƗा 4 िमळते आिणpi n l 
ʉणून वारंवारता जात आहे  वर जे दोन अिधकnu n v lambda n 
एक  चार पट िकंवा ǉा बरोबरीचे असेल  हे असे िलहा अिधक दीड वर दोन पुɎा वर दोन l v i ca n n v l v l
ही मूलभूत वारंवारता आहे आिण बाकीचे हामŖिनƛ जाˑ आहेत ʉणून तुʉी पहात आहात की हे
İ Ōː ंगǉा बाबतीत अगदी सारखेच आहे िशवाय वेग आता होणार आहे.
  वगŊमूळ t
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Ȫारे नाही जे İ Ōː ंगसाठी वगŊमूळ होणार आहेmu gamma b rho 
ʉणून मी आता हे वेग िलš या Ůकरणात

चे चे गॅमा वगŊमूळ िदले आहे जेथे हे बʋ मोǰूलस आहे ही घनता आहे आिण गॅमा ही गॅससाठी ओʬर b rho b rho cp cv 
आहे
 ȑामुळे फƅ एकच गोʼ आहे जी वेगाǉा िवŵांतीमȯे बदल करते
कारण सीमा पįरİ̾थती समान आहे.
 आता मागील ʩाƥानात मी
तुʉाला İ Ōː ंगमधील मोड्सचे भौितक ˙ʼीकरण देखील िदले होते जर  मी İ Ōː ंगवर िलहावे
िकंवा एअर कॉलममȯे ते अगदी सारखेच आहे आता जेʬा माǟाकडे हा एअर कॉलम असतो तेʬा
दाब  0 असतो शेवटी आिण दरʄान तो बदलतो ʉणून तो मȯभागी या कमाल Ůमाणे बदलू शकतो आिण
नंतर तो बदलत राहतो  वेळेनुसार िकंवा ते बदलू शकते  ǉा टोकाला आिणng 0 
मȯभागी हे असे असेल आिण
 ȑामुळे तुमǉाकडे जे आहे ते एकतर लॅɾडा बाय
2 अİˑȇात आहे िकंवा लॅɾडा अİˑȕात असू शकते हे ŮȑƗात 3 लॅɾडा बाय 2 आहे आिण
 ȑामुळे मुƅ
तरंगलांबी अİˑȕात आहे  असे आहेत की िकंवा n lambda by two is equal to l lambda is equals two

बरोबर पूवŎŮमाणेच उȅर आिण तुʉीl over n n 
पाईपǉा एका टोकाला बंद केलेʞा समान भौितक ʩाƥा कŝ शकता आता İ Ōː ंग कंपन आिण एअर कॉलममȯे एक फरक आहे 
कंपन आिण याला एंड करेƕन ʉणून ओळखले जाते ते ʉणजे मला फƅ तुʉाला आठवण कŝन Ȩायची आहे की जेʬा आʉी हा 
ओपन एंडेड पाईप घेतला िकंवा पाईप एका टोकाला बंद केला
तेʬा आʉी जे सांिगतले ते पाईपǉा शेवटी बरोबर होते डेʐा शूɊ आहे आिण ʉणून  आʉीp 
तरंगलांबीसाठी जी लांबी घेतली ती पाईपची लांबी नेमकी होती जी या İ Ōː ंगसाठी देखील तेच उȅर
आहे एअर कॉलम Ůकरणांमȯे काय होते की नोड िकंवा डेʐा p 0
पाईपǉा शेवटी येत नाही पण  िकंिचत बाहेर आिण ʩा  हे अंतर 0.
6 पट असते

तुʉी ते Ůायोिगकपणे ̾थािपत केलेले तȚ ʉणून घेऊ शकता ȑाचŮमाणेr 
जर पाईप दोɎी टोकांना उघडे असेल तर दोɎी बाजंूचा नोड
0.

ǉा अंतरावर येतो जेथे ही पाईपची िũǛा इतƐा Ůभावीपणे आहे ओपन एंडेड पाईपची लांबी अिधक 1.6 r r l 
2

ǉा बरोबरीची असेल, ʉणून मी हे कॅिपटल इफेİƃʬमȯे िलš देतो आिण ȑाचŮमाणे एका टोकाला बंद केलेʞा पाईपची Ůभावी r 
लांबी अिधक 0.l 

ǉा बरोबरीची असेल6 r 
या सुधारणा तुʉाला िमळाʞा आहेत.
 लांबीमȯे बनवा आिण हीच लांबी Ůभावी
लांबी आहे जी तुʉी सूũांमȯे ठेवणार आहात अɊथा सूũांचा
वेग अगदी सारखाच राहील तो वेग हा हवेतील Ȱनीǉा वेगाइतका आहे
जो गामा वगŊमूळ Ȫारे आिण  बाकीǉा गोʼी तशाच रािहʞा आहेत Ǜावर आपणb rho 
आतापयōत एकाच वारंवारतेǉा दोन लहरीǉंा सुपरपोिझशनवर चचाŊ केली आहे 
आिण िवŜȠ िदशेने Ůवास करणा̴या लहरीकंडे लƗ िदले आहे आिण
ȑामुळे आपण चचाŊ केली आहे.
  या उɷा असलेʞा लाटांबȞल मला आता 
थोǰा फार थोǰा वेगʨा िůƓेɌी असलेʞा लहरीǉंा सुपरपोिझशनवर चचाŊ करायची आहे, याचा अथŊ असा आहे की समजा एक
वारंवारता एक आहे दुसरी वारंवारता दोन आहे तर एक उणे दोन पįरमाण पेƗा खूपचnu nu nu nu 
कमी आहे  एकतर िकंवा उदाहरणाथŊ माǟाकडे बरोबर 500 हट्Ŋझ आिण बरोबरnu1 nu2 nu1 nu 2 
502 हट्Ŋझ असू शकतो,
 ȑामुळे फरक खरोखरच लहान आहे .
 ȑा Ůकरणात काय होते आिण ȑा
केसमुळे बीट फेनोमेना नावाची गोʼ उȥवते आिण मला ȑाबȞल चचाŊ करायला आवडेल.

मला एक तरंग िवचारात ƽा जी एका िदशेने Ůवास करत आहे ती उजवीकडे ʉणू आिण
ती ने िदली आहे काही मोठेपणा उणे ओमेगा 1 दुसरी लाटyxt a sine k 1 x t 
जी वारंवारता मȯे थोडी वेगळी आहे अगदी िकंिचत देखील
ȑाच िदशेने Ůवास करते  िदशा आिण माǟाकडे आहे मला याला दोन ʉणू या Ůथमyxt y 
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हे वजा ओमेगा 2 ǉा काही मोठेपणा ǉा बरोबरीचे आहे आिण मी एका िविशʼ िबंदू वर one y one k 2 x t b  sine x 
उभा आहे ʉणून आपण बरोबर िबंदूवर उभे आहोत  शूɊ आिण साधेपणासाठी आपण हे शूɊ मानू या जेणेकŝन माझीx x 
संपूणŊ गोʼ सरलीकृत होईल आिण माǟाकडे आहे वजा एक साइन ओमेगाy one t 
एक मला देखील घेऊ Ȩा आिण काही फरक पडत नाही कारण शेवटी मी जात आहेt 
तीŴता पाहǻासाठी आिण दोन हे ओमेगा टू टी ǉा साइनǉा बरोबरीचे आहे आता या दोनy t b   
लहरी सुपरपोज होणार आहेत आिण
 ȑामुळे ȑा िबंदूवरील िनʫळ िव̾थापन

समान आहे ʉणून िदले जाईल  y one t plus y two t a sine
ʉणून जेʬा या लहरी वरती असतात तेʬाomega one t plus b sine omega two t 

मी उभा आहे ȑा िबंदूवर असतो आिणyt sine omega one t plus b sine omega 2t 
यामुळे बीट्सǉा घटनांना जɉ िमळेल  सवाŊत सोɗा ठोके सहज समजू शकतात जर आपण समान घेतला याचा अथŊ मीb 
दोन लहरीचें मोठेपणा सारखेच मानत आहे जर ȑा िभɄ असतील तर मी ते देखील थोǰा
वेळाने समजेल पण या Ůकरणात माǟाकडे जे असेल ते आहे ǉा समान आहे आिण कंसात साइन ओमेगा 1yt a 

अिधक साइन ओमेगा 2  जे मी ओमेगा 1 अिधक ओमेगा 2 ǉा 2 वेळा कोसाइन ओमेगा 1 वजा ओमेगा 2 ओʬर 2 असे t t t t 
िलš शकतो , Ůथम आपण हे तपासूया की ओमेगा 1 ओमेगा
2 ǉा बरोबरीचे असेल तर मला माझे उȅर िमळेल कारण बरोबर 2 ओमेगा टी चे साइन जे आता बरोबर आहे मनोरंजक गोʼyt a 
तेʬा घडते जेʬा ओमेगा 1 ओमेगा 2 ǉा बरोबरीचे नसते.
 ʉणून जेʬा
ओमेगा 1 हे ओमेगा 2 ǉा बरोबरीचे नसते तेʬा आपण िवचार कŝया आिण ओमेगा 1 ǉा बरोबरीसाठी ओमेगा 2 घेऊ या
आिण काही  डेʐा ओमेगा िजथे डेʐा ओमेगा हे ओमेगा 1 पेƗा खूपच कमी आहे.
 मग मी
अंदाजे माझे समान दोन ए साइन ओमेगा वन ɘस ओमेगा टू असे िलš शकतो तरीहीyt 
फƅ ओमेगा ʉणून घेतले जाऊ शकते िकंवा मला खूप अचूक ʬायचे असʞास मी िलहीन  हे
ओमेगा मायनस टी चे िसन ओमेगा ɘस टी गुणा कोसाइन आहे जेथे ओमेगा ɘस हे ओमेगा 1 अिधक ओमेगा 2 ओʬर 2 आहे
जे मी अंदाजे ओमेगा 1 ʉणून िलš शकतो आिण ओमेगा मायनस
ओमेगा 1 वजा ओमेगा 2 ǉा बरोबरीने ओमेगा 2 ǉा पįरमाणात खरोखर फरक पडत नाही
दोन Ȫारे तर माǟाकडे जे आहे ते समान आहे दोन जे काही आहे  ओमेगाyt a 
ɘस टी आिण ओमेगा मायनस टी ओमेगा मायनसचे कोसाइन हे ओमेगा ɘस पेƗा खूपच कमी आहे
, ʉणून जर मी हे वेळेचे कायŊ ʉणून ɘॉट करायचे असेल तर ओमेगा ɘस टी ही पिहली टमŊ खूप उǄ
वारंवारता आहे
 ȑामुळे ते बदलू शकते  खूप जलद कालावधीचा कालावधी टी ɘस जो
ओमेगा ɘसवर 2 आहे तो टी उणेपेƗा खूपच लहान आहे जो ओमेगा मायनसपेƗा दोन ǉा बरोबरीचा आहेpi pi 
आिण जर मी याला ओमेगा मायनस ओमेगा मायनसने गुणाकार केला तर ओमेगा मायनस खूप हळूहळू
बदलतो
 ȑामुळे दुसरी टमŊ बदलते  खूप हळू आिण ते खाली जाईल ʉणून मी
इथेच दोन पदांचा गुणाकार केला तर मी हे दाखवेन जर मी दोन संǒांचा गुणाकार केला तर मला
काय िमळणार आहे असे काहीतरी पुɎा लहान होईल आिण नंतर
पुɎा उचलेल ही संǒा कोसाइन आहे  ओमेगा मायनस खरं तर मी
साइन ओमेगा मायनस ने गुणाकार केला आहे ही ओमेगा मायनस टीची साइन आहे
 ȑामुळे तुʉी
आणखी एक गोʼ िशकलात जर मी साइन ओमेगा मायनस टी आिण साइन
ओमेगा टी यांना गुणाकार केला तर ते कसे िदसतात हे साइन ओमेगा ɘस मला दुŜˑ कŝ Ȩा इतर कायाŊसाठी ˢतः   n
ʉणजे ओमेगा ɘस टी कोसाइन ऑफ ओमेगा वजा जर मी कोसाइन टमŊ ɘॉट केले तर ते असेt 
काहीतरी असेल ʉणून पाप ओमेगा टी या कोसाइन ओमेगा टी टमŊŮमाणे जात आहे येथे एक असेल आिण
नंतर हळू हळू शूɊावर जा आिण  याŮमाणे जा ʉणून उȋादन मोठे िदसेल ते लहान होईल आिण पुɎा उचलले जाईल आिण पुɎा लहान 
होईल आिण पुɎा उचलले जाईल
 ȑामुळे हे असे Ůोफाईल असेल हे उȋादन साइन ओमेगा
ɘस टी कोसाइन ओमेगा वजा t
 ȑामुळे  तुमǉा लƗात आले आहे की हे वेळेचे कायŊ आहे की वेळेचे कायŊ ʉणून कंपन
मोठेपणामȯे वाढत आहे आिण मोठेपणामȯे कमी होत आहे आिण तुʉाला ते का जाणवू शकते हे तुʉाला
जाणवू शकते कारण हे कंपन साइनपेƗा खूपच लहान Ůमाणात घडत आहे.
  ओमेगा ɘस टी
ˢतः च ʉणून जर थोǰा वेगʨा िůƓेɌीǉा दोन Ȱनी लहरी असतील आिण मी एका िबंदूवर उभा
राšन ȑांना ऐकू लागलो तर मला जे ऐकायला िमळणार आहे ते ʉणजे अचानक लाटेचा मोठा
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आवाज आवाजाǉा जोरावर जाणार आहे.
  मोठे ʬा  ते खाली जाईल ते पुɎा वर येईल तेn 
खाली जाईल आिण याला बीड्सची घटना ʉणून ओळखले जाते आिण हे मणी होत आहेत
आिण आता बीट्सची वारंवारता िकती आहे हे लƗात ƽा की माझे मोठेपणा ओमेगाचे दोन एक साइनyxt 
आहे  Ȱनीǉा बाबतीत ओमेगा मायनस टी चे ɘस टी कोसाइन डेʐा

असणार आहे काही मोठा दाब साइन ऑफ ओमेगा ɘस टी कोसाइन ओमेगा मायनस pxt p t
आिण तुʉाला जी ऊजाŊ िमळणार आहे ती Ůमाणात असेल  डेʐा पी ˍेअरमȯे काय
होते ही वारंवारता ओमेगा 1 उणे ओमेगा 2 भािगले 2 आहे
 ȑामुळे दबाव फरक
मोठा लहान पुɎा पुɎा मोठा लहान होणार आहे परंतु या िठकाणी तुʉाला मोठा आवाज ऐकू येईल
जेथे मी एक उɷा िनळा काढत आहे  या िबंदूवर रेषा
या िबंदूवर आिण हा फरक िůƓेɌीǉा दुɔट आहे हा कालावधी अधाŊ आहे बाय दोन उणे बायt t 
दोन जो ओमेगा ओवर दोन चा अधाŊ आहे वजा ओमेगा एक उणेpi 
ओमेगा दोन पįरमाण 
 ȑामुळे बीट इƓŐ सी ʉणजे तुʉाला िकती वेळाfr 
आवाज वर आिण खाली ऐकू येईल हे ओमेगा १ उणे ओमेगा २ ǉा बरोबरीचे असेल कारण Ůȑेक वेळी मोठेपणा
वर जातो मग तो नकाराȏक बाजूचा असो िकंवा तुʉी Ǜा सकाराȏक बाजूने ऐकत आहात  एक मोठा
आवाज
 ȑामुळे िबट वारंवारता िůƓेɌीमधील फरकाǉा बरोबरीची आहे हे लƗात ठेवा
ओमेगा 1 ओमेगा 2 बीट वारंवारता शूɊाǉा बरोबरीचा होतो आता तुʉी
िवचाŝ शकता की मी या दोɎी लहरीसंाठी मोठेपणा समान आहे.
 तुʉाला कʙना Ȩायची होती की जर मोठेपणा वेगळे असेल तर काय होते
याचा अथŊ माǟाकडे ओमेगा 1 टी ɘस बी साइन ऑफ ओमेगा टू टी
हे अिधक बी भािगले दोन साइन ओमेगा एक टी अिधक एक उणे ने भागले ʉणून िलš शकतो  ओमेगाचे दोन साइनb 
एक टी ɘस ए अिधक बी ओमेगाǉा दोन साइन दोन वजा वजा बाय ओमेगा टू ǉा दोन साइनt a b t 
ʉणून मी हे ओमेगा वन टी ɘस साइन ऑफǉा दोन साइनǉा ɘस बी बरोबर िमळवणार
आहे  ओमेगा टू टी ɘस अ वजा ओमेगा टी ǉा दोन साइन एक टी वजा साइन ऑफ ओमेगाb 
टी  आिण हे मला ओमेगा मायनसwo t 

ǉा ओमेगा ɘस कोसाइन ǉा 2  सायन Ȫारे एक ɘस देईल ओमेगा वजा ǉा ओमेगा ɘस साइन ǉा 2 कोसाइन t t b t  t  
Ȫारे ओमेगा वजा टी आिण मी
येथे एक वजा िचɎ ठेवले पािहजे 
 ȑामुळे तुʉाला पुɎा लƗात आले की ही दोन वेʬजची सुपरपोिझशन आहे Ǜा वेगवेगʨा अॅİ̱ɘǨूड्स आहेत
पण दोɎी बीट्सǉा घटना दशŊवत आहेत
 ȑामुळे तुʉाला पुɎा बीट्स ऐकायला िमळतील आिण मला तुʉाला काय
आवडेल हे वेळेचे कायŊ ʉणून ɘॉट करǻाचा Ůयȉ करा आिण िकती बीट्स आहेत ते पहा  तुʉी ऐकणार आहात
की हे नſी ओमेगा 1 मायनस ओमेगा 2 आहे िकंवा आणखी काहीतरी घडते पण
कʙना आता ˙ʼ झाली आहे की जेʬा तुʉी दोन लहरी िमƛ करता Ǜांची िůƓेɌी थोडी वेगळी
असते तेʬा सुपरपोिझशनचे मोठेपणा वेळेनुसार खूप हळू बदलते आिण तुʉाला मोठेपणा जात असʞाचे ऐकू येते  वर आिण
खाली येणे आिण ही बीट्सची घटना आहे आिण शेवटी दोलन आिण लहरी या ʩाƥानांमȯे
आपण डॉɘर इफेƃ नावाǉा एखाȨा गोʼीवर चचाŊ करतो Ǜाचा ȑाला ˢतः चा संबंध
आहे  समजा आपʞाकडे लाटांचा ŷोत आहे आिण तो
सोमसह हलत आहे.

आिण एक िनरीƗक ʉणून  e velocity v source i 
एका िविशʼ िबंदूपासून ȑाचे िनरीƗण करतो आता िनरीƗण ʉणजे मी सवाŊत सामाɊ गोʼ
कŝ शकतो ती ʉणजे ˓ोत हा Ȱनी ŷोत आहे आिण मला ते ऐकू येत आहे .
 आवाज काही िबंदूवर उभा आहे ʉणून हे
आहे  ˓ोतासह िफरत आहे आिण मी ते Ǜा िदशेला िफरत आहे ȑा िदशेपासून एका कोनात उभा आहे.v 
 
िकंवा असे होऊ शकते की Ȱनी
ŷोत İ̾थर आहे आिण मी िनरीƗक ʉणून हलतो आहे िकंवा या दोघांचे संयोजन आहे.

की पािहलेली वारंवारता आिण या Ůकरणात Ȱनीǉा बाबतीत
जेʬा मी वारंवार िनरीƗण केले असे ʉणतो तेʬा ऐकलेली वारंवारता 
ही ˓ोताȪारे उȖिजŊत होणा̴ या वारंवारतेपेƗा वेगळी असते आिण याला डॉपलर Ůभाव ʉणून ओळखले जाते Ǜाचा आपण
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आता अɷास करणार आहोत.
  वारंवारता िकंवा आपण ऐकू
येणारी वारंवारता हे ˓ोताȪारे उȖिजŊत होत असलेʞा वारंवारतेपेƗा िकती िभɄ आहे हे आपण ˢतः ला अशा Ůकरणांमȯे मयाŊिदत 
ठेवणार आहोत
जेथे थीटा 0 आहे याचा अथŊ ŷोत आिण िनरीƗक बरोबर आहेत
˓ोताǉा हालचालीची रेषा िकंवा िनरीƗक ते ȑापासून एका कोनात नाहीत ʉणून
आपण या Ůकरणांचा एक एक कŝन िवचार कŝया आता मी अɷास करणार आहे एक केस ŷोत िनरीƗकाकडे जात आहे ʉणून 
आपण ˓ोत घेऊ आिण येथे  िनरीƗक िविशʼ वारंवारतेवर लहर उȖिजŊत करतो का आपण ȑाला nu
0 ʉणूया िकंवा मी ठेवणार नाही मी ȑाला फƅ नवीन ʉणेन कारण मी िनरीƗकासाठी ठेवतो तेʬा मी गोधंळून जातोnu 0 o 
ȑामुळे ही काही वारंवारता आहे  येथून िविशʼ तरंग उȖिजŊत होऊ Ȩा,nu 
एक िविशʼ िबंदू जाˑीत जाˑ िव̾थापन घेऊ या जेणेकŝन जेʬा जाˑीत जाˑ
िव̾थापन िदले जाते तेʬा ते िनरीƗकाकडे जाते आिण दोन कमाल
िव̾थापनातील अंतर लॅɾडा उजवे असते Ǜाला ने भागाकार ने िदले जाते जेथे आहे लाटेचा वेग जेʬा ˓ोत İ̾थर असतो तेʬाv nu v 
आता
आपण पाš या जर ˓ोत हलत असेल तर काय होते.
 ʉणून येथे िनरीƗक हा ˓ोत आहे आिण ȑाने एक िविशʼ कमाल िदली आहे ही कमाल Ůवास सुŝ होते
आिण नंतर  एक कालावधी तो पुɎा कमाल दशŊिवतो ʉणून ही कमालt 
ŷोताकडे िकंवा िनरीƗकाǉा िदशेने Ůवास करत आहे जेʬा İ̾थर ˓ोताǉा बाबतीत पुढील कमाल िदली जाते तेʬा हे अंतर लॅɾडा होते
आता हे अंतर कमी होणार आहे कारण  ˓ोत हलला आहे आिण हे
˓ोताǉा गतीने कमी होणार आहे, मी डाʩा बाजूला केले तर ठीक आहे
ȑामुळे हा जाˑीत जाˑ Ůवास केला आहे ˓ोत वेळा चे अंतर कारण ते उȖिजŊत झाले कीv t 
नंतर इतƐा Ůभावीपणे लॅɾडा बनला आहे हे जांभʨाने दशŊिवले आहे जे लॅɾडाt 
Ůाइम इƓल लॅɾडा वजा सोसŊ टाईम आहे ȑामुळेv 
िनरीƗकाला Ůाɑ होणारा लॅɾडा हा लॅɾडा Ůाइम आहे जो लॅɾडा सारखा आहे
वजा ʉणून ती ʩƅी Ǜा वारंवारतेकडे जाणार आहे Ǜाला मी vst nu
एक ʉणेन ती लाँबडा Ůाइम ने भागले̵ या लाटाची गती असेल जी ने भागले̵ या लॅ̱ डाv 
वजा आपण कधीही िलšया मूळ िůƓेɌीǉा संदभाŊत ʉणजे ʉणजे हेvst y v v lambda 
दुसरे काहीही नाही पण या िůƓŐ सीने भागाकार वजा ही िůƓेɌी ओʬर एक आहे जीv vst 

ने भागली वजा िवŜȠ वारंवारतेची वारंवारताv v 
 ȑामुळे आता Ǜा वारंवारतेने मला हे कमाल ऐकू येत आहे
माǟाकडे येणा̴ या तरंगाचा आकार थोडा मोठा आहे ʉणून आपण काय काढले आहे की जर एखादा ŷोत असेल
जो ˓ोत आिण िनरीƗकाǉा दरʄान असलेʞा रेषेǉा रेषेने
िनरीƗकाकडे जात असेल तर िनरीƗकाला ऐकू येणारी वारंवारता असते उणेv  v 

˓ोत वेळा ने भागले जे पेƗा मोठे आहे ȑाच तकाŊने जर हा सहकारी ˓ोतv nu nu 
िनरीƗक आिण ˓ोत यांना जोडणा̴या रेषेने दुसरीकडे जात असेल तर हे अिधक nu v v
अिधक ˓ोत वेळा असेल जे कमी आहे  पेƗाv nu nu   
 ȑामुळे मी एकतर जाˑ
वारंवारता िकंवा कमी वारंवारता ऐकणार आहे हे तुʉाला खूप वेळा िदसत असेल जेʬा तुʉी रेʢे फाटक जवळ उभे असताना टŌ ेन तुमǉा
जवळ येत असेल
आिण जहाज उडवताना तुʉाला खूप जाˑ ऐकू येते इƓŐ सी आिण ती तुमǉामधून जाते आिण तुमǉापासून िनघून जाते.fr   fr  

तुʉाला ती वारंवारता ऐकू येते जी तुʉाला वाटते ȑाŮमाणे Ȱनीची गुणवȅा
बदलते ʉणून ही İ̾थती एक केस दोन आहे जेʬा एखादा िनरीƗक 
˓ोताकडे जात असतो
 ȑामुळे या Ůकरणात  पुɎा येथे ˓ोत आहे आिण
हा िनरीƗक आता ˓ोताकडे जात आहे ʉणून येथे हे मॅİƛमा आहेत जे वेळेǉा फरकाǉा
िनयिमत अंतराने उȖिजŊत झाले आहेत आिण
ȑांǉामधील अंतर लॅɾडा आहे परंतु हा िनरीƗक ˓ोताकडे जात असʞामुळे तो
िकंवा ती आहे ȑांǉातील फरक थोडासा लहान असेल आिण ʉणून
उǄ वारंवारता आपण पाš या की तो ȑांना िकती लहान आहे हे पाš, ʉणून आपण पूवŎŮमाणेच तकŊ शा˓ लागू कŝ
आिण आपण जे पाहणार आहोत ते येथे आहे  ˓ोत आिण तेथे ही
मॅİƛमा आहे जी िनरीƗकाकडे सरकत आहे.
 येथे आणखी एक कमाल आहे जी
वेग Ȫारे देखील ˓ोताकडे जात आहे आिण िनरीƗक वेगाने ȑांǉाकडे जात आहे v 
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ȑांǉामधील फरक शूɊ आहेv 
लॅɾडा
 ȑामुळे आʉी Ůʲ िवचारत आहोत की िनरीƗकाला दोन मॅİƛमामȯे िदसणारे िकंवा जाणवणारे Ůभावी अंतर कोणते आहे आिण 
ȑासाठी मला आणखी एक गोʼ आवʴक आहे ती ʉणजे
या दोन वेळेǉा अंतराने उȖिजŊत होतात.
 आपण
आता िवचार करणार आहोत की Ůथम कमाल ला ǉा वेळी उȖिजŊत कŝ Ȩा आिण दोनǉा वेळी दुसरा एक सोडा b t one t 
ʉणजे दोनt 
वजा वन ʉणजे आता येथे िनरीƗकाला Ůथम कमाल Ůाइम आिण दुसरी कमाल Ȩा  Ůाइम वर तर कायt t t1 t2 
घडणार आहे इथे ही लाट येत आहे या मॅİƛमा आहेत आिण टी वन Ůाइम वर हा िनरीƗक येथे आहे आिण िनरीƗक या िदशेने
िफरत आहे ʉणून तुमǉाकडे टी वन Ůाइम अिधक लॅɾडा भािगले v.
  अिधक कारणvo 
या कमाल गतीने गतीने िफरणारा आिण िनरीƗक सह गतीने िफरणारा यातील सापेƗ वेग ɘस आहे आिण िनरीƗकानेv vo v vo 
ऐकǻापूवŎ ȑांना लॅɾडा इतके अंतर पार करावे लागेल
 ȑामुळे टी  तो िनįरƗक टी ते Ůाइममȯे दुसरा कमाल ऐकतो
 ȑामुळे िनरीƗकाला जाणवलेला वेळ मȯांतर िकंवा कालावधी हा दोन Ůाइम वजाt 
एक अिवभाǛ आहे कारण हा तो मȯांतर आहे Ǜामȯे ȑाने दोन दोन मॅİƛमा ऐकले ʉणजे दोन Ůाइम वजा t t
वरील समीकरणातून एक अिवभाǛ आहे लॅɾडा भािगले अिधक आिण हे v vo t
Ůाइम आहे जे 1 ओʬर Ůाइम आहे जेथे Ůाइम ही पयŊवेƗकाला जाणवणारी वारंवारता आहे आिणnu nu 
हे लॅɾडा भािगले अिधक िनरीƗक आिण  मला हे वेळा अिधक िनरीƗक ʉणून िलš Ȩाvo v v nu v v 
आिण हे तुʉाला लगेच देते की Ůाइम समान आहे अिधक िनरीƗकnu v v 
भािगले गुणा जे पेƗा मोठे आहेv nu nu 
 ȑामुळे ˓ोताकडे जाणारा िनरीƗक देखील
उǄ वारंवारता ऐकतो कारण  मॅİƛमा जलद गतीने येत आहेत
 ȑामुळे आपण जे पािहले ते असे की जर
एखादा ŷोत İ̾थर असेल आिण िनरीƗक ȑाकडे जात असेल कारण िनरीƗकाला मॅİƛमा अिधक वेगाने येत असʞाचे िदसले तर
ȑाला नवीन वारंवारता ऐकू येते जी अिधक िनरीƗण आहे  वेळा अथाŊतचv v r v nu 
जर ʩƅी दूर जात असेल तर वर उणे िनरीƗक होईल जे पेƗा कमीu prime v nu v v nu 
आहे ʉणून आपण आतापयōत जे िशकलो ते ŷोत िनरीƗक
एकमेकांपासून दूर जात आहेत आिण  तर मग आपण हे सवŊ एकũ कŝन असे
िलš शकतो की Ůाइम समान असेल ɘस िकंवा उणे िनरीƗक भािगले ɘस िकंवाnu v v v 
उणे ˓ोत गुणाकार ˓ोत वारंवारता जेथे ʬो ɘस िचɎ ŷोत आिण ɘसकडे जाणा̴या िनरीƗकांसाठी आहे v nu 

हे ŷोत िनरीƗकापासून दूर जाǻासाठी आहेvs 
आिण तुʉी उवŊįरत संयोजने भŝ शकता या सम˟ेचा एक मनोरंजक फरक
जेʬा आपण एखाȨा ˓ोताला िभंतीकडे जाǻाचा िवचार करतो आिण ˓ोत
ȑाचा ˢतः चा आवाज ऐकतो तेʬा या Ůकरणात काय होते हे की िभंत Ůथम
˓ोताकडून वारंवारता Ůाɑ करते कारण ˓ोत िनरीƗकाकडे जात आहे, या Ůकरणात जर ˓ोत
वारंवारता नवीन असेल तर िभंतीला वारंवारता Ůाɑ होणार आहे Ůाइम Ǜाला ने भागले जाईलnu v 

उणे िव वेळा आिण ही वारंवारता परत उȖिजŊत केली जाते िकंवा िभंतीȪारे परावितŊत होते आिण आताv nu 
ती ऐकणारी ʩƅी िनरीƗक बनते
 ȑामुळे तो आता िनरीƗक
˓ोताकडे जात आहे आिण
 ȑामुळे हे नवीन दुहेरी Ůाइम ओʬर उणे होणार आहे  िव जीv v nu 
ʩƅीǉा िदशेने येणारी वारंवारता आहे अिधक ŷोत भागाकार ʉणून हे रȞ होतेv v v v 
आिण ʩƅीला दुहेरी Ůाइम ऐकू येणार आहे जे अिधक भािगले mu v vs v
उणे िव वेळा यातील फरक  अशी असू शकते की िभंत ʩƅीǉाnu 
िदशेने ˓ोताकडे जात आहे आिण ˓ोत फƅ ȑा İ̾थतीत उभा आहे हे देखील तुʉी दाखवू शकता की ही असेल

अिधक िभंत भािगले वजा वॉल वेळा ही ती ʩƅी िकती वारंवारता आहेv v v v nu 
येथे जाऊन मी शेवटी असे सांगून ʩाƥान संपवतो की पाईप पाईपमधील एअर कॉलमची िůƓेɌी एका टोकाला बंद करता येते िकंवा 
दोɎी टोकांना उघडता येते याचा आʉी िवचार केला आहे Ǜामȯे दोन लहरी असतात

साधारणपणे समान वारंवारतेचा सुपरइɼोज आिण ितसरा आʉीs  
डॉपलर इफेƃचा िवचार केला आहे Ǜामȯे ˓ोत िकंवा िनरीƗक हलवत असʞामुळे आʉाला ऐकू येणारी वारंवारता
वेगळी आहे 
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