
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ సం࠭࠲ ࡹ తరంڴల߯ ࠪ చరऐ ߘ
ऴߦరంࠚంۧ࠭ మ࠾ࡍ తరంࡱڴ 
ఒక ۲ܽ ߘంݟ మࡖక ऴపړߖࢡ޻ ऴపށ࠻ంۯ అ࢐ంతࡱࡌ  అߦۮ ڕࠬ ߘߝ ߖओ ఖङ࠭ ࠾ࡍమ ߘ ంڴ
మనం  ښంऴ޵కࡍంۯ తరంۮ ࡱڴదరھటदߖࡶ తరంࡱڴ మߘߝ ࠾ࡍ
ࡍߖ भషदంڕࣆޓ ڴం݄  భంగం మ࠾ࡍ అ޴ वࣄदంࡹ ۃ ऴపށ࠻ంచߖవछ ం޳ࡶ ݟ ఎకए ߕݧ
అ޴ ऴపࣆށ࠻फనऒ ओߩ ऒߖࡌڒఆ ߖ޳ ݡ  ࠪరऐ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޶
ఫంࣾߖߦࡐ ߤऒ  ߰ంڒ ࠭޳బܽद ఇ޴ ఒక ఫంࣾߤ అޙ࠼ ఒక ࢘࢟ ڝసం అޙ࠼ భంగంf fxt 

కएࡅ  ఫంࣾڴ ߤ ఇవछ బޔݡం࠳  ޴న࣒ ޳ࡶ మߕ޼ࡔ ఫంࣾߤ x vt f f
ऒߖ޵ भ޳ࡱߧ ߖన࣒ ఓవ࡛ అ࠳  ం, ఇߩ࢙ ݟڕ ޴న ऴపށ࠻ంۯ తరంڴల ڝసం ఉంܿం޴f bar t x v  
 ࡱڴతరం ۯంށ࠻ऴప ࡹక ࠙షࡍڒ߅బܽद అనڒ
ऒߕफࣆࡱߧ ڕߩ࢙ ݟڕ ߘߝ फࣃށ࠻ऴప ڴలంږߘࣃ ࡱڴతరం ړߖ࢐సफ࢐ ߗڒ ߘ  x࠾ࡍశ మ޴ ࠼
ऴపږޒల ޴శࡹ ऴపށ࠻ంۯ తరంڴల ڝసం ऴపږޒల ޴శࡹ ऴపށ࠻ంۯ తరంڴల ڝసం ࡅకए  ఈx x xt 
ఫంࣾߤ  ప ऱ࣒ ऒߖڜ ޳ࡶ   ఇతర ఫంࣾڴ ߤ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ࢑ x vt nction   t plus x over v 
ऴపࣆफతం ऴపށ࠻ంۯ
తరంڒ  ࡱڴబܽद ࡍߖ भషद ऴప޻శంࡹ ఒక అల ఒక ࠪర ठంࡹ పయࣇߖफ
ఉం݄  మࡖక ࢙ߩ మࡖక అల వۨऐ నటऱߘߝ ޳ࡶ ޙ࠼ ఒక భంగం సృࢳदంۨ అ޴ మࡖకߖߖ޳ కࣆࡱफం޴  
మࡓకए  ݞ
ఆటంకం ఉంڒ ޴బܽद  ࣌࠼࣎ߙడڴ ࡽ ఉంݟ ݦసदࡓख झߤ  ఉంڒ ޴బܽद ఈ ݟసदࡓख झߤ
ऴపށ࠻ फ࣎ ం޴  అ࠼࣎ߙ࣌ ڼ࡮డݟ ࡽवసदߤࠏझ  ऴపށ࠻ फ࣎ ం޴ అంޒమ ࣃब నऴభంశం ఎ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद 
एڕఅంతకం݄ ఎ ޳ࡶ ݡంࡓ వ తరంࡱڴ వۨऐ నߩओ నऒޔڷݡమనం అ ޴ߝందޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  ऴపశऒ  అ޻ 
సమయంࡹ ఒక 
 సबలం ఏࠫ జޔڷࡏంߖ޳ ޾ అర बం
ఏࠫ݇ ࢑వࣃࡍफ  అ޻ సమయం࠭࠲ ࡹ సࠪ߄నం ߦۮओ లڕߘంܿߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ
߰ ప࡛ࣇ ړߖ޵ ߰ ప࡛ࣇ ల ࢟࢘ ޾ంޔࠋۮ ఏࠫ ߤష܊ छ޳ ߤష܊ నం ఇవछ߄సࠪ ࡌ బޔݡంڒ ,޴బܽद
߰ ప࡛ࣇ ࠭࠲ ߰ ప࡛ࣇ ޾ంޔࠋۮ ఏࠫ ߤష܊ ࠪ ంۨࡍڷ ߤష܊ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭  ఒښ సమయంࡓ ࡹం޳ࡶ ݡ 
అంతకం݄ ఎڕए వ తరంࡱڴ ఒక ࠉం࢓޶ వదभڕ వۨऐ నటऱޙ࠼ , ఒక తరంగం ఒకܽ వۨऐ ందߖ అర बం
छࡌఆ త ࠾ࡍమ ޴ఒక తరంగం ఉం ړߖݞవࡌ ݡంࡓ త ߖకర ࣃब నऴభంశం ߨ ޳ࡶడనం ఈ ࡓంݡ తరంڴలߘ
అధङ ࠭࠲ యనం ࠭ࣃۯ  అంత࠭ڕం޶ ఆ సమయంࡹ వङ ړ फగత ࣃब నऴభంశం ޳ࡶ ఒޒफళ ऱ ࠴తफం ޳छ  ࡌ
అం޴ంచబޔݡంߘߝ ,޴ పద ࣃब నऴభంశంߘ ఉపࣇڵࡆफ ߘߝ ,ߘఉంܼ ߝ
ఒޒफߖݟ మࢁऱ మࢁऱ ࡌయږడదڕߘంܿߕऒ  బܽद ఆڒ   ߘ
बࣃ కరߖ వదभ ݋ం࠼ߦ నऴభంశం  ప ऱ࣒  మڒ  ࠾ࡍబܽद ఏfxt f one xt f two xt 
సమయంߖ ߘߝ  ߕߞࡹకర ࣃब నऴభంశం ۫ࣄనߩओ నऒࠚ࢑ ఈ ޴అ ݡ  తరంڴల ࠴తफంࡹ
ओߩఇ  ޴ంޔࡏۯ ङޙऴప ࡮ۧ ړߖހసరళ అవకలన సࠬకర ۯࡍफపߧసంతృ ߘలڴతరం ޴ఇ ݡ క࠳న޴, ఇࡍߪ ޴ फ 
సంڝ
సరళ   అవకలన సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۯࡍ తరంڴల ߘంݟ ఉతओ నऒ మޔ࢓ందࡖ߮ ߘߝ ߖए ంܿߕऒ .ߘ
 
फనऒࣆ࡯ࢣࡍफతం పࣆऴప ࠭࠲  తరంࡱڴ ऴߦథࠫకంߖࡰ   ڴయ࡛ ݟఫߖࡓलయࡽ ఈښछ షߤ లߘ సంతృߧफప࢑ۯࡍ
߰ ప࡛ࣇ ࠭࠲ బܽदڒ झߖߧऴ ߤష܊ పߖ ࡽ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ మ࡯ޙ ࡏࠬ ߖకڝࣆޓ ڴవ۪ऐ .
  ఒక ࠉం࢓޶ వదभ 
एڕఅంతకం݄ ఎ ޳ࡶ ݡంࡓ వ తరంࡱڴ వۨऐ నߩओ ߰ ప࡛ࣇ , ړߖݞంచࡍ࢑వ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  ߤష܊
ऴతంࣇ
बࣃ కరߖ ڕߕ నऴభంశం ఇࣆफం޴ మࣇ ࠾ࡍప࡛ ߰ बࣃ కరߖ ࡹऴతం ఆ సమయంࣇ ߤష܊ నऴభంశం
అ޴ߝ వङ ړ फగత ࣃब నऴభంశం ޳ࡶ వङ ړ फగత
ఒޒफళ ऱ ࠴తफం అޔ࢓ం޴.
  ఉ޳హరణߘߝ ڕ ࠪ ऱܼ నऒޔݡ ओߩ ࡍߖ ఒక ݞږ ࡏకࡖమ ࠾ࡍమ ݡ भషद  ࠼ߦం݋ వదभ ࠪ ऱܼ నऒޔݡ ओߩ ݡ
డన వङߨ ङޑ సం   ఈ ࡓంߨ ݡడన
వङ ङޑ నऒޔࢂࢗ ۃदంࣄஓர ்व                                                                           ࡱࣃ ओߩ వङ ࡏఇదभ ݡ  ߯ߖ޳ ࡱफڕ
छࡔ࢘ ݡంࡓ ࡏदంۧࢳసృ ߕߞࡹఏ సమయం ߘలڴతరం ࡏ
.
  ఈ ఇదभࡏ వङ छ޳ లڴతరం ࡱफڕ बࣃ నݟदంచబࢳసృ ࡌ నऴభంశం ࡅకए छ޳ తफం࠴  ఇవछ ۃदంࣄव ࡌ బޔݡం޴,
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ओߧۮ ݦ న ऱܿ ڕऱప फంۮ ڴపओ వछߖ ంࣇ ,ݟప࡛ ߰܊షߤ 
ओߩఇ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ఒకܽ ఉం ޾ఏ ߖऴతం అࣇ फࣃయܑ࡯ޘ ڴवసफపరంࢡతށగ ߖߖ޳ ݡ ߘ
ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ߖకర ࣃब నऴభంశం అ޴ߝ 
ఆ సమయంࡹ వङ ړ फగత తరంڴల ޳छ న   వङݟంచబ޴అం ࡌ ړ फగత ࣃब నऴభంశం ࠴తफం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ 
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ఇߩओ ࢘ ࡽడ࠼࣎ߙ࣌ ߘߝ ݡ झ࢟ ङޙऴప ړ  కత ۫ߘޑߩ మ࠾ࡍ ఈ తరంڴలࡹ ఇ࢑ ఏࠫ݇ ࠬࡏڷ ڕफ ࣃۯफ ߘ
మ࠾ࡍ 
बࣃ  నऴభంశం   ࠳న࣒  ఒࡅ ڴ࠲కए ࢐ङ ంతڜ  ߧ फ ࣌ߤ ఇవछ బޔݡంߖߖ޵ ,޴ kx ti 
ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ޳ࡶt kx 
ऱ݀ߧంత ఆంڜ ङ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ߤ࣌ڜ ݭ  మ޴ ࢟ܽڻߜ ࠾ࡍశࡹ ऴపށ࠻ంۯ తరంڴల ڝసంkx t x 
ధߕతघ క ޴శ ޳ࡶ మ࠾ࡍ ఒࡅ ڴ࠲కए  పం,x kx   tࡐ ఇతర ߕ޼సం ఏڝ లڴతరం ۯంށ࠻ऴప ߩ࢙ ߤ࣌ 

छ޳ లހࠈ ఈ ߘߝ బܽदڒ फࣃۯ फࡏڷ ڕࠬ ߖఅ ڴ࠲ంۨ, కం݄ ఒۨࣇ ࡌ  vkߘ
नࠈం࡮ ߯ ݀ ߯ వంܽ తరంڴల ࢘గం ࡮ంࠈन కएࡅ   ऴ߹ڙछ झߗ  సమ࠻ల ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴
नࠈం࡮  మ࠾ࡍ ఇవߗऒ  మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄۯ ޶న ڒబܽद ࣇప࡛ ߰ ओߩऴతం ఇࣇ ߤష܊ ޴ంޔࠋۮ ݡ
అߩओ बࣃ కరߖ వడం వలऱࡌ ࡱڴతరం ࡽడ࠼࣎ߙ࣌ ࢑࢑ధ ߕߞࡹఏ సమయం ݡ నऴభంశం
జޔڷࡏందߖ  ఆࠫओ ଊ ङ݀  kx tߖߖ޳ ߘߝ ړߖ܉ߖ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࠆఆ ߤ࣌ ߤవ ݭ

వߤ మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ వߤ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܽ ݀ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ݀ ࠆఆ ߤ࣌ ݡంࡓ   k t k xߤ࣌ ޓऴ ߖ޳ 
వ۪ऐڒ ޓऴ ڙ   ఉ޳హరణڕ తరంగం ޴ ࢟ܽڻߜశ ఒڴ࠲ ऴޓx 

फࣇށ࠻ऴప ڕߩ࢙ ݟڕ  ఉండవ۪ऐ , అࡐ ࡔ࢘ ޴పంࡹ ఉంܿం޴ t b one k four x plus omega four
మ࠾ࡍt 

ऒߗలࢡڒబܽद ఈ అవڒ  ఉߕऒ बࣃ కరߖ ఆ ࠼ నऴభంశం ࠴తफం అޔ࢓ం޴
ऒߖట࢒ ంܽࣇ  ࡹప࡛ ߰ కएࡅ ऴతంࣇ ߤష܊  పరङ వࣃనࠫ࠲టం݄, ऴపࠉޒంࠉంۯ సమయంࡹ ఏߕ޼
సڴࡍठ జޔڷࡏం޴ మߖ ࠾ࡍలబݟ తరంࡱڴ వङ छ޳ లڴతరం ݡంࡓ ۯంށ࠻ऴప ࡹశ޴ కࡔޒ ࡌ
ఏరओ డޑయߘߝ ߖ చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ छڵఈ దృ ࠭࠲ ڼ࡮అ ,ߘ ష࠻లߖऒ ంܽߗ త޶పࡍ ఉపߕङ  ࡹలࣃ
చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ ం.

కङܔ   ࠾ࡍమ ࡱ ݋ࠊ ߘߝ ం ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ छڵఈ దృ ,ߘ ష࠻లߗऒ
ऴߦథࠫకంࣇ ڴప࡛ ߰ కएࡅ ऴతంࣇ   ߤష܊  పరङ వࣃనڒ ࠲బܽद మనం ߖ࢐ܽ ఒڜए కए బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ ڴܽ
߰ ప࡛ࣇ ߖ࢐ܽ దట࠴ ߘߝ కएࡅ ऴతంࣇ ߤష܊  పࠪހࡍలߘ సڴࡍठ ऴࣃ࢐फ  ߘ
 బܽद మనంڒ
సࡍహ޶भ వదभ ऴపࠉޒంߖࠈऒ  ۫డߕޔࠓऒ ం  అߩओ ఉనऒ ݟలబߖ ࠭࠲ ݡ  తరంڴలߘ ۫డߕޔࠓऒ ࠭ 
మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠬ 12వ తరగࡏࠬ ࡹޒ 
తరంڴల ڒܔङ ऒߖ  అధङ యనం ۯయߕޔࠓऒ ࠭
.
  ఇకए డ ݋ࠊ దృڵछ షయం అࣃࡱߧ ߖफ छڵబܽद ఈ దృڒ ,ࡏ ష࠻లߖऒ ంܽ࢑ ߗవࡍంచడంࡹ సࡍహ޶भ వదभ 
తరంڴల ࡅకए
నంబ࡛ వߤ ऴపࠉޒంߖࠈऒ  ఒڜए కए కరङ࣏ ߘల ݋ం࠼ߦ ߕ ߘߝ ࡹवసफంࢡతށం గ޳ంڕࣆޓ ڴܽ వంతంڴ 
ఎం۪ߕޔࠓڝऒ छ޳త ,ߘ తంށగ ࡌ
బܽद ఈ సందరगڒ ޴ంޔ࢓లభం అࣆ ంߘߝ ࡹ ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ ऐۯవ ړߩ࢙ݟڕ   అం݄ ߘ  ఒక తరంగం 
ఉండߖవछ ంݟ మࠉ ࠾ࡍంࠉ ࢓޶ంړ0 ࢓޶ సࠪనం 0 గܽद ڿడ ޳छ  x,޴फంࣆࠉంࠉޒऴప ࡌ
అڿ ޴డ߯ కܽदన ޓగ ڒవ۪ऐ ఉనऒ ۨࡍޘ ࡹఈ ۨవర ޳ࡶ  వ۪ऐڒ ߩ߯  ,
త޳छ द࡮ݥ ࡌ   ఇకए డ ߕࣆऒ డన వङߨ ఎܿవంܽ ࠾ࡍమ ޶గలڝ۪ࡏޘ ޴అ ,޴ఉంܿం ڴ ङޑ ऒߖࣃ  p 
ࠏలߖ दܿ޶ڝ
బܽद ఇకएڒ డ ߨడనం ޑ࢐వరణ ߨడనం వࡵ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴
ऒߕࣆ ڕࠬ द࡮ݥ న࠳సࠪన ړ అం݄p  ࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ࡱࢡఅం ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ޴फంࣆఇ ߖ 
గܽद ڿడ వదभ కܽदన ޓగ మ࠾ࡍ ఓ߭ ఈ సందరग ߩ߯ ݭݥఎం ߤ ంߨ   ࡹడన వङ ङޑ సం ߖలకడڴ
ఉండڒ ޶బܽद ఒక తరంగం వ फ࣎ ందߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ߘߝ
నऒޔࠓంచށగࡍప ڴࡍవۨ ߖ ࢟࢘ ߤ࣌ పओ ऒߖ޳  ڔܽ  ۫పߖవछ ంࣃ  ݟब నऴభంశం వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఏߕ޼ 
సࡍహ޶भࡹ ఇ޴
ऴపࠉޒంࣆࠉफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇకए డ ऴపࠉޒంࣆࠉफంڒ ޴బܽद అ޴ అࡐ ޻పం޳ࡶ ࡹ ऴపږޒల
ओߩఇ  ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࡹశ޴ ऱࢇࢗ ߘߝ ړߖ࢐సफ࢐ ,޴फంࣆࠉంࠉޒऴప ࡹశ޴  ߕߞࡹఏ సమయం ݡ
۫పంݟ
, ఈ ࠼ߦంࣃ ࡹ ݋ब నऴభంశం   ޓగ కటदబݟన ۲ట ࣃब నऴభంశం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴
మ࠾ࡍ ऴపࠉޒంࠉంۯ సమయంࡹ పࡽझ  ࢐సफࡏڷ ړߖ࢐फࣆࡏࠪ ߘफందߖ ۫పߖߖ޳ ࠭࠲ ړߖݞ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
 
ओߩఇ ࠭࠲ फࣃۯ ࡮అ ݡ  ߘߝ ంۨࡍڷ ంబంࠉޒగ߯ తరంగ ऴపޓ ఒక ࡹశం޻న ऴపݟకటदబ ۃदంࣄబܽद वڒ ࠭
ఇߩओ ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ݡ ࠭࠲ బܽदڒ ߘ
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పࣆ࡯ࢣࡍफనऒ  దృڵछ షయం ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ఒక ࡍߖ भషद ࠼ߦం݋ వదभ ࠭ݟపݟ
ఉం޴  మ࠾ࡍ ఒక తరంగం వࣆफంڒ  ޴బܽद వదभ ߕࣆऒ కరङ࣏ ߘߝ भ వదभ޶హࡍన స࠳సࠪన ړ వంతంڴ ఈ   x 
ऒߕࣆ సࠪనం ߖ ݋ం࠼ߦ ऒߕڕఎం۪ ڴ  x ࠭࠲ ,ߘ
ऒߕࣆ बࣃ కరߖ న࠳సࠪన ړ నऴభంశం మߖ ࠾ࡍకర ࣃब నऴభంశం ఇకए డ ऴపޙङ ంۨ వङړ ړ फగత ࣃब నऴభంశం ޑ࠴फ  ړߖ
సࠪనమࣆࡱޘ ڕߕ ߖ ఇ޴  ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ڒరణంڴ ఇߤ కࠫంۃ ࢘࢟ పऱ࣒ ߮ ࣒ݟ  ऱ࣒  ڴరణంڒ ݋ం࠱ 
बࣃ  నऴభంశం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఎడమ ߕࣆ ߩ࢙ ޒۯऒ  అڒ ࣆࡱޘ ڕߕ ߖబܽद ߕ వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ޴  అ޴ߝ 
ఇߤ కࠫంڒ ࢟࢘ ۃరణంࣃ ڴब నऴభంశంޜ సࠪనం మ࠾ࡍ 
ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ڒరణంࣃ ڴब నऴభంశం మ࠾ࡍ ఇ޴  కݎన࠳న సࡍహ޶भ
వదभ  ࣃब నऴభంశం ఉండ޶ మ࠾ࡍ ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ࡅకए बࣃ  నऴభంశం ࠳న࣒ ړ సࠪనం అߖ మ࠾ࡍ 
ఇߤ కࠫంۃ ࢘࢟
बࣃ ڴరణంڒ నऴభంశం ۮందړߖݞ వङ ओߩఎలऱ బܽद అ࢑ڒ ޴फంࣆయܑ࡯ޘ ߝంటࢗ ڕࠬ ޴ఇ ߖకమࡔޒ ڴࡏ޶ఎ ݢ
ఉంܼ࠼
फࣃߧ۫ ޜڷరం ߩࡏఎ ߖ ࢟࢘ ۃకࠫం ߤఇ ޴ంޔ࢓బܽद  ఈ తరంగం ఏమڒ ߘ
అڿ ޴డ ࢙ߩ వࣆफం޴   మ࠾ࡍ అ޴ ऴపࠉޒంࠉంۨనߩओ ݡ
बࣃ  నऴభంశం ޴శ ࠪޔࡏంڒ ޴బܽद ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం   వङ ࡹశ޴ కࡔޒ
ఉంܿం޴  ऴపޙङ ओߩంۨ ఇړ ߯ ۃदంࣄఈ व ߘߝ ం ࢘࢟ అం݄޳ంڕࣆޓ ߤ࣌ మనం ݡ ऒߕफࣆ۫  ,ߘ
వ ࢟࢘ ߤ࣌ ߯ߖ޳ फ࣎ ంڒ   ޴బܽद ఇࡹ ޴పړ࡯ వۯऐ  అల మ࠾ࡍ ఏకڒలంࡹ
ओߩనړޑ ߘడڿ बࣃ ݡంࡓ ޴అ ݡ నऴభంశం ఎ࡮ ఉం޾ ऴపࠉޒంࣆࠉफం޴  ents
సంబం߅త ఇߤ కࠫంۃ ࢘࢟ ఇߩओ ߮ ࣒ݟ ݡ ऱ࣒ ऒߖ޵ ݋ం࠱   yx

అߖ ऴ࢐యߖవछ ంڜ ,ݟంత ࢐ङ ߧ फ ޳छ ఇవछ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇߤ కࠫంۃ t kx t 
అޔ࢓ం޴ మߤ࣌ ࠾ࡍ ऴ߹ڙछ झߗ  ࠪర޶  ࠪరڒ ޶బܽद ߾ࡍऱڡ दଂ అߖ ऴ࢐యߖవछ ంݟb k y xt 
नࠈం࡮  అ࡮ ࠪర޶ ఎం޶కం݄ అ޻ ࠪధङ మం ߗڒ
అߦ ޴పం  ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ړ సࠪనం ߕࣆऒ బܽद వదभ ఉనऒڒ సࠪనం ړ కర kx t xߖ  x y 
ऒߕࣆ సࠪనం ړ
అం݄ ఒࡅ ڴ࠲కए పऱ࣒ ߤ࣌ న࣒࠳  ऒߕࣆ ޴ఇ ࠾ࡍమ ڴ࠲ఒ ࠉ   అ࠼ ఉం࡯ݞ  ఇ޴t t  
ఉనऒ ࢟࢘ ۃకࠫం ߤఇ ڕబܽद మనڒ ޴ంޔࠋۮ ڕߕ ޴ఇ ߖఅం݄ అ ڕߕ  న࣒b a   kx࠳ ߤ࣌ ޴
ఒړ ڴ࠲ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ࣌ߤ  ప ऱ࣒  ఒޜ ڴ࠲ సࠪనంt kx t 
అߘߝ ߖ ऴ࢐యగలߘ వదभ ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ఒࡅ  ڴ࠲కए ऒߕࣆ ڴ ߤ࣌   x t t ڴ࠲ఒ ޴సࠪనం, ఇ ړ
కएࡅ ڕ న࣒࠳ 
సࠪనం, ఇࡅ ޴కए  yړߖ࢐సफ࢐ ࡱڴతరం ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ޜవడంࡌ న࣒࠳ 
ఎڴࡏ޶ ఉంܼࣃ  ࠼ब నऴభంశం ఒకڜߖ޳కܽ వङ  yڴ࠲ఒ ޴ۯంࠉంࠉޒऴప  ߘऴ࢐యగల ࡮అ ߘߝ బܽदڒ కంࡔޒ
కएࡅ एߖ࣌   సࠪనం  ఇ޴t 
ప  ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߘߝ ऱ࣒ కएࡅ  ప  ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ కం݄޶ఎం ߘऴ࢐యగల ݞږ ߖఅ ߤ࣌  ऱ࣒  t pi t pi
కएࡅ కएࡅ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ న࣒࠳ ߤ࣌  కएࡅ ߤ࣌  కएࡅ ڴ࠲ఒ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳   సࠪనం t t ړ  ߤ࣌ 
జనంࡆऴప ߗڒ
ఈ ߷రࡹ ࠹ ऴ࢐యడం ఈ ࢑ధంڴ ఉంܿం޴, ऴపࠉޒంࠉంۨన࠳ ޴న࣒ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒ కएࡅ ߯  एߖ࣌   y t 
సࠪనం
ఈ ࠳న࣒ ఒ࢐ ڴ࠲సफړߖ࢐ ఇߤ కࠫంࡅ ࢟࢘ ۃకए  దశޔߩ۫ ߘంڒ ޴బܽदt 
మనం ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగ ࣃब నऴభంశం ۫పړߖݞ ߯ దశݟܔ ߘంۧ࡯.
 
ऒߖڴతరం ۯంࠉంࠉޒబܽद ऴపڒ  ߰ంద࠭࠲ ړߖݞ ఇߤ కࠫంࡅ ࢟࢘ ۃకए  దశڕ ߯ దశࣃݟܔ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ 
ఇ޴
గܽद ڿడ ߘంݟ ऴపࠉޒంబం అ࠼నߩओ भ޳ऴ࢐ ߖఅ ࠲ऴతࠪ ݡ ం ऴపࠉޒంబం గܽद ڿడ ߘంݟ వۨऐ నߩओ  ,ݡ
ఇߤ కࠫంۃ మ߾ࡍ ࠾ࡍऱڡ दଂ ࢘࢟ ల మధङ కएࡅ   దశ వङ ङޑ సం.pi 
भ޳۫ ࡹపంࡐऴతۨ ߖߖ޵  ం ڒబܽद
ఇకए డ  జޔڷࡏనऒ ߕߞࡹఏ సమయం ࠾ࡍడ మڿ ޴
ఇߤ కࠫంۃ ࢘࢟ ఇ࡮ ఉంܿం޴ అߖ అڕߘం޳ం ఈࡍࣃ ऴపࠉޒంࠉంۯ
తరంగం ڒబܽद ఇ޴  ఇߤ కࠫంۃ ࢘࢟ అ޴ߝ ఒక ࡍߖ भషद సమయం࠳ ࡹన࣒ ఒࡅ ڴ࠲కए  kx t t ߤ࣌ 
ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ఎڴࡏ޶ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎߩࡏ రంࡹڷ ऴపࠉޒంࣆࠉफం޴ , అ޻ సమయంࡹ    ప ऱ࣒  kx 
ఒڴ࠲ ఉంܿంڒ ޴బܽदt 
छࡌంత సమయం తڜ త ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఇߤ కࠫంۃ ࢘࢟ ࠭ంࢀࢗ ڕ޶ऱనߩओ ޴ఇ  ݡ
ఇࡍࠪ ࡮ం޴ అߖ అڕߘం޳ం, త޳छ ఈ ࡌ
గࡍషदంڜ ڴంత ࠴తफంࡹ అݞछ झߤ  ఉంܿం޴ అ޻ సమయంࡹ
ऴపࠉޒంబం ڒరణంڴ వۯऐ  తరంగం ݞږ ࠭ంڕ޶ కޔࡱ޶ంߗڒ ޴ ఇతర ޴శࡹ 
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ఈ ࡓం࣋ݟ ݡओ ଊ࣒ ࠱ంࡱ ݋ సڴࡍठ ఎڴࡏ޶ࡓ޶ ఉంࣄۯ ࡮ݦ ఉంܿంڒ ޴బܽद
ఇకए ࡏࠬ డ   ࣃब నऴభంశం ఏޙ޼ ఉం޾ అࣃ ޻ब నऴభంశం
ఇకए డ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ వङ ړ फ ఈ ࢑ధంڴ కޔࡱ޶నऒ ओߩ ओߩన࡯޴క ڴ࢑ధం ఈ ݡࡏఈ సహచ ࠾ࡍమ ݡ ݡ

వదभ ߕࣆऒ बࣃ న࠳సࠪన ړ నऴభంశం ߕࣆऒ बࣃ కరߖ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ߱࡯ڵࠫ ڴ నऴభంశంx 
ऒߕࣆ వదभ ࢓޶ంࠉ  సࠪనం x ړ
ऒߕࣆ రछߖ ړ ࣕంచబޔݡంݭ݃  ޴ ࢘ झ࢟  మ࠾ࡍ మనం ఇߩओ నऒޔڷࡏంబం జࠉޒऴప ޴నࣄ۫ ݦ
बࣃ ࠲వదभ ࠪऴత ݋ం࠼ߦ నऴభంశం అޔ࢓ం޴  ఇతర ࠼ߦంటऱ వదभ ࣃब నऴభంశం 
ఏࠫ జޔڷࡏం޾ మనం ࢐ڝࣆࡱޘలڕߘంܿߕऒ ࠭ 
మ࠾ࡍ మనం
۫డ޴ࡃࠓ ఇߤ కࠫంࡅ ۃకए ߱ ప࡛ࣇ   ݦలబߖ ࡱڴతరం ۯంࠉంࠉޒऴప ࠾ࡍమ ޴फంࣆޓࡍ޳ ڕ ߤష܊
తరంڴలߘ ఏరओ फࣃࡏ  అం݄ ఏࠫܽ ࡱڴతరం ݦలబߖ అం݄ ࠼
ఇ࢑ ऴపށ࠻ంచߖ తరంࡱڴ  అకए ݟలబߖ ݦ
ఉߕऒ ఒక ऴపశऒ ڕࠬ ంۨࡍڷ ంబంࠉޒऴప ߘߝ ޶ం࠭ ࣋ۯ ࡮అ ࠭࠲ ߗڒ ,࠼  అడڴలڕߘంܿߕऒ ߘ
ࠪ ంۨࡍڷ ంబంࠉޒऴప ߘߝ ऱܼ డన వङߨ   भ వదभ޶హࡍఒక స  ߘݞ ङޑ సం ࣃ ޳ࡶब నऴభంశం  ߕࣆऒ  ఉనऒ టऱޙ࠼, 
बࣃ  నऴభంశం
ऒߕࣆ ऒߕంܿڕࡏڝ ߘߝ ߖంۧలۨࡹఆ ࡏࠬ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ   ࡹ ݋ం࠼ߦ నܿవంܽڒ  , ߘ
ఉ޳హరణߘߝ ڕ ఇకए డ ఒక वࣄदంࡍ ߘ ۃంړ ۃ కܽद, ఈ ࢙ߩన మࡖక वࣄदంߖ ۃ
కటदవ۪ऐ   అ࡮ వۨऐ నߩओ ऐۯవ   ݡ  అల ఈ ఉంగߖࡌऒ ޴బܽद అڒ  ޴फంࣆۯ ࡮ऱࢇࢗ ړ޴ంړऴ ړ߯ ݞږ 
ఇకए డ ݞږ ఒక తరంߖڴऒ  సృࢳदࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంߖڴऒ  సృࢳदࣆफం޴.
  ఇకए డ ఇ ࣃब నऴభంశం మ࠾ࡍ
ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంగం ࡅకए  ࢐ङ ߧ फ ऴపࠉޒంࠉంۯ తరంڴల ߖషओ  నݟయబۯ రంࣃऴప   ޴फ ఎంత ఉంܿంޒ
తరంగ ࢐ङ ߧ फ ఎ࡮
ఉంܿం޴  ఇࡏࠬ ޴ అߕ߇తన   తరగࡹޔऱ ऐࡏߝ  తघހڷ ړߖޑफࣆऴప ߗڒ ࢑షయం ߝڕ కంڴ
ठڴࡍస ۃంࡍ ఈ ࡯ంۧۨࡹఆ ࡏࠬ  ఉనऒ  సࡍహ޶भ వదभ
ఏࠫ జరగగలڒ ޶బܽद  సࡍహ޶भ వదभ ߖకర ࣃब నऴభంశం ࡍڷంۨ ߘߝ ࠪ ऱܼ నऒޔݡ  ڴల పరంڴడన తరంߨ ޴
ऒߕࣆ द࡮ݥ అం݄ ޶ڒ సࠪనం ړ  సࡍహ޶भ వదभ ߨడన వङ ङޑ సం ఇߕࣆ ޴ऒ  p,޶ڒ సࠪనం ړ
ఉ޳హరణߕ ڕ దగ ठర ߯ߩ ఉంݟ, ఇకए డ ఒక࢙ߩ గܽद   ڿడ ఉం݄, ఎంత ߨడనం
వۨऐ ݞޙ द࡮ݥ బܽदڒ ޶ఏࠬ జరగ ڴజంߖ ߕ  ఇకए డ ߕࣆऒ झ࡯ݞఉం ڴ న అవసరం ޶ࡶp 
.
ఉనऒ ۨࡍޘ ߩ߯   द࡮ݥ ߩ࢙  ऒߕࣆ  మघࠫ ߘߝ ړߖݞంచۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޵ బܽदڒ  ऒ࡯  అߘమࣃޒफ    p ߘ
మ࠾ࡍ
ఇߩओ ఉనऒ ݟలబߖ ࠭࠲ ݡ  తరంڴలࡍڷ ߘంۨ చࡍऐ फࣃ ఉనऒ ݟలబߖ బܽदڒ ࠭  తరంڴలߘ అర बం 
 ړߖݞవڝࣆۯ
ఒక తరంగం కޔࡱ޶ందߖ ప޳࡯ࢣࡍभ ం ږߘࣃల ޴శࡹ మ࠾ࡍx 
ఇ࢐ ޴ङ ߧ फ సమ࠳ ࡱ࠻న࣒ ఒڴ࠲ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అ࢐ ޻ङ ߧ फ ࡅకए  తరంగంߖ޵ ޜऒ  sine kx t   
߱ ప࡛ࣇ ప   ߤ࣌ బܽद ఒకڒ ,ݟయంۯ ܘ ऱ࣒  ఒڴ࠲ ऴపږޒల ޴శࡹ ऴపࣆށ࠻फంڒ ޴బܽदkx t x 
మన వదभ ఉనऒ .޴ఒక తరంగం ఉం ڕఏࠫటం݄ మన ޴
ऒߕफࣆށ࠻ऴప ڕߩ࢙ݟڕ   ۯంށ࠻ऴప ߩఎడమ࢙  ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
మࡗ తరంగంߖ޵ ޜऒ ߱ ప࡛ࣇ  ऒߕफࣆۯ ܘ ࠾ࡍమ ߘ
भ޳۫ తం ఏࠫ݇࡯కర ఫߖ ం ࡓంݡ తరంڴల ࢐ङ ߧ फ ఒ࡮ښ ఉంܼయࡏڷ ߖफం۪ڝంڒ ݟబܽद
ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ వదभ ߖకర ఫ࡯తం  ࠳న࣒ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒  ఒక ࣌ߤ ఆࠆyxt kx t 

 ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ అޔ࢓ం޴ మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ  ࢑సफࡍంపܑయగలߘ మߖߖ޵ ࠾ࡍ ఒࡅ  ڴ࠲కए kx t t kx ߤ࣌ 
కएࡅ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ڜ న࣒ t t࠳ 
 ప ऱ࣒  ఒࡅ ڴ࠲కए కएࡅ ߤ࣌  t  kx y ߘߝ ,फ࣋ݟܔ ߖܽ࢒ ߘߝ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ 

కएࡅ ڴ࠲ఒ ޴ఇ ,ߘޑ޶ం߰ ߖ ండవxtࡓ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ߤ࣌ڜ ߤ࣌ 2  t a   kx 
పదం ఇߩओ  ޶ڒ ޴ߖࡹ ࠹ర߷ ޴న ఇ޶నంݟయబۯ भ޶ర ݡ

కएࡅ కएࡅ ޳ࡶ న࣒࠳    ప ऱ࣒  f x vt f x v
న࣒ t x t c x vt࠳ ޶ڒ ࠾ࡍబܽद మڒ

ప  ޳ࡶ ऱ࣒ ప  ޳ࡶ న࣒ ఓవ࡛࠳ ޳ࡶ  ऱ࣒  ఓవ࡛ కల࠼కࡹ ఈ ࡐపంࡹ   ఉంܿంߗڒ ޴ అ࢑ x vt t x v t x v 
नݞయబۯ ࡏ࢘ ࠼
ऒߖڴతరం ۯంށ࠻ऴప ޴అం݄ ఇ ޴फంࣆۨࣇ ߖߖ޻ ޴బܽद ఇڒ ఉనऒ ݟలబߖ ޴అ ߗڒ ޴फంࣆۨࣇ   తరంߖڴऒ  
ఉనऒ ݟలబߖ  బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ  తరంࡱڴ అం݄ ఏࠫ݇ ࠬࡏ అర बం ߕڕࣆۯऒ ,ࡏ
ఇࡓ ޴ంݡ సࠪన ࢐ङ ߧ फ కڵ࡯న తరంࡱڴ వङ ऱࡹశ޴ కࡔޒ ళࢗ ړ ऱడం ࡅకए ߰ ప࡛ࣇ  ,ߤష܊
త޳छ ޙ࠼ంۨనటऱށ࠻ऴప ޴కం݄ అ޶ఎం ޶ࡶ ంచడంށ࠻తం ఏࠫటం݄ ఏࠬ ऴప࡯కర ఫߖ ࡌ
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అ޴  ఫంࣾߖߦࡐ ߤऒ  కڵ࡯ ఉంܿం࠳  ޴న࣒ ޳ࡶ  ప ऱ࣒ ప  ޳ࡶ  ऱ࣒  ఓవ࡛ ࠳ ޳ࡶన࣒x vt x vt t x v t 
ఓవ࡛ ఆ ߖߦࡐऒ  కڵ࡯ ఉండ޶, అ࠼నపओ కएࡅ ࠾ࡍసమయం మ   ڔܽ  ఫంࣾߤ అ࠼న ࣃब నऴభంశం x v x 

ఉం޴
फࣃࡱߧ ߖతరంగం అ   ݟలబߖ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ , ࠭.
అర ߖ޳ ࠾ࡍమ ࡹߖ޳   बం ఏࠫ݇ ۫డంݟ,
దగ ߕ బܽदڒ ठర ߷రߘߝ 2 ࠹yxt a sine of kx cosine of omega t 
ఈ ࡓంݟంܽߖ మࡖక ࣄबర࠳న అࣃࡱߧ ߖफ  b sine of kx cosine of omega tߘߝ కߘక ,ߘ
बࣃ ߕߞࡹఏࠫ݇ ఏ సమయం ޴फ  అ࣋۫ ߖߖ޳ నऴభంశం   ఐ  ఫంࣾߤsa 

बࣃ బܽदڒ నऴభంశం ఏ సమయంߕߞࡹ ఇ࡮ ఉంܿం޴, ఇ޴x 
ఎడమ మࢗ ړݟڕ ࠾ࡍళ ऱవ۪ऐ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ   k kx bߤ࣌ 
సమయం ࠪޔࡏంڒ ޴బܽद ऴప࠼ߦ ޒం݋ ऴ߹ڙछ झߗ  ఒ߄ࣃ ޜڴ࠲రణ ࣔࡗघ రछߖ ߘక࡯కద ڡߖ ޴फంࣆࣕ
మ࠾ࡍ సమయ ఆ߄రపడటం ఇవछ బޔݡం޴    ఒࡅ ڴ࠲కए छ޳ ణంࠈ ߩࡏఎ  ڕహరణ޳ఉ ,ڴ ߤ࣌ڜ   t ࡌ
۫పబݟన ࠼ߦం݋
ऴ߹ڙछ झߗ  ఒړ߯ ޜڴ࠲ ऴړంޔࢂࢗ ړ޴ంߖ޳   ޴ ऴపకए న ఆڕపచऐ  రంޜڷ ۫పబݟన ࠼ߦం݋
ऴ߹ڙछ झߗ छڙ߹ऴ ޻అ ޜ झߗ  ఒړ߯ ޜ ڴ࠲ ऴړంࢂࢗ ړ޴फం޴  ఇݞږ ޴ సమయం
ఆ߄రపޔݡంڒ  ޴బܽद ڒలऴకࡏࠬ ހ࠲ ۫డߘߝ ޴ࡃࠓcosine omega t 
మధङ ߯ ݋ం࠱ ۃ࣊ ఈ ࡹ  దృࢳद ࣃࡍࣃफ నڝߘంࡏࠬ ݟ ۫డ޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄ ఈ ࠴తफం
ఇకए ,޴ంޜݡ࡮సڵఊ ڕకߘࢗ ڕ޶వలం ࠭ంښ డ ࠬࡏ ఏࠫ ࣆۯफߕऒ  ࡗ
సమయం గ޵ڜۯݟभ ఈ ࢑ధంࣃ ڴब నऴభంశం ఇవछ బݟ ఉం޴ݦ  సమయం గ޵ڜۯݟभ ఈ ࢑ధంࣃ ڴब నऴభంశం 
ఇవछ బޔݡం޴, ఇ޴ ߯న ۫పబݟన ࢘࢟ ࡹ జరగ࡮ݥ ߖद द࡮ݥ ࡹ छ޳  రऐࠪ ࡌ బޔݡం޴   ఇ޴ v 
ఈ గࡍషदం  ࠼ߦం࠴ ݋తफం ࠪరడం ޶ࡶ
జޔڷࡏనऒ बࣃ ఆ ޴అ  ޴ నంߝࡹ ࠭ంߘࢗ ڕ޶కݩ ڕలనం అޔ࢓ం޴
࢐ङ  ఇతర ޒऴప ࣒ݩ ߧ फݩ ޜలనం ߗڒ అవߗऒ  ఒకڜߖ޳కܽ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࢐ङ ߧ फ ࠪ࠼ޑࡏ  
at as sine

दࣃ ߖߖ޵ బܽदڒ ంݟంۃ ࢘࢟ అࣃࡱߧ ߖफ వङ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ  ల of kxڴతరం ݡంࡓ ۯంށ࠻ऴప ࡹశ޴ కࡔޒ
కएࡅ ߰ ప࡛ࣇ  ߤష܊
छ޳  ࢓޶ంࠉ ޒబܽद ऴపڒ ࢐ङ న ఈݟంచబ޴అం ࡌ ߧ फݩ ޜలనం ۯయబݟన ऱܿڴ ఉంܿం޴b sine of ax 
फࣃ۫ ఏࠫ ࡹలڒసफߩ ࡏࠬ బܽदڒ ఉనऒ ݟలబߖ ࡏ࢐ ࡏ
తరంߖڴऒ ओߩనߧ۫  ऒߖޑంܽ ۨऴ࡮ఇ ݞږ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡపబ۫ ࡮ఇ ڴరణం߄ࣃ ޴అ ݡ फࣃ۫  ࡏ
అం݄  అం݄ ఇߖ ޴కర ࣃब నऴభంߖࢡऒ  సమయం ࡅకए ڴ࠲ఒ ݋ం࠼ߦ ޒऴప ,޴ంޔߩ۫ ڴ߅࢑ 
ऴ߹ڙछ झߗ बࣃ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ڕకߘࢗ ڕ޶ం࠭ ޜ నऴభంశం ࣆۨࣇ ߖफం޴, yxt
ఇ޴ ఒࡅ ڴ࠲కए కएࡅ ߤ࣌ڜ  ࢐ङ ంతڜ  ߧ फړ సࠪనం ఒࡅ ڴ࠲కए కएࡅ ߤ࣌ڜ   న t kx t kx c࠳बరࣄ 
కएࡅ ڴ࠲ఒ ޳ࡶ   ߤ࣌ڜ కएࡅ  ߤ࣌   ఇతర ࣄबర࠳న ࣌ߤt kx d 
అߗऒ  మనం ఏ దశߘ ఎం۪ڕంܿߕऒ ࠭ అ߯ߖ޳ߝ ఆ߄రపݟ ఉంܼ࠼ అ޴ߝ మనం ఏ ࣃब నऴభంశం t 
ఎం۪ڕంܿߕऒ ,సࠪనం ړ0 ࠵
అకए ߗڒ డ ݩలనం ࣆۯफనऒ ओߩ ంచవ۪ऐߖగమ ڴ࢑ధం ఈ ݡ .
 
ఈ वࣄदం࠴ ۃతफం ߷ऱ ऒߖఅ ࡹఆ సమయం ޙ࠼అ ,޴ంޔࠓࡌ సమయం ݦఉం ڴ ݋  ړ߯ ޳ࡶ ړ޴ంړऴ ࡱ ݋ం࠼ߦ 
కޕࡱ޶ ఉంܼ࠼
ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ࠲లనం ࠪऴతݩ ڕకߘࢗ ڕ޶వలం ࠭ంښ ޴బܽद ఇڒ ఉనऒ ݟలబߖ ݡ
తరం࠭࠲  ߖڴ పࡍగށంచࠚ ޴ࡃࠓనऒ ంڴ ఉంܿంࡍߖ ޴ भషद ࣃब నऴభంశం అవసరం ߖࡶ పࣾం࢒ ࡹటߖऒ ంܽࡹ 
ఉనऒ ݟలబߖ  తరంڴల ఉ޳హరణࡱ,
बࣃ ߕ నऴభంశం

ऒߕޔࠓఊࣕంచ ߘߝ ߖందޔࠓఉండ ࡹపంࡐ ޳ࡶ  yxt  a b.ߘ
 
సछ ߕ ంత ࣏లభङ ం ऴపڒరం
 x ࡔ࢘ ߖ ߕ
߷రߖ ࠹ ఎం۪ڝ  ఉ޳హరణ वࣄदంۃ ߯ दࣃ  ంݟంߕ ڴ ࢟࢘ ۃ ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄st 
దగ ߕ ठర ఒక वࣄदంۃ ఉం޴, అ޴ ఒక ۨవరన కటदబݟ ఉంܿంߖߖ޳ ߘߝ ,޴ మࡖక ۨవరࡹ
కటदవ۪ऐ  మڜ ࡹߖ޳  ࠾ࡍంత ఉऴ޴క फత ఉంݞږ ߘߝ ޳ࡶ ޴ वࣄदంߖ ۃ ఒకړߖ޳ కܽद ఉండవ۪ऐ  ߩంڵ࠭  
మ࠾ࡍ
ఇతర ࠭ڵంړ߯ ߩ ऴړంړ޴ కޜࡱ޶ంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࠉంߕࣆ ࢓޶ऒ  xߖసࠪనం అ ړ
అڕߘం޳ం ڒబܽद ߘߝ ఒక తరంߖڴऒ  సృࢳदంۨనߩओ झࡽప ߘߝ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  दంచడం ఈࢳసృ ߖ 
࢑ధంڴ కޔࡱ޶ం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త
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बࣃ కరߖ నऴభంశం ఈ ࡓంݟంܽߖڜ ࡹऒ  ऴపࠉޒంࣃࠉफ ࠾ࡍమ ࠼
వదभ ఉనऒ  ఇߤ కࠫంۃ పࡽझ ऒߕࣆ  बࣃ కరߖ సࠪనం ړ నऴభంశం ఎలऱߩओ ऒߕࣆ ݢ ࡍߖ  भషदంڴx 

ఉంܿంߘߝ  ޴ ఇߩओ వరۨ ݡంࡓ ݡ ऱࡹ కటदబݟన वࣄदంߖࡹ ۃ
ङޙऴప ڕల ࢟࢘ ࡽడ࠼࣎ߙ࣌ కత కڵ࡯ ఉం݄  ࣌న࣎࠼డࡽ ࢘࢟ ఇߤ కࠫంۃ మ࠾ࡍ  అ࠼ڿ ݋࢓ంۃ మ࠾ࡍ
߰ ప࡛ࣇ दࣃ ڕߕ  ߤష܊ ంݟంߖ ࢟࢘ ۃ ఇࣆफం޴ మࡓ ࠾ࡍం࠼ߦ  ݡం݋ ల వదभ ߖకర ࣃब నऴభంశం
ऒߕࣆ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿࣃ ڴद ంݟం߄ࣃ ࡱ ࢟࢘ ۃరణంڴ ఇ࡮
۫పబడ࠼ޑ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޾   ऴప࠼ߦ ޒంݩ ݋లనం అޔ࢓ం޴

छ޳ ࢐ङ న ఈݟంచబ޴అం ࡌ ߧ फࡹ ࠭ంߘࢗ ڕ޶కڕ మ࠾ࡍ మࡖక ࢙ߩsine kx ing 
ఉం݄ ڵ࡯క ۃంܽࠐऴ࢙ ߩ࢙ కࡖఒక ۨవర కܽद, మ ߖ ۃदంࣄఈ व ߘߝ
, ఈ సమయంߕࣆ ڕߕ ࡹऒ बࣃ కరߖ  నऴభంశం మࣃ ࠾ࡍధङ మࡃङ  అ߭ޒదभ ࣃब నऴభంశం ఉంܿం޴  ఓ߭  ߤ
ఎంݭ ఇړ߯ ޴ ऴړంړ޴ కޔࡱ޶ం޴ మ࠾ࡍ
ఈ ࠼ߦంటऱߗऒ  ఒ࢐ ښङ ߧ फړ߯ ޜ ऴړంړ޴ కߕޔࡱ޶ऒ బܽदڒ ࠼
ఇࡓ ࢑ంࠚ࢑ ݡనऒ  రڒల ࣃद ంݟంࡱ ࢟࢘ ۃ   ఒకܽ ࡓంݡ ۨవర ऱޓ ࡹగߘ
మ࠾ࡍ  మࡖకܽ  वࣄदంۃ ఒక ۨవర ࠭ݟపݟ ఉం޴ మ࠾ࡍ మࡖక ۨవరࡹ కదలߘߝ ړߖݞ
ఈ ࠼ߦంటऱߘ సࠪనం ߕࣆऒ ऒߕంܿڕࣆޓ ړ  xࡹवసफంࢡతށగ ߖܽ࢒ బܽद మనంڒ ߘ
ࢩ࢑ ऱ޳ࢳभ ం  ఆ߯ ࠥޒకంߖ޳ ڴ అర बం ఏࠫ݇ ޳۫ ݞږभ ం ڒబܽद గށతࢡवసफంࡹ
 ߘంܼڕࣆޓ ࣒ښ ݭ݅ ۃदంࣄదట व࠴ ߘߝ
ఈ సందరग ంࡓ ࡹంݡ ۨవర ऱߘߝ ࡹ ࠭ంߧۮ ڴ޶ओ న ऱܿ
बࣃ  నऴభంశం అ޴ߝ ఒࡅ ܽ ڴ࠲కए छ޳ ߤ࣌ڜ ߤ࣌    ఇవछ ࡌ బޔݡం޴yxt kx 
ఈ   वࣄदంߖࡹ ۃ ఎడమ ޒۯ మ࠾ࡍ ఎడమ ޒۯ ۨవరߘ వదभ ఉంߕࣆ ࡮ݦऒ  x xݟڕ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
కएࡅ ۃदంࣄఅం݄ व  ࡯ݞఉం ࠼ۯ  ߰డړ ࢓ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఈ ࣃब నऴభంశం x eq  uals l l 
నऒڕࣆޓ ओߩ yx ݡ

ఒࡅ ڴ࠲కए ऒߕࣆ సࠪనం వదभ ړ ߤ࣌ڜ ߤ࣌  ऒߕࣆ   t t  kx x y࡮అ ޴సࠪనం, ఇ ړ
ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ఇߩओ झ࡯࢐ڒ ڕߕ ݡ ం޴ అ޻  ఏ సమయంߕߞࡹ వదभ ڕ సࠪనంy x l
ऒߕࣆ ڕ޶ఎం ݞږ  అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ ఈ वࣄदంۃ ఆ సమయంݟ࠭ ࡹపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ߘߝ
ఒࡅ ڴ࠲కए కएࡅ ڴ࠲ఒ ޴ఇ ,࡯ݞఉం ڵ࡯వదभ క ߖ ߤ࣌ڜ   సࠪనంt kx l t kl ړ ߤ࣌ڜ 
వరۨ ݡంࡓ ऱࡹ కటदబݟన ޓగߕࣆ ڕऒ బܽद మన వదभ ఉనऒڒ   వరۨ ݡంࡓ  ޴ ऱࡹ కటदబݟన ఈ वࣄदంڕ ۃ
ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ߘߝ కएࡅ ڴ࠲ఒ ޴ఇ , ߘ కएࡅ ڴ࠲ఒ ߘߝ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ߤ࣌ڜ ߤ࣌   yxt t kx   t 
ߤ࣌

ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ ߤ࣌ڜ  kl t޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ޜసమయం  ߘ
ऒߕࣆ  అ࢐ ޴ߝङ ߧ फ ۮందڒ ޶బܽद ߕࣆ ߖߖ޳ऒ క పదం ఏࠫటం݄ a sine klڛఏ ࣋ۯ 
తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇڜ ޴ంత ࡌߪप ంకం ࡏࣃऱ ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ kl n pi
బܽदڒ
ఈ సందరग ంࢂࢗ ߘߝ ࡹफߕऒ छړఈ  ߘ झࡽ छړఈ ޳ࡶ  झࡽ ओߩఇ ڴ߯   kl n pi k n pi l k ࠭࠲ ߖఅ ݡ
࠭ంߦۮ ڴ޶ओ ࠭  er
అ޴ߝ తరంڴల ࢘గం కం݄ ఒڴ࠲ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎࡽ కం݄ ړ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఒڴ࠲ అ޴ߝ n pi
కएࡅ లనంݩ  ऴ߹ڙछ झߗ ࡓ ݡంࡓ ړ ऱܿ ఉంܿం޴pi 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡓంݩ ݡలనం ࡅకए  ߲నఃߩనङ ం i   pi v
ࠬద కం݄ ړ సࠪనంڴ ఉంܿంࡱ܉ࠜ  ޴ మߘߝ ࠾ࡍ ߰ం޻ ߲నఃߕߩङ n pi n piࡱ
ऒߖబܽद అڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ړ ऱࡏࣃ కం݄ ݡంࡓ  ߲నఃߕߩङ l n v ݟంచంߖగమ ߖంచబడవޒమߘఅ ࡱ
ࡍߖ भషद  ߲నఃߕߩङ ల వదभ ࠪऴత࠲ वࣄदంۃ ࢙ऴۯ ݋ࠐయగల޶
మߖ࢐ܽ ߘߝ ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕफࢂࢗ అ࢑ ࠾ࡍమ ߘ కएࡅ కం݄ ݡంࡓ  ࠼  nu n l v ڴࡱ܉ށڷ 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࡓంݡ కం݄ ړ సࠪనం అ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭mu n l nv 
మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ అ݋ߖ࠿ ޴ߝ ߰డڕ࢓ ऴదవङ క޴ఉऴ ߯ࢢࡌ फత ࡅకए  వర ठ࠮లంv 
ङߕߩయగల ߲నఃۯ ݋ࠐऴ࢙ ۃदంࣄబܽद वڒ एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ కం݄ ࡱ వ వర ठ࠮లంn  l t 
࠭߯  ఇߕࣆ ޴ऒ  sine kl kړ߯ ݡంࡓ ޴ߝబܽद అڒ   సࠪనం ړ
సࠪనం  ࡮ంࠈन नࠈం࡮ ޳ࡶ సࠪనం ړ  ऒߖ޵ ࠭࠲  సࠪనం ړ కం݄ 2 ݋ࡵ ऱࡏࣃ   n pi l lambda n l
అర ڴకంޒࠥ बం ߕڕࣆۯऒ ࠭,
అర ߖ޵ बం वࣄदంڝ ۃసం ࠭ڵంࠉ ߩంߕࣆ ࡱ࢓޶ऒ बࣃ  నऴభంశంࡹ ఉనऒ ం޶న ࡓంݡ ۨవరల మధङ  ݟపݟ࠭ 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ 
ఇۨऐ న ߲నఃߩనङ ం ڝసం జڼࡍ ఏڛక ࠪర ठం
࢘࢟  ఇ࡮ ఉంܿంࡓ ޳ࡶ ޴ంߵࡲ ݡ లࣆۯ ߘफంߵࡲ ݡ࠮ ޳ࡶ ޴ లࣆۯ ߘफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࣔࡹ ߵࡲ ࠆ 
ऴపޒ ఒకए
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नࠈం࡮ .޶ڒ ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ 
नࠈం࡮ ఏࠫటం݄ ޴ంࣄఉండవల ڵ࡯క ߘߝ బܽदڒ   ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ అ࠼న ۲ట ఒక ࡌߪप ంకంn n 
మ࠾ࡍ  ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ޳ࡶ ݡ అ࠼ ఉండవ۪ऐ नࠈం࡮ అం݄ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ    కం݄ ࡓంړ ݡl  n l
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴
ओߩబܽद మనం ఇڒ  పంkࡐ ޴ߝఅ ښఒ ࡱవరۨ ݡంࡓ ࠭ࣃ۫ ంۨࡍڷ ఉంచడం ࡹवసफంࢡతށగ ݡ

సࠪనం అ࠼ ఉం࡯ݞ మޒࠥ ࠾ࡍకంߖ޵ ڴ అర बం   ߘߝk n pi 
ఈ ߰డ޳ ࢓छ डࡌ޼సగం తరంగ ࡌ ङ ల ࡌߪप ంకం సంఖङ కएࡅ ۃदంࣄఈ व ࠾ࡍమ ߘఉండగల ڵ࡯క ࠲ऴతࠪ ߘ  
ऴ߹ڙछ झߗ రߖ ߖ पࣆ࠼फంڒ ޴బܽद
ఇ޴ మࡔ ఇతర ߲నఃߩనङ ం వదभ ࢙ऴۯ ݋ࠐయబడࡍߖ  ߗڒ ޶ भషद ߲నఃߕߩङ ࡱ
ఇߩओ ओߩఎలऱ ݡ ऒߕࣆ ݢ बࣃ  నऴభంశంࡹ ఉంݦ ఈ ࠼ߦం݋ లࡱ ݭߠ ߘ అంܼڒ ࡏబܽद 
ࡍߖ ݟపݟ࠭ ࡱవరۨ ݡంࡓ भషद ߲నఃߩనङ ం వదभ కంߧంۯ ఈ वࣄदంڕ ۃ
दࣃ రణ߄ࣃ ڴ࢑ధం ఈ ߘߝ ంݟంࣃۯ ߖ ࢟࢘ ۃफ ओߩఎలऱ ߘ ऒߕࣆ ݢ
बࣃ  నऴభంశంࡹ ఉంߘߝ ߖ࢐ܽ ݦ ఈ ߭దभ ۪కए లࣃࡱߧ ڴࡱ ݭߠ ߘफ बࣃ షदࡍగ , ࡏ నऴభంశం  గࡍషद ࢐ङ ߧ फ ఉనऒ  
ߘల ݋ం࠼ߦ
फࣃࡱߧ ڴࡱ ݭߠంܽ࠻ ల మధङ ݭߠ ࡏ नࠈం࡮ రం޷  ల మధङ ݭߠంܾ࠻ ݡంࡓ సࠪనం ڕ రం అం݄޷ 
ऴపకए ఉనऒ ߝ झߖݥ  नࠈం࡮ ݞږ ࡱ ݭߠ ܾ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴݡంࡓ 
అ޴ కంߧంۯ ऴ߹ڙछ झߗ  కం݄ ࡓంݡ ࣋ए छ एڕకం݄ ఎ ݋ࡐ ࡛ వ ఉంܿందߘߝ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ n l t 
ఇߩओ నऒޔࠓڝࣆޓ ݡ  మࡗ ఉ޳హరణ
ఏࠫటం݄ ߘߝ అ޻ वࣄदంߕڕࣆޓ ߖ݅ ۃऒ .ం޳ంڕߘఅ ߘ
 ఇ޴ ఒక ࢙ߩ మ࠾ࡍ మࡖక
फࣃۯ అܼ۶ ޜ ۃంܽࠐऴ࢙ ߖߖ޳ ߘߝ ߩ࢙ వ۪ऐڒ ట࡛ࡶࣄఓ ߘ ߘߝ ,
ంచవ۪ऐߧకం ޜޒۯ ߕ  మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంߕࣆ  ࡹऒ  వదभ
झڔ݅ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ڜ ߤ࣌ ଀ ࡐపంࡹ ఉంࣃ ݦद ంݟంۃ ࢘࢟ ఇపओ ऒߕࣆ ڔܽ  kxߘߝ  ߗڒ ޴ఉంܿం ڴ
ఇߩओ ంܿనऒڕߘలݞఉం ڵ࡯క ݡ కएࡅ ڴ࠲ఏࠫటం݄, ఒ ޴  t kl y x࠾ࡍవదभ సࠪనం మ ࡹ ߤ࣌ڜ ߤ࣌ 
t
గࡍషद ࣃब నऴభంశం సࠪనం వదभ ఉంܿం޴ మߖ޵ ࠾ࡍ అర बంx l 

ప  ݡంࡓ ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ नࠈం࡮ ࡯ݞఉం ࠼అ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ  kl n pi k n ݡంࡓ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ߯ ݡంࡓ ߯
 ప ऱ࣒  వࡓ ߯ ߤం࡯ ݡ ర޶भ ߯ ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ ఉం࡯ݞ మ࡮ ࠾ࡍంࠈन एڕకం݄ ఎ ࡽఎ ڷࡱߕ కం݄ ݡంࡓ  వ n n
 ప ऱ࣒  వߤ   ఈ సందరग ం࡮ ࡹంࠈन ڴभ޴ڜ 
నऒࠚ ంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ߲నఃߕߩङ नࠈం࡮ ࡱ  కం݄ కం݄ ߘߝi v nu n  
ఈڜ ࡍࣃంۮం ࠚనऒ ం࢓ ڴङ తओ ऒߕफࣆۯ फޒ నऒࠚ࢑ ڕࠬ  ߘ  ఆࡹచనలߘ అం޴ంచడం ڝసం ࠚ࢑నऒ  
ఆࡹచనలߘ అం޴ంచడం ڝసం ړ ڷࡱߕ సࠪనంl
ప  ݡంࡓ ऱ࣒  వڵ࠙ ޜ ߤంచబޔݡం޴, ఇࡓ ڷࡱߕ ޴ ऱܿ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  వߤ అޔ࢓ంڒ ޴బܽदn v l n 
ఈࡍࣃ  సछ ࠙వం ޴ڜभࠚ ڴనऒ ంڴ ఉం޴ మߘߝ ࠾ࡍ మࢁऱ ۯయగలߖ޵  ߘऒ   ప ऱ࣒n 

అࡓ ߖంڴ ݡ ऴ࢐యంڒ ,ݟబܽद ఈ సందరग ంࡹ   ߲నఃߕߩङ నऒࠚ ڴभ޴ڜ ࡱ ంڴ ఉంܼ࠼a half v l
ఎం޶కం݄ ఒక ۨవర ۨࡍޘ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ మࢁऱ ޒࠥ ڕߕక ࢑వరణ
ఉం޴  ఈ సందరग ంࡹ తరంࡐ ࡱڴపంࡹ ఉంܼ࠼  ఓ߭ షदࡍగ ࡹ ݭఎం ߤ
बࣃ  నऴభంశం ఉంڒ ޴బܽद ࡮ ߘߝంࠈन नࠈం࡮ 2 ߘ घڻ࣊ ߤఎߤఎ 2 ࠑ  ం݋
नࠈం࡮ नࠈం࡮ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ڴڷࡱߕ ߖ ࡓ ڷࡱߕ ߘ ऱܿ
పऱ࣒ ߤఎ ݡంࡓ  వߤ కڵ࡯ ఉండߕޔࠓऒ नࠈం࡮ ڕߕ ߝంటࢗ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޳ ࠾ࡍమ ߘ  l n ݡంࡓ 
 ప ऱ࣒  వߤ ߯ ,޴फంࣆఇ ߖసࠪనం అ ڕల ࡽఎ ڷࡱߕ 
కߘక ఇޒࠥ ޴క ࢑వరణ గށతࢡवసफంࡹ మనం ښవలం

అం݄ ఏࠫ݇ ऴࣄ࢐ మన సࠪߖߕ߄ऒ  ߰ందవ۪ऐ ङߕఈ ఉప ߘߝ బܽदڒ  ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹkl 
छ޳ సంऴగࣕంచడం ߖ࢐ܽ నࣄۯ ࠭࠲ ओߩఇ ࡌ फࣃڵ࠭ ݦ .ߘ
 
ఆࣣ ఓ߭ झ݋ࠊ ࠾ࡍలనం మݩ సफం࠙ల ࡯ڴ ߖࡹ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࡱߩ߯ అవయవ ࠾ࡍమ ࡱߩ߯ ߤ  మ࠾ࡍ
పऱ࡛ݞ  దృڵछ ష࠻లߘ పࡍగణߕޔࠓڝࣆޓ ړࡹऒ ऐࡏߝ బܽद మనంڒ ,ߘ నऒڕ छ޳ ంచడంࡍफకߨऱڕ ߖ࢐ܽ   ఈ ࡌ
ఉపߕङ ऒߖࣃ .ߘంۧڵ࠭ 
  ఒڜए కए  
తరంࡱڴ అకए  వడంڝࡏۯ ړݟ
వలऱ ఏరओ बࣃ ݦ నऴభంశం ࠴తफం.
  సࡍహ޶भ వదभ ࣃब నऴభంశం మ࠾ࡍ ۨవ࢑࢑ ࠭࠲ ڴࡍధ ࢐ङ ߧ फ ݩలనం߄ࣃ ޜరణ ࣔࡗघ  ࡵట࡛ ల వࡶࣄఓ  ڡߖ
ऒߕڕࣆࡱޘ ంۨࡍڷ లڴతరం ݦఉం ݟలబߖ ࠭ ऴప࠼ߦ ޒంࡹ ݋ అߗऒ
ఒښ ߲నఃߩనङ ంޜ ఉంܼ࠼ మ࠭࠲ ࠾ࡍ वࣄदంۃ ߯ ऒߕڕࣆࡱޘ ంۨࡍڷ లڴతరం ݦఉం ݟలబߖ  ࠭ మ࠾ࡍ
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वࣄदంۃ ࢙ऴۯ ݋ࠐయగల ߲నఃߕߩङ ऒߖ  
గށతࢡवసफంࡓ   ࡹంݟంܽߕڕࣆ۫  ߗऒ ࠭ మ࠾ࡍ
అర ߖ޳ ݞږ ڴకంޒࠥ बం ఏࠫܽ 
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