
मागील लेƁरमȯे आʉी आमची चचाŊ लाटांवर सुŝ केली
होती आिण मी तुʉाला ȑा लहरीबंȞल जे सांिगतले होते 
ते ʉणजे एका िठकाणाšन दुस̴ या िठकाणी जाणारे ũास आिण िवशेषत: Ǜा लहरीवंर
आपण लƗ कŐ िūत करत आहोत ȑा िवखुरलेʞा लहरी होȑा आिण जर मी
एखादी िविशʼ  िडːबŊɌ आिण ȑाला İ Ōː ंग खाली जाऊ Ȩा िकंवा कुठेतरी
ȑाचा आकार बदलत नाही कारण तो Ůवास करत आहे आिण आʉाला फंƕनचे ˢŝप Ůाɑ झाले आहे
ʉणून जर हे फंƕन असेल तर लहरीसाठी हेf fxt 
एकतर चे फंƕन ʉणून िदले जाते  मायनस िकंवा इतर काही फंƕन x vt f f
आपण याला मायनस ओʬर ʉणूया हेf bar t x v 
उजवीकडे Ůवास करणा̴या लाटांसाठी असेल
 ȑामुळे अनौपचाįरक भाषेत Ůवास करणा̴या लाटा 
मी ȑाला उजवीकडे ʉणतो पण ŮȑƗात लाटा सकाराȏक िदशेने Ůवास करतात िदशा आिणx 
नकाराȏक िदशेने Ůवास करणा̴या लहरीसंाठी ऋण िदशेने Ůवास करणा̴या लहरीसंाठी चे हे कायŊx x xt 

अिधक िकंवा इतर काही फंƕन ʉणून िदले जाईल टी ɘस ओʬर चे कायŊ ʉणून या Ůवासी लाटाx vt x v 
आहेत सȯा असे घडू शकते की िविशʼ िठकाणी एखादी लाट एका बाजूने जात असेल
आिण दुसरी लाट दुस̴या मागाŊने येत असेल िकंवा मी अडथळा िनमाŊण करतो आिण ती दुस̴ याला भेटते  इतरũ कुठेतरी गडबड आहे
ʉणून समजा असा गडबड आहे जी साइनसॉइडल आहे तर हा ũास Ůवास करत आहे
आिण सायनसॉइडल िडːबŊɌ Ůवास करत आहे अंितम िव̾थापन कसे िदसते
ʉणून आʉी िवचारत असलेला Ůʲ खालीलŮमाणे आहे की दोन िकंवा अिधक लाटा आʞावर काय होते  एकाच वेळी एक िठकाण मला 
समजावून सांगते की काय
घडते याचा अथŊ काय होतो ʉणून आʉी जे िवचारत आहोत ते िव̾थापन ʉणजे काय आहे जसे आपण İ Ōː ंग िकंवा दाबामȯे पािहले होते 
जसे आपण
दोन वेगवेगʨा लाटा एका िठकाणी आʞावर दाब लहरी िकंवा Ȱनी लहरीमंȯे पािहले ȑाच वेळी आपʞाला हेच उȅर Ȩायचे आहे 
आिण
याचे उȅर लाटांǉा सुपरपोिझशनȪारे िदले जाते जे सुपरपोिझशन काय ʉणते ʉणून
आपण सुपरपोिझशन बȞल बोलत आहोत जे सुपरपोिझशन काय ʉणते जर एकाच वेळी दोन िकंवा अिधक लाटा एका िबंदूवर येत 
असतील तर याचा अथŊ एक लाट एक येत असेलf 
तर एक लाट दोन येत असेल आिण असेच पुढे तर िनʫळ िव̾थापन िकंवा दाब या दोन लहरी आहेत Ǜांचाf 
आʉी अɷास केला आहे.
  आधी ȑा िबंदूवर वैयİƅक िव̾थापन िकंवा दाबांची बेरीज िदली जाते मी िव̾थापन शɨ वापरत राहीन मला
पुɎा पुɎा दबाव िलहायचा नाही ʉणून ȑा
िबंदू वरील िनʫळ िव̾थापन अिधक दोन आिण fxt f one xt f xt 
 ȑामुळे कोणȑाही िबंदूवर
जेʬा मी िनʫळ िव̾थापन पाहतो तेʬा ती तेथे पोहोचणा̴या या सवŊ िविवध लहरीचंी बेरीज असेल
आता हे समाधानकारक रेखीय िवभेद समीकरण तरंगांसाठी िवशेष आहे मी हे सांगत आहे की पूणŊतेसाठी
हे समाधानकारक रेखीय िवभेदक समीकरण लहरीमंधून उȥवते 
आʉी सȯा Ǜा लहरीचंा िवचार करत आहोत ते मूलत: ȑा आहेत Ǜा रेखीय िभɄ समीकरणे पूणŊ करतात
ʉणून तुʉी हे गृहीत धŝ शकता की आʉी सुपरपोिझशन तȇ वापरणार आहोत  वणŊन करǻासाठीe 
जेʬा दोन िकंवा अिधक लहरी एका िबंदूवर येतात तेʬा काय होते
 ȑामुळे सुपरपोिझशनचे तȇ
मला िनʫळ िव̾थापन देते आिण सुपरपोिझशनचे तȇ असे सांगते की ȑा िबंदूवरील िनʫळ िव̾थापन
हे वैयİƅक िव̾थापन िव̾थापन िकंवा वैयİƅक
दाबांची बेरीज असेल  उदाहरणाथŊ जेʬा मी बोलत असतो आिण दुसरे कोणीही एका िविशʼ िबंदूवर बोलत असते
तेʬा दाबाचा फरक 
असेल.
 जर माǟाकडे İ Ōː ंग जात असेल आिण दोन ʩƅी ȑावर दोन िभɄ लहरी िनमाŊण करतात तर
ȑाचे िव̾थापन  İ Ōː ंग या दोन ʩƅीनंी लहरीनंी तयार केलेʞा िव̾थापनांǉा बेरजेने िदली जाणार आहे
, ʉणून मी आȅाच सांिगतले आहे की सुपरपोिझशनचे
तȇ असे काहीतरी आहे आिण मी ते आता गिणतीयपणे सांगेन.

एका िबंदूवर िनʫळ िव̾थापन ही 
ȑा िबंदूवर वैयİƅक लहरीनंी िदलेʞा वैयİƅक िव̾थापनांची बेरीज असेल आिण आता मी आहे  सायनसॉइडल लहरीचें िवशेषीकरण 
करणार आहे 
आिण मी तुʉाला आठवण कŝन देतो की
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या लहरीमंȯे िव̾थापन हे वजा ओमेगा चे काही मोठेपणा साइन ʉणून िदले जाते kx ti 
आिण हे ओमेगा टी वजा चे मोठेपणा साइन िकंवाkx 
काही मोठेपणा कोसाइन स असे िलš शकतो.kx min

आिण नकाराȏक िदशेकडे Ůवास करणा̴ या लाटांसाठी t x 
सकाराȏक िदशेकडे िकंवा ǉा साइनǉा िदशेने Ůवास करणा̴ या लाटांसाठी आिण ओमेगा ǉा इतर कोणȑाही ŝपात,x kx t 
ʉणून मी या बाणांनी सूिचत करतो आिण मी तुʉाला आठवण कŝन देतो की हाk 

वर ओमेगा आहे  तसेच दोन पाई ओʬर लॅɾडा लाटांचा वेग िůƓेɌी वेळांȪारे िदला जातोvk 
लॅɾडा आिण या सवŊ गोʼी आपण यापूवŎ केʞा आहेत
 ȑामुळे आता सुपरपोिझशनचे कोणते तȇ सांगते
मग कोणȑाही ट̪ɗावर वेगवेगʨा साइनसॉइडल लहरीǉंा आगमनामुळे िनʫळ िव̾थापन  होणार आहे 

वजा ओमेगा टी ǉा मोठेपणा एक साइन खरं तर मला तेkx 
वन आिण ओमेगा वन टी अिधक एक दोन साइन दोन वजा ओमेगा टू टी अिधक एक तीन साइनk k x 

बनवू Ȩा ȑाचा Ūी असू शकतो  एƛ लाट नकाराȏक िदशेकडे ओमेगा Ūीk x 
उजवीकडे Ůवास करत असू शकते ती कोसाइन ऑफ फोर अिधक ओमेगा फोर आिणt b one k x t 

ȑामुळे या सवŊ शƐता अİˑȇात आहेत की िनʫळ िव̾थापन ही बेरीज असेल  या सवाōमȯे
सुपरपोिझशन तȇाचा पįरणाम असा आहे की परावतŊनाǉा वेळी काहीतरी
बरोबर घडते आिण मी चचाŊ करणार आहे की उɷा असलेʞा लाटा िवŜȠ िदशेने Ůवास करणा̴या दोन लहरीȪंारे तयार होतात आिण 
या सवŊ घटनांबȞल आपण नंतरǉा ʩाƥानांमȯे चचाŊ करणार आहोत.

मी बीट्स आिण हˑƗेप बȞल चचाŊ करणार आहे की या सवŊ घटना
मुळात सुपरपोिझशन तȇाचे पįरणाम आहेत ʉणून आपण ȑांना एक-एक कŝन घेऊ या
ʉणून मी ȑांना Ůथम सुपरपोिझशन तȇाचे पįरणाम िलš या 
ʉणजे आपण एका सीमेवर Ůितिबंब पाहणार आहोत  मग आʉी उɷा असलेʞा लाटा पाहणार आहोत आिण नंतर तुमǉा 12 ʩा 
इयȅेत तुʉी 
लाटांǉा हˑƗेपाचा अɷास करणार आहोत ȑातील काही भाग आʉी करणार
आहोत  येथे याला बीट फेनोमेना ʉणतात
 ȑामुळे या सवŊ घटनांचे वणŊन करताना आपण ȑांना 
एका सीमारेषेवरील लहरीचें परावतŊन एक एक कŝ या
गिणतीय̊̽Ǩा मी माझे गुण सोयीˋरपणे िनवडणार आहे जेणेकŝन गिणत
सोपे होईल
 ȑामुळे या Ůकरणात मी काय करणार आहे उजवीकडे येणारी लाट असू Ȩा जी िबंदू बरोबर 0 Ȫारे परावितŊत होते ती एकाx 
कठीण िभंतीवर अगदी बरोबर आहे ती िभंतीवर बांधलेली İ Ōː ंग असू शकते िकंवा ती पाईप असू शकते जी या शेवटी उघडलेली असते
जेणेकŝन डेʐा  येथे शूɊ असेल तेथे ते उघडे िटकून राš शकते आिण कोणȑाही दाबाचा फरक िटकवून ठेवू शकत नाहीp 
ȑामुळे येथील दाब वातावरणातील दाबासारखाच असेल आिण
तो तुʉाला डेʐा शूɊाǉा बरोबरीने देतो ʉणून या दोन गोʼी आहेत Ǜा समान आहेत  ʉणजेp 
कडक िभंतीवर बांधलेली İ Ōː ंग आिण ओपन एंडेड पाईप िजथे दाबाचा फरक िटकून राहणार नाही या
Ůकरणात समजा एखादी लाट येत असेल तर मला ती दाखवू Ȩा जरी मी शेवटी
साइन वेʬचा िवचार करणार आहे  मला एक िव̾थापन दाखवू Ȩा Ǜामȯे येते आिण कोणȑाही सीमेवर हे
परावितŊत होते ʉणून हे येथे Ůितिबंिबत होणार आहे ʉणून ते ȑाच ˢŝपात Ůितिबंिबत होईल िकंवा नकाराȏक
िदशेने ते खरे तर मी Ǜा िदशेने जात आहे ȑा नकाराȏक िदशेने असेल  आता दाखवा
कोणȑाही वेळी या िबंदूवर िव̾थापन आहे जेथे İ Ōː ंग बांधली आहे
 ȑामुळे İ Ōː ंग बांधलेली आहे ȑा िबंदूवरील िव̾थापन शूɊ होणार आहे
आिण आʉी ते दशŊवǻासाठी वापŝ की परावतŊन दरʄान नाडी खरोखरच िचɎ बदलते.

आʉी आता ते करतो ʉणून मी आता िवचार करत आहे की İ Ōː ंगवर 
İ Ōː ंग बांधलेली आहे ȑा िबंदूवर तरंगाचे Ůितिबंब ठीक आहे ʉणून आपण
िवचार करत असलेʞा घटना ही एक İ Ōː ंग आहे आिण ती एका िविशʼ िबंदूवर बांधलेली आहे
आिण तेथे एक लाट येते  ʉणून बरोबरीǉा शूɊावर असलेʞा सीमारेषेवर मी सोयीˋरपणे हा िबंदू समान शूɊ ʉणून िनवडला x x 
आहे
आमǉाकडे िनʫळ िव̾थापन शूɊाǉा बरोबरीचे असणार आहे आिण िनʫळ िव̾थापन मला मािहत आहे की येथे िवशेषतः  वैयİƅक 
िव̾थापनांǉा बेरजेइतके आहे.
 इनकिमंग वेʬमुळे होणारे िव̾थापन 
आिण परावितŊत लहरीमुळे होणारे िव̾थापन आिण मला मािहत आहे की डाʩा बाजूला शूɊ आहे,
 ȑामुळे माǟाकडे जे शूɊ आहे ते इनकिमंग वेʬमुळे होणारे िव̾थापन आिण परावितŊत लहरीमुळे होणारे िव̾थापन आहे आिण हे आहे  
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कठोर सीमेवर
िजथे कोणतेही िव̾थापन होऊ शकत नाही आिण हे आपʞाला लगेच सांगते की परावितŊत लहरीचें िव̾थापन वजा बरोबर असते आिण 
ते येणा̴या लहरीमुळे िव̾थापनाǉा िवŜȠ असते ʉणून ते नेहमी िवŜȠ असतात ȑामुळे
काय होईल या लहरी  मȯे येतो मी लाल रंगाने येणारी लाट दाखवतो आत
येते ती िभंतीǉा िदशेने येत असते आिण जेʬा ती परावितŊत होते तेʬा
िव̾थापनाची िदशा बदलत असते
 ȑामुळे परावितŊत तरंग 
िवशेषत: िवŜȠ िदशेने असणार आहे आता आपण साइन घेऊया  लाट ʉणजे मी या İ Ōː ंगकडे पाहत
आहे Ǜावर साइन वेʬ येत आहे ʉणून ही लाट आत येत आहे आिण ȑाच वेळी
जेʬा ती िभंतीवर आदळते तेʬा ते दोन िव̾थापन कसे होते हे Ůितिबंिबत होते  ents
संबंिधत
 ȑामुळे इनकिमंग वेʬ आता िड̾ɘेसमŐट मला िलš दे की yx

ला वजा ओमेगा ǉा काही मोठेपणाने िदले जाणार आहे ʉणून हे इनकिमंग आहे आिण मला परावितŊत िलš Ȩा t kx t y xt 
कारण साइन वारंवारता बदलूb 
शकत नाही बदलू शकत नाही  लॅɾडा तसे बदलू शकत नाही कारण तेच माȯम पण तेk 
पाप अिधक ओमेगा असणार आहे आपण समान शूɊाकडे पाहत आहोत आिण ʉणून बरोबर शूɊावर िनʫळkx t x x y 
हे ओमेगा ǉा ओमेगा अिधक साइन िशवाय दुसरे काही नाही आिण हे शूɊ असले पािहजेt t b   
हे मला काय सांगते हे मला सांगते की समान आहे तर आपʞाकडे काय आहे इनकिमंग वेʬ एक साइन वजाb kx 
ओमेगा बरोबर आहे आिण परावितŊत लाट एक साइन ɘस ओमेगा ǉाt kx t 
बरोबरीची आहे हे मी िलš शकतो वरील परावितŊत तरंग ओमेगाx 

ǉा साइन Ůमाणे शूɊ आहे जी ओमेगा चे वजा बरोबर आहे चे वजा आहेt t a sine of y 
 ȑामुळे दोन लाटा ŮȑƗात िवŜȠ
आहेत िव̾थापन एकमेकांǉा िवŜȠ आहेत ʉणून मी ते िलš शकतो  परावितŊत हे ओमेगाǉा साइनाइतके असते  जे मीy t 
मायनस ओमेगा टी ɘस पाई ची साइन ʉणून देखील िलš शकतो का कारण वजा ओमेगा टी ɘस पाई ची
साइन उणे ओमेगा टी ǉा साइनची वजा होणार आहे जी ओमेगा टीǉा साइनǉा समान आहे परंतु ȑाचा उȞेश
या फॉमŊमȯे िलिहणे हे खालीलŮमाणे आहे की परावितŊत हे मायनस ओमेगा टी ɘस पाईǉा साइनǉा बरोबरीचे आहेy 
हा वजा ओमेगा टी ŮȑƗात येणा̴ या लहरीचा टɔा दशŊवतो ʉणून परावितŊत लहरीचें िव̾थापन दशŊिवǻासाठी
आपʞाला चा टɔा जोडावा लागेल pi 
तर मी असे िलिहतो की परावितŊत तरंग िमळिवǻासाठी आपण इनकिमंग वेʬǉा फेजमȯे पाई चा फेज जोडतो आिण हे फƅ तेʬाच 
असते जेʬा
परावतŊन कठोर िभंतीवŝन होते
 ȑामुळे फेज
फरक आहे बरोबर फेज फरक आहे असे सूिचत करते  इनकिमंग आिण परावितŊत लहरीǉंा ट̪ɗांमधील पाईचा एक फेज फरक आहे 
जेʬा परावतŊन कठोर िभंतीवŝन होते तेʬा आपण हे िचũŝपात पाš या
ʉणजे येथे काय घडत आहे ही िभंत आहे आिण कोणȑाही वेळी आपण
इनकिमंग वेʬ याŮमाणे आहे असे ʉणू या.
  या वेळी परावितŊत
तरंग
 ȑामुळे हे  इनकिमंग वेʬ ही वजा ओमेगा टी ची साइन असते काही िदलेʞा वेळी परावितŊत तरंग िवŜȠ असतेkx t t 
 ȑामुळे लाल रंग हा परावितŊत मागŊ असतो जो ȑाच वेळी अिधक ओमेगा टीचा साइन असतो ȑामुळेkx 
थोǰा वेळाने काय होत आहे जेʬा इनकिमंग लाट पुढे सरकते तेʬा
असे ʉणूया की हे असे झाले आहे ते पुढे सरकले आहे ʉणजे ही
कमाल काही Ůमाणात पुढे गेली आहे ȑाच वेळी
परावतŊनामुळे येणारी लाट देखील पुढे सरकेल पण दुस̴या िदशेने.

हे असे केले असते जेणेकŜन हे दोन िव̾थापन
अगदी िवŜȠ राहतील तुʉी पहा येथे िव̾थापन जे काही आहे तेच िव̾थापन
येथे आहे ʉणून जेʬा हा सहकारी अशा Ůकारे हलतो आिण हा सहकारी अशा Ůकारे हलतो तेʬा

बरोबरीचे िव̾थापन शूɊ राहते आिण हे असे आहे िनʫळ िव̾थापन हेx 
िबंदू बरोबर शूɊ असे राखले जाते ʉणून हे आता परावतŊनाबȞल आहे याचेx 
पįरणाम आहेत हे असे पįरणाम आहेत की सीमांवर Ůितिबंब िनमाŊण होते टेड लहरी आिण आपण आȅा जे पािहले
आहे ते फƅ ȑा िबंदूवर िव̾थापन आहे िजथे परावतŊन होत
आहे आपʞाला हे जाणून ƽायचे आहे की इतर िबंदंूवर िव̾थापनाचे काय होते आिण आपण काय पाš शकतो हे इनकिमंगǉा
सुपरपोिझशनला जɉ देते आिण परावितŊत लाटा उɷा लहरीनंा जɉ देतात, लाटा उɷा ʉणजे काय याचा अथŊ
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या लहरी आहेत Ǜा Ůवास करत
नाहीत ȑा ितथेच उɷा आहेत पण आʉी ते करǻापूवŎ मला तुʉाला परावतŊनाबȞल एक Ůʲ सोडायला आवडेल
मी परावतŊनाबȞल बोललो आहे  Ǜा सीमारेषेवर दबावाचा फरक िकंवा
िव̾थापन शूɊ आहे अशा िठकाणी काय घडेल याचा िवचार करावा असे मला वाटते जेथे िव̾थापन
शूɊ नसते उदाहरणाथŊ मी येथे एक İ Ōː ंग एका अंगठीला बांधलेली असू शकते आिण या बाजूला दुसरी İ Ōː ंग बांधू शकतो
अशावेळी आत येणारी लाट ही įरंग देखील वर आिण खाली जाईल आिण
 ȑामुळे ती
येथेही एक लाट िनमाŊण करेल आिण या Ůकरणात परावितŊत होणारी लाट काय असेल?  ई येथे िव̾थापन आिण
परावितŊत तरंगाचे मोठेपणा परावितŊत होणा̴या लहरीचें गुणोȅर काय असेल Ůसाįरत तरंगाचे मोठेपणा काय असेल
हे असे काहीतरी आहे जे तुʉी Ůगत वगाōमȯे िशकू शकाल परंतु सȯा गुणाȏक ̊̽Ǩा
तुʉी िवचार केला पािहजे Ǜा सीमेवर हे įरंग आहे ितथे सवŊ
काय घडू शकते ʉणून मी ǛाबȞल बोलत आहे ते ʉणजे सीमेवरील िनʫळ िव̾थापन हे दाब लहरीǉंा ̊ʼीने शूɊाǉा बरोबरीचे
नाही ʉणजे डेʐा पी सीमेवरील दबाव फरक शूɊा̓ या बरोबरीचे नाही जे घडेल,
उदाहरणाथŊ माǟाकडे पाईप असेल आिण इथे एका बाजूला किठण िभंत असेल तर दाबाचा
फरक काहीही असला तरी ŮȑƗात काहीही घडत नाही
 ȑामुळे डेʐा येथे शूɊ असǻाची गरज नाहीp 
दुसरीकडे  Ǜा बाजूला पाईप उघडा डेʐा शूɊ आहे,p  
 ȑामुळे मी तुʉाला याबȞल िवचार कŝ देतो आिण
आता आपण उɷा असलेʞा लाटांबȞल चचाŊ कŝ ,
 ȑामुळे उɷा असलेʞा लाटा समजून घेǻासाठी
आपण हलणा̴या लहरीचंा िवचार कŝया पॉिझिटʬ िदशेत आिण हेx 
ऍİ̱ɘǨूड वेळा साइन वजा ओमेगा असेल आिण ȑाच मोठेपणाǉा लाटेने हेkx t 
वरवर करा ʉणजे साइन अिधक ओमेगा टी नकाराȏक िदशेने Ůवास करत असेलkx x 
तर आपʞाकडे काय आहे आपʞाकडे एक लाट आहे जी आहे  उजवीकडे Ůवास करत आहे 
आिण मी याला डावीकडे Ůवास करत असलेʞा दुस̴ या तरंगाǉा सहाʊाने सुपरपोज करत आहे
आिण िनʫळ पįरणाम काय आहे ते पाš या लƗात ठेवा की दोन लहरीचें मोठेपणा सारखेच आहेत ȑामुळे
कोणȑाही िबंदूवर िनʫळ पįरणाम आहे वजा ओमेगा टी ɘस एक साइन ऑफyxt kx 

अिधक ओमेगा टी ची साइन होणार आहे आिण मी याचा िवˑार कŝ शकतो आिण हे ओमेगाkx 
टी वजा ओमेगा टी ǉा साइनचे कोसाइन अिधक ओमेगाचे साइन कोसाइन असे िलš शकतो  kx kx t

आिण जर मी हे जोडले तर मला plus a cosine of kx sine of omega t y
िमळेल जे ओमेगा ǉा 2 कोसाइनचे ˢŝप आहे कारण दुसरीxt t a   sine kx 

मुदत आता रȞ झाली आहे हे फॉमŊचे नाही हे फॉमŊचे नाही वजा चा िकंवा अिधक x vt f x v
चा t f

 ȑामुळे आिण नाहीत उणे x t c x vt
िकंवा अिधक िकंवा उणे ओʬर िकंवा अिधक ओʬर ǉा संयोजनात या फॉमŊमȯे ओिमंग आहे पण ते x vt t x v t x v 
िवभƅ आहेत
ʉणून हे काय दशŊवते हे Ůवासी लाट दशŊवत नाही तर ती उभी लहर दशŊवते ʉणून  लाटा उɷा ʉणजे काय हे तुʉाला समजले
आहे ही एक लाट आहे जी िवŜȠ िदशेने जाणा̴ या समान मोठेपणाǉा दोन लहरीचंी सुपरपोिझशन आहे
ȑामुळे िनʫळ पįरणाम असा होतो की काहीही Ůवास करत नाही कारण जर तो Ůवास केला
तर ȑाला ǉा फंƕनचे ˢŝप िमळाले असते.x 
  वजा िकंवा अिधक िकंवा अिधक वर िकंवा उणेvt x vt t x v t 

ओʬर मȯे असे ˢŝप नाही तरीही एक िव̾थापन आहे जेx v 
वेळ आिण चे कायŊ आहे आिण ʉणून आपण ȑाला उभे लहर ʉणतो चला िचũ बनवूया  ȑाचा आिणx 
ȑाचा अथŊ काय ते पहा ʉणजे माǟाकडे हा फॉमŊ ओमेगा ǉा कोसाइन ǉा 2 ǉा बरोबरीचा आहे, मी या yxt t kx a sine 
दोघांना ओमेगा ǉा t kx
कोसाइनचा आणखी एक İ̾थर साइन ʉणतो ʉणून मी तेb 
पािहʞास ते काय आहे  की िव̾थापन कोणȑाही वेळी i

चे फंƕनx sa 
 ȑामुळे िव̾थापन हे कोणȑाही वेळी
डावीकडे आिण उजवीकडे जाऊ शकते ʉणून हे चे साइन आहे कारणk kx b 
वेळ बदलतो Ůȑेक िबंदू वारंवारता ओमेगासह एक साधी हामŖिनक गती करतो
आिण वेळेचे अवलंबन िदले जाते ओमेगा टी चा कोसाइन ʉणून हा िबंदू उदाहरणाथŊ
लाल बाणाने दाखवलेला िबंदू ओमेगा सोबत वर आिण खाली जाईल .
 िहरʩाने दाखवलेला िबंदू ȑाǉापुढील िůƓŐ सी ओमेगा
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सह वर आिण खाली जाईल ȑाच िůƓेɌी ओमेगा यावर देखील वेळ
अवलंबून असेल  cosine omega t
 ȑामुळे कालांतराने तुʉाला काय िदसेल हे समजा की
मी फƅ मȯभागी या िवभागावर लƗ कŐ िūत करणार आहे.
 तुʉी काय पहाणार आहात ते ʉणजे ही संपूणŊ
गोʼ फƅ पुढे-मागे िफरत आहे या Ůवासी लहरीशी तुलना करा िजथे तुʉी काय  कालांतराने पािहʞा असȑा  असे
िव̾थापन िदले जाते जसे जसे वेळ पुढे जात आहे हे बदलले असते हे बदलले असते हे वेळेत डेʐा Ȫारे ̾थलांतįरत झाले असते डेʐाv 
जे वर दशŊिवलेʞा लाटेमȯे होत नाही  ही कमाल  िबंदू
जे घडत आहे ते सवŊ हलवत नाही तो ȑा ̾थानावर पुढे मागे दोलन करत आहे असे िदसते की Ůȑेक िबंदूवर
अनेक साधे हामŖिनक ऑिसलेटर आहेत Ůȑेक िबंदू वेगवेगʨा  मोठेपणासह दोलन करत आहे
परंतु ते सवŊ एकमेकांशी संबंिधत आहेत
 ȑामुळे मोठेपणा बदलतात

ǉा वर ʉणून याला ːँिडंग वेʬ ʉणून ओळखले जाते आिण ती िवŜȠ िदशेने Ůवास करणा̴ या दोन लहरीचंी kx sine 
सुपरपोिझशन आहे
ȑामुळे Ůȑेक िबंदू कु̴हाडीǉा Ȫारे िदलेʞा या मोठेपणाने दोलायमान होत आहे,b sine 
ȑामुळे तुʉाला पुˑकांमȯे काय िदसेल जेʬा ते एक उभी लहर दाखवतात तेʬा
ते सहसा असे दाखवले जाते आिण तुʉाला असे िचũ देखील िदसते
ʉणजे याचा अथŊ असा आहे की हे Ůȑेक िबंदू ओमेगा
वारंवारता सह मागे-पुढे जात असलेʞा वेळेचे कायŊ ʉणून िनʫळ िव̾थापन दशŊवत आहे.
 तर हे
िव̾थापन हे ओमेगा ǉा कोसाइनचे काही मोठेपणा ǉा बरोबरीचे Ůितिनिधȕ करत आहे yxt t kx b   sine 
आʉी इतर फॉमŊ देखील घेऊ शकतो आिण ȑांना काही ʉणून िलš शकतोsinusoidal cos 
ओमेगा ǉा कोसाइनचा िकंवा ǉा चा काही अɊ İ̾थर साइन हेt kx nstant c cosine omega t kx sine d 
सवŊ आपण कोणता टɔा िनवडत आहोत यावर अवलंबून आहे बरोबर 0 आपण कोणते िव̾थापनt 
िनवडत आहोत पण हे असे िदसते की तेथे दोलायमान असताना  असा काळ असेल
जेʬा ही संपूणŊ İ Ōː ंग सपाट असेल परंतु ȑा िबंदूवर सवŊ िबंदू खाली सरकत असतील िकंवा वर सरकत असतील
ȑामुळे हे फƅ पुढे मागे िफरत आहे आिण आता ही एक उभी लाट आहे
Ǜाचा आपण िवचार कŝ ȑा वेगʨा आहेत या सवाōमȯे उɷा असलेʞा लाटांची उदाहरणे काही िव̾थापनांसाठी आवʴक 
असʞािशवाय
मी असे गृहीत धरणार आहे की माझे िव̾थापन हे िकंवा या ˢŝपाचे असणार आहेyxt a b 
मला ओमेगा ǉा कोसाइनची एक साइन पुɎा िलš Ȩा कुठे अवलंबून असेल  माǟा ˢत:ǉाti kx   
सोयीनुसार माझे दुसरे फॉमŊ िनवडा पण काही फरक पडत नाही ʉणूनx 
मी उदाहरणाथŊ ओमेगा टी ǉा चा कोसाइन िकंवा इतर काही संयोजन देखील िनवडू शकतो परंतु हे सामाɊ ˢŝप आहे kx  sine 
ʉणून आपण
ȑाचे लाकूड घेऊया  İ Ōː ंगवर ːँिडंग वेʬ ʉणून मला काय ʉणायचे आहे ते ʉणजे
माǟाकडे एक İ Ōː ंग आहे जी एका टोकाला बांधलेली आहे मी एकतर ती दुस̴या टोकाला बांधू शकतो आिण
ȑात काही ताण आहे िकंवा मला İ Ōː ंग एका टोकाला बांधली आहे  शेवट आिण
दुसरे टोक वर आिण खाली हलवले जात आहे ʉणून आपण ʉणू या की हा िबंदू बरोबर शूɊ आहे तर मी एक तरंग तयार केʞावर x 
काय होईल
असे समजा की मी एक नाडी तयार करतो    या मागाŊने हलणार आहे आिण नंतर
िनʫळ िव̾थापन मागे सरकणार आहे या दोन पैकी काही परावितŊत
आिण इनकिमंग पʤ बरोबरीने िदले जाणार आहे िनʫळ िव̾थापन नेहमी शूɊ िविशʼ असतेx 
जर मी आता दोɎी टोकांना बांधलेʞा İ Ōː ंगमधील साइनसॉइडल वेʬजमȯे ˙ेशल झालो तर
साइनसॉइडल वेʬ इनकिमंग होणार आहे आिण  आउटगोइंग आिण सुपरपोिझशन
मला ːँिडंग वेʬ देणार आहे आिण दोɎी िबंदंूवर िनʫळ िव̾थापन
शूɊ होणार आहे, ʉणून मी आधी ʉटʞाŮमाणे ːँिडंग वेʬ सामाɊत:
अशा Ůकारे दशŊिवʞा जातात आिण या Ůकरणात जे घडत आहे ते Ůȑेक िबंदू दोलन होणार आहे

Ȫारे िदलेʞा या अॅİ̱ɘǨूडवर पुढे-मागे आिण दुसरीकडे, जरsine kx 
मी ही İ Ōː ंग एका टोकाला बांधली असेल आिण दुस̴या बाजूला कंपन करत असेल तर मला
या िबंदूवर शूɊ िनʫळ िव̾थापन असेल आिण सवाŊत मोठे संभाʩ िव̾थापन असेल  ओपन एंड हे वर आिण खाली सरकणार आहे आिण 
हे
सवŊ िबंदू नंतर ȑाच मोठेपणाने वर आिण खाली सरकणार आहेत ʉणून
हे दोन वेगवेगʨा Ůकारǉा ːँिडंग वेʬ आहेत.
 एक İ Ōː ंग दोɎी टोकांना बांधलेली आहे
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आिण दुसरी  एका टोकाला İ Ōː ंग बांधलेली आहे आिण दुस̴ या टोकाला मोकळी आहे मी
हे िबंदू बरोबर शूɊावर घेत आहे ʉणून आपण या िबंदंूचे गिणतीय िवʶेषण कŝयाx 
आिण नंतर भौितक̊̽Ǩा याचा अथŊ काय आहे ते देखील पाšया
 ȑामुळे गिणतीय̊̽Ǩा मी
Ůथम İ Ōː ंग बांधǻाची केस घेईन 
या Ůकरणात दोɎी टोकांना मी आधी
ʉटʞाŮमाणे िव̾थापन ओमेगा ǉा कोसाइन Ȫारे िदले जाणारyxt ti sine kx 
आहे या İ Ōː ंगचा डावा हात आिण डावा हात घेत आहे समान शूɊ आिण उजवाx 
हात असेल  याचा अथŊ İ Ōː ंगची लांबी बरोबर आहे ʉणून जेʬा मी हे िव̾थापन x eq  uals l l yx

बरोबर घेतो तेʬा ओमेगा चा कोसाइन बरोबर शूɊ शूɊ असतो जे तसेt t sine kx x y y 
असले पािहजे कारण मला आता तेच हवे आहे  बरोबर कोणȑाही वेळी y x l l
हे देखील शूɊ असले पािहजे कारण ही İ Ōː ंग ȑा िबंदूवर बांधलेली आहे आिण ʉणून मला

वर ओमेगा ǉा कोसाइनची साइन असणे आवʴक आहे जे ओमेगा ǉा कोसाइनǉा साइनǉा समान आहे l t kx t kl 
दोɎी टोकांना बांधलेʞा İ Ōː ंगसाठी शूɊ  ʉणजे आपʞाकडे काय आहे  दोɎी टोकांना बांधलेʞा या İ Ōː ंगसाठी
माǟाकडे बरोबर ओमेगा ǉा कोसाइन आहे आिण माǟाकडे ओमेगा ǉा कोसाइनyxt t sine kx   t sine kx   
बरोबर ओमेगा ǉा शूɊ कोसाइन आहे  हे वेळेनुसार बदलत असते ʉणून तेah t 
शूɊ असू शकत नाही हे मोठेपणा आहेa 
 ȑामुळे केवळ एक संǒा जी ȑाला शूɊ बनवू शकते ती ʉणजे शूɊ असणे आवʴक आहेsine kl 
आिण याचा अथŊ असा होतो की हे काही पूणाōक गुणा ǉा समान आहे आिण ʉणूनkl n pi 
या Ůकरणात मी जात आहे  बरोबर बरोबर असणे िकंवा बरोबर ओʬर आता आʉी आधी सांिगतले आहे kl n pi k n pi l k 
er
लाटांǉा गतीवर ओमेगा आहे आिण हे ओʬर ǉा बरोबर असले पािहजे ʉणून ओमेगा ही दोलनाǉा वारंवारतेǉा दोन n pi l pi 
पट आहे
आिण ʉणून ची ओसीलेशनची दोन वारंवारता आहे i pi v
वर बरोबर दोɎीमधून रȞ होते  बाजू आिण मला िमळणा̴या िůƓेɌीn pi l pi 

गुणा दोन ǉा बरोबर असतील ʉणून लƗात ƽा की सवŊ िůƓेɌीनंा परवानगी नाही İ Ōː ंग फƅ ठरािवक िůƓेɌीवर कंपन n v l 
कŝ शकते
आिण मी ȑांना ʉणणार आहे आिण ते जात आहेत  चे गुणाकार दोन पेƗा जाˑ असेल तर आʉाला आढळले nu n v l mu n 
आहे की nv
पेƗा दोन आिण या Ůकरणात Ůित युिनट लांबीǉा वˑुमानावर ताणाचे वगŊमूळ आहेl v 
ʉणून İ Ōː ंग Ǜा िůƓेɌीवंर ʉणून कंपन कŝ शकते टी ओʬर चे दोन वगŊमूळn mu l 
हे या वˑुİ̾थतीवर आधाįरत आहे की समान आहे   शूɊ आिण ʉणून समान आहे दोन Ůतीsine kl k pi 

समान िकंवा गुणा बरोबर 2 lambda n pi lambda l lambda   l over n let
İ Ōː ंगसाठी याचा अथŊ काय आहे हे आʉाला भौितक̊̽Ǩा समजते दोन टोकांम̡ ये बांधलेले आहे कारण शेवटचे
िबंदू शूɊ िव̾थापनावर आहेत, हा एकमेव मागŊ आहे जो िदलेʞा वारंवारतेसाठी घडू शकतो एकतर
लाट अशी आहे िकंवा ती दोन लूप बनवते िकंवा ती तीन लूप बनवते आिण या अȯाŊ लूपपैकी Ůȑेक लूप काहीही
नसून दोन बाय लॅɾडा आहे  तर माǟाकडे जे असले पािहजे ते ʉणजे लॅɾडा दोन पटीने िजथे पूणाōक आहे आिणn n 
एक दोन िकंवा तीन असू शकतात ǉा बरोबरीचा असावा ʉणजे लॅɾडा दोन ओʬरl l 

ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून आपण आता गिणतीय̊̽Ǩा पािहले आहे की ठेवǻासाठी  दोन टोके समान हेn k 
ǉा बरोबरीचे असले पािहजे आिण भौितक̊̽Ǩा याचा अथŊ असा आहे की माǟाकडे या लांबीमधून फƅ अधाŊ तरंगलांबीची k n pi 

पूणाōक संƥा असू शकते
आिण ती या İ Ōː ंगची वारंवारता िनधाŊįरत करते ȑामुळे
ती इतर कोणȑाही वारंवारतेवर कंपन कŝ शकत नाही.
 पण  ठरािवक िůƓेɌी आता हे िबंदू
जे नेहमी शूɊ िव̾थापनावर असतात ȑांना नोड्स ʉणून ओळखले जाते ʉणून
या İ Ōː ंगसाठी जी दोɎी टोके बांधून ठरािवक िůƓेɌीवर कंप पावत असतात
मला अशा Ůकारे एक सामाɊ ̾थायी लहर बनवू Ȩा  जे नेहमी शूɊnts 
िव̾थापनावर असतात हे Ǜावर मी हे मोठे िठपके ठेवत आहे ते नोड्स ʉणून ओळखले जातात जे िबंदू जाˑीत जाˑ िव̾थापनावर
आहेत कमाल मोठेपणा ʉणून ओळखले जाते नोड्समधील अँटीनोड्सचे अंतर दोन अँटीनोड्समधील दोन अंतराने लॅɾडा बरोबर असते 
ʉणजे
समीप घनता नोड्स देखील दोन ने लॅɾडा आहे आिण आʉी पािहले आहे की ते Ǜा िůƓेɌीवर
कंपन करते ते दोन ˍेअर ŝट ǉा ओʬर असेल दुसरे उदाहरण मीn l t mu 
आता घेणार आहे असे समजा की मी समान İ Ōː ंग टाई घेतो.
  ते एका बाजूला आिण दुस̴ या
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बाजूला मी ते एका कंपनाने जोडतो .
 आंदोलक असू शकतो मी
माǟा हाताने कंपन कŝ शकतो.
 आिण अशा İ̾थतीत शूɊावर
साइन कोसाइन ओमेगा टायƜी या ˢŝपात असलेली उभी लहर अजूनही शूɊ असेल पण  मला आता जे हवेkx 
आहे ते ʉणजे येथे बरोबर आिण जे ओमेगा चा एक साइन कोसाइनy x l t t kl 
आहे ȑाचे जाˑीत जाˑ िव̾थापन समान वर असेल आिण याचा अथŊ x l kl
हे दोन अिधक एक गुणा बाय दोन आिण असणे आवʴक आहे दोन पाई ओʬर लॅɾडाǉा बरोबरीने दोन n pi k n
अिधक एक पाई ओʬर दोन कॅɌल पाई दोɎी बाजंूनी आिण लॅɾडा बरोबरी चार वर दोन अिधक एक या Ůकरणात लॅɾडा li l n 
थोडा
वेगळा आहे आिण िůƓेɌी जी ओʬर लॅɾडा आहेnu n v i 
या वेळी मी ʩुȋȅी थोडी वेगळी करत आहे फƅ तुʉाला वेगवेगʨा कʙना देǻासाठी चार ने भािगलेl 
दोन अिधक एक जे चार गुिणले दोन अिधक एक असेल ȑामुळेn v l n 
यावेळी िनसगŊ थोडा वेगळा आहे आिण मी पुɎा कŝ शकलो  हे n
अिधक अधाŊ असे दोन वर िलहा,v l 
 ȑामुळे या Ůकरणात वारंवारता थोडी वेगळी आहेत
कारण एक टोक उघडे आहे आिण एक नाही आहे आिण पुɎा माǟाकडे एक भौितक ʩाƥा आहे
की या Ůकरणात लाटा Ǜा ˢŝपाǉा असतील  ओपन एंडमȯे जाˑीत जाˑ
िव̾थापन आहे
 ȑामुळे मला लॅɾडा 2 बाय 2 लॅɾडा असणार आहे सेगमŐटnn 
लांबीचा लॅɾडा चार ने होणार आहे
 ȑामुळे मला लॅɾडा चार पटीने
दोन अिधक एक असणार आहे आिण ȑा सारखे असावे  ताबडतोब मला लॅɾडा इƓलn l 
चार वर दोन अिधक एक असे देते जेणेकŜन ते एक भौितक ʩाƥा आहे गिणताǉा ̊ʼीने आपण फƅl n 

काय असावे आिण आपले उȅर िमळवू शकूkl 
 ȑामुळे पुढील ʩाƥानात
आपण काय केले याचा सारांश देऊन मी आता या ʩाƥानाचा समारोप करीन.

ओपन पाईɛ आिण ऑगŊन पाईɛ आिण ȑामधील हवेǉा ˑंभांचे दोलन आिण बीट्स आिण
डॉɘर घटनांचा िवचार करणार आहे, ʉणून मी सुपर पोिझशनǉा तȇािवषयी जे काही िशकलो ȑाचा सारांश देऊन मी हे ʩाƥान 
संपवतो 
Ǜाने सांिगतले
की कोणȑाही वेळी िव̾थापन  तेथे येणा̴या वैयİƅक लाटांमुळे होणा̴या िव̾थापनांची बेरीज आहे
मग आʉी सीमारेषेतून परावितŊत होणा̴या लहरीबȞल िशकलो, िवशेषत: आʉी िशकलो
की  जेʬा सीमा कठीण असते तेʬा येणा̴ या आिण परावितŊत लहरीǉंा ट̪ɗांमȯे पायचा फेज फरक असतो याचा अथŊ नाही  सीमेवर 
िव̾थापन आिण शेवटी आपण उɷा असलेʞा लहरीबंȞल िशकलो जे वेगवेगʨा अॅİ̱ɘǨूड ऑसीलेिटंगसह साȯा हामŖिनक
ऑसीलेटसŊसारखे असतात Ůȑेक िबंदूवर सवŊ
समान वारंवारतेसह आिण आʉी İ Ōː ंगवर उɷा असलेʞा लाटांबȞल िशकलो आिण
İ Ōː ंग Ǜा िůƓेɌीवर गिणतीय दोɎी Ůकारे कंपन कŝ शकते ते िमळवले आिण
भौितक̊̽Ǩा देखील पािहले की तुमचा काय अथŊ आहे 
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