
ఈ ఉపߕङ సంݩ ࡹలߕలࡍڷ ߘంۨ చࡍऐ ంۨన తࡌछ త,
ऒߕంܿڕߘంۧలࠚరంߦऴ ޜలڴతరం ࠭࠲ అర ڴ޶బܽद మనం ࢘࢟ అం݄ ఏࠫ݇ ࠭ంڒ ,࠭ बం 
,ం޳ంڕࣆۯ
फ ऴపశऒޙߜవࡶ బܽद మనంڒ  ࢘࢟ అం݄ ఏࠫܽ , ఇ޴ కࡱހ ఒక ऴప޻శం ߘంݟ మࡖక ऴపړߖࢡ޻ కߕޔࡱ޶ऒ ࠻
బܽद ఆ ऴపశऒڒ  అ޳ڷݡం ఇ޴ కࡱހ కߕޔࡱ޶ऒ ࡏࠬ ړߖࢡ޻క ऴపࡖమ ݟంߘ శం޻ఒక ऴప  ࠻
స࠭ऴదంߖࡹ అలల޳ࡶ ࡰޢ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡌࢡ۫ ߘ మߕ޼ࡔ ఒక ߭దभ ߖ ߤߦ
సڴࡍठ ߖڕࣆޓ అంߗ ࡹ޶ళऱߖ ޜంߧ అంߘࡱ࢘ ࠬ ࡹ޶ ࠭ంۨనటऱߕ ߘߝ ޙ࠼
ఇకए ߖ࡯࢘ డ ࠭ం۪ߕޔऒ फࣃ۫ ࡏࠬ  ߘ ఇకए ,ࡏ డ ޔࢂࢗ ړ߯ ࡏߗం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢑షړߖ࠻ ఈ
అలࡽߩࡍ ړߖ޵ ߘߝ  ࡱ ऴܼࡽࢗझ झࡽࢗऴܼ ߤݪ   అࡏ߮ ߖ ߭టदߖవछ ంڕࣆޓ ߖܽߗ ܿߦ ޜߖ޳ ,ݟంܿం޳ 
޳ࡶ
అ޶ڒ ޴ అڒ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖబܽद ऴపށ࠻ం޴ۯ ࠪऴత࠲
ఆ అలࡱ మޜࠬ ߘߝ ࠾ࡍ
ࠪ ߕߞޜࡍఅంతܼ ఎవ ޴గ ޳ࡶ ऱܼ నऒޔݡ ओߩ फࣃࡱߧ ߖఅల అ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݡ ఇకए ߘߝ ࠭ డ భంగం 
కࣃڵ࡯फ ߘ
అం݄  ࠬࡏ   ࠪ ऱܼ వङ ݦ ړ फ ࠭ంߖ ޶లబ࡯ڴ ޙݟ ఒక ۲ట ߘంݟ మࡖక ऴపޔࢂࢗ ړߖࢡ޻ందߖ అర बం.
 
బܽद ఆ వङڒ  ݟ࢑నం ࡊࣔ ࡏࠬ ߗڒ ړ फ ఎ࡮ంܽ అ࢐ంతࡱࡌm 
సృࢳदంۨߕ అړ࢑ۮ ࠬ ޴ ऴపࣆށ࠻फం޴, త޳छ ఒక వङ ࡌ ړ फ మࡖక వङ ړ फޜ ࠪ ऱܼ నऒޔݡ ओߩ  శబभం ݡ
ऴపࣆށ࠻फంߗڒ ޴ మధङ  ࡯ڴ ݦఉం ࡹ
అ޴ߝ ఒక ప޳ర बం ࡅకए  ఒక ऴప޻శం ߘంݟ మࡖక ऴపړߖࢡ޻
भ޳బܽद మనం ऴ࢐ڒ ޶ڒ ళऱడంࢗ ం  ఒక తరంగం ࢓ރࡔల కద࡯కۨࣇ ߘంచ޶, 
అߩओ ऴపశऒ ߝబܽद తరంగం అం݄ ఏࠫܽ అڒ ఏࠫܽ ޴అ ݡ  మࢁऱ తޔࡵफޔం޴ మ࠾ࡍ
పओۮ ߘߝ ࠪ ޜࠬ ߘߝ ߖఅ ޴ంޔڷࡱభంగం క ߕߞࡹపంࡐ అల అం݄ ఏ ޴ࡃࠓ ऱܼ నऒޔݡ ओߩ ݡ
అర बం  ߘߝ ఇకए డ ࡹ࡯ڴ అలజݟ సృࢳदࣆफߕऒ ޴అ ࠾ࡍమ ߘ
అకए ࡛ڒࡍ ޴అ ,޴ంޔࢂࢗ ړ ڡ࠳ ݟంߘ ݟ न అޔ࢓ం޳ࡶ ޴ ఎవޜࠬ ߕࡕ ࠪ ऱܼ ఆ  ޙݟ
వङ ړ फ ࡹ࡯ڴ అలజݟ సృࢳदࣆफߕऒ డߖ మ࠾ࡍ ఆ ఆటంకం ࠬڕ ऴపࣆށ࠻फందߖ
 ంۨࡍڷ లڴతరం ݦలబߖ ړߖࢡ޻క ऴపࡖమ ړߖࢡ޻ఒక ऴప ޴फంࣆށ࠻ऴప ݟంߘ ఒక భంగం ޴ߝబܽद అల అڒ
ऒߕ࢑ ࡏࠬ ,ࡏ
ऴపశऒ ࡍప޶బܽद తڒ  తరంగం అం݄ ఆ భంగం ఒక ऴప޻శం ߘంݟ మࡖక ऴపړߖࢡ޻ ऴపށ࠻ంచవలࣄ ఉంܿం޴ 
కࡖమ ޴బܽद ఇڒ
ऴపశऒ  మߘߝ ړߖ޳ ࠾ࡍ సࠪ߄నం ۮపओ ऒޒऴపయ ړߖݞ फࣃ దగ ߕ ߘ ठర वࣄदంۃ ఉందڝߘంߖߖ޳ ߘߝ ,ݟ ఒక 
ۨవర
కܽद, ఇకए డ భంగం కڵ࡯ంۧړߖ޳ ,ߘ ఒక ߩ޶ڕ ఇవछ ంڒ ,ݟబܽद ࠬࡏ ఏࠫ ۫ࣃफ  ޳ࡶ ߩ޶ڕ అం݄   ఈ ࡏ
ఆటంకం
वࣄदంࡹ ۃ ऴపࣆށ࠻फంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴపࣆށ࠻फం޴ ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ऴపށ࠻ంۯ తరంగం, అࡍڷ ߖ޵ ޙ࠼ంۨ
ఆۨࡹంచంߘߝ  ݟ ఈ ޓగࡓ ߘంݡ ۨవరల మధङ  కܽद   ߖ޳ऒ  వރకడం ऴߦరంࠚంۧߘ, అ޴ ఇ࡮ 
వऴڔకࡍంచబݟ , ఆ߯ ऴړంړ޴ వࣆफందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ నऒޔࡱ޶క ړ޴ంړऴ ړ߯ ޴బܽद ఇڒ ࡏ ऱܿ మనం ߖలబݟ 
ఉనऒ  తరంగం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ అలࡹ ఆటంకం ऴపށ࠻ంచڒ ޶బܽद అల  ߖలబݟ ఉంݦ అలࡱ 
޳ࡶ
ऴపށ࠻ంۯ తరం޳ࡶ ࡱڴ మనం ऴపగࢣޒల తరంగం ޳ࡶ ऴప࠻ణ తరంగం అࣃࡱߧ ߖफ బܽद మనంڒ ,࠭
ఇߩओ నࠫۨऐ߄సࠪ ݡ న޴ తరంగం అ޴ߝ ఒక ऴప޻శంࡹ సృࢳदంచబݟన ఒక భంగం మ࠾ࡍ మࡖక ऴపړߖࢡ޻ 
ऴపށ࠻ంచడం ߘߝ ऴపށ࠻ంۯ తరంࡱڴ అࣃࡱߧ ߖफ వ۪ऐڒ ޴అ ޳ࡶ ߘ  वࣄदంۃ వంܽ ߰ڵݟంచబݟన 
భంగం మ࠾ࡍ
फࣃࡱߧ ߖఅ ڴన తరం࠳बరࣄ ߖߖ޳ ߘߝ ओߩఇ ࠾ࡍమ ߘ తघހࠪࡍప ߖߖ޳ ߘߝ ݡ కంڴ 
࢑వࡍంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ
పހࠪࡍతघ కంڴ మనం ఒక తరంߖڴऒ
ఎ࡮ వࡍ पࣃफ ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ࠵ ࠭ .
  ఇం࡮ۧ ࡹ޶
ऱࡹޔతరగ ࠬ ࡏࠬ కం݄޶రణం  ఎం߄ࣃ   బࣗ࢑ ࢡనऒ ޴
ఒక తరంగం ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ऴపށ࠻ फ࣎ ంڒ ޴బܽद
झߤࠏवసदݟ ޴నࣄ۫  ࡏࠬ नࠈం࡮     న࣒yxt࠳ 
ऴ߹ڙछ झߗ  అڷݡల కం݄ ఈ రక࠳న తరంړߖڴ సࠪనం ޳ࡶ అۯ ޴యగల࡮  ޶ంࠈन ߯ ݋߹ న࣒࠳   pi ݡంࡓ 

 x࡯࠻ࡌ ݞږ ڴపరం ߤ࣌ڜ ߘ ߤ࣌ڜ
, ఆ߯ ࠬڕ ࢘గం అం݄ ࡮ంࠈन ࡓ  ऱܿ ࡓ ऱܿv f 
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नࠈం࡮  తరంగ޼ర डङ ం మ࠾ࡍ అ޴ߝ ऴ߹ڙछ झߗ  అۮ ߖపओ బޔݡం޴, ఇ޴ మనం వۯऐ  ऴపޙङ క࠳న తరంగం.f 

ఆటంకం ړߖހ࠻ऴప ޴ߝఒక అల అ ߘߝ ,޶ం࠭ ڕఅంత ߗڒ ړߖ޳
అۨ࡯ߧ ߖనం޶న, ࠭ంߖߖ޳ ߘߝ ڴ޶ వࡍ पࣃफ దగ ߕ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ߘ ठర ఒక वࣄदంۃ ఉందۮ ߖపओ ం޳ࡶ ݟ 
మనం ఇۨऐ న ఉ޳హరణ ܽߗ ఉపࡍతలం అۮ ߖపओ ంݟ మߘߝ ࠾ࡍ ऴ޳ۯ ݋ࡃړभ ం.

ఇకए ߘߝ ޳ࡶ డ ఇ࡮ంܽ ఆటంߖڒऒ  సృࢳदࣃफ ठڴࡍస ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ߘ  అర बం ڝࣆۯవړߖݞ అ޴ ऴపࣆށ࠻फం޴,
ऒߕࣆ వదभ ޻ంܽ࡮భంగం ఇ ۯदంࢳసృ ߘߝ ڡ࡯ࠒࡌߦ న࠳సࠪన ړ
ఒకܽ ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  ం.t޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡹన సమయం࠳సࠪన ړ
  ఫంࣾߤ  ఇ޴
ఫంࣾߤ అޙ࠼ ఇ޴ ޴శ ڒబܽद ఫంࣾߘߝ ޳ࡶ ߤ అߖ తࡌछ త ऴ࢐యߕޔࠓऒ  x fx y y ߖబܽद అڒ ߘ
పओۮ వछߖ ంݟ ఎޔफ ఒక మ࠾ࡍ అ0 ޴ వదभ సࠪనం పऱ࣒  న࣒ x a a࠳ ޳ࡶ 
అޔ࢓ం޴  ఇߩओ ࠾ࡍమ ޴फంࣆށ࠻ఈ ఆటంకం ऴప ޴ంݟदంచబࢳతలం߯ సృࡍఉప ܽߗ ݡ
అࢀࢗ ڕߩ࢙ݟڕ ޴ऱ  ߕࣆऒ  వదभ ఉనऒ  సమయంࡹ   వۨऐ ందߖ అڕߘం޳ం,x 
తࡌछ త అ޻ భంగం తࡌछ త సమయంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद
ओߩۮ ߖసమయం పܽदంద ړߖ޵  బܽद ఈ భంగంt tڒ ࡹబܽद ఆ సమయంڒ  ం޳ంڕ
చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ݋ߕ ࣋ए छ ఇవछ ڴ ࡛ బޔݡం࠳ ޴న࣒ ߕࣆऒx x mod x x 
ఒక కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ߖࡹ ۃदంࣄఒక व ޴నࣄۯ మనం ޙక߱ࡶ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ
޴తలం߯ ఉంܿంࡍఉప ܽߗ
ఒక భంగం సృࢳदంచబݟం޴ మ࠾ࡍ తޒ࢐ࡏ సమయంࡹ అ޴ ఈ
సझߖ  ޴ంࡍࠪ ړ ݋ం࠼ߦ ంڝచంڴ మ࠾ࡍ సओ షदంڴ అ޴ ఈ ޷రం ࢘గంޜ ऴప࣋ށ࠻फ x vt x

అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ అ޴ ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అߖ naught  vt yx x 
ఇవछ బݟం޴

ऒߕࣆ  x mod xߘߝ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍం݄ మڕࡶ సࠪనం ړ
ऒߕޔࢂࢗ ऒߖ޵  ߘ  సమయంࡹ ఎޜ ߩࡏ t  yx
ऴ࢐య࠳ ړߖݞన࣒  ࣋ए छ ఇవछ ڴ ࡛ బޔݡం޴  mod x x x 0 x
ऒߕࣆ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ంۨన సందరगށ࠻ऴప ڕߩ࢙ ఎడమ ޴ం݄ అڕࡶ సࠪనం ړ ం ఏࠫܽvt a 
ऒߕࣆ ޴బܽद అڒ  x ڕߩఎడమ࢙ ޴फ అ࣋ށ࠻ऴప ڕߩఎడమ࢙ ࠾ࡍమ ݟంڝߘసࠪనం వదभ ఉంద ړ
ऴపࣆށ࠻फం޴, ఆ߯ ࠬࡏ
న࣒  ప࠳ రऴసంޔఒక చ  ߖందޜڷࡏజ ࡏడగల۫ ڴలభంࣆ ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  छ  yxt x vt ڴ ࡛
ఉం࠳ ࡯ݞన࣒ ޳ࡶ  ప ऱ࣒  అߖ అర बం ڕࣆۯం޳ంvt x vt 
సڴࡍठ ఇకए ऒߕࣆ ߖ ݦ యడం   మధङۯ సࠪనం ړ ओߩఇ ޴फంࣆदࢳంత భంగం సృڜ ࡹ xߘߝ ݡ
ए࣋ ߖߖ޳ छ పओۮ ݞږ ߖన࣒   అ࠳ ࡛ ऒߕࣆ ߖ޳ ߗڒ ߘ  సࠪనం,x fx t ړ
అߩओ ऒߕࣆ  ఈ భంగం ޴ంޔڷࡏफం݄ ఏࠫ జࣆށ࠻ऴప ړ ࡹన సమయంࡕస ޴అ ݡ నt࠳సࠪన ړ

ఇవछ ڕ޶న࣒ ఎం࠳ బޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ఇߩओ  fx vttݡ
సమయంࡹ ఎ࡮ంܽ భంగం కߘߝ ߕڵ࡯ అࣃࡱߧ ߖफ  t  fxt޻అ ߘ

భంగం ࠳న࣒ వదभ ࠳న࣒ ۪ द݀  x vt x vt޴ఉం ࠳కృత޵ంऴښ 
ऒߕࣆ   vt޴ంޔ࢓ऱ అࢁరం మ޷ షदࡍగ ݟంߘ ఖరంࢢ , फ࣋ށ࠻ऴప ڕߩఎడమ࢙ ޴అ ߩ࢙ࡗమ ,ړ
ప  ޴భంగం ఉం݄ అ ߕ޼వదभ ఏ ڴ ߤబܽद   ఫంࣾڒ ऱ࣒  వదभx t x vt 

వదभ ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  ఏࠫటం݄t t ޴నߧ۫ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ సࠪనం ړ
۪ లం࠮ , द݀ న  వదभ ఏరओ࠳సࠪన ړ0  t vߕ޼ఏ ޴फ అ࣋ށ࠻ऴప ޜ ޜన ࢘గం࠳बరࣄ ఆటంకం ߕ޼ఏ ݦ
ఆڒరڒ ࠲వ۪ऐ  మ࠾ࡍ వऴڔకࡍంచబడڒ ޶బܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ऴࣆ࢐फߕऒ  fx ࡹపంࡐ ޴బܽद ఇڒ ߘ
సృࢳदంచబޔݡంړ0  ޴ సࠪన࠳న సమయం t
ऒߕࣆ फ࣋ށ࠻ऴప ڕߩ࢙ݟڕ  ޳ࡶ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ  న࠳సࠪన ړ

ऒߕࣆ న࣒࠳ కएࡅ క సమయంߘసࠪనం క ړ ఇవछ ڴ߅࢑  బޔݡం޴,fxt fx v  t 
అړߩ࢙ݟڕ ޴ ऴప࣋ށ࠻फ ږߘࣃల x
అࣾం మ࠾ࡍ సࠪనం ఫంࣾߤ అ޻ ఫంࣾߤfxt 

 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ޴అ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  x vtt ޴కం݄ అ޶ఎం ޴फంࣆށ࠻ऴప ڕߩ࢙ సࠪనం ఎడమ ړ
ఇߩओ ఎకए ݡ డ ఉం޴, అ޴
ऒߕࣆ ऒߕࣆ బܽदڒ ,సࠪనం ړ న భంగంݟदంచబࢳభంగం వదभ సృ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ऒߕफࣆࡱߧ ߖఅ ߘߝ వ۪ऐڒ భంగం ߕ޼ఏ ޴అ ߘ  fx޴फంࣆߧߖన కߩ࢙ݟڕ   

ऒߕޔࠓऴ࢐య ߘߝ ߩసࠪనం ఎడమ࢙ ړన࣒ 0࠳ ప  ߘ ऱ࣒  fx vtt fx t fx vt
పచऐڕంచడం   ఆށ࠻ऴప ڴ࢑ధం సࠪనం ఈ 0 ࠪڒ  రంڕߩ࢙ݟڕ ڷ ऴపށ࠻ంۨం޴fxt 
మ࠾ࡍ ఏ పࣄࡍबޔలࡹ ऴపހ࠻లڕ అంతࡌయం ఏరओ  ݀ నంబ࡛ ߤనంబ࡛ వ ߖంచబడࡍకڔవऴ ޴ంޔݡ
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फࣃށ࠻ऴప ݞంڕంచబడࡍకڔవऴ ࡱޔషర ݡంࡓ బܽदڒ ޴फంࣆށ࠻ऴప ޜన ࢘గం࠳बరࣄ   v,࠼
సद࡛ݟ ߤఅ ߖߖ޵  ݃ फࣃࡱߧ ݞږ ߖఅ ݭ సओݟ క పదంޒښంࣃ ޴ఇ ,ࡏ ర लߧ ࡹ ࣒ࡵ ߤలవబߖ޳ ݦऒ .޴फంࣆۨࣇ 
 
ఈ సమయంࡏࠬ ࡹ ఈ పߖ޳ऒ ࢑నవ۪ऐ ڴతర۪ ࡮ۧ 
తరంڴల߯ చరऐ రऐࠪ ߖޒఆకృ ,޶టदھదరۮ ޴అ ,޶టदھదరۮ ޴బܽद ఇڒ  ޶
, అ࢑ ޴కృతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇࣄ ޴बర࠳న ࢘గంޜ ऴపࣆށ࠻फం޴ ఆ వङ ړ फ ߖలబݟ ఉߕऒ  v ߘߝ ޾ࡶ ݩ
ఎవߕߞޜࡍ ࠪ ऱܼ ओߩనݟ వ۪ऐڝࣆࡱޘ ࡏࠬ ߖంܿందڷࠈ ࡮ۧ ڴజంߖ  ఊహ ߖంచࡍకڔవऴ ݡ  
.
ऱࡏటࠬ 10 ݟంߘ ߕ  
ऒߕ࢑ టࠪ ߕ ߘऱ అతࡏటࠬ 200 ݟంߘ ߕ ޳ࡶ ऱࡏటࠬ 100 ݟంߘ ߕ ޳ࡶ టࠪ ߕ ࠱ఆ ޳ࡶ 
ऒߕ࢑  ఈ  ࠭ڷठࡏ వङ ఇకए ࡱफڕ డ ࢘ࡔछ ऒߕఉ ݟలబߖ ࡹరం޷ ࡏ ࠪ ޜమంࡌ࢑ ښఒ ߘߝ ࡏ ऱܼ పదం ښన ఒݟ
మߖ޳ ࠾ࡍ అర बం ఏߘߝ   ߕ࠳ సృࢳदంۨన࡮ۧ ޴
సڒ ,޴ߖڒࡍబܽद ఇ࡮ۧ ޴ సࣜޔక࠳న ఊహ   ࠬࡏ ࠭ందࣆफࡏڝ ڴझ లࡹ ۫డవ۪ऐ
ఎకए డ ࢐ङ ߧ फ ఉంࡏࠬ ޾ ۫డగల࡮ۧ  ࡏ సओ షद࠳న ఉ޳హరణ   ࢐ङ ߧ फړ ఒక సओ షद࠳న ఉ޳హరణ ڒంޒ 
తరంగం, ఇకए డ ࢘గం
छࡔ࢘ ङߕߩనః߲ ࡏ లࠚ ڕనऒ ంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ
 అంࡏࠬ ښ޶ ऴߧజం ఇవछ డం ۫ࣃफ ࡏ
వऴڔభవన ۨࣇక ࠚ࢑నऒ ంڴ ఉనऒ ం޶న ࠬࡏ రంࠚ࢑ ࡱڷనऒ ంڴ ఉంܼߗڒ ࡏ ऴపࣆफతం ࢑ ࠭࠲इపణ
తڕए వ ऴప࠻ణం అߖ ఊࣕࣃफ ࠭ కߘక ఇࡅ ޴కए  ఒక ࠪర ठం ఇ࠳ ޴న࣒ ޳ࡶ  ప ऱ࣒ కएࡅ   l x vt x vt  
ఫంࣾߤ అߖ ۫࣋फ
, ࢘࢟ ऴܼߖ ࡽࢗ ۫డړߖݞ మࡖక ࠪరठం ఏࠫటం݄, ࣆ۫ ߘߝफనऒ ओߩ ޳ࡶ ݡ
ࡍߖ भషद ࠼ߦం݋ వదभ భంగం కޙڵ࡯ అߩओ  ठxڴࡍస ߘߝ ݡ

फࣃ۫ ޾ంڵࡍన࣒ కం݄ వదभ ఏࠫ జ࠳ छڵదృ ,ࡔసమయం స ߘ షߖ࠻ऒ  ۫డړߖݞ మࡖక ࠪరठంt x v 
తరంగ దృڵछ షయం, ࠉ ߘߝం࢓޶ వదभ ߖలబݟ ఉߕऒ  x࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߘ
ఇకए డ ఒక భంగం ۫డంݟ, ఈ భంగం   ࠮లం ߘంݟ ऴపށ࠻ంచړߖݞ సమం ࡮ݥद  t t
సࠪనం ߯ڴ సమయం పޔݡం޴   ఈ సమయం పܽदం޴  ఓవ࡛ ఉంڒ ޴బܽद ࣆ ߘߝరऀతంڴ x v x v 
పओۮ గలߘ
ऒߕࣆ ޴అ ࡹఉం݄ సమయం ڵ࡯వదभ భంగం క ࡹసమయం ߘߝ , ङࡃవదभ భంగం అ ړ   x t t   x޴ఇ ,޴
ఒక సమయం࠳ ࡹన࣒ కం݄ వదभ భంగం అࡃङ    ణం t x v࠻ऴప ޴ఇ ,޴
అޙ࠼ తరంగ దృڵछ షߖ࠻ऒ  ࢑వࡍంۯ మࡖక ࠪరठం  మߩ࢙ࡗ
 xt޴࣋۫ ߘߝ फ వదभ࣋ށ࠻ऴప ڕߩభంగం ఎడమ࢙  ڕߩ࢙ݟڕ

సమయంߕࣆ ࡹऒ ప  ࡹన సమయం࠳సࠪన ړ ऱ࣒  కం݄ ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴x t x vx 
ށ࠻ऴప ڕߩఎడమ࢙ ޴బܽद అڒ फ࣎ ం޴.
ࡍవ ݞږ ڴ ߤఫంࣾ ߖ ࢟࢘ ߘߝ   पంచగలߘ  ప ऱ࣒  ఓవ࡛ ࠳ ޳ࡶన࣒t x v t 

ఓవ࡛ ࡅకए  ఫంࣾߤ మښ ߘߝ ࠾ࡍవలం ހࠈల ޳छ  x v x v ڕߩ࢙ ݟڕ న࣒ ఓవ࡛࠳ ߘޑߩ۫ ࡌ
ऴపށ࠻ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ x
ఓవ࡛ ఎడమ ࢙ڕߩ ऴపށ࠻ फ࣎ ం޴, ఇ޴ ऴࣄ࢐న ޜߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿం࠳  ޴న࣒ v x vt
మ࠳ ࠾ࡍన࣒  ప ऱ࣒  ఎం޶కం݄  ప ऱ࣒  ఓవ࡛ ࡅకए  t x vt t x v f
ఫంࣾߤ   ప ऱ࣒  ఓవ࡛ ࡅకए  ఫంࣾޜ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ   ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿం޴, vt x v x vt 
ఇࡍ࢘ ޴యࡽࠋझ  మ࠾ࡍx 

వ۪ऐڝࣆޓ బܽदڒ న࣒ ఓవ࡛ t vi t x v vt࠳ ߤఫంࣾ   ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍన మ࠳बరࣄ  
కएࡅ న࣒ ఓవ࡛࠳  ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए  ఫంࣾڕ ߤ సࠪనం, ڒబܽद ߘߝx v v t xv 
ఎడమ ړݟڕ ޳ࡶ ऴపށ࠻ంۯ తరంగ  భంగం అߖ  ప ऱ࣒  న࣒x vt x࠳ ޳ࡶ  ߘऴ࢐యగల ڴ 

కएࡅ  ఫంࣾ࠳ ޳ࡶ ߤన࣒ ఓవ࡛ ޳ࡶ  ప ऱ࣒  ఓవ࡛ ࡅకए  ఫంࣾߤvt t x v t x v  
కएࡅ న࣒࠳ ߖ ࢟࢘ బܽदڒ   ప ऱ࣒  ఫంࣾڴ ߤ వࡍ पంచవ۪ऐx  vt x vta 
ప   ޳ࡶ ऱ࣒  ఓవ࡛ ࠳ ޳ࡶన࣒ ఓవ࡛ ࡅకए  ఫంࣾߤt x v t x v 
ऒߗలߦࡐ బܽद  ఈڒ  ఉߕऒ ऒߗఇవ ࠾ࡍమ ࠼  ऴపށ࠻ంۯ ఏ࢟झ   హరణ w޳న ఒక ఉࣄ۫ ࡏࠬ బܽदڒ 
भ޳۫ ం,
नࠈం࡮ ߘߝ న࣒ కం݄ ఈకछ࠳  फࣃۯ ݋ࡔజన ࡮ఎ ߖ ݀ ࡽ yxt pi x ޶ం࠭ ڕఇంత ࡏࠬ ޴అం݄, ఇ ߘ
फࣃށ࠻ऴప ߘߝ ࠾ࡍమ  ޴फంࣆڵ࡯క ݟఅలజ ڼ࡮ఇ ޴ఇ ,޴ంࣄ۫ ߘన అలలࣄ۫ ఒక  ߘ
फࣃవ ړߖ޳ ࡹషంࠫߖ एړనࢗ ऱࢁమ ߘߝ ޶కం݄ ࠭ం ߖ޳ ߗڒ ߘ ऱࡿࢗ  లڕߘంܿߕऒ  న࣒x࠳ ࠾ࡍమ ߘ

ప  ޳ࡶ ऱ࣒ కएࡅ   ఈ ఫంࣾࡱ ߤ అߗऒ  మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ ఫంࣾڒ ࡱ ߤబܽद ऴప࠻ణంvt fx vt x t 
ఉనऒ ݟలబߖ ޳ࡶ  తరంగం ࡅకए ऐࡍచ ߖఅ ߅࢑  ంۧలڕߘంܿߕऒ बࣃ ޻అ ࠾ࡍమ  ߘ నం మ࠾ࡍ x t 
సమయం ࡓంڒ ݢబܽद
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దృశङ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠪనం ࠻ۯలڕߘం݄, ࠬ࠳ ࡏన࣒ ڡ߸ ߖझ छ޳ డటం۫ ߖ ߤష܊߰  సమయం Fx vt ࡌ
కएࡅ డవ۪ऐ۫ ڴ߅࢑   
మ࠾ࡍ భంగం ఎ࡮ సంభࣆ࢑फంړߖ࡮ڒ ޾ సంబం߅ంۨన ڴ߅࢑ ۫డంڷߘ࡮ڒ ,ݟణంڴ
అ޴ ఎޔࡏࠪ ࡮ంڒ ,޴బܽद ߘߝ
फࣃ۫ ޾ంޔࡏࠪ ࡮తరంగ భంగం ఎ ܿߦ ޜసమయం ࠾ࡍమ ߘޑలబడߖ ࡹశం࢘ڒށࣾ ߘߝ ޳ࡶ ߘ
ऒߕࣆ ޴నڵ࡯యగۯ కएࡅ ݟంచంߖగమ ޾फంࣆߧߖక ࡮భంగం ఎ , ࣄۯࡍస ߖసࠪనం అ ړ  att x ߘߝ ڴ߅࢑ 
फࣃۯ సం ఏࠫڝ ߖ޳ ߘ
కएࡅ తరంగం ࡹఆ సమయం  ݟయంޓ ݇ࠂ  ఆ߯ ࠬࡅ  ࡏకए  ఫంࣾڴ ߤograph x 
అ޴ సڴࡍठ ࢐ङ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖంۨందߧ ࡍߖ ఒక ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ भషद సమయంߕࣆ ࡹऒ   అߩۮ ߖओ  ంt޳
छࡌం తۮంڜ త అ࢐ ޴ङ ߧ फ ۮంޔ޶ంߗڒ ޴  మࡓకए ఒక ޴అ ߕݧ
 బܽदvd vtڒ ޴ݦంۨ ఉంށ࠻రం ऴప޷ రం޷ ߖంచబడࡍకڔవऴ ړߩఎడమ࢙ ޳ࡶ ޴ݦంۨ ఉంށ࠻రం ऴప޷
ߘߝ
ఒక ࡍߖ भషद సమయంࡹ తరంగ దృڵछ షߖ࠻ऒ  ఈ ࢑ధంࣃ۫ ڴफ అకए ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ డ ߖలబߘߝ ޙݟ
అࣃ۫ ޴फ  ޳ࡶ ڕఎడమ ޳ࡶ ړ޴ంړऴ ޳ࡶ ړ߯   ࡱ࠻࢑ష ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ߝన తరంగం అ࠳ఏ రక ޴ఇ ߘ
ऒߕޔࡱ޶క ړݟڕ  ࠼
మڒ ࠾ࡍలऴకހ࠲ ఇ޴ ఎޔࡏࠪ ࡮ం޳۫ ޾भ ం   ఇߩओ ݡ
ఈ తరంగం సڴࡍठ  ఎ࡮ ఉతओ నऒ ओߦۮ ޻ం࠭ ߘߝ ޾ం࠳ नࠈం࡮ బܽदڒ ߘ x ߯ ݀ ߤ࣌ ߯
ࡍߖ ఒక ߘߝ బܽदڒ ڷݡన࣒ అ࠳ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ߖలబߘߝ ޙݟ ఏࠫ ۫ࣃफ ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ߘ
అߩओ ओߧۮ ߖవదभ సࠪనం 0   అ ݡ నߩओ కएࡅ సమయం ݡ  f xڴ߅࢑ 
కएࡅ ݡంࡓ नࠈం࡮ ߤ࣌  ऒߕࣆ ల కం݄ڷݡన࣒   అ࠳   pi x ޜफࡏڷ న࣒࠳  న࠼అ ߤ࣌ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ
 piࡱڷݡఅ ݡంࡓ
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ కएࡅ సమయం  ߘऴ࢐యగల ߖన࣒ అ࠳ ࠆఆ ߤ࣌     ఆ omega t so ߘߝ ڴ߅࢑ 
फࣃ۫ ߘ࢓޶ంࠉ ߘ

వదभ ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ ళࢗ ړ޴ంړऴ ړ߯  ऱߖݞऒ फࣃ۫ ߘߝ  ࡍߖ ఒక ߘߝ ,ߘ भషद సమయంࣃ ࡹऒ  x ߘ ݋ࢲ ߵ
बࣃ ,फ࣋ޓ నం ࡅకए  ఫంࣾߤ
అం݄ ఏࠫܽ ۫డంݟ   ఇ޴ ఎడమ ߘంړݟڕ ݟ
࢐ङ తफం ࠬద࠴ ऒߕࣆ   సమయం ࠾ࡍమ ޴ంۨ ఉంߧ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ంݟ, అߩओ  fx ࡹసమయం ޴అ ݡ
కࣆߧߖफం޴ t
ऒߕࣆ नࠈం࡮ ,సࠪనం ړ नࠈం࡮ సࠪనం ړ ߤ࣌ ల߯ ݡంࡓ ߯   సహజంڴ ఇߩओ  x x xޙ࠼అ ޴࣋۫ ࡏࠬ ݡ

 ప ऱ࣒ नࠈం࡮  नࠈం࡮ ࡏࠬ ,޴ంޔࢂࢗ ڕ     ప ऱ࣒ नࠈం࡮  नࠈం࡮ ऱࢁమ ޴ఇ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ߯ ݀ ߤ࣌ ߯  ߯ x x x 
߯ ݀ ߤ࣌

 పऱ࣒  ݀ ߯, ఇ࡮ ޴ంࠈन  కం݄ ࣌ߤ ݀ ߯ వࡵ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ޷రం తࡌछ తx x 
नࠈం࡮ बࣃ  నऴభంశం ఒ࡮ښ ఉంܿంڒ  ޴బܽद ࣃब నऴభంశం ఒ࡮ښ ఉనऒ ం޶న   ࡮ంࠈन  అࡓ ޴ߝంࡐࣃ ݡపङ   
ల మధङ ݋ం࠼ߦ  రం޷ 
ऒߖ޵ ߘߝ ऒߕफࣆߧ۫ ࡹ ڡంߧ  ఈ ߘ
नࠈం࡮ ర޼తరంగ ߘ डङ ం అంܼڒ ࡏబܽद ߧ۫ ڕࠬ ߘߝంۨన޴ ఏࠫటం݄
ఈ తరంߖڴऒ  కڵ࡯ ఉం݄ ڜ ߘߝంత ࠙ߖڴऒ పङࡐࣃ ݡంࡓ ޴ఇ ߘంܼڕࣆޓ  త మధङ  తరంగ޼ర डङ ం ࡮ంࠈन  ߘ
కڵ࡯ ఉంܿం޴
ం࠼ߦ ऱܿ అߩओ పङࡐࣃ ݡంࡓ ݡ ల మధङ ݋ం࠼ߦ  नࠈం࡮ రం޷   మࡍߖ ࠾ࡍ भషद సమయం తࡌछ త ࡍߖ भషद t  
సమయం
తࡌछ త అ޴ మࡍంత ࠭ంࢇࢗ ڕ޶ऱڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ޷రం ఇߩओ द࡮ݥ ݡ  తࡌछ త ࡮ݥद  బܽद vڒ ޴ఉంܿం ڴ
ߘߝ
छ޳ ߖ޵ ऴపశऒ ࡍప޶త ڼݟఅ ࡌ नࠈం࡮   మࡅ ࢟࢘ ࠾ࡍకए  ऴ߹ڙछ झߗ  ఎ࡮ సంబంధం కڵ࡯ ఉߕऒ  బܽदv fڒ ࠼
ఆ ऴపశऒ నࠫవछ߄సࠪ ڕ ऒޒऴపయ ړߖݞ भ޳ ం
ࡍߖ ఒక ߘߝ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ߖలబߦۮ ڕࠬ ߘߝ ޙݟओ ऒߕࣆ ߘ x x ޳ࡶ సࠪనం ړ
సమయం ࡅకए ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  ࡗమ ڴ߅࢑   xړ߯  ݡࡏసࠪనం ఈ సహచ ړ
ऴړంޔࢂࢗ ړ޴ం޴  ఇ޴ ఒࡅ ڴ࠲కए छࡌబܽद సమయం తڒ ޴ంޔࢂࢗ ڴ ߤ࣌  త అڒ ޴ߝङ t t t ړ ࡽటߧ
సࠪనం, ఇ޴
बࣃ  నऴభంశం ఒక ఓవ࡛ ڴ ऴ߹ڙछ झߗ ओߩఇ ,޴ంۨన߅సంబం ړ भ޳۫ ޾ࡶ ߠࣃ۫ ࣄంపܑࠚసफం ߖ ࢟࢘ ఈ ߘߝ ݡ ం 
݅ం ڒङ छࡌత ࡽటߧ త అ޴ సڴࡍठ  అڼ࡮ కࣆߧߖफం޴,t 
ఇకए డ ࠼ߦం݋ ఉం݄, ఇ޴ ఈ ࠼ߦం࠼ߦ ړ ݋ంߖ ݋a 
नࠈం࡮ రం޷ छ޳  नࠈం࡮ రం޷ తరంగం ࡹబܽद సమయంڒ ,޴ంޔݡంచబ࡯తర ࡌ छ޳   t ޴ంޔࡱ޶క ࡌ
बࣃ ޙక߱ࡶ నऴభంశం
కߧߖంచ޶  అڒ ޻బܽद అࡲ ޴ ఉం݄  అ޻ ఇ࡮ ޴ంࠈन छ޳ రం޷  బܽद ks vڒ ,࡯ݞఉం ݟంచబ࡯తర ࡌ
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नࠈం࡮ छ޳  नࠈం࡮ ऱࡏࣃ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ࡌ  అޔ࢓ం޴   ఇࣄ࡯ޘ ڴࠈ ڕࠬ ޴న సంబంధం ڒబܽदt f 
తరంగ ࢘గం ࡏࣃऱ ࡮ంࠈन छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ఈ ࡍߖ भషद తరంߖڴऒf 
ࠪ ంۨࡍڷ లڴతరం ߖటदబడھదరۮ ࠭࠲ ऱܼ నऒޔݡ ం޶న ࠼࣎ߙ࣌ ߖߖ޵డࡽ ࢘࢟ అࣃࡱߧ ߖफ  ,ࡏ
ఎం޶కం݄ ࡮ంࠈन ऒߖڴవంܽ తరం ߯ ݀ ߤ࣌ ల߯ڷݡన࣒  అ࠳   x 
ఎ࡮ ఉతओ ऒߖఅ ࡹ࠻ۯ फޒ  ߲నఃߕߩङ లڕ ࢘గం ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ߘߝ ఇߩओ  ఈ తరంగం߯ ݡ
ऴపޙङ కంڴ దృࢳद ߭ߕޔݡऒ भ޳۫ ߠ ం.
ऒߖ޻  
फࣃࡱߧ ߖఅ ࢟࢘ ߤ࣌ దగ ߕ బܽदڒ ࡏఅంܼ ࢟࢘ ߤ࣌ ఆࣣ ߖߖ޵ బܽदڒ ,ࡏ ठర
वࣄदంڵݟ߰ ߖ ۃంۨన वࣄदంۃ ఉం޳۫ ޾ࡶ ޾भ ం మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఒࡅ ڴ࠲కए  t ړ߯ ڴ࡮ ߤ࣌ 
ऴړంۯ ڡࢺ ړ޴యడం ऴߦరంࣃࠚफ ,ߘ
త޳छ ޴ఉంܿం ߯ ݡంࡓ కం݄ ڴ࠲సమయం ఒ ࡌ
ఇ࠭࠲ ޴ ఇంతڕ ࠭ం޴࢐ ޶ంۨన ऱܿړ ڴ సࠪనం ڒబܽद ऴపࣆफతం వదभ t y x
ऒߕࣆ एߖ࣌ లڷݡఅ ڴ ߤసࠪనం సమయం ఫంࣾ ړ  సࠪనం, ఆ߯ ఫంࣾڴ ߤ మ࠾ࡍ సమయం 2 pi x y y
వదभ సࠪనం అޔ࢓ంߩ࢙ݟڕ  ޴ ऴపࣆށ࠻फం݄   కం݄ ࠳న࣒ సమయంߕࣆ ࡹऒ  x v t x࠾ࡍమ ړ
 x vߤ࣌ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓న࣒ ఓవ࡛ అ࠳ ࡱڷݡఅ ߯ ݀ ߤ࣌  ࣆࡱޘ ڕߕ
ओߩఇ ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒ ఓవ࡛࠳ ࡱڷݡఅ ߯ ݡంࡓ  xf vݦ

नࠈం࡮ ऒߖ߄సంబం ߝసࠪనం అ ڕ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ࠭ࢡ۫  नࠈం࡮  ߘऴ࢐యగల ߖన࣒ అ࠳   న࣒v f a࠳ 
 x,ߝ࣌ ߯ కం݄ 2 ݋߹
ऒߕफࣆ۫ ࡏࠬ ࠲పࡐ ంۨనߧ۫ ڕࠬ ޶ం࠭ ڕఇంత ߘߝ ޳ࡶ ࡏ
ऒߖڴతరం  ߤ࣌ ޜܽ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ,ం݄ڕࣆޓ ߘݡޑ ߘߝ  బܽदڒ  సృࢳदంచడం ऴߦరంࠚంచంݟ.
 
తరంగం ࠾ࡍఉం݄ మ ڵ࡯ఈ భంగం క ߘߝ
ఎడమ࢙ڕߩ ऴపށ࠻ంۨనటऱߘߝ ,ޙ࠼ సࠪనం వదभ సࠪనం ߕࣆऒ   ప ऱ࣒  ఓవ࡛y xt y x t x 

ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࣌ߤ ݀  ప ऱ࣒  ఓవ࡛ ఉంܿం޴, ఇ޴ వࡵ ఉంܿం޴  v pi ft x v a sine two 
pi ft plus

నऒࠚ࢑ నࣄ۫ ࡏࠬ బܽद ఇ࢑ڒ ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ࡱߦࡐ  ܽ వరڕ ఏࠫ ڕ ࠵ࣃۯऱప फంڴ x over lambda 
పओۮ వछߖ ంݟ,
ఇ࠴ ޴దܽ 
बࣃ  నంࡹ ఉనऒ  ࢘గంޜ మ࠾ࡍ ऴకమరࣕతంڴ ऴపށ࠻ంۯ భంగం ࡍڷంۨ ڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲బܽद ࠭࠲ v 
ऴߖޒߦధङ ం వࣕంచగల࠭  ఇ޴

తघߕఅం݄ ధ ߩ࢙ݟڕ  फ࣋ށ࠻ऴప ڴ న࣒ ఓవ࡛࠳ ࠆఆ ޳ࡶ న࣒࠳ క అࣾం మ࠾ࡍ అ޴ fx vt f t x v x 
ఎడమ࢙ߩ ऴప࣋ށ࠻फ  ప ऱ࣒  fx vt
కएࡅ ޳ࡶ   ప ऱ࣒  ఓవ࡛ ۨࣇ ڴంచబޔݡంڒ ,޴బܽद ࠬࡓ ࡏంࡌࠪ ݡठ లߘf t x v
సڴࡍठ ۫ࡏࣃ, ఆ߯ ࠼࣎ߘ࣌ ࠭࠲డߖ ࢟࢘ ࡽ ఆంߧऱ݀ ङ ంۧ࠭  ayxt޴అం ڴ ڴ ݭ sine of x over 

కߘక ఇ޴lambda minus ft times two pi 
అࣾం ࢗంట ߩనࡌవృతం అߝޕ࢓ ఉంܿం޴, ఇ࡮ ޴ంࠈन  వङ వࡹ߅ ఒక ࡎߖ पత ࠉం࢓޶ వదभx 

बࣃ ޴ఇ  ޴ఉంܿం ߝޕ࢓వృతం అࡌనߩ నऴభంశం ߩనࡌవృతం అޕ࢓ ఉంܿం޴ 
ఇ޴ ఉతओ నऒ మࡃङ నం ఇۨऐ߄࢑  న ऴ߹ڙछ झߗ ࡹ ݋ం࠼ߦ ఒక ޜ
घࡗࣔ రణ߄ࣃ छ޳త ,޴ంޔڕރవ ࡹޒపదम ڡߖ  दంۨࢳసృ ߖ޻ంܽ࡮తరంగం ఇ ࡌ
ఈ సందరग ࠭࠲ ޴फంࣆށ࠻ऴప  ߩఎడమ࢙ ޳ࡶ ߩ࢙ݟڕ ంࣃ۫ ݞږ ࡹफ ࠭.

࢘࢟ అ޴ߝ ऴ߹ڙछ झߗ झ࠹݅  नࠈం࡮  ఇవछ ڴ బݟంߖߖ޵ ,޴ 
छڙ߹ऴ ߯ ݡంࡓ झߗ झ࠹݅  नࠈం࡮   అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  pi ࠾ࡍమ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ڴ࠲ఒ ߘߝ ߖߖ޵ ,
ఇߩओ ߘߝ ݡ
ऒߖހࠪࡍతफ పڜ  పࡍచయం ࣆۯफߕऒ नࠈం࡮ ,ߘ फࣃࡱߧ ߖఅ ࢟࢘ ޴సࠪనం ఇ ߯ ݡంࡓ ߯ नࠈం࡮  ࡏ ߯ k ve 

 నంబ࡛ctor ࢟࢘ ޳ࡶ
అం݄ ࡓంࡌ࢑ ݡమం࡮ۧ ࡹ తరంࡱڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠬద ఒڴ࠲ అం݄two pi pi   k vk 

फనऒࣆఇ ڕࠬ ߘߝ yxtߖ ߵࢳ ߤషࡶࡍ తफڜ ఈ ڴపరం   ࠾ࡍతफ సంబంధం మڜ 
కएࡅ న࣒࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖఅ ߤ࣌    ఒڴ࠲ ఇ޴ మࡖక ࡐపం ࠬߩ ࠬ ࡏసफ޳ࡶ ࡱڒ తరంڴలߘ kx t 

చࡍऐ ంۯ ऴపࢡ޻లࣃ۫ ࡹफ ,ࡏ
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ  ఒకࡍࣃ అర बం ߕڕࣆۯऒ ࠭ ఇߩओ  ߖఅ ࡱڴమ తరంࡹ࢑ ߤనంబ࡛ వ ڕࠬ ߘߝ ݡ
फࣃఇ ߘలڴల తరంڒర ݡంࡓ ݦవబࡱߧ बࣃ ఇ࢑ ,ߘ నऴభంశం ړ లంబంڴ ఉంݦ తరంࡱڴ.y xt
  ऴప࠻ణ ޴శ
߯ ۃदంࣄव ࡱహరణ޳బܽद ఉڒ  తరంࡹ࢑ ޳ࡶ ࡱڴమ తరంڴల ఉ޳హరణ మࡖక రకం ڣࡔంశంڴ ఉంܿం޴ , 
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తరంగం ࡹߖ޵
 x޴ఉంܿం ࡹశ޴ ޻అ ݞږ   फం݄ ఆటంకంࣆށ࠻ऴప ࡹశ޴

కएࡅ తరంగం  ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ޻భంగం అ ࡹߖ޵ బܽदڒ  కద࡯క ޴శ, ఉ޳హరణڕ ధछ ߘߝ తరంగం ߖ
డన వङߨ ङޑ ऒߖࣃ  సృࢳदࣃफ బܽद ధछڒ హరణ޳ఉ ړߖ޵   భంగం ޴అ ,ߘ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴంశంڣࡔ తరంగం ߖ
ఒޒफ࢐ ݟసफవంڴ ఉంܿం࠴ ࠭࠲  ޴ద ऱ݇  అڼݟ ఒక ऴపశऒ
కएࡅ ࢟࢘  ऴపۧరం అ޴ ޻శࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ
ओߩఇ ߘߝ ऒߖ޳ ݡ  పࡍషए ऒߕޔࠓంచࡍ ओߩటۯంށ࠻ऴప ࡱڴతరం ࠾ࡍమ ߘ  ࠻ޑళࢗڕࣆޓ ߘలހక ݡ
అߝ ऴపశऒ  మ࠾ࡍ సࠪ߄నం ߘߝ ఇంతڕ ࠭ం޴࢐ ޶ంۧࡏࠬ  ߘ
,޶కదల ړߖࢡ޻క ऴపࡖమ ݟంߘ ఒక ۲ܽ ۃदంࣄफ   व࣋࡯޴క ߖߖ޳ ࡏࠬ గޓ ఒక  ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡏడగల۫ ݞږ
అ޴ అంతࡌయం కࣆڵ࡯फంڙ ܽߗ ޴రటం ޔࢂࢗనऒ టऱࡏࠬ ޙ࠼ అకए డ ఒక
ఆߖޑڵڒ ޳ࡶ ڕऒ  వ࢘࡯޴యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అړ߯ ޴ ऴړంړ޴ కޔࡱ޶నऒ ऱܿ ࠬࣃ۫ ࡏफ .ࡏ
  అ޴
తరంగంޜ కదలڒ ޶బܽद తరంࡱڴ కޔࡱ޶నऒ ओߩ  ࢓ళऱڙࣆ࠵ ߘలހక బܽद అ࢑ڒ   ࢓ళऱڙࣆ࠵ ߘలހక ݡ
మݞږ ߘߝ ࠾ࡍ ऴ࢐యగలߘ అ࢑ పࡌ޳ब ऒߖ ऴపశऒ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠻ޑళࢗڕࣆޓ   సంఖङ  ޶ڒ ݡంࡓ 
తరంࡱڴ శړ फߖ ఒక ऴప޻శం ߘంݟ మࡖక ऴపࢗڕࣆޓ ړߖࢡ޻ళ࠻ޑ మړߖ޵  ࠾ࡍ సࠪ߄నం అߘ࢓.
  ࠪ ऱܼ డటం ޳छ ంచడంށ࠻ऴప ړߖࢡ޻ఇతర ऴప ࡌ
వలऱ ఇయ࡛ ऴడ࠹ ߯ ऱࡹ࢓ۮ ޳ࡶ   అ޻ ఆటంకం ఏరओ అం݄ , ޴ంޔݡ
ఆ శړ फߖ ఒక ۲ܽ ߘంߖڕࣆޓ ݟ మࡖక ऴపړߖࢡ޻ బࣃ ࣋ۯ ࡰ޴మరबङ ం ړߖ޵ ఉంڒ ޴బܽद అߘ࢓ తరంࡱڴ
శړ फߖ ఒక ۲ܽࢗڕࣆޓ ړళ࠼ޑ.
డవ ऴపశऒ࠮   ऒߖڴ࢘ లڴతరం ߘߝ   ఎړࡵ ࡮ए ంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఇ޴
ओߩఇ ߘߝ షएࡍప ݡ నऒޔࠓంచࡍ  ऴపశऒ ߯ ۃदంࣄఒక व ڴ޶బܽद మనం ࠭ంڒ   తరంڴల ࢘ߖڴऒ  
గ޳ށभ ం.
  భంగం ఒక ࣌ߤ ࢘࢟ సࡕనڒ ޴బܽद

అ࠳ ޴ߝన࣒ ఒڴ࠲ అߩۮ ߖओ  yxt sine kx t࠾ࡍం మ޳ంڕ
࢘గం కం݄ ఒ޳ࡶ ڴ࠲ ఈڙछ झࡽ  అߘߝ ߖ ࠭ంߦۮ ޻ओ  v k omega vkiࣆࡱޘ ڕߕ ߖఅ ߘ

ఇߩओ ࡍߖ మనం  ఒక ݡ भషद ࠙గం వࡵ ۫డంݟ   ఇړ߯ ޴ ऴړంޔࢂࢗ ړ޴ంڒ ޴బܽद
ࡍߖ ߖࡹ ۃदంࣄఈ व ߘߝ भషद ࠙ߖڴऒ नࠈం࡮ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ   కం݄ ۧ࡮ తڕए వڴ ఉంద࢑࠙ ߖంۨ పకए న y 
ऴ޳࢐भ ం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࡍߖ भషद సమయంࡹ గܽदڴ ఉంܿంߘߝ  ޴
ऒߕڕࣆޓ ࡱ ऒߖޑऴۨ ߖ޵ ߘߝ ݋ࢲ ߵߕ  ߘ ޴ఇ ߘࢡޓ 
ओߩఇ ,޴फంࣆߧߖఅ ڴ ߤనल݃ ړߩఎడమ࢙ ࠾ࡍమ ڴ ߤనल݃ ړߩ࢙ݟڕ ణంڝ ఈ ࣋ۯ ޜజ సࠪంతరంޒऀ ޴ఇ ݡ
నऒۨ ࡮ۧ ఇకए ߖܼޓ బܽद ఈڒ ޴ డ ޳ࡱߧभ ం మܼޓ ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ޳ۯ ࡽڒ ߖܼޓभ ం
.
एڕత ࡮ۧ ࡮ۧ ܼޓ ࠭࠲ బܽदڒ ݀ ݋ం࠼ߦ ݀ ܼޓ ࠾ࡍమ ߤవ ݋ం࠼ߦ   వ అۮ ߖపओ ऒߕޔࠓ ࠭,
ఈకछ ܼޓ ߤ࣌ झࡽ ఈకछ ܼޓ ߤܼ  झࡽ झڡఎݟ  झڡఎݟ ࠑ  సంڝ 
ఈ సమయంߩ޳޳ ܼޓ ࣒ڒ ࡹ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद
ఇߩओ बࣃ ݡంࡓ  ޴ఇ ݡ నం వదभ ݃నलࡓ ߤంڴ࠙ ݡలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఒకܽ ߯ࢗ ړళ ऱడం ఒకܽ ڕߩ࢙ ݟڕ t 
ళऱడంࢗ
ఇܼޓ ࣒ڒ ޴, ఇړ߯ ޴ కదలߩ޳޳ ړߖݞ సࠪనం   ఈ ܼޓ, ఇ޴t t t sin 

छ޳ छ޳ ࡌ జ సࠪంతరdx dx tdyޒऀ ޴ఇ ߤనल݃ ޴ఇ ߤవ ݋ం࠼ߦ సࠪనం ڴߩ޳޳ ړ ࡌ t 
ऒߖڴ࠙  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ ࠙గం మࢁऱ ܼޓ వࡅ ߤకए छ޳  ߤ࣌ڜ  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴,t 
ఇ޴  ࢓ࡱߖ ޴శࡹ మ࠾ࡍ వࡵ ఉంܿం޴,t t sin theta one 
ఇ޴ ఒకదశ޳ ࡹछ మధङ ݀ ݋ం࠼ߦ ࠾ࡍమ ߤవ ݋ం࠼ߦ  దࠬ ߖ޳  ޴ఉంܿం ࡌ  ࢑࠙గం ڕߕ dx tdy y
,޴బలం ఉం ࢓ࡱߖ కరߖ ࡹశ޴
ఈ సమయం޳ ࡹछ छ޳   ޴ఉంܿం ࡌ छ޳ న࣒ వదभ࠳ ݡంࡓ ࡌ dx tdy dx dx tdy dx dx ࡌ

ऒߕࣆ ࡹశ޴ ࠾ࡍఒకܽ  మ ࡹశ޴  ఇߩۮ ࡮ओ  ంy x޳ంڕ
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ द࡮ݥ  రం޷   ఆ߯ ݄ల࡛ ޳ࣄम ంతం ޳छ వలం ఉతओښ ޳ࡶ ࡌ ऒߕ లߘ x, 
छ޳ వడంڝࣆޓ ߘߝ ࡌ

छ޳ छ޳ వదभ ߤవ ݋ం࠼ߦ   ,ߘవదभ ऴ࢐యగల ݡంࡓ ߖ ࡌ छ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ dx dx ࡌ dx dy d  x dy
కएࡅ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ ,ݟంڝࣆޓ 
ఇࡓ ޴ం޳ ݡछ ए࣋  ޴ఉంܿం ࡌ छ द࡮ݥ ࡛ బలం ࣋ए ࢓ࡱߖ ߖࡹ࢑࠙గం ۃदంࣄబܽद वڒ  छ द࡮ݥ ࡛  d y dx x dx x
छ޳ td y x ޴ఉంܿం ݡంࡓ ࡌ
ఈ ࡛ࠂझ  ఏࠫ ࣆۯफం޴  అߖڴ࢘ ޴ऒ తछ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۯ గవంతం࢘ ړ޴ంړऴ ޳ࡶ ړ߯  రړߖހ సమం 
फ࣋ۯ
తछ రణం ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ఈ ࣊ࣾࡹ ߤ ఏ޵ ఉండߘߝ ,޶ ఆ ࡍߖ भషद ࠼ߦంࡹ ݋  వదभ x 
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 సफంࠚంపܑࣃफ ߘ
మ࠾ࡍ అړ߯ ޴ ऴړంړ޴ కޔࡱ޶నऒ ऱܿ ۫ࣃफ బܽद ఆ ఇۨऐڒ ߘ న ࣃब నం వదभ ߖ ߘߝ ࣋ए छ छ޳ ࡛ dy ࡌ dt  
గࣃށफ ,ߘ
అ޴ తछ రణం ڒబܽद ޳छ ఈ ఇۨऐ  ޴ఉంܿం ݡంࡓ ࡌ న సమయంࡹ చޔరऴసంdx td y 
ఇړ ߘߝ ޴ సంబం߅ంۨ ࡅకए క ఉతओऀߦ  నऒ ం  ࣃంޒښక పߖ޳ऒ  ఉపࣃڵࡆफ x ޴ంݟऴ࢐యబ ݞږ ߖఅ ߘ y 
ఎం޶కం݄ అऀߦ ޴ߝకంڴ ऴ࢐యడం ޳छ  y x tߤఫంࣾ   ڔంܽݟంࡓ ࠾ࡍమ ࡌ
అం݄  ࣄबరంڴ ఉంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ తछ రణం ࣋ए छ छ޳ ࡛ बࣃ ఈ ࡌ నం వదभ  ړt dt d two y  t
సంబం߅ంۨ ࡅకए క ఉతओऀߦ  నऒ ం అݞږ ߖ ऴ࢐యబݟ ఉంܿం޴, ఇ޴ y   
సछ యంۧలకంڴ  ఇۨऐ న అߖ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ మధङ  సంబంధం శړ फޜ సࠪనం అޔ࢓ం޴x 
वࣄदం࡮ݥ ࠭ ۃद ࡓ  ऱܿ తछ రణం, ఇకए డ ऴదవङ కएࡅ ۃदంࣄव ޒऴప ࢢࡌ ࡎߖ ఆ ߘߝ బܽदڒ ࢓డ߰ ݋ߖ࠿  पత x mu 
సమయంࡹ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ࡎߖ ఆ ߘޑ޶ం߰ ݡంࡓ ࡌ पత సమయం࡮ݥ ࠭ ࡹद సࠪనంdx td y x ړ 
అకए డ ఒక ࡮ݥद  ఉం޴ ఇకए డ ఒక ࡮ݥद  ఉం޴, ఇకए డ ߸ڡझ  వదभ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ߯న x x x dt dt d 
द࡮ݥ ߯ ݡంࡓ  ఉం޴, ఇߩओ  ంy x yx޳ంڕࣆޓ మనం ݡ

ఒక ࣌࠳ ߤన࣒ ఒړ ڴ࠲ సࠪనం, అߩओ t kx t ޴నࣄబܽद మనం ऴ࢐ڒ ࠭ޑ޶మనం ఏࠫ ߰ం ݡ td two y 
ࠑ

࣋ए छ ठڴࡍస ޜ ࡛ క ఉతओऀߦ ߘߝ  నऒ  సమڴࡱ࠻ ऴ࡮ݥ   ࡯࠻࢐द  dx x
द࡮ݥ ࠭ ए࣋ ࠑ ݡంࡓ  छ సࠪనం  ఇۨऐ ړ ࡛ న ࡮ݥद द࡮ݥ   వదभ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ xd y dt x x x 
ఇ޴  సࠬకరణం
మ࠼࣎ߙ࣌ ߘߝ ࠾ࡍడڕࣆޓ ߖ ࢟࢘ ࡽంܿߕऒ  y kx td y ݡంࡓ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ ఒక ޴ߝబܽद అڒ ߘ
ए࣋ ࠑ छ ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ సࠪనం ړ ࡛ छ కएࡅ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛  dx x kx tߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ 
ఈ సࠬకరణంڵࡍޒ ߖߖ޳ ࡹ భࡎ फ ࣃۯफ ए࣋ ڕߕ ࠾ࡍమ ߘ छ ࡛ సࠪనం ࠭ ఒڴ࠲t k 
࣋ए छ एڕకం݄ ఎ ڴ࠲ఒ ڕߕ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ వ ࡅకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనంt 

ओߧۮ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ న ࢑షߖ࠻ऒ  mu v k ߘߝ ߖసࠪనం అ ڴ࠲కం݄ ఒ ޴ߝఅ , ݟంڝࣆۯफࡏڷ 
ओߦۮ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘ
ࡍߖ ఒక ࡏࠬ బܽदڒ ంۧ࠭ށగ ߖఅ ݋ࡐ కం݄ ࠭࠲ भషद ߙ ړߖڴ࢑࠙ङ టࡅ ߤకए  చలన సࠬకరߖހऒ  mu t 
ఎڕࣆޓ ࡮ంܼࡗ
మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ మ࠾ࡍ ఎ࡮ సంబంధం కڵ࡯ ఉంࡹݞ ۫డంݟ.k 
,ړߖڴ࢘ న తరంగࣄۯ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲  
 ړߖڴతరం ࡽడ࠼࣎ߙ࣌

మ࠾ࡍ పరంڴ తరంగ ࢘గం ఎంత ఉంࡹݞ మనం ߰ందగల࠭ ڒబܽद t mu 
ఇۨऐ న ߲నఃߩనङ ం ࡅకए  తరంగ޼ర डङ ం కం݄ అࣆۨࣇ ݞږ ߖफం޴, అ޴ ఒక ఓవ࡛ ఉంܿం޴  కం݄ f v t t
వర ठ࠮లం

ఉతओ ޴బܽद ఇڒ నऒ ం  తరంڴల ࡅకए  ఒక ߙ ړߖڴ࢑࠙ङ టߤ సࠬకరࡱހ ఎ࡮ వࡍ फంపܑయబడࡆޑ mu 
۫డటం ޳छ  ޴నࣄۯ మనం ࡌ
తరంڴల ࢘ߖڴऒ एړࡵ  ంచࡃࠓڝࣆޓ ߘߝ ړߖݞ మࡗ ఉ޳హరణ
ఏࠫటం݄, ఇంࡹ޶ ధछ फࣃۯ మనం ߘలڴతరం ߖ ం అం݄ ڒ ࡯ڴ ڕߕల࠹ ఉందߖ అڕߘం޳ం.

ఒక ࡍߖ भషद ߖڴ࢑࠙ऒ द࡮ݥ ࢓ం ߰డ޳ంڕࣆޓ  పओۮ ంۨࡍڷ  ంݟ మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ అదనߨ ߩడనం ߖx  p
ऴ޳ۯ ݋ࡃړभ ం,
ఉ޳హరణߘߝ ڕ ࠪ ऱܼ ओߩటݦ फࣃदࢳసృ ߖݟफޒఒ ߘߝ ݡ  బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ޜరం޷ డనంߨ ఈ ࠾ࡍమ ߘ
ఇ޴
తڕए వ తࡌछ న  పߩ࢙ ޒ ऱ࣒ द࡮ݥ   అޔ࢓ం޴ ఈ ఒޒफߖݟ సృࢳदంచడం వలన ݞږ ߘߝp p 
ఈ ڿడ޷ ߘరం వరڕ తర࡯ంۧߘ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇకए డ అ޴z   

 ప ऱ࣒ द࡮ݥ  ऒߘబܽद నڒ ޴ంޔࡱ޶క ޜ   ఈ ߖڴ࠙ ࡯ڴ ݭݥࢺऒ भ޳۫  ం మ࠾ࡍz z
छ޳ ణంࠈ ߘߝ నऒޔߩ۫ ࡌ  ఈ ࠼ߦం޳۫ ߖ ݋भ ం  మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం ࡅ ߤࣾ࣊ ݭݥࢺకए  కద࡯కߘ 
फࣃ۫ ڴతफం࠴ ߘ
మ࠾ࡍ ఈ తछ రߖހऒ  గށంۯ ఈ తछ రߖހऒ  గࣃށफ ओߩఇ ޴అ ,ߘ నऒޔ޶ంۮ ޒࠝߘఅ ݡ  శړ फړ 
సంబం߅ంۨన޴,
అ޴ అۮ ޒࠝߘం޻ శړ फ޳۫ ߖभ ం, ߘߝ ఈ ࠙ߖڴऒ  ۫࣋फ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   ఉం޴  అతߩ࢙ ߖ p p t  p
ఈ ࢙ڒ  ߩబܽद ఈ ऴ࣒ڒ ࣊ࣾనࡽ ऴߦంతం అޙ࠼, అ࣋ۯ ݭ߹ ޴ శړ फ ఎడమ࢙ߩ ఉంܿం޴ , ఇ࡮ݥ ޴द झ࠹݅   a p 
ऴߦంతం మ࠾ࡍ ఈ శړ फ ఏࠫ ࣆۯफం޴ ఈ
శړ फ ړߖ޵ తछ రߖހऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ అߖ ऴ࢐యߕޔࠓऒ ࠭d 
ఈ ࠉం࢓޶ వదभ ࡓంݡ చޔరऴసం ఈ ࠉంݭݥࢺ ࢓޶ ࠙గంz dt  x 
కएࡅ  ऴదవङ ࡓ ړࢢࡌ ऱܿ అߩۮ ߖओ द࡮ݥ న࣒࠳  ం޳ంڕ ࡓ  ऱܿ ߘ ߖ޵ంߘߝ ݟx   p 

Pru
tor
@
IIT
K



ऒߖڴ࢘ ࢟࢘  ߰ందగలߘ ఇߩओ द࡮ݥ బܽद ఈڒ ޴फంࣆۯ ݞږ డనంߨ ఈ  ࡯࠻ۯ ఏࠫ ݡ డన వङߨ  ङޑ సంp 
మࡖక ࢙ߩ ࢘గవంతం ࣆۯफంࡓ ޴ం࡮ߩ࢙ ݡ ఒޒफݟ ఆ ࡲ࢐ङ ओࡏࠪ ࠹ छ޳  ङࡲ࢐ ࡌ  pߘߝ ,޴फంࣆࡏࠪ ߘ ࠹
కएࡅ ࢓࠾࢐ ఈ  ړߖ܉ߖ
ఇతర ఆࣄफ࡮ݥ ࡶࡍ ړद एړࡵ ߖ  ంచగలߘ మ࠾ࡍ అ޳ۯ ࡮भ ం  ఈ ڴङ pࡹ ࣒
ఈ ۨనऒ ڕߕ ࡹ࡯ڴ ఈ  ޳ࡶ  ࠙గం ఉంߨ ߯ߖ޳ ,޴డనం ఇకए డ ߨడనం  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   p p p
ఇకए డ ߰డ࡮ݥ ࢓द ऒߕफࣆ۫ వదभ   ݋ం࠼ߦ ߘߝ  ం మ࠾ࡍ మనం ۫ࣄన޴ ఆxi z 
ऴదవङ ङࡲ࢐ ߖ޳ ࡯ڴ ఈ  ޴ంޔ࢓ంऴదత అࣃ ޴అ ,ࢢࡌ ࡓ ࠹ ऱܿ  ࡮ݥद  ఆ߯ తछ రణంume a x 

࣋ए छ छ޳ ࡛ ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖఅ ݡంࡓ ࡌ ࠭ అߩओ द࡮ݥ ݡ ړऱ శࡏࣃ  फ అ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖdt d f p a 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మన࡮ݥ ڕद  సࠪనం ࡮ݥद ࡓ  ऱܿ తछ రణం rho x rho x d

࣋ए छ द࡮ݥ న࣒࠳ ࡛ ࡓ  ऱܿ two f  dt p a
ఎడమ ࢙ߩన ݞږ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మࡏࣃ ڕࠬ ࠾ࡍऱ ࡓం޳ ݡछ rho d f dt ࡌ
చޔరऴసం ࠳న࣒ ࡮ݥद द࡮ݥ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ   మనం ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ంp x x 
द࡮ݥ  కం݄ ఈ ࡮ݥद  గށంచంڒ ݟబܽद ࡲ࢐ङ x p p p ޴फంࣆࡏࠪ ऴ߭ష࡛ ߖ ݭం࠳ ࠹
అ޴ߝ ऴపࣆफత ޑ࢐వరణ ߨడనం ߘߝ ޶ڒ సృࢳदంۯ అదనߨ ߩడనం అంښ޶
ఇࡲ࢐ ޴ङ ࣆࡱޘ ڕߕ ޾ంޔࡏࠪ ࡹణంࠪࡍఎంత ప ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡏࠪ ߘ ࠹
ङݡࠪ ల࣒  ࠳న࣒ కం݄ ࠳ ޳ࡶన࣒ ߘߝ వࡍ फంపܑ࣋ అదనߩ ఒޒफړݟ సࠪనంvdp dv v 
మ࡮ݥ ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍद  కం݄ ࡮ݥद ऒߕफࣆࡱߧ ߖఅ ࡛ࠈ   v pߘ
द࡮ݥ బܽदڒ द࡮ݥ ޴ߝఅ ࡛ࠈ  द࡮ݥ   డనంߨ ࡛ࠈ  द࡮ݥ ࡛ࠈ   p p p pߘߝ  ޶ڒ 
ऒߕంܿڕࣆޓ ࡍవ ߘߝ ޴ߝఅ ߘ फంపܑࣆफనऒ  ఒޒफ࡮ݥ ݟद  అ޴ߝ ऴߦరంభ ࡲ࢐ङ  v޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࠹
అ࡮ݥ ޴ߝद  ఎడమ࢙ߩ ఉనऒ న  పߩ࢙ݟڕ ߖ ݋ం࠼ߦ ߘ࢓޶ంࠉ  ऱ࣒x z z 
द࡮ݥ छ޳  द࡮ݥ బܽदڒ ޴फంࣆ࡯޴క ࡌ  అ޴ߝ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   z v az z azࠬࡔమ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ 
द࡮ݥ  ޶ڒ  అࡓ ޴ߝ ऱܿ ࡮ݥद కएࡅ    ఫంࣾࡏࠪ ࡹ ڴ ߤओ  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒa  z x x z
, ఇࡲ࢐ ޴ङ ओࡏࠪ ࡹ ࠹ ओࡏࠪ ఈ ߘߝ బܽदڒ  द࡮ݥ   v
కएࡅ ߖ޵ ऱࡏࣃ द࡮ݥ ޴ߝన࣒ అ࠳ ݟంߘ  సࠪనం ړ సࠪనం ࠻ࡍఏ ݭݥࢺ  ࡓ  ऱܿ ߨడనంv b v x 

द࡮ݥ छ޳  द࡮ݥ ޴ఇ ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ द࡮ݥ   మ࡮ݥ ࠾ࡍद  ర޶भ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ ర޶भp v dz dx x x x a 
ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ
߰ందంڒ ݟబܽद అ޴ߝ కం݄ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद మనం కھߘనऒ ए࣋ ޴ छ छ޳ ࡛ p dx bdz ࡌ dt rho   d 

 दtwo f࡮ݥ న࣒࠳
द࡮ݥ  కం݄ p x 

సࠪనం తపओ ړ న࣒࠳ కం݄ ޴ߝఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳  మࡖకܽ ڒద࠭࠲ ߖ dp dx p dx bdz
కߕھߘऒ ࠭, ఇࣃ  ޴ब నऴభంశం ఏࠫܽz z 
ఈ ఎడమ ޒۯ ࠙గం ࡅకए बࣃ  నऴభంశం ݞږ ఉంڒ ޴బܽद ړ࠻ ڕߕझ లߖࡆࢳࡔ అం޴ంۯ వࡵ f   z 
ఉంܿం޴
శࡎరం ࡅకए ए࣋ ߘߝ బܽदڒ  छ ࡛ ߯  ࣋ए छ ࡛ ߯n  dt rho   d 2 z dt 
కdpऀߦ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ సమయం ޴ऱ ఇࢁసࠪనం మ ړ న࣒࠳ dx 
ఉతओ నऒ ం, ߘߝ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ࡛ ߯  dx b   d zߘऴ࢐యగల ߧ࡯క ݡంࡓ 
ఇߘߝ ޴ ఇకए డ ߘంݟ ߰ంڒ ߘ޳బܽद ࡓ ڕߕంڴ߯ ݡ ࣋ए छ  సࠪనంd z dx ړ ࡛

కం݄ ࡓంݡ ࣋ए छ ए࣋ ݡంࡓ ޳ࡶ ࡛ छ  rho bd z dt d z dtړ ࡛
సࠪనం  కం݄ ࡓంݡ కం݄ ࣋ए छ ࡛ ఇ޴  ఇߩओ  ంۨన సࠬకరణంb rho d z dxࠚల ڕమన ݡ
మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄ۫ ޶న޴ ఏࠫటం݄, అړ   ޴ߝ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒ   p z p
పరంݞږ ڴ ऴࣄ࢐ ఉండవ۪ऐ ,
बࣃ ޻ఇ ߗڒ నऴభంశం ࢘࢟ అం݄ ڕࣆޓ ڴ ߤ࣌ ߖ ߘߝంܿߕऒ zxt ݡంࡓ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߘ kx ti d z 
߰ందం࠳ ݟన࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ  a kx t࠾ࡍమ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
ఈښछ షߖܽ࢒ ࡹ ߤ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ڕߕ వࣆफం޳ࡶ  ޴ ఓవ࡛ ࣋ए छ ࡛  ఇ޴ dt wo f d two f dt dt 
࣋ए छ ࡛ ߯

సࠪనం   ࣋ए ݡంࡓ छ ࡛ ߯  కం݄ ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛d z dt b rho d z dx 
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ޳ࡶ छ ࡛ సࠪనం కం݄ ࡏࣃऱ ࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲ఒ ޳ࡶ ࡛ छ ࡛ కం݄ ࣋ए छ ࡛b rho k k 
ఇ޴ ఏࠬ ߗڒ  ޶ڒ ࣋ए छ ࡛ ఈకछ झࡽ  ఓవ࡛ అం݄ తరంڴల ࢘గం v b rho b
కం݄ ࡅకए  వర ठ࠮లం ఇ޴ ఇߩओ एࡽబ ޴ߝతం అ࡯న ఫࣄ࡯ޘ ڴࠈ ݡ ङݡࠪ  ల࣒ మ࠾ࡍ rho b 
ఏࠫటం݄ ޴నݟంచబ޴࢐
అ߅క ߲నఃߕߩङ ల వదभ ఇ޴ అڡܽࠈ࠻ݟ బࡽए ङݡࠪ  ల࣒ ఎం޶కం݄ ఆࣣ అకए డ ఉనऒ ओߩ క߅అ  ݡ
߲నఃߩనङ  తరంగం ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ అࢗ ߖݟ࢘ ޴ߝదజలऱړߖݞ తڵనంత సమయం ఉండ޶, కߘక ఇ޴ 
న࠳बరࣄ 
ఉࢽप ऴగత ߗڒ ,޶ڒ అڡܽࠈ࠻ݟ బࡽए ङݡࠪ  ల࣒ ڒబܽद మనం ఇߩओ  v ޳ࡶ సంڝ ࡯ڴ ,࠭ޑ޶ఏࠫ ߰ం ݡ
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ओߩసం మనం ఇڝ ࡽయࡍܾ࠱ ݡ
߰ం޴޻ కం݄ ࡅకए  వర ठ࠮లం ڒబܽद ࡯ޘ ڕߕయܑయం࠼࣎ߙ࣌ ࠭࠲ ݟడࡽ తరంڴలߘ rho b 
పࡍచయం ࠭ࣃۯ , ఆ߯ ࠬݟయం ࡅకए  ఒక ࠙గం ࡅకए  తछ రߖހऒ  సంబం߅ంచడం ޳छ కएࡅ ࢟࢘ ࡌ  
ऒߖڴ࢘ एړࡵ  ంۧ࠭ మࠂ ࠾ࡍ ߱ర लݟࠬ ߤయం ࡅకए  తछ రړߖހ సంబం߅ంۨన ధछ  ۃदంࣄసం वڝ లڴతరం ߖ
మ࠾ࡍ బࡽए పओۮ ߖంۧ࠭ అށగࡍప ߘయంݟࠬ  డం ޳छ ऒߖڴ࠙ ండవࡓ ఈ ࡌ  rce ࡍప޶త  ݟంచంڵ࠭ 
ङߕఉప ࡃࠓࡌ ఏరओ ڴరణంڒ అలల భంగం ࡹలࣃ ,޴ంݟ
ओߩఇ ࠭࠲ ࢩ࢑ ߘంۨన ఈ ࠙వనల߅సంబం ڕࠬ ݡ ऱࣃࢳफ ࠭ 
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