
ఈ ఉపߕङ సంߘ࠭ ߘߝ ࡹపܽ ఉపߕङ సంࡹ ऴ߮ߧࡔంۨన ࣄంࡗࣔ ࡽߩघ ߯ ߤష࠵ ڡߖ  దృࢳद ࣃࡍࣃफ ߘ
మߦۮ ߘߝ ࠾ࡍओ ߘߝ అం݄ ߘ
ఒక వృతफంࡹ కޔࡱ޶నऒ  కߖހऒ ఆ߯ x xt xt ,޴ఉంܿం ڴޒࡎం݄ చలనం ఏకڕࣆޓ గం࠙ ߖ޳ ߖڕࣆޓ 
ఒࡅ ڴ࠲కए ఇవछ ڴ ߤ࣌ڜ  బݟం޴, ఇ߄ࣃ ޴రణంߘߝ ڴ అߖ ऴ࢐యߕޔࠓऒ  నt r xt࠳बరࣄ ంతڜ ޴ఇ ,ߘ
ఒࡅ ڴ࠲కए కएࡅ  ڴ࠲ఒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳   త ࢘గం߅సంబం ޴ߝసࠪనం అ ړ ߤ࣌ڜ   t vt vt tߤ࣌ 
మ࠾ࡍ సంబం߅త తछ రణం   ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ ఒక ߤ࣌ڜ  అం݄t 
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ छ झ࠹݅ ࡛  తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद   ߖ޵ అర बం ఏࠫటం݄  ࠬࣄ࡯ޘ ڕనx 
తछ రణం అ޴ߝ సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ࢘గం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం
ఇړߖ࡮ڒ ޴ సంబం߅ంۨ    ࡅకए ండవ ఉతओࡓ  ऒߕ घࡗࣔ రణ߄ࣃ ޴ఇ ࠾ࡍమ ړߖ  సంx dڝ ڡߖ
చలనం ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ఇవछ ڴ ࡛ బݟంڒ ޴బܽद ఇ߄ࣃ ޴రణ ࣔࡗघ x޴ంޔ࢓సࠬకరణం అ ࠪ ړߖߕచల ڡߖ
, అం݄ ࣃब నऴభంశం ࡐపంࡹ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ  ఈ ࠳న࣒ ڜంత
 కం݄sxc޶ఎం ޴న࠳లږߘࣃ  ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ࣄ ޙ࠼అ ࣄ ంకంࡌबࣄ 
ఇ޴ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ల సంఖङږߘࣃ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆవ ݟంߘ ࡛  అ࠼ ఉం࡯ݞ
చలనం ߄ࣃరణ ऴࢡవङ ంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ࡐపంࡹ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄

అ޴ߝ ఒڴ࠲ ࣋ए छ  బܽद చలనంcڒ సࠪనం ޜ ࡛
అޔ࢓ం޴ అࡅ ޴ߝకए  వర ठ࠮లం ࡅకए కएࡅ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ న࠳बరࣄ ంతڜ   వర ठ࠮లం xt ct a   ct 

కएࡅ  మڜࡍంత
फࣃۯ म޴వృࠚఅ ڴంతࡍమ  ڴवసफపరంࢡతށగ ߖߖ޳ ߘߝ ޴సࠪనం, ఇ ړ ߤ࣌ న࠳बరࣄ   b,ߘ
అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ఎకए డ ޳छ మघࠫ ߘߝ ޾ఉంܿం ࡌ ऒ࡯  ऴ߮ࣆߧࡔफߕऒ  d 2 x dt޴ߝరऴసం అޔచ  ߘ
बࣃ  నऴభంశం ࡅకए ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం ޳ࡶ తछ రణం 
అ޴ߝ ऴపږޒల సంښతంࣃ ޜब నऴభంశం ۮందړߖݞ 
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴ ఒక కణంࣃ ߖࡹब నऴభంశం ࠳న࣒ ړ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴, ఇకए డ 
भ޳फ అం݄ ऴ࢐ࡏڷ న࣒࠳ ం
అݞږ ߖ సओ షदం࠳ ڴన࣒ ࡏڷफ అం݄ ࣃब నऴభంశం ړߩ࢙ݟڕ వङ ऒߖ࡮బ ࡹశ޴ కࡔޒ  ޴फంࣆۨࣇ 
ఒక కణం߯ శړ फ
बࣃ న࣒࠳ నऴభంశంڕ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄ ࠳న࣒ సంښతం అం݄ ࣃब నऴభంړߖࢡ వङ ఉనऒ ࡹశ޴ కࡔޒ  
శڕफలߘ
అ޴ ఎలऱߩओ ओߩఎలऱ   ޴फంࣆۨࣇ ݢ కएࡅ కణం ݢ  చలనం 
వङࢡరణ ऴ߄ࣃ వङࢡరణ ऴ߄ࣃ ఒక ࠾ࡍమ ߖఉంܿంద ڴక࡯న కద࠳ ऒߖߕన చల࠳  అమۯ ࡱయޜࠓందߖ 
.޴फంࣆۨࣇ

వృޑफ నऒޔࡱ޶క ࡹరంڒ  ఈ కߖހऒ  ఇߩओ छ޳ ߖ޳ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ݦ ࡌ
बࣃ ޳ࡶ ޳ࡶ నऴభంశం   ߖ޳ ఉతओ నऒ ం ఏࠫ݇ ࠭࠲ కߕھߘऒ ࠭ మ࠾ࡍ xt yt 

తछ రణం ࣃब నऴభంశంڕ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄   అߧۮ ߖओ ߘ࢐దన తफం࠴ 
ओߧޒ ڜ दܼ ࠭.
  శڕफࡱ అߦߘతం ࣃब నऴభంశం ߩ࢙ݟڕ ߗڒ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ ࡹశ޴ 
చలనం సరళ࠳న ऴࢡవङ ంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఖۨऐ త࠳న అࡌम ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄
ఒక ࡍߖ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ఒక కణం ఉం݄  అړߩ࢙ݟڕ ޴ కޙ࡯޶   అࣃ ޴ब నऴభంశం అߖ అڕߘం޳ం.

అߩ࢙ݟڕ ޶ࡌ ڵࡍޒ ޴ అ޴ ࠭ంߘࢗ ڕ޶కࢗ ڕళऱ޶
ړబܽद  శڒ फ ఈ ޴శࡹ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అޙ࠼ కథనం ఎడమ࢙ࣃ ڕߩब నऴభంశం ۯయబݟం޴p  
శړ फ సࡕన ޴శࡹ ఉం࡯ݞ   అޒࠥ ޴కంڴ ۫࣋ ࠪరठం ڒబܽद
అ޴ ఒక ߄ࣃరణ ऴࢡవङ  ڕనߩ࢙ݟڕ ߘక࡯న కద࠳
అతङ ంత ఆవర फన పదमࡹޒ ࠭ంߘࢗ ڕ޶కࢗ ڕళऱࣃ  ړߖݞब నऴభంړߖࢡ వङ  ݟఉండం ࡹశ޴ కࡔޒ
మ࠾ࡍ ఇపओ వङࢡరణ ऴ߄ࣃ ݟంߘ ܽ ऒߖߕన చల࠳  ఎ܌࢑ ࡮వߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ݞږ ࡹ࠻ۯ ܘࡷంۧߘ , 
ߘߝ
ऒߖ޵  అࣃࡱߧ ߖफ घࡗࣔ రణ߄ࣃ ޴ఇ ,ߘ ऒߖ޳ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ ߤష࠵ ڡߖ  ఎ܌࢑ ࡮వܘࡷshm 
ఇపओ ڕࠬ ߘߝ  ࡯࠻ۯ ऒߖߕధࣃ ښܽ  అం޴ంۧߖ޵ ߘऒ ओߩఎలऱ  ړߖݞయۯ   ݢ
న࠳बరࣄ ޳ࡶ ޜయ ࢘గంނڝ న࠳बరࣄ 
࢘గం సరళ ࢘గంޜ ఒక వృతफంࡹ ఏకڴޒࡎ కޔࡱ޶నऒ  కణం ࡍڷంۨ ఎలऱߩओ  ఈ ࠾ࡍమ ݟంచంۨࡹఆ ݢ
 x y޳ࡶ అࣾం ޳ࡶ అࣾం ߖ ݋ంߜం߱ڒ
.ݟంڝࣆޓ ޜక࠼ంܽ కలݟంࡓ
 తࡌछ త ߘߝ మࢁऱ ఈ ܌࢑వܑࡷషڵࡍޒ ړ ߤ వࣃफ ߘ
మ࠾ࡍ ߷జ࡛ డ࠻ऴࡱ ࠹ڴ అ࢑ ߝషߖ࠻ऒ फࣃ߅ࠓ ڕࠬ  ంܽ ఆవర࡮మనం ఇ ޴ఇ ,ߘ फన చలߖߕऒ  
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फనऒࣆ۫ ओߩ డ࡮ऱ  ޴ఉంܿం ڴࡍڒసࣔయ ࡮ۧ 
ओߩఇ ߗڒ ంۮంڜ ݡ
ठڴࡍస   ڴवసफపరంࢡతށం గ޳రࠪ ڴ࢑࡯ޘ ऒߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ޴ం߰ࡐ   మࡍంత అࠚవృ޴म ۯయంߗڒ ݟ  
అంతڕ
࠭ంࡏߝ ߘߝ ޶ऐ నऒڕ ऒߖڜ ంۨన߅సంబం ړ࢐ܽ   సమసङ లߘ పࡍషए ऒߕంܿڕߘంۧలࡍ  ఈ ߘߝ బܽदڒ ߘ
ऴړం޴ అవకలన సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए రం
ఏࠫܽ అߖ ࠫమघ ऒ࡯  సమసङ  నంబ࡛ వߖ ߤ అడగߕޔࠓऒ  ߘ
, సߘߝ ࡔ
ऒߖހఒక సࠬకర ڕࠬ  ఇࣆफߕऒ ए࣋  ߘ छ छ޳ ࡛ సࠪనంdt d two x x ړ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡌ
ఇ߄ࣃ ࠭࠲  ޴రణ ࣔࡗघ एڕߘక ࡹ ߤష࠵ ڡߖ ంܿనऒ
సࠬకరణం  సڴࡍठ  ఇ޻ రక࠳న సࠬకరణం.
 

అޔ࢓ం޴, ఇ޴xt   
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࡅకए  వర ठ࠮లం ࡅకए  t࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ ݡంࡓ  వర ठ࠮లం ࡅకए  సంబం߅త ࣌ߤ ట࡛घ  సࠪనం t ޜక࠼కల ޜ ߤ࣌ 
నߧ۫ ޶ం࠭ ڕఇంత ڕࠬ ߘߝ ऱܿڴ,
మࡖక ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం, ࣋ए छ ࡛ ߯  ఉనऒ  dt d two   yt 5 yi amߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ 
పओۮ ంݟ, ఇښ ࢑వలం ړߟए పओۮ  फࣃڵࡆఉప ߖ ړߖݞ ऒࣔۨ ࠼  y ޴ంࣄయవలۯ ڴథࠫకంߦऴ ࡏࠬ   ࡱ
ఏࠫటం݄ 
बࣃ  నऴభంశం ࡓండవ ఉతओ నऒ ం
మࣃ   ࠾ࡍब నऴభంߖࢡऒ హऒۨ ۯంۨࣇ  ం  మధङ  ఉనऒ  సంబంధం ఏࠫܽ అߖ ۫డటం.
 ఈ సందరग ంࡹ  తछ రణం ࣃब నऴభంశంڕ వङ फࣃ۫ ऱࢁమ ࡏࠬ ߖకం  అࡔޒ  ࡏ
ఎం޶కం݄ ఆ ऴపږޒలత  సంతకం మ࠾ࡍ
बࣃ  నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद మࢁच ప  ࢟ࠀ ݋ࡐ  ऱ࣒yt t 

కएࡅ ࢟ࠀ ݋ࡐ ࠆఆ ߤ࣌ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ڜ న࠳बరࣄ  రం ࠬࡓ ࡏండవ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ b t 
ऒߖހఈ సࠬకర ޴ం݄ అڕࣆޓ  సంతృߧफ పࣆࡏफంࡔࠬ ޾ࡶ ޾ సڝࣆ۫ ࡍవ۪ऐ  
 వలంښ ޴బܽद ఇڒ
 ణంࠪࡍంۨ ఒక   ప߅సంబం ړߖހࠪࡍంత ఇతర పڜ
కएࡅ ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం  ఆ పړߖހࠪࡍ 
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉనऒ  సࠬకరߖހऒ  ࠪऴత࠲ ۫ फ࣎ ం޴.
  ࢑షయం
 సࠪనంd   x d y ړ న࣒࠳ ޴ఇ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖసࠬకరణం ఉంద ݡంࡓ కం݄ ߩచదర ڕߕ
ऒߕࣆ  ం޳ంڕߘన అ࠳बరࣄ ంతڜ  కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ  ۲ట, పࢲࡍए రం ఏࠫܽri ght ky k 
ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ పకए ߘߝ  న ߭ޙݟ పߖހࠪࡍऒ  ఇకए డ
फనऒࣆۨࣇ ޜ ߘߝ  మࡖక   పړߖހࠪࡍ సంబం߅ంۨ ޳छ ऒߕफࣆۨࣇ ࡌ x࠾ࡍమ ߘ y 
ండవ ఉతओࡓ నऒ ం ړ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿంࡌߖ ߖ޳   ޴घ ణంy
మనం  ࣄۯనదం޳ ߖ ޑछ ࡎభ ޜ ߖ ࠾ࡍమ ࡌ फ ࣆۯफంڒ ޴బܽद   ߄ࣃ ړߖ޵రణ పࢲࡍए రం ݞږx y t x

అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ ࡅకए  ఫంࣾڜ ߤంత ࣄबర࠳న ݋ࡐ ߤ࣌ڜ  ప ऱ࣒ సࠪనం y x a kx b kx ړ ݋ࡐ ߤ࣌ 
బܽदڒ
झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ న ࢑షయం ఏࠫటం݄ , సࠬకరణం ࡅకए  గށత ࡌߖघ ణం  ఈ
ండవ ఉతओࡓ ߖࡹణంࠪࡍన పࡕంۨ   స߅సంబం ړߖހࠪࡍఇతర ప ࣒ښ నऒ ం 
ఆ ࠴దܽ పړߖހࠪࡍ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴, ఆ߯ గށత ࡌߖघ ణం
పࢲࡍए రం సరళ కల࠼క ߤ࣌ڜ ޳ࡶ మߤ࣌ ࠾ࡍ కల࠼క అޔࠋۮ ڕࠬ ߖంߖ  ޴బంధనࡱ సࡕన࢑ మ࠾ࡍ 
అߖऒ
ఈ ݡ࠮ ఉ޳హరణలࡹ మߖڜ ࠾ࡍऒ  a b޶య࡯ޘ అ࢑ ڕߕ फతంࣆऴప ࢑ߖయ࡯ޘ 
एࢲࡍప ڼ࡯నగھߘక ߖ࢐ܽ ࠭࠲ రం ߘంݟ ࠪరठం ࡯ޘ   ޶ࡶయߖ࢐ܽ ߖ కھߘనవ۪ऐ  ڴबరంࣄ అ࢑ ߗڒ 
ఉంܼ࠼, అߕ߯ߖ޻ ࢑ ఆ߄రపడ࢓ࡶ అ࢑txy 
ࡍڷ ߘలڒంࡌबࣄ  న࢑࠳बరࣄ  फంۯ ࠪరठం ఏࠫటం݄, మనం ఈ ࣄबࡌంڒలࡍڷ ߘ फంۧలڕߘం݄ మనڕ 
మࡍంత సࠪۧరం అవసరం మ࠾ࡍ ఇࡓ ࢑ంࣄ ݡबࡌంࡱڒ మࡓ ࠾ࡍంࣄ ݡबࡌంڒ ࡱڒబܽद ߖ࢐ܽ a b 
 బܽदڒ అవసరం ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ڕߕ ړߖݞफంచࡍڷ
త޶పࡍ సࠪۧరం   ࡓంݡ ఇతర సࠪۧరం పరంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद అ޴
ఈ సࠪۧరం నంబ࡛ వ࣋ݟ ߤओ ଊ࣒ ࠱ం݋ మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న ࢘గం t
అۮ ߖపओ వ۪ऐ .
దగ ߕ   ठర ఈ సࠬకరణం ఉం޴ d two x over
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࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛ छ ࡛   ఈకछ  dt xi ޴ఉంܿం ڴ ࡽ
 ప ऱ࣒ ޴బܽद ఇڒ ܽ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ ࠉ 
ఇ޻  ఇߘߝ ޴ ఇక߯ మߖ ߖ ࠾ࡍర प࠼ంచߘࡶ మ࠾ࡍ ఇߩओ a b x ڕࠬ ߘߝ ݡ
వదभ  ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ  మߖڴ࢘ ࠾ࡍऒt x dx dt 
సమయంࡹ సࠪనం  ߕࣆऒ  అڜ ޴ߝంత ߕࣆऒ  ఇߩओ ࡍߖ ݡంࡓ ڕࠬ ߘߝ ݡ भషद సࠪۧߖࡌऒt v 
అం޴ంۧߘ  అߩओ రߖ ࡹ࠻ۯ ࡮ఎ ࠾ࡍమ ߘߝ ݡ प࠼ంచగలߘ వదभ ߕࣆऒ  a b x tڴసࠪనం ړ
ఉంܿంࡅ  ߘߝ  ޴కए ప  ߖ ߤ࣌ڜ  ऱ࣒ ङޑऴప ߘ  ࠪऒ యం ࣋ۯफ అ޴ ఒక  మ࠾ࡍ ఇ0 ڴ ޴ 0 b sine x 0
ఇవछ బݟం޴.

ఇపओ ߘߝ బܽदڒ ऒߕޔࠓڒ ఏ࢑ ښܽ రߖ ߖసࠪనం అ ړవదभ 0 ڴ࢑ధం ޻అ ߠ प࠼ంۧߘ, ఇ޳ ޴छ vt dx d ࡌ
అ࠳ ޙ࠼న࣒ ఒڴ࠲ ఒڴ࠲ ఒߤ࣌ڜ ࠉ ڴ࠲ ఆࠆ ఒڴ࠲ t t t.

  t
ఈకछ ఇవछ ߖఅ   ڕߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ࠓڒ   ࠉ ڴ࠲ఒ  ܿ  ڴ ࡽ బݟం0޴ v 0
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ޴ߝ ఒڴ࠲ కం݄ ఇߩओ దగ ߕ ݡ ठర ࡍߪ फ పࢲࡍए రం ఉం޴ మ࠾ࡍb v 0 
ऒߕޔࠓంద߰ ڴరణం߄ࣃ ߘߝ బܽदڒ కएࡅ ڴ࠲ఒ   ߘ  xt  t x࡯ݞఉం ڴ ߤ࣌ڜ ࡗ܋ 
 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   ఒࡅ ڴ࠲కए  ఒߤ࣌ ڴ࠲ కం݄ ఇ޴ ఇకए డ ࣃब నऴభంశం మࡱڴ࢘ ࠾ࡍ ఉߕऒ  v t࠼
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ړ बࣃ ޴ߝన అ࠳సࠪన ړ నऴభంశం సమయంߕࣆ ࡹऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  x t t v 
ऒߕࣆ ࡹసࠪనం సమయం ړߖڴ࢘  t ߘహరణ޳సࠪనం, మనం ఒక ఉ ړ
పࡍషए भ޳ࡍ ం సࠬకరణం ࡓంڴ߯ ݡ ࣋ए छ ࡛d x dt 
ऒߕࣆ సࠪనం ޜ ޜ ޶న࣒ ఇర࢙ ఐ࠳ ऱxࡏటࠬ ݡ࠮ సࠪనం ړ xt
మ࠾ࡍ వదभ ߕࣆऒ  బܽदv tڒ మంࡹ࢑ ߘऱ ࣊కࡏటࠬ ݡంࡓ న࣒࠳ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ  ڕߕ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఇవछ బݞन కएࡅ ޶ఐ ߘߝ ߝంటࢗ ࠾ࡍమ ࠼  x v xt ڴ ߤ࣌ڜ ݡ࠮ 
ఉంܿందߖ ऴ࢐యగలߘ

ऒߖ޵ ߘߝ  ఎ࡮ ߰ందగలߘ  ఐ޶ ఎం޶కం݄ ఈ ఇర࢙ ఐ޶   ఒڴ࠲ ࣋ए छ  tߤ࣌ న࣒ 2 ఓవ࡛ 5࠳ ࡛
ఆ5 ࠆ అߤ࣌ڜ 3 ޴ ఐ࠳ ޶న࣒ ࠼ߦ ࡗ܋ం࢟ࠀ ߤ࣌ ࡛ࠂ ݋ అޔ࢓ం޴ అ޴t, t t t 
పࢲࡍए రం ڒబܽद ߘߝ ఆ ࠚనऒ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ړߘన ࣊క࠳ రం  ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ .ߘ
  ఆర न࡛  అవకలన
సࠬకరణం ࠭ం޶ ఉనऒ ండవ ఆరࡓ ࠾ࡍफ మࡏڷ న࣒࠳  न࡛ बࣃ  ࢟ܽ࢘ࡍݥ  నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ 
ఉండటం వలన 
వదभ x v t ࠾ࡍమ ߘߝ
లࡖ߮ ߘए నऒ ओߩ ంܿనऒڕࣆޓ ڴफతం 0ࣆऴప ߘߝ  ݡ बࣃ ޳ࡶ ంత సమయంڜ  నऴభంశంޜ సࠪనం అޙ࠼ 
एࢲࡍफ పࡍߪ ڕߕ రం ఉంܿంࡓ  ޴ంࡔ࢘ ݡछ ऱࡹ࠻సమ ࡏ  మ࠾ࡍ
సࡔ  ఈ ऴߦథࠫక పࡍచయంࣃ ޜब నऴభంశం ࠳న࣒ ڕ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంݦ శړ फ తछ రߖހऒ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ 

ए࣋ ࠑ ݡంࡓ छ  ంతd x dtڜ న࣒࠳ ࡛
ऒߗఇవ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࠳बరࣄ   క߄ࣃ ࣄ࡯రణ ऴࢡవङ फࣃޓࡍ޳ ڕక࡯న కద࠳ छ޳ ߖ޳ ࠾ࡍమ ࠼ cx ࡌ
మనం  ࣃब నऴభంశం x

కएࡅ   ڴ࠲తफం ఒ࠴ అర ߖఉంܿంద ڴరకం ߤ࣌ڜ  बం, ఇకए డ ఒݟڕ ߘڴ࠲ ఒ޳  ڴ࠲छ  t t c ࡌ
రߖ प࠼ంచబޔݡం޴
అ޴ߝ ఒࡅ ڴ࠲కए   ప ऱ࣒ కएࡅ ߤ࣌ ࠉ   వࡌठ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ సࠪనం ړߖ  గށతࢡवసफపరంڴ ఎ࡮ t c 
߰ం࡯޳
ओߩబܽद ఇڒ भ޳۫ ݡ ం  ߖ޵ऒ  అࠚవృ޴म ۯయంݟ ఇڜ ޴ంۮం అߕ߇తనంڴ ఉంܿం޴
ऒߖ޵ ࡏࠬ ߗڒ  ఆࣃछ फࣃ޴ రࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖफߕऒ ऒߕफࣆఇ ࡱ࢐దన ڕࠬ ߘߝ ڴ࢑ధం ఈ   ࡏࠬ కం݄޶ఎం ߘ ߘ
ఈ ࢑ధంڴ పࢲࡍए రం వࣆफంڕࠬ ߗڒ ޴ ఆ అޒࠝߘ ఎ࡮ ఉంܿంࣆࡱޘ ڕࠬ ޾
అ޴ బయటڕ వۨऐ ంښ ߘߝ ޴వలం గށత ݧऴڻషݨ ߤంకߘ ఇࣃफ ڕߕ బܽदڒ ߘ

࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ݡంࡓ ࡌ బݟం࠳   ޴న࣒ dt d x cxi am
ऒߕࣆ  కం݄ ఎڕए వ ڕࣆޓంܿంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంࡓ ߘߝ ࡹంݡ ఉనऒ  సࠬకరߖހऒ  c dߘయగలۯ 

చޔరऴసం ࠳న࣒ ړ సࠪనం, ࡮ంࠈन ఎకए ڕ కएࡅ పంࡐ నݟంచబ߭ ݩ  పࢲࡍए రం ఊࣕࣆफం޴ x  dt cxi e 
नࠈం࡮  అڜ ޴ߝంత ࣄबర࠳న ڒబܽद ߖ ߘߝ t xt e
नࠈం࡮ ంۨన߭ ړ  ऱܿڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ కం݄ ࡮ంࠈन नtࠈం࡮  ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ  dt dt   e 

ఓవ࡛ ࣋ए ݟంߘ छ नࠈం࡮   ޴ంݟంచబ߭ ړ ࡛  ࣋ए छ नࠈం࡮ ࡛  ࣋ए छ नࠈం࡮ ޴ంݟంచబ߭ ړ ࡛ td x dt e e tړ 
ऴపޑङ ࠪऒ యం  ఈ సࠬకరణంڒ ࡹబܽद ߖ޵ऒ  సࠬకరణంࡹ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయంݟ , ఆ߯ ࠬ࡮ ࡏంࠈनum 
చޔరऴసం మ࡮ ࠾ࡍంࠈन సࠪనం  t c e ڕల࠻న࣒ సమ࠳ ޴ంۨన߭ ړ 
ఈ ࡓంݡ ప޳లߘ ర޶भ ړ  ࣄۯ ߭ంచబݟం޴ మڕߕ ࠾ࡍ సࠪనం పऱ࣒ న࣒ lambda t࠳ ޳ࡶ  lambda i 
 c޴फంࣆవ ݋ࡐ
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एࢲࡍరణ ప߄ࣃ బܽदڒ రం ޳ࡶ ݋ࡐ i ct e
అతङ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ߭ ړ ంత ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం   ఈ ࡓంݟంܽ కల࠼కڴ ఉంܿం޴,minus i root ct

ఇڜ ޴ంత ࣄबరంڴ ఉంܿం޴, ఇړ ݋ࡐ ޴ ߭ంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ మߖڜࡍऒ ంకం i   ctࡌबࣄ  b
వߤ ఇ ࠳న࣒ ڵࡍ߭ ړం݋ࡐ ޴ సڒ ࡔబܽद అ޴ߝ ఒకܽ ఇ ܘࡕ ړ ݋ࡐ అޔ࢓ం޴i ct xt 

 ప ऱ࣒ ऐࡏߝ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ߭ ړࣄ ݋ࡐ న࣒ ఐ࠳ ఇ ߤవ ࠉ   ct t޳ࡶ ࡏంܼڕ
ఇపओ ࡏࠬ ऐࡏߝ ښܽ  i ct t޴ߝన అ࠳बరࣄ ంతڜ ޳ࡶ ݋ࡐ ం݄ڕڝ
కएࡅ ݋ࡐ కएࡅ ݋ࡐ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ  తపओ ݋ࡕ ߤ࣌   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ࡓ ߘߝంݟంܽߗ ct ct i xt 
కߘߝ ޙߧ࡯
కएࡅ  ݋ࡐ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ బంధనలߖ ݋ࡐ  ߘऴ࢐యగల ڴबరంࣄ ంతڜ ऒߖڜ   ఇతర ࣄबర࠳న ct   ct b 
ߤ࣌
పऱ࣒ ߤవ   ޙڵ࡯యగۯ ࡏ࠻త ࡏࠬ ࡓ ఐ ,޶ڒ కܽࡖమ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ߤవ ࠉ  ऱܿb 
ఒక ࠳న࣒ ࠉ ఒకܽ ڒబܽद ߕ ߘߝ వదभ ఉనऒ  పࢲࡍए ऒߖࡌ  ऴ࢐యగలࡏࠬ ߘ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ం޻ గށత ࠪࡌठ ऒߖ  
అం޴ంۨనటऱޙ࠼  ఇ޴
ړఆస ڕࠬ फకర࠳న ࢑షߖ࠻ऒ  అం݄c ࡔస ࢟ܽڻߜ ఒక࢘ళ ޴फంࣆ߅ࠓ ݞږ 
శړ फ ࣃब నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿంߗڒ ޴ ఇకए డ ࠳న࣒ ࡏڷफ ఏ޵ గమߖంచ޶
అం݄ ࠬࡏ కߖހऒ ࡍߖ  भషद ޷ర శړ फࣃ ړब నऴభంశం ࣋ۯफ  అ޴ ޻శࡏࠬ ࡹ
ऴపږޒల ࢙ߩ శڕफలߘ అ޴ ޻శࣃ ࡹब నऴభంశం ࣋ۯफ, ࠬޒࠥ ࡏక ࢡवసफ ڴࡎ࢐ ఇపओ ࡏడగల۫ ښܽ
ఆ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ కణం ޔ߱ࡍߦందߖ ఆ సందరग ంࡹ  అవకలన సࠬకరణం గށతࢡवసफం޳۫ ࡹभ ం

ए࣋ ࠑ ݡంࡓ छ ࡛ అޔ࢓ం޴, అڴ ޴ ఉంܿం޴, అకए డ మࢁऱd x d t cx c 
ङࡲ࣍ ߝऱ అࢁమ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ం࠼߱ फࡏڷ న࣒࠳ ఉం݄ ఈ ڴలంږߘࣃ షڕࣆޓ ߖ ߤం݄, ࡮ంࠈन xt t ړ 
߭ంచబݟన ࡐపంࡹ
नࠈం࡮ ఆ ࡏࠬ  ࣋ए छ नࠈం࡮ ޳ࡶ సࠪనం ړ ࡏంܼھߘక ߖ ࡛ కएࡅ   ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳ ޳ࡶ  ठ࠮లం ޜ c c 
సࠪనం
एࢲࡍబܽद పڒ రం ࡐపంࡹ ఉంܿంڒ ,޴బܽद xt 
పࢲࡍए రం ࡐపంࡹ ఉంܿం޴.xt 
ऒߖڜ   ంకం a eࡌबࣄ 

కएࡅ  వర ठړߖ࡮࠮ ߭ంచబݟం޴ పऱ࣒  ఒకܽ ߭ంచబݟంࡅ   ޴కए న࣒ వర࠳  ठ࠮లం మ࠾ࡍ ct b e ct 
t ࡏࠬ
ओߩనڵࡍ߭  బܽदtڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ڴతంࡎ࢑ప దܽ పదం࠴ ݡ
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ   మࡍంతߝޕڷࡏ߭ ڴ ఉంܿం޴, త޳छ फࡏڷ న࣒࠳ ޶ం࠭ ࡌ
ఖङ࠭ ࡮ۧ మనం అర ࡹवసफంࢡ కޒࠥ ޴ఇ ,޴న࠳ बం ߕڕࣆۯऒ ࠭ అం݄ అ࠳ ޴ߝన࣒ ࣒ݟ ߮ ऱ࣒  f ݋ం࠱ 
 f޴ߝఅ ࠾ࡍఉం݄ మ ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړݟڕ
बࣃ  నऴభంశంڕ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄ చలనం ۧࠚ ࡮నऒ ంڴ ఉంܿం޴   ఈ సందరग ంࣃ ࡹब నऴభంశం  శړ फ 
ఈ ࢑ధంڴ ఉంܿం޴
మࡖక ࠪరठం ࣃब నऴభంశం ఈ ࢑ధంڴ శړ फ   మࡖక ࠪరठం ڒబܽद ఇ޴ ఇ޴ ఎࠆx 
అం݄  ఇతర సందరग ంࡹ శړ फ ࣃब నऴభంశం ఈ ࢑ధంڴ ఉంܿం޴ బలం ఈ ࢑ధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴
बࣃ  నऴభంశం ࢘గంޔڷࡏ߭ ڴంࣃ  ޴ब నऴభంశం అ޴ߝ మࡖక ࢙ߩ శړ फ ݞږ ఆ ࢙ߩన ఉంڒ ޴బܽद
ఇࣃ ޴ब నऴభంశం మࡍంతࣆۯ ࡮ڼࡍ߭ ڴफం޴ మ࠾ࡍ ఇ࢑ ޴పࡎతంޔڷࡏ߭ ڴనऒ  ఈ పదం ޳छ  ࡌ
۫పబޔݡంڒ ޴బܽद
ఇ޴ పࢲࡍए రం ఎޔݡߩ ࡮ం޴ మ࠾ࡍ ఆ ࠳న࣒ ࡏڷफ ࡶక߱ޙ ఎ࡮  అߝ గށత ݧऴڻష࡯ޘ ڕࠬ ߤయܑࣆफం޴.
 
పࢲࡍए రం ఆࡶࣄటړࡎ బڴࡱ޶
అ࢑ ޴పࡎతంޔڷࡏ߭ ڴం޴ మ࠾ࡍ ఆࡶࣄటࡎ చలనం ఉండڒ ޶బܽद
ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనం ఇపओ ܽవరࡏߝ ڕऐ నऒڕ ऱపڕ ߖ࢐ܽ  फం޳۫ ڴभ ం  చలనం ࡐపం ࡓంࠑ ݡ d x dt 
࣋ए छ ࡛
కएࡅ ఈ సࠬకరణం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳  ఈ ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం ࡐపంࡹ ఉంܿం޴cx xt 

 ప ऱ࣒ct 
కएࡅ ࠾ࡍమ ݋ࡐ ऒߖڜ   cta b b ߤ࣌  న࠳बరࣄ 
ऒߖڜ  షరޔల ޳छ రߖ ࡌ प࠼ంచబడ࢐ ,࠼ޑసफړߖ࢐ ఇ޴ ఇۨऐ న ࡓంݡ షరࡱޔ మ࠾ࡍx 
࢘గం  ࡎߖ पత సమయంߖڴ࢘ ࡹऒ बࣃ  నऴభంశం ۯయడం ࡍߖ ޳ࡶ भషद సమయంࡓ ࡹంࣃ ݡब నऴభంశం మ࠾ࡍ అڼ࡮
శړ फ ࣃब నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄.
 అం݄
࠭ంࡓ ޶ం޳ ݡछ ए࣋ ࡌ छ d x dt cxi,޶ڒ సࠪనం ړ फࡏڷ న࣒࠳ ߖࡹ  ࡛
ऒߕࣆ  కం݄ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ అߖ ऴ࡯࠻࢐ మ࠾ࡍ కణం ࣃब నऴభంశం ۮం޴నߩओ  c c ڴరం޷ ݡ
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ऱ߱ࢀࢗ ࢑షయం దܽ࠴ బܽद ఈڒ ޴ంޔ
घࡗࣔ రణ߄ࣃ  ޴फంࣆޓࡍ޳ ړߖ޳ ݦలవబߧ ߖఅ ߤష࠵ ڡߖ
ఇߩओ ऒߖࡌకࡍత పށఈ గ ࡏࠬ ݡ ऴపశऒ ڼݟఅ ࠭࠲  फ࣋ۯ ݋࣊  घࡗࣔ రణ߄ࣃ , చలనం ڡߖ
ఎకए డ ޳ࡶ ఏ ࣄసद࠹ లࡹ 
జޔڷࡏం޾ అ޴
ఒక ऴపశऒ  మࡓ ࠾ࡍం߄ࣃ ݡరణ ࣔࡗघ ంۨ ࠭ఖङࡍڷ ߤష࠵ ڡߖ  ऴశదम ࡮ۧ ߯ߖ޳ ࠭࠲ ,޴న࠳
ऒߕޔߩ۫ फࣃనం ఇ߄సࠪ ړߖ޳దܽ࠴ ߘߝ బܽदڒ ࠭ ऴపశऒ  ߘ
ఆ߯ ࡓ ࠭࠲ండవࡿࢗ ړߖ޳फ घࡗࣔ రణ߄ࣃ ࡹߖ޵   ࠭ చలనం ڡߖ
ఏరओ ړఒక కణం߯ శ  ޴ంޔݡ फ ࣃब నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄ మనం ఇపओ .࠭ࢡ۫ ښܽ

వङ ړߖ޳  క nࡔޒ
ओࣄశం ऴ޻ఒక ऴప ڼࡍజ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔڷࡏజ ࡹశ޴ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసद࠹, ఎం޶కం݄ ऴࣄओ ంࡹ ۃ ऴࣄओ ంࡹ ۃ shm 
సహజ ߰డ޳ࡶ ࢓
ऒߕࣆ ࢓డ߰  ߖగࣃ  అڡࣗ ߖ ࣒ छ޳ ࡮  ऒߕࣆ వసంతం ఈ ࡌ  l l.ࣆࡱޘ ڕࠬ ంۨ ఉం݄ࡍ࢑సफ ంۨࠫ ړ
  ఒక ࣃब నऴభంశం

అߩओ ࡍవ ޴అ ݡ फంۯ శړ फ ࣃब నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ వసంతڒలం ࠫమघ ऒ࡯  x 
एړనࢗ ޴ంޔڷ࡮ 
, మߩ࢙ࡗ ऴࣄओ ం޷ ߖ ۃరం޴ڕ ޜంచబޙݟ బలం మࢁऱ మ࠾ࡍx kx 
ఇږߘࣃ ޴ల ޴శࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎలऱߩओ వङ ݢ बࣃ  ޴ఉంܿం ࡹశ޴ కࡔޒ నऴభంశం సࡔ ఇ޴
झڡࣗ  చటदం, ఇకए డ అ޴ߝ ऴࣄओ ంࣄ ۃबࡌంకం అࣃࡱߧ ߖफ ङߙ ڕࡏటࠬ ࡱలతڜ ߖ޳ ࠾ࡍమ ࡏ టࡱ ߤ సࡔ, k 
बࣃ ޜࡏఒక ࠬట ߖߖ޳ ߘߝ నऴభంశం ࣋ۯफ
ఎంత శړ फ వࡍ फࣆफం޾ ఆ ࣃब నऴభంశం ޳छ ړన శݟంచబڵ࠙ ࡌ फ
ऒߖڒంࡌबࣄ వసంత ڕࠬ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद వసంత ऴదవङ వङ ࢢࡌ వసब ߘߝ ऴࣄओ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసदڕࣆޓ ߖ ࠹ం݄,
పओۮ ࡹపܽदక ߖࡶ ݟߧࡌ జ సࠪంతరޒऀ ంݟ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక ऴదవङ  mߕ ࠾ࡍమ ݟఉంచం ࢢࡌ
ࡍఆڝ नࣄ ݋ߝసद࠹ సࠪనం 0 అం݄ సమޝలङ ం  ࠼ߦం݋ అం݄x m 
ऴࣄओ ంߖ޳ ۃ సహజ ఒޒफߖࡶ ݟ ߰డߘ࢓ కڵ࡯ ఉంܿంߘߝ   ޴ ఈ ऴదవङ छ޳ ߖࢢࡌ बࣃ ࡌ నऴభంశం ࣋ۯफx 
, ऴదవङ ఉనऒ ߯ࢢࡌ  శړ फ ࠳న࣒ మ࠾ࡍ చలన సࠬకరణం ऴదవङ ऱ తछࡏࣃ ࢢࡌ రణం kx d two

࣋ए छ  బܽदx by dt kxڒ చలన సࠬకరణం  ޴సࠪనం ఇ ړ న࣒࠳ ࡛
ऴࣄओ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసदࡹ ࠹ ऴࣄओ ంۃ మړߖ޳ ࠾ࡍ ऴదవङ ంۨ ఉనऒݟܔ ߖࢢࡌ
ఒޒफߖࡶ ݟ ߰డ࢓ మߘ ߘߝ ࠾ࡍంࣃ ߕ ݟब నऴభంశం ఈ ఒޒफߖࡶ ݟl0 x 
߰డࣃ ړߩ࢙ݟڕ ߘ࢓ब నऴభంశం ࣋ۯफ అ޴ అߘభࣆ࢑फం޴  ఎడమ࢙ߩ ఉనऒ  శړ फx 

ओࣄऴ ߘߝ ߩ࢙ࡗమ ޳ࡶ సࠪనం ړ న࣒࠳ ం࣋޴ڕ ޜ ߖ ۃफ అ޴f kx x
ऒߖ࡮న బߩ࢙ ݟڕ  అߘభࣆ࢑फంڒ ޴బܽद ఇ޴ మࢁऱ ࠳న࣒ kxx
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘߝ ऴࣄ࢐నటऱږߘࣃ ޙ࠼లంޔࡏࠪ ڴం࠳   ޴న࣒ మ࠾ࡍ చలన సࠬకరణం f kx m

࣋ए छ छ޳ ޳ࡶ సࠪనం ړ న࣒࠳ ࡛ छ޳ फ࣋ڵ࠙ ࡌ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ߰ందంݟd 2 x dt kx i mi d 2 x dt 
ఖۨऐ ޴సࠪనం ఇ ړ న࣒࠳ తం࠭࠲ ڴ పࡍచయం ࣄۯన సࠬకరణం   ࠬࣄ ࡏంࡽߩk by mx
घࡗࣔ ऐࡍచ ߘ ݋࠵ ڡߖ ऒߕफࣆ పం ࣋एࡐ ޴ఇ ߤ࠻అ  ࡏ छ  d two x by dtڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛
࣋ए छ ऒߖࣃరऴޔచ ڴ࠲ఒ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛  కం݄   ࡍڷ ڴ फ࣋ फ ࣋ए छ छ޳ ࡛ x ݡంࡓ ࡌ mi k dt d x  
చలన సࠬకరణం
ए࣋ ޴సࠪనం  ఇ ړߖࣃరऴޔచ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ छ छ޳ ࡛  x dt d two x࠾ࡍమ ޴ంݟऴ࢐యబ ݞږ ߖఅ ࡌ
ఒڴ࠲ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ x x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ

పࢲࡍए రం ఒܿߦ ޜ ڴ࠲ ఒࡅ ڴ࠲కए  ఇతర ࣄबర࠳న ޔࡏࠪ ڴ ߤ࣌ ࠉందߘ ߖ޵ ߖంڕࠪ ݟ t t  t 
.ࣆࡱޘ ߝంటࢗ

ओࣄऴ ޴ంۨనߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసदࡹ ࠹   ऴࣄओ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసदࡹ ࠹ ఉం޴, ఇకए డ
శړ फ ࣃब నऴభంړߖࢡ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం߄ࣃ ࡏࠬ ޴రణ ࣔࡗघ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ߘ ߤష࠵ ڡߖ
ऴࣄओ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసदࡹ ࠹ ऴదవङ बࣃ ࢢࡌ నऴభంశం ۮం߄ࣃ ޙ޴రణ ࣔࡗघ ऒߕޔࠓయۯ ࡱఅమ ߘ ߤష࠵ ڡߖ .ࡏ
 ఇకए డ ऴࣄओ ంۃ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴదవङ ݟڕ ࢢࡌ

ऒߕࣆ एࢲࡍసࠪనం ప ړ రం అ޴ߝ ఒࡅ ڴ࠲కए ప  ڴ࠲సࠪనం ఒ ړ ߤ࣌ڜ  ऱ࣒  x xt t xt t b ࠆఆ ߤ࣌ 
ఒڴ࠲

ఇకए డ ނڝయ ߲నఃߩనङ ం ఒڴ࠲ t m
ఉనऒ ߩ࢙ݟڕ  ۲ట ࡅకए  వర ठ࠮లం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  ఒక ऴࣄओ ంࣄ ۃबࡌంకం మ࠾ࡍ అ޴ߝ k k m 
ऴదవङ ऒߖߕక ఈ చలߘకణం క ࢢࡌ  అమۯ ࡱయړߖݞo  
కߖހऒ बࣃ  నऴభంశం ۯయవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ऴదవङ ऒߖ޳ ڵ࡮ ߖࢢࡌ  సڴࡍठ  వ࣋ࡶ޴फ ڜంత కద࡯కߘ 
ऴߦరంࠚంచవలࣄ ఉంܿం޴, కߘక ߘߝ ఇ࡮
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లङޝసమ ߕ ޴ఇ   ߘޑߩ۫ ࡹऴతంۨ ڕࠬ ߖߖ޳ ߘߝ  फ࣋ۯ बࣃ  నం  l
ऒߕࣆ फࣃۯ ߘߝ  ऒߖޑవసం ߘߝ అం݄ ߘ ऒߕࣆ రం޷ ంతڜ   ఇకए  xݟంߘ ݟ
ఇకए డࣃ ڕగࣃ޵फ फࣃ࢘࡯޴వ ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ߘ फࣃ࢘࡯޴వ   ڵ࡮ ڕవర ݋ం࠼ߦ ఈ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ߘ  ,ߘ
త޳छ ऒߕࣆ ࡌ  ऒvߕࣆ 
అޙ࠼  మనం ఇంతڕ ࠭ం޶ చࡍऐ ంۨన ऱܿڴ చలనం ఒࡅ ڴ࠲కए    సࠪనం ߕࣆऒ  t xt x ޜ ߤ࣌ڜ 
ܿߦ
సओ ڕࠬ ߖߖ޳ ,޴ంޔ࢓ండవ పదం 0 అࡓ షदంڒ   ߘޑߩ۫ ڴబܽद ߕ దగ ठర అߕࣆ ޴ߝऒ  వదभxt 
ఒࡅ ڴ࠲కए  ఒࡅ ڴ࠲కए సࠪనం t  x t x a ړ ߤ࣌ڜ 
మߕࣆ  ࠾ࡍऒ  వదभ ߕࣆऒ    అߖ ఇవछ బݟన޴ ఒڴ࠲ ఒక ࣌ߤ ఒڴ࠲x v 

 ప ऱ࣒ కएࡅ ڴ࠲ఒ ܿߦ ޜफࡏڷ న࣒࠳   ఒޜ ߤ࣌ڜ   ࠉ ڴ࠲ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ړ  t t ړ
ఇవछ బޔݡం޴ 
ఒڴ࠲ పదం ఇపओ ऒߕࣆ ښܽ t ڴ࠲ఒ ߤ࣌ڜ 
పదం  ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࢗ ޴ంటߕࣆ ߝऒ एࢲࡍప ߘఅత  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  b t ړߖࡌ
޴అ ,ݡࢡޓࡍ޳
ఒక అవڒశం మࡖక అవڒశం ఏࠫటం݄, ߘߝ ఈ ऴࣄओ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసद݋ࣕ ړߖ޳ ߖڜࣆޓ ߖ ࠹ ఇࣃफ ,ߘ
త޳छ ऒߕࣆ వదभ ޴ఇ ࡌ ऒߕࣆ సࠪనం వదभ ړ ऒߕࣆ   సࠪనం ړ వۨऐ ړ నߩओ ऒߖڴ࢘ రంభߦऴ ޴అ ݡ  t x 
߰ం޴ంߕࣆ ޴ऒ  vړ
సࡕన ޴శۮ ࡹపओ ంڒ  ݟబܽद ߘంߤ࣌ڜ ݟ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒  xt   t࠾ࡍసࠪనం మ ړܽ ڴ࠲ఒ ߤࣄ ࠉ 
ఈ పࣄࡍबߘ ޒంݟ వదभ ߕࣆऒ ऒߕࣆ   సࠪనం ړ  మ࠾ࡍ వదभ సࠪనం 0 x t v t v
కएࡅ ڴ࠲ఒ ߘߝ 0  ఒߤ࣌ ڴ࠲ కం݄ సࠪనం ߰ందߕޔࠓऒ    t xt v 0޴అ  ߘ
చలనం ࡅకए  వర पన అޔ࢓ంࡓ ޴ంݢ సరళ࠳న ࣔࡗघ తछ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ ߤష࠵ ڡߖ రڴ
పࡍషए फࣃࡍ ओࣄఒక ऴ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠼ ంࣄ ۃबࡌంకం ࡅకए  ऴࣄओ ంࡓ ړ ۃంࡹړ ݡల ऴదవङ  k ݟంచబݟܔ ࢢࡌ
ఉంܿం޴, ఇߙ 500 ޴ङ టనऱ ࠬటర ऱ ړߖࠪࡹ࢑ సࠪనం.
 ऴదవङ  ࢢࡌ
సమޝలङ बࣃ  నం ߘంࣃ ݟब నऴభంశం ۮంݡ࢑ ,޴దల ۯయబݩ ޙݟలڕࠬ ,ࡱߕ ఇవछ బݟన޴ ఏࠫటం݄ k 500
ङߙ టߘऱ
ࠬట࡛ ࡹ࢑మ ऴదవङ ఇవछ ࡱࡹړ 2 ࢢࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद ނڝయ ߲నఃߩనङ  ఒڴ࠲
అ޴ߝ కం݄ ࡅకए  వర ठ࠮లం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.m k 

కएࡅ  వర ठ࠮లం  వంద కం݄ ࡓంړܽݟ అం݄  fi ve 
వర ړࠢ࠻ ݡంࡓ ठ࠮లం మ࠾ࡍ అړ ޴ ఐ޶ వర ठ࠮లం అޔ࢓ం޴, ࣾࠫంచంݟ ࣊కݟࡔ  ڕߘయߤ ల2500 10
5 వర ठ࠮లం
छڙ߹ऴ ޳ࡶ झߗ  2 ߯ కం݄ ఎڕए వ ࢐ڒలం݄   అం݄ 5 వర ठ10  ࡱ࡮࠮

छ޳ కएࡅ   10 ޴ఇ ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ  2.2 pi 
5 వర ठ࠮లం ࡛ࣛ द૽  pi޳ࡶ 
࣊కڕߘ  ߲నఃߩనङ  ఉ޳హరణ ࡓంݡ ఐࡹړ ޶ల ऴదవङ  ࢢࡌ
ऴࣄओ ంࣄ ۃबࡌంకం   ߙङ టߤ ల ऴࣄओ ంݟܔ ڕ ۃంచబݟ ఉంܿం400  ޴ 0.
5 ࠬటࡏऱ మ࠾ࡍ ఘరलణ రࣕత ऀޒజసࠪంతర పܽदక߯ ݡ࢑దల ۯయబݟం޴  , సమయం ࡅకए  ߖ޳ ڴ߅࢑ 
बࣃ  నऴభంశం ఏࠫܽ, ڒబܽद ࠬڕ అం޴ంచబݟన޴
ఘరलణ ޒऀ ߖࡶజ సࠪంతర పܽदకࡹ ऴࣄओ ంࣄ ࣒ࠪ ۃసद࠹  ऴదవङ ओࣄऴ ࠾ࡍమ ࡱࡹړ 5 ࢢࡌ ంࣄ ۃबࡌంకం ऴపޒ k 
ࠬటߙ 400 ڕࡏङ టߘऱ
ङߙ  ڕ ట࡛ࠬ ڕࠬ  బܽदڒ టߤ లڕ సࠪన࠳న ఇవछ బޔݡం޴ ऴదవङ 400ڴ࠲బܽद ఒڒ ࡱࡹړ  ࢢࡌ k 5

కం݄ ࡅకए  వర ठ࠮లం అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ࣊కڕߘ ఎనࠢ ݟࡔయߤ ల  కం݄    వర ठ࠮లం, ఇ޴m k 400 5
࣊కڕߘ ఐݟࡔ ޶యߤ ల ڷࡱߕ వర ठ࠮లం.
 జߘङ  ral motion xt޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ంతڜ  ࢓
ప  5 ݋ࡐ 4 ऱ࣒ ఇۨऐ ࡏࠬ ޙ࠼అ 5 ݋ࡐ 4 ߤ࣌  న޴ ఏࠫటం݄, అ޴t b t 
ऒߕࣆ టరࠬ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ  ऱ ޷రం ݡ࢑ ڵ࡮దల ۯయబݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद వదभ ߕࣆऒ   సࠪనంv t ړ
ऒߕࣆ ऒߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ   ऒߖ޳ ڵ࡮  బܽद aڒ చలనం ఏࠫܽ ࡍప޶త ࡏࣃۯ దలݡ࢑ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ڕࠬ ߘߝ కం݄޶ఎం ޴ంޔ࢓ऱ అࡏటࠬ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ   వదभ x
అߕࣆ ޴ߝऒ .ߘޑࠋۮ ߖసࠪనం అ ړ
ऒߕࣆ   x dt x dx dt޶ڒ ߖఅ ߖఅ ݋ݞ  ޶ڒ అం݄ ݋ݞ ࠾ࡍమ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ 

भ޳ऴ࢐ ߖఅ ݋ݞ ం ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ ࡓ ڴ࠲ఒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ సࠪనం ړ ऱܿ ߕࣆऒ  x tܿߦ ޜ
ఒߤ࣌ڜ ࠉ ڴ࠲ ఒࡓ ڴ࠲ ऱܿ ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ఇߕࣆ   ޴ऒ ఇవछ ڴ బݟం޴  ఈ పదం ఏ࠳నపओ ऒߕࣆ ڔܽ
ऒߕࣆ ޴ߝబܽद అڒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సమయం ࡅకए    ऒb xߕࣆ ڴ߅࢑ 
घࡗࣔ రణ߄ࣃ ࠭࠲ ,޴ఉంܿం ޶ఐ ݋ࡐ ڷࡱߕ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ࠪ ంۨࡍڷ చలనం ڡߖ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭t 
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మ࠾ࡍ సࠬకరణం డ݋ݞ ࡽࠋ సࠪనం  ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛x 
పࢲࡍए  x omega t plus b sine omega t a b ࠾ࡍ۲ట మ ߝంۧ࠭  అߧ۫ ࠭࠲ ߖఅ ߤ࣌ڜ ࡱࡌ

ओߩమనం ఇ ࡱڒంࡌबࣄ  ऒߕంܿڕߘలߦ۫ ݡ ࠭ అం݄, పࢲࡍए రం ࡐపంݞږ ࡹ ऴ࢐యబޔݡం޴, xt 
ఇࡅ ޴కए  omega t plus phi޳ࡶ సࠪనం ړ ߤ࣌ڜ 
ఈ ޶ڒ.a 
 a޴ఇ ߝڴࡍ޴ࠪ పܽߘ࠭  
అࡆమయం ۮందږడ޶, బ࡛ࣗࠈ ߖߖ޵ ߘߝ ࢡ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ࡅ ࠀకए  t޳ࡶ ߤ࣌ڜ ࡛ࠈ 
ఒڴ࠲  ప ऱ࣒ కएࡅ ࠀ న࣒࠳ ޳ࡶ ࠀ  ऒߖڜ   tݟయంۯ ڥߖత ڴదట࠴ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯࠻ऴ࢐ ߖ ߤ࣌ ࡛ࠈ 
ఇ߄ࣃ ޴రణ ࣔࡗघ ऒߖހసࠬకర ڡߖ  సంతృߧफపࣆࡏफందߧ۫ ࡏࠬ ߖంۧలڕߘం݄ ࠳ ݋ݞన࣒ ړ x t 
సࠪనం
అޔ࢓ం࠴ ,޴దట ࠴దܽ ఫంࣾڕࣆޓ ߖ ߤం޳ం ఒڴ࠲  ప ऱ࣒ కएࡅ ߸   బܽदtڒ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ڴ࠲ఒ ࡛ࠈ 

డ࠳ ݋ݞ ࡽࠋన࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ప  ڴ࠲ఒ ࡛ࠈ ࡛ ऱ࣒ కएࡅ  ఖۨऐ ߤ࣌ڜ  తం࠳ ڴన࣒x t a  t phi 
ఒڴ࠲ ࣋ए छ ऒߖހసࠬకర ޴బܽद ఇڒ ࡛  సంతృߧफపࣆࡏफం޴ అޙ࠼ ఇ޴ ఒక ࡛ࠈx 
మࣄ  ࠾ࡍबࡌంڒల మޜ ࠾ࡍ ఎ࡮ సంబంధం కڵ࡯ ఉం޾ ۫డడం మࡍంత ఆసړ फకరంڴ phi a b  
ఉంܿంڒ ޴బܽद ړ ߤ࣌ڜ సࠪనం అߝ పࢲࡍए ऒߖࡌ भ޳۫  ంxt  
ఒڴ࠲ ܽ పऱ࣒ ऒߖ޵ ࠭࠲  ࡰ ࠾ࡍమ ܽ ڴ࠲ఒ ࠆఆ ߤ࣌ ࠉ 
ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ ంۨనށڷ ޜ ࡛ ऱܿ޴ڜ ڴभࠚ࢑ ڴనऒ ంڴ ऴ࢐యంݟ మ࠾ࡍ ऴߘߝ ࡹ ݋ڙࠈb   
ఓవ࡛ ࣋ए छ కएࡅ ݋ࡐ ࡛  ఓవ࡛ ࣋ए छ పऱ࣒ ݋ࡐ ࡛ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛t 
ए࣋ ߯ ݋ࡐ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ऒߕޔࠓయࡌ ߤ࣌ ࡛ ओߩఇ  ߘ फ, ࣋ए࣋ߖగమ ݡ छ ࡛omega t 
 ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  ఓవ࡛ ࣋ए छ ओߩఎలऱ ݋ࡐ ࡛ एڕఒకܽ కం݄ త ݢ వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అڼ࡮ ࣋ए छ ݋ࡐ ࡛
కएࡅ  ࣋ए छ పऱ࣒ ݋ࡐ ࡛
ए࣋ ࠉ छ ࡛ ఎలऱߩओ एڕఒకܽ కం݄ త ݢ వڴ ఉంܿం޴, అڼ࡮  ࣋ए छ  పऱ࣒b ݋ࡐ ࡛
ए࣋  ࠉ छ ࡛ అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ కएࡅ ݋ࡐ ࡛  ࣋ए छ సࠪనం పऱ࣒ ړ ݋ࡐ ࡛
ए࣋ ࠉ छ ࡛ ࣋ए छ యవ۪ऐۯ ڥߖత ڴలభంࣆ ࡮ۧ ࡏࠬ ߖ ࡛ ߘߝ బܽदڒ   
ఒక ࣋ए छ పऱ࣒ ݋ࡐ ࡛ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ మࡅ ࠀ ࠾ࡍకए  bߘऴ࢐యగల ߖఅ ߤ࣌ 
ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ޴ߝxt 
ఒక ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࣒ڒ ࡛  ఒ࣒ڒ ڴ࠲ ఆࠀ ࠆ పऱ࣒t 
ఒߤ࣌ ܽ ڴ࠲ ఆړ ࠀ ࠆ సࠪనం, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ
దగ ߕ ࠀ న࣒࠳ ܽ ڴ࠲ఒ ࠆఆ ߤ࣌ڜ ठర ఉనऒ  xt޴ߝఅ  ޴
ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ࡅ ࠀకए కएࡅ ࠀ ޴ంݟపబ۫ ڕࠬ ߖందޔݡऴ࢐యబ ڴ ߤ࣌ڜ ࡛ࠈ తफం࠴   t߯ ࡛ࠈ ߤ࣌ 
ܼంܐంړ ݋ సࠪనం  ࡅ ࠀకए  ܼంܐం݋ కం݄ ړࠉ సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ పࢲࡍए  ऒaߖࡌ
ऴ࢐యవచऐ ࡹపంࡐ ࠀ న࣒࠳ ܽ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ڜ ࡛ࠈ .ంۧ࠭ߧ۫ ߖ

ఆ߯ ࡯ݞఉం ࠉ   న࣒࠳ కం݄ ࡛ࠈ న࣒ ఒక࠳ ࠀ ࠆఆ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ࡛ࠈ
పࢲࡍए రం అ޴ߝ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒ కएࡅ ࠀ     xt t ࡮ఎ ߖ ߤ࣌ڜ  ࠾ࡍమ ߤ࣌ ߕ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ڜ ࡛ࠈ 
ఎం۪ڕంܼߘ
మ࠾ࡍ ఆ సంޑښలߘ బܽद ࣆ ߘߝలభంڴ ۫డగలߘ.
झ࡯࢐ڒ  న
߷రࡹ ࠹ ऴ࢐యబݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ చలనం ࡅకए  ऴߦరంభ దశࡱߧ ڴవబޔݡం޴ phi 
ఎం޶కం݄ ఇߖ ޴జంࣃ ڴब నऴభంశం
మړߖڴ࢘ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨన޴ మ࠾ࡍ సమయంࡹ ऴపߕࣆ ޵ޒऒ एࢲࡍప ߘߝ   సࠪనం ړ ऒߖࡌ  d 
ం݄ڕࣆޓ

फࣃߧ۫ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ࠈ పऱ࣒ ܽ ڴ࠲ఒ ࠆఆ ߤ࣌ڜ  ߘ  ߸ ఆ߯ ߕࣆऒ  వదभ ఏࠬ ߤ࣌ڜ ࡛ࠈ ܼ  ޶ڒ xt x bu 
ࠀ
మߕࣆ ࠾ࡍऒ  వదभ ࠳ ݋ݞన࣒ ఒڴ࠲ ఎ ࡛ࠈ ఒڴ࠲  ప ऱ࣒  x t tߤ࣌ 
बࣃ ࠾ࡍబܽद ࢘గం మڒ ࠀ ࠆఆ ߤ࣌ ࡛ࠈ ఎ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړ0 నऴభంశం
సమయంࡹ సమయం ړ సࠪనం ߕࣆऒ కएࡅ ࡛ࠈ ޴ߝఅ   ړ  ࢐ङ ߧ फړ మ࠾ࡍ ऴߦరంభz t
घࡗࣔ రణ߄ࣃ బܽदڒ ޴ంۨన߅సంబం ړࠀ ܘ߿ ండవ సమసङࡓ ߤష࠵ ڡߖ एࢲࡍప   ڕ ऒߖࡌ  ऴ࢐యړߖݞ మࡖక 
ࠪరठం ఉం޴
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ࡹ޶ఇం ߘߝ ఒక ऴదవङ ߘ ओࣄऴ ݡంࡓ నݟంచబݟܔ ړࢢࡌ ంۃ లߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद
సమసङ  ఇޔࠋۮ ࡮ంࡓ  ޴ంࡐࣃ ݡపङ  ऴࣄओ ంۃ లߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ऴړంࡓ ޴ంߖڒ ݡऔ గࡔషߤ లࡹ 
ऴదవङ ړ࢐ܽ  m ߖࢢࡌ
జతࣃۯफ బܽद ఒక సందరगڒ ߘ ంߘߝ ࡹ ऴࣄओ ంۃ ఒకܽ ఆ߯ ऴࣄओ ంۃ
క సందరगࡖమ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ంࡓ ߘߝ ࡹంݡ ऴࣄओ ంۃ లߘ సࠪంతరంڴ జతࣃۯफ ऴదవङ ࠾ࡍమ ߘ  m޴ఇ ࢢࡌ

Pru
tor
@
IIT
K



ఒకܽ ఇ޴ ఒకܽ అࡍڷ ߖ फంచంݟ.
  మࡓ ࠾ࡍంݡ సందࡌग లࡹ ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ కएࡅ లనంݩ   ऴ߹ڙछ झߗ ओߦۮ ࠭࠲ ߖఅ ݟనంھߘక ߖ ࠭ , m 
ओࣄఈ ऴ ߘߝ ం޳ࡶ ڴ࢓ࡱߖ ߘ ۃ అడनంڴ ఉంۧ࡮ అࡏڷ ޴ߝफం۪ڝంݟ,
ఇߖ ޴జంڴ పܽदంڒ ޶ࡶ ߩబܽद ఈ ऴదవङ ओࣄఒక ऴ ړࢢࡌ ంۃ మࡓ ࠾ࡍండవ ऴࣄओ ంۃ
ओߩనݟంచబݟܔ गࡌదܽ సంద࠴ ݡ ऒߖ .ం޳ంڕࣆޓ 
  అߖऒ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ࠭࠲   ࠭ ఈ ऴదవङ बࣃ ޜణంࠪࡍప ߖࢢࡌ నऴభంశం ۯయంݟ మ߯ߖ޵ ࠾ࡍ x 
ړదमరణ శࡏనߩ फ ఎంత ఉం޾  కڝߘए ంݟ
ओࣄऴ ݡంࡓ ంۃ ల ڒరణంڴ ऴࣄओ ంࡱ ۃ ऴదవङ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ݞంڕࡶ ࢢࡌ
ऒߖ޵ ߘߝ ओߩనࣄ޵గࣃ  भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం.
 వసంతڒలం ఈ ࠭ڵం࠴ ߩతफం ఈy 
ऴదవङ बࣃ రంభߦऴ  ࢢࡌ నం ߘం޳ ݟछ  x x ޴నڵࣃ ࡹలంڒండవ వసంతࡓ బܽदڒ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ࡯తర ࡌ
 బܽद వసంతంyڒ ࡔన࣒ స࠳

ओߩఇ ޴ంޔݡంచబࡍ࢑సफ ޜ న࣒࠳ ړమనం శ ݡ फ޳۫ ߖभ ం ࡓండవ వసంత ఋࡓ ࢓ޔండవ వసంతం x y x 
న࣒ y࠳
छ޳ ओࣄదܽ ऴ࠴ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబࡍ࢑సफ ࡌ ంڒ ۃరణంڴ ఈ ࢙ߩన ఉనऒ  శړ फ మ࠾ࡍ ఇ޴ky 

ఉనऒ ߯ߖ޳ న޶ంۨనంࡍ࢑సफ ࠲న࣒ ࠪऴత࠳  శړ फ ࠳న࣒ ఇߩओ ओࣄऴ ݡ ంڴ ࣒ࡵ ࣒ࠪ ۃ ఉనऒ ం޶న x y kx  y 
ړకర శߖ ߯ߖ޳ फ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ, అ޴ वࣄदంڒ ۃనటऱޙ࠼
అనంత࠳న తछ రణం అవసరం మ࠾ࡍ ఇ޴ అ޴ߝ ky kx
ओߩబܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ޳ࡶ న࣒࠳ ऒߕھߘక ࠭࠲ ݡ ࠭   ఈ ࡓంݡ ఒ࡮ښంܽ y y spr
ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ बࣃ తफం࠴  నऴభంశం అޙ࠼ మ࠾ࡍ ऴపޒ ऴࣄओ ంߖ ۃx   

छ޳ ޴ఇ ޙ࠼అ ޴బܽद ఇڒ ,޴ంݟయబۯ व࣊द۶ ޙ࠼ంۨనటऱࡍ࢑సफ ޜܽݟంࡓ छ޳ ࡌ  x ings x x x x ࡌ
छ޳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబࡍ࢑సफ ࡌ

छ޳  x.޴ంޔڷࣃ ޜݡంࡓ ࡌ
ओࣄండవ ऴࡓ బܽदڒ   ంڒ  ۃరణంڴ వۯऐ  ऴదవङ బలం ߯ࢢࡌ

छ޳ बࣃ ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ݋ݞ ࡽࠋవలऱ డ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 2 ࡌ నऴభంశంkx mx x 
అ࠼నం޶న ऴదవङ kx 2ړ న࣒࠳ కం݄  ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ݋ݞ ࡽࠋడ ޳ࡶ  ࠑ న࣒࠳ ࢢࡌ x mx k
సࠪనం
బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ   ఒڴ࠲ ࣋ए छ एڕకం݄ ఎ ࠬ ݡంࡓ ࡛ వ ޳ࡶ ఒڴ࠲k 

కएࡅ  వర ठ࠮లం ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ࡓ ݋ࡐంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంࡹ  ߲నఃߩనङ ంk m 
ओࣄऴ ࡮ښఒ ݡంࡓ ంࡱ ۃ అޙ࠼  ऴࡹށࢩ జతۯయబݟనࣄ ޴ంࡽڵ ऴࣄओ ం࡯߱ ޜ ۃऐ ޙ
छ޳ రకంڒ కం݄ ఒక ݀ ݋ࡐ ڵత ࡌ ठంచబޔݡంࡓ  ޴ండవ సందరग ం సరళ࠳నࡓ   ޴ండవ సందరग ంࡓ ࡹంݡ 
ऴࣄओ ంࡱ ۃ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ జతۯయబడ࠼ޑ,
కߘక ऴదవङ छ޳   ߖࢢࡌ बࣃ ࡌ నऴభంశం ࣋ۯफ ऴపޒ వసంతం ޳छ  x x࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబࡍ࢑సफ ࡌ
అం޶వలऱ వࡍ फࣆफం޴  ఒక శړ फ ڒబܽद ݋ߜ ఇߤ అతࡓ ࣒ښ ߖంݡ అޔ࢓ం޴kx f t  kx 
 x mx kx x݋ݞ ࡽࠋడ ޳ࡶ ݡంࡓ న࣒࠳   ݋ݞ ࡽࠋడ ޳ࡶ ݋ݞ ࡽࠋబܽद డڒ

కం݄ ࠳న࣒ ࡓంړ ݡ సࠪనం ڒబܽद ఒڴ࠲ అ޳ࡶ ޴ߝ  వర ठ࠮లం కం݄ 2 mx k m k
వర ठ࠮లం  ߯ 2 ࣋ए छ బܽद ఈ సందరगڒ ݋ࡐ ࡛ ంࡹ ఒڴ࠲m  k, 
ఒښ ऴࣄओ ం࣋࡯߱ ޜ ۃफ  ࡓ ݋ࡐంڒ ݡరకం ޳छ घࡗࣔ రణ߄ࣃ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ࡌ కएࡅ ߤష࠵ ڡߖ  
 కޒࠥ
एޑࣿࣃ ऒߖࡌ  ऴగࣕంచߖݞऒ  సంऴగࣕࣃफ .ߘ
  ऴࣄओ ంࡅ ڡࣗ ۃకए  చ दܼ ऒߖ  సڴࡍठ  అߘసࡍం۲ ۯట, అం݄ ࡛ࠂझ అర ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳  बం  ࠬ కం݄ fx kx

కएࡅ  వర ठ࠮లం ࡅకए  ప ऱ࣒  k b ߤ࣌ 
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