
या ʩाƥानात मी साȯा हामŖिनक मोशनवर लƗ कŐ िūत करणार आहे जी मी
मागील लेƁरमȯे Ůेįरत केली होती आिण मी काय ʉटले होते ते ʉणजे जर मी
वतुŊळात िफरणारा कण घेतला आिण ȑाचा घटक घेतला तर गती एकसमान असेल तर आहे.x xt xt 

ओमेगा टीचे आर कोसाइन ʉणून िदले आहे जे सवŊसाधारणपणे मी आता िलहणार आहे हा ओमेगाचा काहीxt 
İ̾थर कोसाइन आहे आिण संबंिधत वेग हा ओमेगा टीचा एक साइन आहेvt 
आिण संबंिधत Ůवेग ओमेगाचा ओमेगा ˍेअर एक कोसाइन आहे  जेt 
काही नाही पण उणे ओमेगा ˍेअर गुणा ˢतः च आहे ʉणून ȑाचा अथŊ काय आहे जसे तुʉाला मािहतx 
आहे की येथे Ůवेग हे वेळेǉा संदभाŊत वेगाचे ʩुȋɄ
आहे जो वेळेǉा संदभाŊत ǉा दुस̴या ʩुȋɄ ला आहे आिण हे साȯा हामŖिनकसाठीx d 
मोशन वजा ओमेगा ˍेअर ̱ हणून िदले जातेx 
 ȑामुळे हे साȯा हामŖिनक मोशनसाठी आमचे समीकरण
असेल याचा अथŊ िव̾ थापन हे वजा काही
İ̾थर असेल जेथे धन आहे वेळ  सकाराȏक आहे कारणc c sxc 
हे ओमेगा ˍेअर मधून येत आहे ʉणून ती एक सकाराȏक संƥा असावी
गती साधी हामŖिनक असणार आहे आिण या समीकरणाचे समाधान फॉमŊचे असेल कारण लƗात ठेवा हे ओमेगा ˍेअरǉा समतुʞ c 
आहे ʉणून गती आहे

हे ǉा वगŊमूळाǉा काही İ̾थरांक कोसाइन आिण ǉा वगŊमूळाǉा काहीxt ct a ct 
İ̾थर ǉा बरोबरीचे होणार आहे ठीक आहे हे मी गिणतीय̊̽Ǩा पुढे िवकिसत करेनb sine 
पण हे समीकरण कुठे ने कसे आहे हे मी तुʉाला Ůेįरत करत आहे ˍेअर जोd 2 x dt 
िव̾थापनाचा दुसरा ʩुȋɄ आहे िकंवा Ůवेग ऋण आहे तो
िव̾थापनाǉाच Ůमाणात नकाराȏक िचɎासह आहे मला एक गती िमळेल जी साधी
हामŖिनक आहे याचा अथŊ काय आहे कारण बल वˑुमान वेळा Ůवेग बरोबर आहे याचा अथŊ जर बल कणावरील वजा िव̾थापनाǉा 
Ůमाणात आहे जेथे वजा िचɎ ʉणजे आपण
िलšया  हे ˙ʼपणे वजा िचɎ देखील दशŊवते की बल िव̾थापनाǉा िवŜȠ िदशेने आहे.
 जर कणावरील बल
वजा िव̾थापनाǉा वजा Ůमाणात असेल तर वजा िचɎ ʉणजे िव̾थापनाǉा िवŜȠ िदशेने असलेʞा बलांचा अथŊ
असा होतो की कणाची गती ही साधी हामŖिनक गती असणार आहे आिण ती साधी हामŖिनक गती करणार आहे
ʉणून आʉी  एका वतुŊळात िफरत असलेʞा या कणाकडे आȅाच पािहले आहे आिण ȑाȪारे आʉी
शोधून काढले आहे की िकंवा िकंवा िव̾थापन हे ȑाचे ʩुȋɄ काय आहे आिण मगxt yt 
संपूणŊ युİƅवाद भोवती िफरवून आʉी फƅ असे ʉणत मागे गेलो की जर Ůवेग
िव̾थापनाǉा Ůमाणात असेल िकंवा  बल आनुपाितक िव̾थापन पण उजवीकडे िवŜȠ िदशेने
गती साधी हामŖिनक असणार आहे Ǜाचा योƶ अथŊ होतो कारण जर
एखाȨा िविशʼ िबंदूवर एखादा कण असेल तर तो उजवीकडे सरकʞास समजा हे िव̾थापन आहे जर
बल िवŜȠ असेल तर  ती िदशा परत येणार नाही उजवीकडे ती पुढे मागे जाणार नाही
ʉणून बल या िदशेने असणे आवʴक आहे.
 आिण जर पी  लेख डावीकडे िव̾थािपत केला जातो
बल उजʩा िदशेकडे असणे आवʴक आहे.
 ते पाहǻाचा एक भौितक मागŊ आहे ʉणून
ती एक साधी हामŖिनक हालचाल उजवीकडे करते जेथे ते
अगदी िनयतकािलक मागाŊने पुढे जाते.
 िव̾थापनाǉा िवŜȠ िदशेने जा
आिण मी तुʉाला साȯा हामŖिनक मोशनचे İʬǛुअलायझेशन कसे करायचे हे देखील दाखवले आहे.
 हे करǻासाठी नेहमी एका वतुŊळात एकसमान हलणा̴या कणाचा िवचार करा.
 
İ̾थर कोनीय गतीने िकंवा İ̾थर
गती रेषीय गतीने आिण हा घटक अƗावर िकंवा अƗावर ƽा िकंवाx y 
दोघांचे िमŵण ƽा जे ŮȑƗात ȑाचे ̊ʴमान करǻाचा मागŊ आहे.
 नंतर मी पुɎा या İʬǛुअलायझेशनवर परत येईन
आिण तुʉाला फासर डायŤाʈ नावाचे काहीतरी िशकवीन जे जेʬाही आपण अशा िनयतकािलक गतीकडे पाहत असतो तेʬा खूप मदत 
होते.
 
पण आता थोडेसे सोफ होऊ या 
गिणतानुसार ठीक आहे आिण हे पुढे िवकिसत करा पण
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ȑाआधी मला आʉी जे काही िशकलो ȑाǉाशी संबंिधत काही सम˟ा सोडवायǉा आहेत ʉणून मी
तुʉाला Ůʲ Ţमांक एक िवचारणार आहे 
खालील िवभेदक समीकरणासाठी सामाɊ उपाय काय आहे ठीक आहे मी
तुʉाला एक समीकरण देत आहे  जे दोन चौरस आहे वजा दोन d x by dt x
बरोबर आहे हे नेमके ȑाच Ůकारचे समीकरण आहे जे आपण साȯा हामŖिनक मोशनमȯे शोधत होतो
हे नेमके अशा Ůकारचे समीकरण आहे जेथे Ůवेग िव̾थापनाǉा िवŜȠ आहे आिण
ʉणून सामाɊ समाधान आहे  असेल जेxt 
दोन गुिणले ǉा वगŊमूळाǉा काही İ̾थर कोसाइनǉा बरोबरीचे असेल आिण दोन ǉा वगŊमूळाǉा संगतt t 
साइन टमŊ सह संयोजन ʉणजे तुʉीsine 
दुसरा ʩुȋɄ ƽाल तर तुʉाला हे नſी िमळवायचे आहे जसे मी तुʉाला आधी दाखवले आहे तसे आपण
दुसरे उदाहरण घेऊ या असे ʉणूया की दोन ओʬर ˍेअर समान आहे वजा पाच मीd yt dt yi 

वापरत आहे फƅ या गोʼीवंर जोर देǻासाठी  िचɎे तुʉाला मूलभूतपणे काय करायचे आहे ते पाहणे आहे y 
की िव̾थापनाचे Ůितिनिधȕ करणारे
िचɎ आिण ˢतः च िव̾थापन दशŊवणारे िचɎ यांǉातील संबंध काय आहे हे पहा,
 ȑामुळे या Ůकरणात पुɎा तुʉाला िदसेल
की Ůवेग िव̾थापनाǉा िवŜȠ आहे कारण ते ऋण  िचɎ आिण
िव̾थापनाचे Ůमाण ʉणून पुɎा मूळ पाच चा काही İ̾थर कोसाइन आिण मूळ पाच चाyt t t 

साइन असणार आहे हे सामाɊ समाधान आहे तुʉी ते ˢतः च तपासू शकता बरोबर जरb 
तुʉी दुसरे ʩुȋɄ घेतले तर ते या समीकरणाचे समाधान करेल  तर हे फƅ समीकरण पाहत आहे
िजथे एखाȨा Ůमाणाचे दुसरे ʩुȋɄ इतर काही
पįरमाणांǉा संदभाŊत योƶ ȑा Ůमाणाशी समानुपाितक आहे Ǜापैकी मी दुसरा ʩुȋɄ घेत आहे
आिण काही İ̾थर आहे मी तुʉाला एक सामाɊ Ůकार देखील देतो.
  गोʼ
समजा माǟाकडे दोन वरील चौरस हे समीकरण आहे आिण हे वजा बरोबर आहेd y d x 
काही İ̾थर ʉणू या  िजथे शूɊ पेƗा मोठा आहे तो उपाय काय आहेri ght ky k 
जर मी ते बाजूला ठेवले तर तुʉाला हे समीकरण िदसेल दोन Ůती ˍेअरd x dt 
सारखे आहे वजा ʉणा बरोबर आहे मी चे दुसरे ʩुȋɄ घेत आहे  येथे पįरमाणkx a 
मी ने दशŊवत आहे की दुस̴ या पįरमाणाǉा संदभाŊत जेथे मी ने दशŊिवत आहे आिणy x 
दुसरा ʩुȋɄ ǉाच Ůमाणात आहे.y 
 ȑाची अगदी तीच रचना आहे जी
आपण केली आहे ती ने आिण ने ने बदलली आहे .x y t x 
  याचे सामाɊ समाधान देखील असणार आहेy 
कारण चे फंƕन मूळ ǉा काही İ̾थर कोसाइन आिण ŝट ǉा ǉा बरोबरीचे आहे ʉणूनx kx a kx b sine 
तुʉाला काय लƗात ठेवावे लागेल ते ʉणजे समीकरणाची गिणतीय संरचना जी मȯे आहे  या
Ůकरणाचा दुसरा ʩुȋɄ Ůमाण योƶ आहे काही इतर पįरमाणांǉा संदभाŊत
ते पिहʞा Ůमाणाǉाच Ůमाणात आहे मग गिणतीय रचना तुʉाला सांगते की
समाधान एक रेषीय संयोजन िकंवा कोसाइन आिण साइन यांचे संयोजन असेल  अटी बरोबर आहेत आिण िजथे
या ितɎी उदाहरणांमȯे आिण काही अǒात अǒात आहेत आȅा मला ते मािहत नाहीतa b 
ȑा उपायातून कोणताही मागŊ नाही की आपण ȑांना अǒात शोधू शकतो परंतु ते İ̾थर आहेत ते वर अवलंबून राš शकत नाहीत तेtxy 
İ̾थर आहेत  İ̾थरांक ठरवǻाचा मागŊ ʉणजे जर आपʞाला ही İ̾थरांक ठरवायची असतील तर आपʞाला पुढील मािहतीची 
आवʴकता आहे आिण ही दोन İ̾थरांक आिण दोन İ̾थरांक आहेत ʉणून मला ती िनधाŊįरत करǻासाठी दोन समीकरणांची a b 
आवʴकता 
आहे ʉणून पुढील मािहती पुढील दोन मािहतीǉा संदभाŊत असावी.
  असे
ʉणता येईल की ही मािहती Ţमांक एक िव̾थापन आिण वेग ǉा समान असू शकतेt 
कधी कधी आपण समान 0 ʉणू या िकंवा ते दोन वेगवेगʨा वेळी िव̾थापन असू शकते िकंवा मला दोन मािहतीची आवʴकता t 
असलेली कोणतीही मािहती असू शकते
ʉणून आपण एक सामाɊ उदाहरण सोडवूया ʉणून समजा  माǟाकडे हे समीकरण आहे दोन ओʬरd x 

ˍेअर वजा ओमेगा ˍेअर समान आहे गोʼी सोɗा ठेवǻासाठी फƅ ओमेगा ˍेअर िलिहलाdt xi 
आहे जेणेकŝन ओमेगा टीचा कोसाइन ʉणून िदला जाईल अिधक साइन ओमेगा ʉणून हे आहेxt b t 
हे आहे मी आिण आणखी ठरवू शकत नाही आिण समजा आता मी तुʉाला देतो की a b x
वेळी बरोबर शूɊ शूɊ आहे आिण Ȫारे ʉणजेt x dx dt 

ǉा बरोबरीǉा वेळी वेग आहे  शूɊ हे काही शूɊ आहे आता मी तुʉाला दोन िविशʼ मािहती िदली आहेt v 
मग मी आिण कसे ठरवू शकतो ते बरोबर शूɊ असेलa b x t 
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जर मी 0 ǉा 0 अिधक ǉा कोसाइनला बदलले जे आहे  आिण हे ० िदले आहे.b sine a x 

ʉणून मी आधीच ठरवले आहे की काय होणार आहे.a 
 ȑाचŮमाणे बरोबर 0 जे Ȫारे v t dx d

हे ओमेगा चा ओमेगा टी ɘस ओमेगा कोसाइन वजा ओमेगा ए साइन आहे.t t b 
 
0 ǉा बरोबरीचे ʉणजे ओमेगा िशवाय काहीही होणार नाही आिण हे मला िदले गेले आहेt b   

आिण ʉणून हे ओमेगा पेƗा आहे आता माǟाकडे पूणŊ समाधान आहे आिणv 0 b v 0 
ʉणून मी सवŊसाधारणपणे जात आहे  ओमेगा टीचे शूɊxt x 
कोसाइन अिधक शूɊ ओमेगा टीǉा ओमेगा साइनपेƗा हे आहे जेथे िव̾थापन आिण वेग झाले आहेतv 

ला िदलेले शूɊ शूɊ वेळेचे िव̾थापन असते शूɊाǉा बरोबरीचे असते आिण शूɊ असते वेळी शूɊाǉा बरोबरीचा वेग t x t v t 
असतो, चला उदाहरण सोडवू 
या समीकरण दोन ओʬर ˍेअरd x dt 
समीकरण शोधूया सह पंचवीस समान  शूɊाǉा बरोबरीने तीन मीटरxt x 
आिण बरोबर शूɊ बरोबर उणे दोन मीटर सेकंद ʩुǿमv t 
 ȑामुळे मला

शूɊ आिण शूɊ िदले गेले आहेत आिण मी लगेच िलš शकतो की हे पाच चा तीन कोसाइन होणार आहेx v xt t 
हे कसे िमळवायचे  पाच कारण हे पंचवीस काहीच नाही पण ओमेगा ˍेअर वजा २ ओʬर ५
साईन 5 चा 3 कोसाइन पाच उणे शूɊ पॉइंट चार साइन फाइʬ हाt t t 
उपाय आहे ʉणून तुʉी पाहाल की माǟाकडे ȑा वेगʨा सेकंदाचे सवŊसाधारण समाधान आहे  ऑडŊर िडफरŐ िशयल
समीकरण जेथे समोर वजा िचɎ आिण दुसरा Ţम ʩुȋɄ
ˢतः च िव̾थापनाǉा Ůमाणात असʞाने माǟाकडे पूणŊ समाधान आहे जर मी आिण मȯे िनिदŊʼ केले तर काही िदलेला वेळx v t 
जो मी आȅा 0 आहे िकंवा िव̾थापन आहे  दोन वेगवेगʨा वेळी आिण याŮमाणे ठीक
आहे या Ůाथिमक Ůˑावनेसह असा िनʺषŊ काढूया की िव̾थापन वजा करǻाǉा Ůमाणात बल ʉणजे Ůवेग सूिचत करते जे दोन d x 
बाय चौरस वजा काहीdt 
İ̾थर असते आिण हे सवŊ िमळून साȯा हामŖिनक गतीकडे नेतो आिण ȑाȪारे आपण  याचा अथŊ असा की िव̾थापन cx x

हे ओमेगा ǉा बेरीजचे कोसाइन असेल िजथे ओमेगा हे उजʩा ओमेगा ने ठरवले जाईलt t c 
हे ओमेगा ǉा अिधक साइन ǉा वगाŊǉा बरोबरीचे आहे आपण हे गिणतीयįरȑा कसे िमळवूयाc b t 
तर आता चला हे थोडेसे Ůगत बाजूने होणार आहे हे िवकिसत करा
पण मला वाटते की तुʉाला ȑाचा आनंद होईल कारण आतापयōत तुʉी असालच पािहजे मी तुʉाला फƅ युİƅवाद देत आहे
की अशा Ůकारे उपाय िनघतो परंतु जर तुʉाला मािहत असेल की ते कसे होते
ते बाहेर आले आहे मला फƅ एक गिणती िवषयांतर वळण देऊ Ȩा ठीक आहे ʉणून
मला दोन ˍेअर बरोबर उणे िदले आहे मीd x dt cxi 
शूɊ ओके पेƗा जाˑ घेतो आहेc 
 ȑामुळे या Ůकरणात मी दोन आहे हे समीकरण कŝ शकतो  d x
Ȫारे चौरस वजा बरोबर आहे हे फॉमŊचे समाधान गृहीत धरेल इ कुठेतरी ला उठवलेलाdt cxi lambda 

आहे  लॅɾडा काही İ̾थर आहे ʉणून मी गृहीत धरत आहे की ला असे िलिहले जाऊ शकतेt t xt e  rambda t 
आिण ʉणून हा फॉमŊ आहे  dx over dt lambda e lambda

चौकोन या ˢŝपाचे आहे चौरस वाढवलेला td to x over dt lambda e lambda t
पयाŊयी  या समीकरणात ʉणून हे समीकरणात बदला आिण नंतर तुʉाला um lambda
ˍेअर वाढवलेला हे वजा पट आहेe lambda t c 
या दोन संǒा रȞ करा आिण मला लॅɾडा इƓल ɘस िकंवा मायनस ŝट िमळेल आिणi c 
ʉणून सामाɊ समाधान हे ŝट वर वाढवलेले िकंवा i ct e e
उणे ŝट वर वाढवलेले आहे आिण सवाŊत सामाɊ उपाय आहे  या दोघांचे संयोजनi ct 
होणार आहे हे काही İ̾थर असणार आहे वर वाढवलेला आिण आणखी काही İ̾थर a one e i root ct b

वाढवून वजा ओके असेल तर हे ŝट पयōत वाढवलेले फॉमŊचे आहेone e i root ct xt i i 
उणे ŝट वर वाढवलेला आिण तुʉी िशकाल िकंवा तुʉीct plus b one e i c t 

आधीच िशकला नसेल तर िकंवा काही İ̾थरांक ʉणजेi root ct t 
मूळ चा कोसाइन आिण ŝट चा िशवाय काही नाही, ʉणून जर मी दोन एकũ केले तर मीct ct i sine 
काही İ̾थरांक ʉणून िलš शकतो  ŝट संǒांचा कोसाइन अिधक काही इतर İ̾थर ct b sine of root

जेथे तुʉी काढू शकता एक अिधक एक आिण हे काहीच नाही पण गुणा ct a b b i a
एक वजा वन ʉणून मी माǟाकडे असलेले समाधान िलš शकतो तुʉाला समाधान िमळवǻाचा गिणती मागŊ िदʞानेb 
हे तुʉाला काहीतरी मनोरंजक िशकवते.
 जर ऋण ठीक असेल तर याचा अथŊc 
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बल िव̾थापनाǉा Ůमाणात आहे परंतु येथे कोणतेही वजा िचɎ िदसत नाही येथे कोणतेही वजा िचɎ िदसत
नाही  ʉणजे तुʉी एखाȨा कणाचे िव̾थापन एका िविशʼ अंतराǉा बलावर केले तर  ȑाच िदशेने जर तुʉी ȑाच िदशेने
नकाराȏक बाजंूǉा शƅीचें िव̾थापन केले तर तुʉी भौितकशा˓ानुसार आधीच पाš शकता
की कण ȑा िबंदूपासून दूर पळून जाणार आहे.
 ȑा İ̾थतीत गिणतीय̊̽Ǩा ते
िभɄ समीकरण पाš.

दोन बाय चौकोन असेल जो असेल जेथे पुɎा  d x d t cx c 
सकाराȏक असेल हे वजा िचɎ िनघून जाईल आिण जर मी पुɎा  समाधान घेतले तर तोxt 

वर उचलला तर तुʉाला तो चौरस सापडेल ǉा बरोबरी आहे िकंवा चे अिधक िकंवा वजा lambda t lambda c lambda c 
वगŊमूळ
आहे आिण ʉणून सोʞूशन हे फॉमŊचे असेल वाढवून ǉा वगŊमूळावर िकंवाxt e ct 

वाढवलेले ǉा वजा वगŊमूळ असेल सामाɊ समाधान असेल  काही İ̾थरांक e ct xt a e
ǉा वगŊमूळावर वाढवलेला अिधक वाढवला ǉा वजा वगŊमूळावर आिण तुʉी पाš शकता की ct b one e ct t

वाढेल ʉणून वाढेल Ůथम टमŊ झपाǨाने वाढते आिण ʉणून कण फƅt 
पळून जाणार आहे आहे  पुढे आिण पुढे वाढतच जाणार आहे जेणेकŜन समोरचे वजा िचɎx 
हे खूप महȕाचे आहे जे आपʞाला भौितकशा˓ानुसार समजते की जर वजा िव̾थापन उजवीकडे Ůमाण असेल आिण f f 
िव̾थापनाǉा Ůमाणात असेल तर
िव̾थापन या Ůकरणात गती अगदी वेगळी आहे.

असा आहे की या मागाŊने बल हे  ment 
िव̾थापन या मागाŊने आहे बल हा दुसरा मागŊ आहे तर हे हे आहे याx f 
मȯे  इतर बाबतीत बल िव̾थापन या मागाŊने बल या मागाŊने पुढे आहे
 ȑामुळे ते
िव̾थापन जलद वाढवते तर  िव̾थापन हे दुस̴या बाजूचे बल देखील ȑा बाजूने असते ȑामुळे
ते िव̾थापन अिधक वाढवते आिण ते या वेगाने वाढणा̴या शɨाने दाखवले जाते ʉणून
हे गिणतीय िवषयांतर आहे जे तुʉाला सांगते की समाधान कसे होते आिण
ते वजा िचɎ नसेल तर कसे उपाय ʉणजे दोलन होǻाऐवजी ते
वेगाने वाढत जाईल आिण कोणतीही दोलन हालचाल होणार नाही,
ʉणून या ʩाƥानात आपण आतापयōत जे िशकलो ते सारांिशत कŝ या , आपण नवीन काय िशकलो ते ʉणजे जर
बल हे िव̾थापन वजा समीकरणाǉा Ůमाणात असेल तर गतीचे ˢŝप दोन बाय चौरसd x dt 
आहे वजा आिण या समीकरणाचे हे सामाɊ समाधान या ˢŝपाचेcx xt 
आहे मूळचा काही İ̾थर कोसाइन  अिधक काही इतर İ̾थरांकct 

मूळ आिण चे काही अटीȪंारे िनधाŊįरत केले जातात खरेतर या दोन अटी असू शकतात आिणb cta b x 
वेग िविशʼ वेळी वेग िव̾थापन िकंवा िविशʼ वेळी दोन िव̾थापन आिण
असेच जर बल िव̾थापनाǉा Ůमाणात असेल तर ʉणजे
समोर दोन बाय चौकोन मȯे कोणतेही वजा िचɎ नाही हे पेƗा शूɊ पेƗा मोठे िलहावे लागेलd x dt cxi cxi c c 
आिण कण िव̾थािपत झाʞावर दूर सरकतो ʉणून ही पिहली
गोʼ Ǜाला साधी हामŖिनक गती ʉणतात ȑाकडे घेऊन जाते 
आता आʉी हा Ůʲ िवचारतो की तुʉी
हे सवŊ गिणतीय यंũ सेट केले आहे की साधी हामŖिनक हालचाल कोठे िकंवा कोणȑा िसːीममȯे होते ती एक Ůʲ आिण दोन साȯा 
हामŖिनक मोशनबȞल महȕाचे काय आहे की आʉी ȑाकडे खूप लƗ देत आहोत ʉणून मी पिहले उȅर देईन  Ůʲ
आिण मग आपण दुस̴याकडे जाऊ Ǜा िसːीममȯे साȯा हामŖिनक मोशन
होतात हे आपण आधीच पािहले आहे की कणावरील बल िव̾थापनाǉा Ůमाणात आहे परंतु मी  ȑाǉा िवŜȠ िदशेतn 

घडते ʉणून एक ̾थान जेथे हे घडते ते İ˚ंग मास िसːीम आहे कारण İ˚ंग या शूɊाǉा पलीकडे पसरलेले असʞास shm l 
नैसिगŊक लांबी िकंवा
अन Ōː े̓ड लांबी šकǉा िनयमानुसार İ˚ंगमȯे शूɊ असते हे आपʞाला मािहत आहे  िव̾थापनl l l 

नंतर ते लागू होणारे बल िव̾थापनाǉा Ůमाणात असते आिण İ˚ंग तुʉाला मागे खेचतेx 
दुसरीकडे जर İ˚ंग जर अंतराने संकुिचत केले असेल तर हे बल पुɎा असते आिणx kx 
हे सकाराȏक िदशेने असते ʉणून ते नेहमी ȑाǉा िवŜȠ असते  िव̾थापन हा
Šक िनयम आहे िजथे ला İ˚ंग कॉɍंट ʉणून ओळखले जाते आिण ȑाची पįरमाणे Ɋूटन Ůित मीटर आहेत ठीक आहे, जर मी ते k 
एका मीटरने िव̾थािपत केले तर
िकती बल लागू होते ते िव̾थापनाने भागलेले बल
तुʉाला İ˚ंग İ̾थरांक देते
 ȑामुळे İ˚ंग वˑुमान Ůणाली जर मी İ˚ंग मास िसːीम घेतली तर आपण
आडʩा घषŊणरिहत टेबलवर ʉणू या आिण इथे उजवीकडे वˑुमान ठेवूया आिण माझीm 
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समɋय Ůणाली अशी असू Ȩा की बरोबर 0 आहे जेथे समतोल आहे  िबंदू आहे जेथेx m 
İ˚ंगची नैसिगŊक ताण नसलेली लांबी असते जर मी हे वˑुमान ने िव̾थािपत केलेx 
तर वˑुमानावरील बल उणे असेल आिण गतीचे समीकरण ȕरण दोनkx d 

चौरस या वजा ǉा ūʩमान पट असेल हे गतीचे समीकरण आहे ʉणूनx x dt kx 
İ˚ंग मास िसːीममȯे िजथे माǟाकडे İ˚ंग आहे आिण ȑाला वˑुमान जोडलेले आहे तो
ताण नसलेली लांबी आहे आिण मी माझे िव̾थापन पासून मोजतो याl0 x 
अन Ōː े̾ड लांबीǉा बरोबरीने उजवीकडे िव̾थािपत केʞास तो अनुभवतो  डावीकडील बल जेx 

उणे ǉा बरोबरीचे आहे िकंवा दुसरीकडे जर मी İ˚ंग ने संकुिचतf kx x 
केले तर उजवीकडे एक बल अनुभवतो
 ȑामुळे हे पुɎा उणे होणार आहेkxx 
ऋण आहे
 ȑामुळे सकाराȏक होईल मी ते िलिहʞास  वजा ʉणून आिण गतीचे समीकरण f kx m

चौरस वजा आहे िकंवा ने भागले तर वगŊ समान आहेd 2 x x dt kx i mi d 2 x x dt 
वजा हे अगदी समीकरण आहे जे आपण मांडले आहे  साȯाk x x mx 
हामŖिनक मोटवर चचाŊ करǻासाठी  आयन हे दोन बाय चौरस या ˢŝपाचे आहे वजा ओमेगाd x dt 
ˍेअर बरोबर आहे ʉणून मी ओमेगा ˍेअर ओʬर ʉणून ओळखले तर दोन x k mi d x
बाय ˍेअरचे समीकरण उणे ओमेगा ˍेअर बरोबर आहे  हे दोन बाय ˍेअर अिधकdt x d x dt 
ओमेगा ˍेअर हे शूɊ असे देखील िलिहले जाते आिण यावŝन आपʞाला लगेच कळते की x x

हा ओमेगा चा कोसाइन आिण ओमेगा ǉा इतर काही İ̾थर साइन असणार आहे.t t t b 

मी तुʉाला जे दाखवले आहे ते İ˚ंग मास िसːीममȯे आहे िजथे İ˚ंग Šकचा िनयम पाळतो
ʉणजे बल हे िव̾थापनाǉा Ůमाणात असते.
 तुʉाला साधी हामŖिनक गती िमळते ȑामुळे
जर İ˚ंग मास िसːीममȯे वˑुमान िव̾थािपत असेल तर साधी हामŖिनक हालचाल होणार आहे तर येथे एक İ˚ंग आहे आिण हे 
वˑुमान उजवीकडे आहे

बरोबर शूɊ ūावण समान आहे ओमेगा ǉा कोसाइन अिधक ओमेगा ǉा साइनx xt t t b 
जेथे कोनीय वारंवारता ओमेगा ǉा वगŊमूळावर वरk m 
उजवीकडे आहे  İ˚ंग İ̾थरांक आिण हे वˑुमान आहे  कण ʉणून ही हालचाल करǻासाठी कणालाk m o f 
िव̾थािपत करावे लागेल काही हालचाल सुŝ करावी लागेल ʉणून जर मी वˑुमान खेचले आिण बरोबर सोडले तर मी
हे केले तर मला ते िचũात दाखवू Ȩा ही माझी समतोल İ̾थती आहे  l
शूɊ ʉणजे मी İ˚ंगला काही अंतरावर शूɊाने इथूनx 
इथपयōत पसरवून सोडेन ʉणून मी याला या िबंदूपयōत खेचतो आिण सोडून देतो जेणेकŝन शूɊ शूɊ असेल तरv 
मग आपण आधी चचाŊ केʞाŮमाणे गती हे ओमेगा चा शूɊ कोसाइन अिधक असणार आहे.xt t x 

दुसरी संǒा 0 आहे मी तुʉाला ते ˙ʼपणे दाखवतो ʉणून माǟाकडे बरोबरxt 
ओमेगा ɘस साइन ऑफ ओमेगा ǉा कोसाइन शूɊावर असेलt b t x a 
आिण  Ǜाला शूɊावर िदले जाते ते ओमेगाx v 
टीचे वजा िचɎ अिधक ओमेगा कोसाइनसह ओमेगा ए साइन ओमेगा टी ɘस असेल आिणb 
ते शूɊावर टी समान असेल आिण टी बरोबर शूɊ असेल ओमेगा टमŊ आधीपासून शूɊ कोसाइन ओमेगा टी
टमŊ एक आहे आिण हे लगेच सूिचत करते की शूɊ आिण समान आहे  तो उपायाकडे नेतो जोb t 
एक शƐता आहे दुसरी शƐता आहे की मी ही İ˚ंग मास िसːीम घेईन आिण ȑाला एक िहट देईन
जेणेकŜन जेʬा ते शूɊ बरोबर शूɊावर होते तेʬा ȑाला सुŜवातीचा वेग शूɊ िमळालाx v 
सकाराȏक िदशेने उजवीकडे ʉणा  तर मग पासून कोसाइन ओमेगा अिधक xt   t b sin omega t
आिण या İ̾थतीतून बरोबर शूɊ आहे शूɊ आहे आिण आहे x at t v at t 0 v
0 मी ओमेगा ǉा ओमेगा साइन वर बरोबर िमळवणार आहेt xt v 0 
ते गतीचे वणŊन असणार आहे दोɎी साȯा हामŖिनक गती आहेत ȕरीत
काही उदाहरणे सोडवू या ʉणजे उदाहरण एक 
दोन िकलोचे वˑुमान İ˚ंग İ̾थरांक ǉा İ˚ंगला जोडलेले आहे 500 Ɋूटन मीटर ʩुǿम ची वारंवारता िकती असेल  दोलन जर k 
वˑुमान समतोल İ̾थतीतून िव̾थािपत केले जाते आिण सोडले जाते, तर तुʉाला काय िदले जाते ते ʉणजे Ɋूटनk 500 
मीटर उलटे वˑुमान 2 आहे ʉणून कोनीय वारंवारता ओमेगा हे दुसरे काहीही नसूनkg 

चे वगŊमूळ वरील आहे.k m k 
चे वगŊमूळ  शंभर पेƗा जाˑ जे दोन पɄास चे वगŊमूळ आहे  fi ve 

आिण ते 2500 चे पाच वगŊमूळ होणार आहे Ɨमˢ 5 वगŊमूळ 10 रेिडयन Ůित सेकंद
िकंवा जर वारंवारता 2 पेƗा जाˑ ओमेगा आवʴक असेल तर 5 वगŊमूळ असेल  10pi 
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भािगले 2 जे 2.pi 
5 वगŊमूळ 10 Ůती हट्Ŋझ िकंवा Ůित सेकंदpi 
हे वारंवारता उदाहरण आहे दोन पाच िकलोचे वˑुमान İ˚ंगǉा İ˚ंगला जोडलेले असते तेʬा ते 400 Ɋूटन Ůित मीटर Ȫारे खेचले जाते 
तेʬा ते समतोल İ̾थती असते  0.
5 मीटर आिण घषŊणरिहत Ɨैितज टेबलवर सोडले जाते वेळेचे कायŊ ʉणून ȑाचे िव̾थापन काय असेल
 ȑामुळे तुʉाला जे िदले जाते ते घषŊणरिहत Ɨैितज टेबलवर İ˚ंग मास िसːम आहे
वˑुमान 5 िकलो आहे आिण İ˚ंग İ̾थरांक Ɋूटन Ůित मीटर आहेk 400 
ʉणून  तुʉाला बरोबर 400 Ɋूटन Ůित मीटर ūʩमान 5 िदले जाते ʉणून ओमेगा हेk kg 

चे वगŊमूळ पेƗा जाˑ असेल जे 400 चे वगŊमूळ 5.k m 
 Ůित सेकंद ऐशंी रेिडयनचे वगŊमूळ आहे जे
Ůित सेकंद पाच रेिडयनचे चार वगŊमूळ आहे जनुक  मोशन हा काही İ̾थर असणारral xt 
आहे  4 ŝट 5 चा कोसाइन अिधक ŝट 5 माũ तुʉाला जे िदले आहे ते असे आहे की तेt b sine 4 t 
शूɊ िबंदू पाच मीटरǉा अंतराने खेचले जाते आिण सोडले जाते ʉणजे शूɊ ʉणजेv at t  
शूɊ आहे ʉणून तुʉी फƅ ते खेचले आिण सोडले .
 ȑानंतरची हालचाल काय आहे ʉणून a
शूɊ िबंदू पाच मीटर बाहेर येणार आहे.
 कारण बाजूला मी तुʉाला सांगेन x
शूɊावर शूɊ आहे जो अिधक शूɊ आहे  िदलेला शूɊ िबंदू पाच आिण िबंदू जो Ȫारे नाहीx dx dt 

िबंदू आहे चला िलš बरोबर शूɊ आहे वजा ओमेगा ए साइन ऑफ ओमेगा गुणा शूɊ अिधकx v t 
ओमेगा गुणा शूɊाचा ओमेगा बी कोसाइन आिण हे शूɊ आहे  ही संǒा शूɊ आहे
ʉणून शूɊ ʉणून बाहेर पडते आिण ʉणून हे वेळेचे कायŊ ʉणून शूɊb x  
िबंदू पाच कोसाइन चार मूळ पाच ǉा होणार आहे आपण साȯा हामŖिनक मोशनबȞल बोलत आहोतt 
आिण समीकरण दुहेरी िबंदू समान आहे.x 
  उणे ओमेगा ˍेअर

हे आʉी दाखवले आहे की सोʞूशɌ एक कोसाइन आहेत  जेथे आिण İ̾थर x omega t plus b sine omega t a b 
आहे ते आʉी आता दाखवू इİǅतो ते ʉणजे समाधान बरोबर ओमेगा ɘस ǉा कोसाइन िकंवाxt t phi 
समतुʞपणे काही मोठेपणा या ˢŝपात देखील िलिहले जाऊ शकते कारण हे नाही  मागील Ůमाणेच आहे ʉणून हेa a a 
गोधंळात टाकू नये कदािचत मी फƅ ओमेगा टी मायनस फाईचा बार
कोसाइन िकंवा ओमेगा टी ɘस फाई िकंवा मायनस फाईचा काही बार साइन िलहावा ʉणून Ůथम गोʼ तुʉी तपासा  जर तुʉाला
हे दाखवायचे असेल की हे साȯा हामŖिनक समीकरणाचे समाधान करते डॉट टी हे वजा ǉा बरोबरीचे होणार आहेx 
आपण पिहले फंƕन Ůथम ओमेगा टी ɘस फाईचा बार ओमेगा साइन घेऊ आिण ʉणून

डबल डॉट टी हा ओमेगा ˍेअर ए वजा आहे.x 
 ओमेगा टी ɘस फाई चा कोसाइन जो तंतोतंत उणेbar   
ओमेगा ˍेअर आहेx 
 ȑामुळे ते समीकरण अिधक मनोरंजक आहे माũ हे बार
आिण फाई अ आिण İ̾थरांकांशी कसे संबंिधत आहेत हे पाहणे ʉणजे समान कोसाइन हे समाधान पाšयाb  xt  
ओमेगा टी ɘस बी साइन ऑफ ओमेगा टी आिण ले
चौरस अिधक वगाŊने गुणाकार केʞाŮमाणे हे थोडेसे वेगʨा पȠतीने िलš आिण कंसात मी b  
ओमेगा टी अिधक वगाŊǉा वगाŊचे ओʬरb 
ˍेअर ŝट अिधक ˍेअर कोसाइन िलिहणार आहे.b 
  ओमेगा टी आता लƗात आले आहे की एका वगाŊचे अिधक वगŊमूळ
अिधक चौरस हे नेहमी एकापेƗा कमी असते आिण ȑाचŮमाणे वगाŊǉा वगŊमूळावर अिधकb b 

चौरस नेहमी एकापेƗा कमी असतो.b 
 
ˍेअर हे एक वजा एक ओʬर ˍेअर ŝट ǉा ˍेअर ŝटǉा बरोबरीचे आहे आिण
ब ˍेअर ˍेअर हे तुʉी अगदी सहज तपासू शकता ʉणून मी फाईचा कोसाइन
एक ओʬर ˍेअर ŝट अिधक ˍेअर आिण फाईचा साइन ǉा बरोबरीने िलš शकतो  ओʬरb b 
ˍेअर ŝट अिधक ˍेअर आिण ʉणून हेb xt 
ˍेअर अिधक ˍेअर कॉस b 
ǉा ˍेअर ŝट बरोबर आहे  माǟाकडे काय आहे
ते ओमेगा टी मायनस फीचे कोसाइन तुʉाला दाखवले आहे की xt
हे ओमेगा टी वजा ǉा बार कोसाइनची बेरीज ʉणून िलहीले जाऊ शकते जेथे बार हे चौरसाचे वगŊमूळphi 
अिधक चौरस कोसाइन फाय चे वगŊमूळ अिधक b b
वगŊ िकंवा समतुʞ एक ओʬर अ बार ची phi sine is equal to b over a bar
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ची ˙शŊरेषा ओʬर ǉा बरोबर आहे ʉणून आʉी दाखवले आहे की सोʞूशनphi b a 
बार कोसाइन ओमेगा वजा या फॉमŊचे िलिहता येते मी बरोबरीचा कोसाइनt phi phi 

ओʬर घेतला असता  बार आिण फाईचा साइन एका पǥीवर उणे असेल आिण नंतर समाधान हेa a b 
ओमेगा टी ɘस फाईǉा बार कोसाइनǉा बरोबरीचे झाले असते, ʉणून मी माझे साइन आिण कोसाइन कसे िनवडतोxt 
आिण ती िचɎे मी सहज पाš शकतो की समाधान कŝ शकते  इİǅत
फॉमŊमȯे िलहावे हा मोशनचा Ůारंिभक टɔा ʉणून ओळखला जातो phi 
कारण तो खरोखरच िव̾थापन
आिण वेगाशी संबंिधत आहे आिण Ůȑेक गोʼ ǉा बरोबरीने शूɊ असते मला दाखवू Ȩा की जर मी समाधान घेतले तरd 

एक पǥी असेल  चा नंतर शूɊावर काहीच नाही फाईचा टा बार कोसाइनxt omega t plus phi cosine x bu  
आिण शूɊावर डॉट हे शूɊावर ओमेगा टी ɘस फाईचे मायनस ओमेगा टी ɘस फाईचे साइनx 
आहे जे फाईचे मायनस ओमेगा ए बार साइन आहे
 ȑामुळे वेग आिण िव̾थापन
हे टाइम समान आहे  शूɊ ते अॅİ̱ɘǨूड एक बार आिण Ůारंिभकz t 
फेज फाईशी संबंिधत आहेत ʉणून सोɗा हामŖिनक मोशन दुस̴या सम˟ेसाठी उपाय िलिहǻाचा आणखी एक मागŊ आहे
मी यामȯे दोन İ˚ंƺचा समावेश करणार आहे Ǜामȯे वˑुमान जोडलेले आहे ȑामुळे
सम˟ा असे ʉणते की जर आपण  दोन एकसारखे İ˚ंƺ आहेत आिण ȑांना खालील दोन कॉİɈगरेशनमȯे एक वˑुमान जोडतो,m 
 ȑामुळे एका बाबतीत मी İ˚ंग एक जोडतो मग İ˚ंग
दोन आिण वˑुमान दुस-या बाबतीत मी दोन İ˚ंƺ समांतर जोडतो आिण वˑुमान आढळतो हेm m 
एक हे दोन आहे  आिण आʉी ʉणतो 
की दोन Ůकरणांमȯे वˑुमान ǉा दोलनाची वारंवारता शोधा.m 
 मी हा İ˚ंग उɷा िकंवा Ɨैितज ठेवतो की नाही हे लƗात ठेवा याने
खरोखर काही फरक पडत नाही ʉणून जेʬा एक İ˚ंग आिण दुसरा İ˚ंग
या वˑुमानाशी जोडलेला असतो तेʬा आपण पिहली केस घेऊ.
  सवŊ  आʉाला हे वˑुमान Ůमाणात िव̾थािपत करायचे आहे आिण ȑावर पुनसōचियत शƅी िकती आहेx 
हे शोधून काढायचे आहे दोन İ˚ंƺमुळे İ˚ंƺ वˑुमानहीन आहेत, ʉणून
जेʬा मी हे ताणले तेʬा काय होते ते पाš या पिहला İ˚ंग
एका ने ताणला जातो.
 İ˚ंगǉा या शेवटी रſम आहे हे वˑुमानy 
सुŜवातीǉा İ̾थतीतून ने हलवले गेले आहे आिण ʉणून दुस̴या İ˚ंगमȯे ताण उणे ठीक आहे ʉणून İ˚ंगx x y 

उणे ने ताणला जातो आता आपण वरील बल पाšया  दुसरा İ˚ंग दुसरा İ˚ंग उणे ने ताणला गेला आहे आिण या बाजूचे बलx y x y 
पिहʞा İ˚ंगमुळे ने ताणले आहे आिण यावरील बल कारण तोy ky 
फƅ उणे ने ताणला गेला आहे तो आहे  वजा आता İ˚ंग वˑुमान नसʞामुळे ȑावरील िनʫळ बल शूɊ असणे x y kx y 
आवʴक आहे जर ते İ Ōː ंग नसेल तर ȑाला
अनंत Ůवेग लागेल आिण याचा अथŊ असा होतो की समान आहे ky kx
उणे िकंवा बरोबर दोन ʉणजे आता आʉाला आढळले आहे की  हे दोन समान y y x spr
जर वˑुमानाचे संपूणŊ िव̾थापन असेल आिण Ůȑेक İ˚ंग दोन ने Ōː ेच केले असेल तर इंगळे ताणले जातात, तर हे असʞास x x x 
आपण हे पुɎा कŝया हे ने दोन ने वाढले आहे आिण हे ने दोन नेx x 

Ōː ेच केले आहे 
 ȑामुळे वˑुमानावरील बल जे फƅ दुस̴या
İ˚ंगमुळे असेल बाय 2 आिण ʉणून दुहेरी िबंदू असेल कारण हे वˑुमानाचे िव̾थापनkx mx x 
ʉणजे उणे बाय 2 िकंवा दुहेरी िबंदू असेल  दोन वर उणे समान आहेkx x mx k 
आिण ʉणून या केसमȯे ओमेगा ˍेअर दोन पेƗा जाˑ असेल िकंवा ओमेगाk m k 
हे पेƗा जाˑ एक ओʬर ŝट दोन चे ˍेअर ŝट असेल ʉणून या केसमȯे वारंवारताk m 
जर दोन समान İ˚ंƺ असतील तर एका İ˚ंगǉा तुलनेत मािलकेत जोडलेले
एक ओʬर ŝट दोन या घटकाने कमी केले जाते दुस̴या केसमȯे दोन İ˚ंƺ एकũ जोडलेले
असतात ʉणून जर वˑुमान  ने िव̾थािपत केले तर Ůȑेक İ˚ंग ने ताणला जातो आिणx x 
ʉणून लागू होतो  बल a kx

ȑाची केस दोन असणार आहे आिण so f net in t  kx 
ʉणून दुहेरी िबंदू िकंवा दुहेरी िबंदू आहे उणे दोन िकंवा दुहेरी िबंदूx mx kx x 

वर उणे दोन ǉा बरोबरीचा आहे आिण ʉणून ओमेगा हे िकंवा वगŊमूळावर 2 चेmx k m k 
वगŊमूळ आहे  2 वगŊमूळ वर k m
 ȑामुळे या Ůकरणात ओमेगा
एका İ˚ंगǉा तुलनेत ŝट दोनǉा एका घटकाने वर जातो ʉणून मी फƅ साȯा हामŖिनक मोशनची भौितक Ůाɑी सारांिशत करतो 
योƶ एक
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शƐता आहे Ǜाची आपण चचाŊ केली आहे ती İ˚ंग मास िसːम आहे  जेथे İ˚ंग Šकǉा िनयमाचे पालन करते ते सवŊ बरोबर आहे 
ʉणजे फोसŊ हेfx 
उणे ǉा बरोबरीचे असते ȑा बाबतीत दोलनाची वारंवारता ओमेगा kx 

ǉा वगŊमूळ Ȫारे Ȫारे िदली जाते आिण सामाɊ िव̾थापन हे ǉा वगŊमूळाǉा वर कोसाइन असतेk m xt k mt 
ǉा वगŊमूळावर plus b sine of k mt you 
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