
హڕࠬ ߘߝ ࡹ
ऒߖڜ ంۨࡍڷ లڴతరం ࠾ࡍమ ࡱߕలݩ  ఉపߕङ ఇవछ ࡱࣃ ऒߕޔࠓ  ࡎటࡶࣄఆ ߤష࠵ న࠳ఈ రక ࠾ࡍమ ߘ
ऒߕޔࠓమనం ۫డ ߖంܽ చలనం అ࡮అం݄ ఎ ߤష࠵ ࢟࢘ ࠾ࡍమ ߤష࠵ ం
మߖߖ޳ ࠾ࡍ గށతࢡवసफంࡹ ఎ࢑ ࡮వࣃࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ ఎకए డ జޔڷࡏం޴  ఓࡶࣄట࠵ ࡎషߤ అ޴ߝ 
ఆవర फన చలనం అࡱߧ ߖవబݦ చలన తరగړޒ వࣆफంڒ ޴బܽद ఆవర फన
చలనం అం݄ ఆవర फన చలనం అం݄ ఏࠫ݇ అర बం ڕࣆۯం޳ం, ఆవర फన చలనం అం݄ ఏ޾ ఒక చలనం 
అర ߖ޳ ం݄ޔڷࡏޒ ࡹబܽद ఒక కణం ఒక వృతफంڒ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ बం ఏࠫ݇ అర बం ڕࣆۯం޳ం.
 ఇ޴ ఇకए డ ߘంݟ ऴߦరంభ࠳ం޴, అ޴
ఒక సࡍए ࡎࣃޒऴప ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ఆ߯ ,޴ంޔڷࡏޒ ࡹ ࡽ
అ޴ అ޻ కద࡯కࣆۯ ߘफం޴, చలనం ఆవర फనంڴ ఉంܿంߘߝ , ޴ ఈ చలనంߖࡹ ࠙గం ߖڴ࠙ ޳ࡶऒ  x y 
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ ޾ࡶ ߠ
भ޳۫ ం.
 కణం వృޑफ నऒޔڷࡏޒ ࡹరంڒ ऱܿ కࣆߧߖफం޳ మ࠾ࡍ 

అࣾం ࠬద ఇకए డ ߘంݟ ऴߦరంࠚంۨ సమయంࡹ అ޴x t   
ऒߖࡌ޷ ܼޓ  కవ࡛ ࣆۯफందߖ అڕߘం޳ం  అࣾం ఇ޴ అޔ࢓ం޴t ex xt 
మ࠾ࡍ వృతफం ࡅకए   ࢐ङ రࣃ बం ࡅ ܼޓకए  t rr t ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ޙ࠼అ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ  ఈ చలన ࡅకए  ࠙గం  ࡅ ܼޓకए  yty y t r޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ 
మ࠾ࡍ ఇ࠴ ޴తफం సࡍए ࡍߪ ߘ ࡽ फ ࣄۯందߖ అڕߘం޳ం  ݅ం ڒङ  t޴క ఇߘక ޴నࡕస ࡽటߧ
ङڒ ڵࡍޒ ओߩఅ ,޴फంࣆవ ޜ ࡽటߧ రంభమవछߦऴ ݟంߘ రం޷ ంతڜ ࡏࠬ ݡ ऒߖݞ  ۫డవ۪ऐ  ऴߦరంభt x r 
ࡍߖ ఒక ޴ఆ߯ అ ޙ࠳రంభߦऴ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ రం ఈ޷ भషद పదमޔࡏࠪ ࡹޒం޴ మ࠾ࡍ ఎڷవ ࠉం࢓޶ r 
వదभ ఇకए డڕࡏۯ ڕనऒ ओߩ ݡ

ऒߕफࣆۯ ݀ నంబ࡛ ߘߝ దܽ సంఖङ࠴   ޴ంݟంచబࠚరంߦऴ ߤనంబ࡛ వ ޴ఇ ߘ   i ڕ ండవ నంబ࡛ࡓ ݟంߘ 
 రంభంxߦఆ߯ ऴ ,޴ంܿంڕࡏۯ
ऴపږޒలంڴ ࠪరడం ࠳న࣒ సంఖङ  నంబ࡛ 4 r ݡ࠮  నంబ࡛ ڷࡱߕ ऱࢁమ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ వదभ ݡ࠮ 
వదभ ߕࣆऒ  
అޔ࢓ం޴ మڵࡍޒ   ࠾ࡍ నంబ࡛ వړ ߤ ఇ࡮ ఏۯ ߕ޼యవ۪ऐ   ఈ చలనం
రߪ ఒక చऴకం ޴అ ܼޓ అం݄ ,޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ހ࠲లऴకڒ फ࠼న తࡌछ త సڴࡍठ  అ࢑ ޻ధంڴ t   
ఉంܿం޴ 
అߩओ చలనం ఆవర ݡ फనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद
ऱߦ ڴऴగతफ܉ ߖߖ޳ ߘߝ ऒߖ޳ ,फ࣋ۯ ݋  ఇకए డ ۫పߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ అࣾం ఇ࢐ ޴ङ రࣃ बం ۪ द݀  x  y 
నऒޔࢂࢗ  ఒక కణం

ࡍߖ ఒక ߖߖ޵ भషद ࠪర ठంߦ ࡹऱ ऒߕफࣆۯ ݋ ࠭, అޙ࠼, ri am plotting xti 
ఏ߄ࣃ ߕ޼రణ ڒ ߅࢑వ۪ऐ , అޙ࠼ ఇ޴ సڴࡍठ  అ޻ పదमߩ ࡹޒనࡌవృతమޔ࢓ం޴,
ఆ߯ ఇ޴ సమయం ڒలంڷߘ࡮ڒ ޜణంڴ ఉంܿం޴.
  ఇ࠼ߦ ޴ం݋ వڕࡏۯ ړ ߤంܿం޴
फࣃߧ۫ ߖఅ ݀ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ߤవ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ߘߝ బܽदڒ ݡ࠮ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ,ߘ
గࡍషदంڴ ఇ࠼ߦ ޴ం࡛ࠂ ݋ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఐ޶, ఇ޴ మࢁऱ ࠼ߦం݋ వߤ మ࠾ࡍ
నऒޔࡏࠪ ڴరణం߄ࣃ ܼޓ టऱޙ࠼ చలనం  ߩనࡌవృతమޔ࢓ం࡮ۧ ޴ ఏకపࣾంڴ అߩओ ݡ
చలనం  ఆవర फనంڴ ఉండ޶, అޙ࠼ అ޴ ఒక ࡍߖ भషद సమయం తࡌछ త ߩనࡌవృతޙ࠳
అ޴ ఆవర फనంڴ ఉంܿం޴ , కߘక ఆ కణం ۪ द݀ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏޒ 
फޑవృ ݡంࡓ ࡍߪ ऱࡏࣃݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡍࣃఒక ࡱ फ ࣄۯన తࡌछ త చలనం ߩనࡌవృతమޔ࢓ం޴, ఆ߯
సమయం ࡅకए  ఆవర फߖߕऒ   వङ వࡓ ߅ంݟంతࡱ ߭దभڴ޴ ఉంܿంߗڒ ޴ ऴప߄న ࢑షయం ఏࠫటం݄
చలనం ߩనࡌవృతޙ࠳, ఒక కద࡯క 
సమయం తࡌछ త ߩనࡌవృతޙ࠳ అ޴ సڴࡍठ   అ࢑ ޻ధంڴ ఉం࡯ݞt 
అߩओ చలనం ఆవర ݡ फనంڴ ఉంܿంڒ ޴ల వङ వړߖ޵ ܿߦ ޜ߅ ఇతర ఉ޳హరణߖ޳ ࡱ అࣾం ߩ࢙ݟڕన 
ఆవర फన చలన ࠝࠫ ऴభమړߖހ ఉ޳హరణڴࡱ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ చలనం 24 ࡏࠪࣆ గంటల తࡌछ త t 
,޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ
మࡖక ఉ޳హరణ చంऴݡ޶ ࠝࠫ ۪ द݀ छࡌల త܌ࡗ 29 ߩ޳޳ ఈ చలనం ࠾ࡍరగడం మޒ  త 
޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ
సమయం 20 ڒల వङ వࡱ܌ࡗ 29 ߅ ఉనऒ  ఆవర फన చలనం ࡏࣇ ࠫࠝ ޳ࡶङ ۪ ߖ द݀ ڴࡏࠪࣆ సమయం ڼࡍޒ 
ఒక సంవతझ ޳ࡶ ࡱ܌ࡗ 365 చలనం ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࡌ
छࡌసమయం త ࡮ۧ త ߩనࡌవృతమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ࢑ ఆవర फన చలߖڜ ړߖߕऒ  ఉ޳హరణࡱ
రछߖ ߘߝ బܽदڒ ۨంۧڒ ࡏࠬ  ߘలవङ వ߅ అం݄ ࠭࠲ ఏ ݋ߖ࠿ లߘ ఉపࣃڵࡆफ ړߖ޳ ࠵
సంబం߅ంۨన పࠪࡍణం ऴ߹ڙछ झߗ  అޔ࢓ం޴ మ݋ߖ࠿ ࠾ࡍ సమړߖ࠻ ऴ߹ڙछ झߗ  అం݄ ఏࠫܽ అం݄
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చలనం ఎߖऒ छڙ߹బܽद ऴڒ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ऱࡏࣃ झߗ f ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ޜ ڴరణం߄ࣃ  t 
కం݄ ఎڕए వ ఉంܿం޴
సమయం చలనం ۧ࡮ సओ షदంߩ ڴనࡌవృతమޔ࢓ం޴, ऴప݋ߖ࠿ ޒ సమߖ޳   ړߖ࠻ కం݄ ఎڕए వ ࡏࣃऱ t 
చలనం
సڴࡍठ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद ఇ޴ ߲నఃߩనङ ం ࠮డవڒ ޴బܽद ނڝ ࠭࠲య ऴ߹ڡछ  అߖ ݞږ ߖరछ ۨంۧ࠭ ߖ޳ 
కएࡅ  అర बం ڜంత సమయం తࡌछ త సओ షदంڴ ఉంܿం޴ency 
మ࠾ࡍ ఇ߄ࣃ ޴రణంڴ  ఒ޳ ڴ࠲छ ࡓ 2 ݦంచబۨࣇ ࡌ ऱܿ pi f
మ࠾ࡍ ఇݟڕ ޴ కం݄ 2 ڒబܽद ఇނڝ ޴య ߲నఃߩనङ  సమߖ࠻ऒ  ࣊కనऱࡹ ఇవछ బޔݡం޴, ఆ߯pi 
ऴ߹ڙछ झߗ  ࣊కߖڜ ڕߘऒ ऱࡏࣃ

అݞږ ߖ ऴࣃ࢐फ ऱࡹసమయం గంట ޳ࡶ ࡏ  ఉం݄ ߖ޳ అర बం ࡛ࣛ द૽  అޙ࠼ గంటڕ ߲నఃߩనङ ం మ࠾ࡍ hz 
సమయం ܌ࡗలࡹ అޙ࠼ ऴ߹ڙछ झߗ కएࡅ కణం ࡹవృతफం ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ   ڕ܌ࡗ  छ޻࢛࠙   ڵࡍޒ ړߖڴ
फࡿࢗ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ కएࡅ కణం ݡ  ࢘గం ࣄबరంڴ ఉంݦ చలړߖߕ ऴపޙङ  ,޴ంݟంచబړ
ऒߖڜ फࣃࡱߧ ݞږ ߖఅ ޒࡎऱ ఏకࡏࣃ  కణంr ࡏ
۪ द݀ बࣃ రంభߦऴ ߖ޳ కణం ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ప݄द సమయం 2 ړߖݞరగޒ   pi r v ړ࠼
నऒڕࡏۯ  తࡌछ త కద࡯క ఏకڴޒࡎ ఉనऒ టऱࡔࠬ ߖߖ޳ ࡏࠬ ޙ࠼ ۫డగڼ࡯ సమయ వङ వ߅ ఇ޴.
ప݄द ړߖݞరగޒ ࡍࣃబܽद ఒకڒ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ޴ం۪  అۨࣇ ߘߝ 
సమయం  ڒల వङ వ߅ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అ2 ޴ కం݄ చలన ऴ߹ڙछ झߗ  pi r v f
ఒకܽڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ కం݄ ࡓంݡ కం݄ ఉంܿంނڝ ޴యr   i pi rv v 
߲నఃߩనङ ం ࡓంڵ࠙ ޜ ݡంచబݟన ఒڴ࠲ అߖ ఇߩओ అర ڕࠬ ݡ ब࠳ంނڝ ޴య ߲నఃߩనङ ం ࡅకए  అࡌम ऒߖ  pi
అర ࡏࠬ बం ߕڕࣆۯऒ ,ࡏ
۪ ణంڝ ݟڕ ݡంࡓ द݀ తపओ ݡంࡓ య ࢘గం కం݄ނڝ బܽदڒ ޴ంޔݡసమయం ప ړߖݞరగޒ   pi T pi 
మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ
ఇނڝ ޴య ߲నఃߩనङ ం వࡵ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇࡓ   ޴ంݡ మ࠾ࡍ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद pi f 
మనమందరం
ऒߗల࠻࢑ష ఈ ڴ࢑ధం ڼ࡯డగ۫ ࡏࠬ  సంబంధం కڵ࡯ ఉߕऒ ओߩఇ ࠼ ړఆస ڕ޶ఈ చలనం ఎం ݡ फకరంڴ
ఉం޴  ఎం޶కం݄ ߘߝ ఈ చలߖߕऒ  ۫࣋फ ࢐ङ రࣃ बం వృతफంࡹ ఒక కణం ޕڷࡏޒ ఉంܿంڒ ޴బܽदr 
ఏకޒࡎ ࢘గంޜ ఆ߯ ڝణం  ఇߖ࡮ڒ ޴ऒ  కవ࡛ ࣆۯफంڝ ޴ణం ݟࡔయߤ లڜ ࡹలవబޔݡంࡏࠬ   ޴ ఇంతڕ v t 
࠭ం޶ ۫డగڵ࡯న ऱܿߘߝ ڴ ݀ ߯ అߦۮ ߖओ ,ߘ
ఇ޴ ఒకࡍߪ ࡍࣃ फ వృతफంڵࡍޒ ࡹనߩओ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖࡌ޷ ఈ ܼޓ ܼޓ ఈ ݡ
ఇకए డ ࡏࣃऱ ఉంܿం޴  ఈ ࢐ङ రࣃ बం ڒబܽद ܼޓ ఉంܿంࡏࣃ  ޴ऱv r v 

ఆ࡛ए  ߰డڵ࠙ ޜ࢓ంచబݟనߩओ झ࠹݅ ڴ࠲ఈ ఒ ࡏࠬ ݡ డగలం,t t۫ ߖ 
ఇࣄ࡯ޘ ڴࠈ ޴న సంబంధం ڒబܽद ఇకए డ ఉనऒ  xt x
࠙గం  ఒࡅ ڴ࠲కए  t yt r.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ߤ࣌ڜ 
  ఒڒ ڴ࠲బܽद ఈt 
సందరग ంߘߝ  ࡹ చలߖߕऒ ऱߦ  ऒߖ޵ ߘߝ ,फ࣋ۯ ݋ ߘޑߩ۫ ऱࢁమ ڕࠬ 
फޑబܽद కణం వృڒ , నऒޔڷࡏޒ ࡹరంڒ  సందࡌग ऒߖ  పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࢐ङ ݟڕ ߘ రࣃ बం ఈr 
࢘గం  మ࠾ࡍ ఈ ࠻ంܼޓ ࡽڵ ఒڴ࠲ ఉనऒ  ۲ట ఒڴ࠲ సమయం ࡅకए  v t r   x v޴ߝకం݄ అ ڴ߅࢑ 
ఒࡅ ڴ࠲కए झࡓవ ߘߝ ࠾ࡍమ  ߤ࣌ڜ  ࣒ వదभ ߕࣆऒ  t r xt t tޙ࠼సࠪనం అ ړ
बࣃ  నऴభంశం  ఇ޴ ఒక ߤ࣌ڜ వऴకࡔఖ ߕࣆऒ ऒߖ޵ ߘߝ అం݄ ,޴फంࣆవ ړ޴ంړऴ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ  r 
.ߘޑߩ۫
 
మࢁऱ ࣃब छ޳ లߕ बࣃ ࡌ నం ఒకܽ ࣃब నం 2 ఇకए డ ఉంܿంࣃ ޴ब నం 1 ఇకए డ
ఉం޴  ఆ߯ ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴం޴ మ3 ࠾ࡍవ ࣃब నం వదभ గࡍషद ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴, కߘక ఇ޴ ఇ࡮ x 
,޴ంޔڷࣃ
ఇࣃ ޴ब నం ݡ࠮ మߖ޵ ࠾ࡍ తࡌछ త తగ ठడం ऴߦరంࠚంۨనߩओ  x޴అ ݡ
తڕए వ ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴం޴  ఇకए డ ߕలठవ ࣃब నం మࢁऱ ߕࣆऒ  అޔ࢓ంࢀࢗ ړ߯  ޴ऱ ఐ޳ࡶ ޶ ఒకܽړ n 
తफం࠴ ప݄द ఈ ړߖݞవࡌ ڵࡍޒ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ
సమయం మ࠾ࡍ ఇߤ࣌ڜ ޴ క࡛छ ऱߦ ठڴࡍస ߘߝ ߖ޳ బܽदڒ  కएࡅ ڴ࠲ఒ ڴ࢑ధం ޻फ  అ࣋ۯ ݋  t xt t r 
 సࠪనం ړ ߤ࣌ڜ
.
ऱߦ   ऱܿ ఇ޴ ఒࡅ ڴ࠲కए  అޔ࢓ం޴ మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంߦ ࡹ ݋ऱ  फ ఒక yt t r   sine y࣋ۯ ݋
ऒߕࣆ  ఇࣃ ޴ब నం ఒకܽ ఆ߯ అ޴
बࣃ  న࠳సࠪన ړ ڴషदంࡍగ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ߯ నంࡓ ࡹంݡ ऴړంړ޴ వۨऐ  ఆ߯ ࢂࢗफం޴y r 
మࢁऱ ऴపږޒలంڴ ఆ߯ మࢁऱ ߯ޔࢂࢗ ړం޴ ఇࣃ ޴ब నం 3 ࣃब నం 4 ࣃब నం 5 ఆ߯ ఇߩ ޴నࡌవృతమޔ࢓ంڒ ޴బܽद

Pru
tor
@
IIT
K



ఇݞږ ޴ ఆవర फనంڴ
ఉంܿం޴, అ޻ సమయ వङ వޜ߅ ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए ఇకए   ࡯ݞఉం ݦ बࣃ ޻ఇ ޴ఇ ݦ నం
ఐ޶ ఇ࢑ ޻ధంڴ ఉం࠼ߦ  ࡯ݞం݋ సڒ ࡔబܽद ఇߩ ޴నࡌవృతమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇࡍߖ ࡮ۧ ޴ भషद࠳నt 
రక࠳న చలనం ڒబܽद ఇకए డ జ޴ڼࡍ ఏࠫటం݄, ఒక కణం ఏకޒࡎ ࢘గంޜ వృޑफ ,ం݄ޔڷࡏޒ ࡹరంڒ

అ޴ߝ ఒړ ߤ࣌ڜ ݅ ڴ࠲ సࠪనం   ࣌ߤ ఆࠆ  ఒڴ࠲ xt r t r t
సڴࡍठ ఒښ ऴ߹ڙछ झߗ घࡗࣔ ࡽߩంࣄ  ޴ంޔࡱ޶క ޜ ߤష࠵ ޴బܽद ఇڒ ࡏఅంܼ ߤష࠵ ڡߖ
ఇࣄ ޴ంࡗࣔ ࡽߩघ झߤݥం߭ݟ ం݅ ޳ࡶ ޴ఇ ڡߖ  aa cosine omega t sine omega t ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ 
మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ అధङ   ࠪ ࡹలࣃ యړߖߕ ఇښ ޴ంऴదంڴ ఉంܿంߗڒ ޴ అంతڕ ࠭ంߘߝ ޶
ऒߕంܿڕߘంۧల޴అం ڕࠬ ऒߖڜࡍమ  ߘ  ఆవర फన కద࡯కࡱ మࣃ ߖ࢐ܽ ࠾ࡍब నऴభంశం߯ ఎۨࣇ ࡮ంۧ࡯
వࡓझ వङ ڕ ࠆڴऴ ࠾ࡍమ ߤష࠵ ࠆڴऴ ࠹݅ ࣒ ߮ ࣒ݟ ڴకంࡔޒ ऱ࣒ ߯ ݋ం࠱   ࢐ܽ ऴߖޒߦధङ ం 
సڒ ࡔబܽद మనం ఆ సంఖङ ߘ
भ޳۫ ం  ఒక޳۫ ߖߖ޳भ ం, ఇ޴ అࣾం ࢗంట కదలగల ఒక కߖހऒ  x ࡮బܽद మనం ఇڒ ం޳ంڕࣆޓ 
ओߩۮ  ం  అࣾంx޳ంڕ
बࣃ ఆ߯ ఈ ,޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ 0 ऱࡹߕ  ఈ ߖڜऒ  గܽद ڿడࡱ ఉߕऒ छ޳త , ࠼  ఈ కణంl ࡌ
ఇకए ఇకए ޜగం࢘ ޒࡎఏక  ޴ంޔࢂࢗ ݟంߘ ݟ  బܽद vڒ ޴फంࣆవ ڵࡍޒ ߝంటࢗ ړޑ ߘడڿ ఈ ޴ంޔࢂࢗ ړݟ
ࡏࠬ
ళࢗ ڵࡍޒ ऱߕޔࠓऒ రߖ ۫డవ۪ऐ   మ࠾ࡍ ࠭ంڕ޶ మߖ޳ ࠾ࡍ కద࡯కߩ ߘనࡌవృతం ۯయడం వలన ఇ޴
ఆవర फన చలనం  ߖ޵
झࡓసం వڝ ࣒ ऴࠆڴ ఎࣆ۫ ࡮फం޳۫ ޾भ ం, ߘߝ వࡓझ ऱߦ ߖ ࣒  x t xt t  t ߖసࠪనం అ ړफ, 0࣋ۯ ݋
ओߦۮ లం݄ అ޴
ఎడమ ࢙ߩన ఉం޴  సࠪనం 0 ఆ߯ ߭ڷࡏదల ఏకڴޒࡎ ఒక ࡱ࢑వޔࢂࢗ ڕంڒ ޴బܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ x x l 
ఇకए డࡍۯ ڕన ࢗంటߝ అ޴
ړశ ޴ంޔ࢓రంభమߦవడం ऴࡌ ڵࡍޒ फ ࡹڝओ ओߩంۨనࠚరంߦవడం ऴࡌ ڵࡍޒ ޜగం࢘ ޻అ ݞంڕ ݡ
అ޴ తڷठޔం޴ తڷठޔంߕࣆ ޴ऒ  ఆ చలనం x ,޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ऱࢁక మ࡯ఆ߯ కద ݟڕ ޴फంࢂࢗ ړ
फࣃ۫ ऱࢁమ ࡏࠬ ߖందޔ࢓వృతం అࡌనߩ ࡏ
, సڴࡍठ  అ޻ ऴࠜޒజం   మࢁऱ మࢁऱ వࣇफ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ
సమయం ఇకए డ ߘంݟ ఇకए తफం࠴ ంۨనށ࠻ऴప ړݟ
లవङڒ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ޴ߝసࠪనం  2 అ ړߖࡌ޷ వ߅ అޔ࢓ం޴, అ޴ l v
బంޒ ఎޔफ ߘంݡ࢑ ݟదࡷనߩओ  h h࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ړ޴ంړం ऴ޳ంڕࣆޓ ߘహరణ޳ండవ ఉࡓ ݡ
శړ फࡹڝ ߖओ झߤࠔ ڵࡍޒ ݞంڕ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అ޴ మࢁऱ ఎޔफڕh 
  ޴ఉంܿం ޕ࢓వృతం అࡌనߩ ఈ చలనం ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ߯  ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ړ޴ంړऴ ޴ऱ  ఆ߯ అࢀࢗ
ఇ޴
ఒక ఆవర ݞږ फన చలనం ఎం޶కం݄ సڴࡍठ అ޻ కద࡯క ࡍߖ भషद సమయం తࡌछ త జޔڷࡏం޴
మߘߝ ࠾ࡍ బంޒ ఎޔफߦ ߘऱ ङࡃరంభమߦऴ ࡹफޔఎ ޴फ అ࣋ۯ ݋  సమړߖ࠻

వࣆफం޴  ऴړంړ޴ మ࠾ࡍ ࠬ సࠬకరހల ߘంݟ ఎޔफh 
ఇ࡮ ఉండޜࠓందࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ, ఎం޶కం݄ ࠳ ߘߝన࣒ ఒక సగం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం yt h gt 
ऒߕޔࠓڒ ߘ
ओߩబܽद ఇڒ  ठyڴࡍफ స࣋ࠚరంߦకదలడం ऴ ړ߯ दܽڜ   సࠪనం ړ0 ޴అ ݡ
అ޻  ࢘గం ఎޔफޔࢂࢗ ڕం޴, ఆ߯ మࢁऱ అ޴ ऴړంࡌ ړ޴వడం ऴߦరంభమޔ࢓ంڒ ,޴బܽद ࠬ࠵ ࡏషߤ h 
फࣃ۫ ߘల ݋ߨࡍ ఇంత  ࡏ
సమయం తࡌछ త ఇ޴ బంڴࠈ ޒ ऴړంࡌ ړ޴వړߖݞ ఎంత సమయం పܽदం޴

ऒߕࣆ వర ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࡱగంట ݡంࡓ సࠪనం అం݄ సࠪనం ړ ठ࠮లం కం݄ ఎڕए వ ߗڒ అ޴ y t g 
సమయం ޶ڒ,
ఎం޶కం݄ ߘߝ ఇకए డ ఒక ߭దभ ࠒ दܿߖ తࣆۯ ࡏ࠻फߕऒ बࣃ ఈ   ߘ  ޴పܽदన సమయం ఇ ړߖݞవڝࡏۯ ړߖߕ
బܽदڒ
ల వङڒ తफం࠴ వࡓ ߅ంࡓ ݡ ऱܿ ఎڕए వ అޔ࢓ం޴   అం݄ ࡓంݡ గం ࡅకए వర ݡంࡓ  ठࡱ࡮࠮  కం݄ t g 
ఎڕए వ అం݄
చలనం ఆవర फనంڴ ఉనऒ ओߩ ऒߖఅ ݡ  సంబం߅త పڷߘ࡮ڒ ݞږ ࡱހࠪࡍణంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद
࠭࠲ ,࠭ࣃۯ ఏࠫ ࠭࠲ ࡹహరణల޳న ఉߧ۫ ڕࠬ ߘߝ
కएࡅ ࡽदకࡍߦ बࣃ  నऴభంశం ۫ߧంۧ࠭ , అం݄ ఇޔࡏࠪ ޴నऒ  xtߘߝ ޴
ࠬ అందݞږ ࡱ ڔࡍ ఇࣆफߕऒ నऒޔࡏࠪ ڴణంڷߘ࡮ڒ ޜలంڒ  ߘ  ప޳ల పڒ ࡱ޳బܽद ࠴దܽ t 
ఉ޳హరణߘߝ ࡹ
మࢁऱ ࢗనړए भࡿࢗ   ࠭࠲ ,࠭
డల మధङڿ న࠳దృఢ ݡంࡓ  ࠭ంߘࢗ ڕ޶కޔࢂࢗ ڕనऒ  ఒక కߖހऒ ऒߕڕࣆޓ  ࠭   మړߖ࡮ڒ ࠾ࡍ xt 
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వङ ऒߕప ڴకంࡔޒ గం ۯయబݟంޔڷࡏ߭   ޴నऒ ऱܿx 
కߧߖ फ࣎ ం޴.
వ ڵࡍޒ ߘߝ   ऐۧ వۨऐ ڵࡍޒ ޴ం࠼߱ڵࡍ߭ ߘ ం޴, ఇతర పࡱހࠪࡍ ఎ࡮ ఉండߕޔࠓऒ ओߩఇ ࡆ  x ߘߝ ݡ
ऒߕంܿڕߘంۧలߧ۫ ڕࠬ ,ߘ
ऒߖڴ࢘ ఈ ߘߝ బܽदڒ  సࡕన సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ߦऱ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ݋ ऒߖڴ࢘ ߘߝ ,ం޳ంڕߘఅ ߘ  
ऒߕޔࠋۮ  ߘߝ కం݄޶ఎం ߘ
ఇߩओ ऒߕޔࠓڝࣆޓ ڴలంږߘࣃ ࠾ࡍమ ڴలంږޒऴప ݡ కణం  ߘ
ఈ ࠼ߦంڒ ݋ङ छ޳ 2 ڕవర ࡽటߧ  t޴ంޜࡱ޶క ޜల ࢘గంږߘࣃ ޴అ ,޴ం࡯޴క ࡌ
మ࠾ࡍ ࢘గం ࡍߖ भషद ࡱ࢑వ ఈ ࣃब నऒڕࡏۯ ړߖߕ  కదలడం v ࡹఇతర ࠪరठం ࡯ڵత ڕడڿ ఇతర ޴అ ߝంటࢗ 
ऴߦరంࠚంۨంڒ ޴బܽद
࢘గం ऴపږޒలంࡍࠪ ڴం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త అ޴  ఇకए వۨऐ ړݟ ం޴ ఇ޴ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ ఈ ࠼ߦం݋ వరڕ

ఉనऒ  ࢘గం ఆ߯   ࢘గం
ఈ ࠼ߦం݋ వరڕ మࢁऱ ږߘࣃలంࡍࠪ ڴం޴ , ఆ߯ మࢁऱ ऴపږޒలంࡍࠪ ڴం޴ ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ వరڕ ఎߩࡏ 
రంࡹڷ ఉంڒ ޴బܽद ࡹࢗ  ఈ కణం ࡅకए  నగరం ࡓంڿ ݡడల మధङ  ࠭ంߘࢗ ڕ޶కࢗ ڕళऱడం ఇ࡮ ఉం޴, 
కए۪ ߘߝ ల ࡔఖޜ ఇ޴
రछߖ ڴࠈ ۨంచబడ޶ࡶ, ఆ߯ మࢁऱ ఇకए డ ఇ࡮ ఉంܿం޴, ఆ߯   ۪కए ల ࡔఖ ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ 
۪కए ల ࡔఖ ఇ࡮ ఉంܿం޴
మڒ ࡏࠬ ࠾ࡍల వङ వ߅ తࡌछ త ߖ޳ऒ  ۫డవ۪ऐ   ࢘గం ߩనࡌవృతమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࢘గం అ޴ߝt 
సమయం ࡅకए  ఆవర फన ڒ ߅࢑బܽद అ޴ߝ ఆవర फనޙ࠳ అ޻ ࢘గం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆవర फన ړߖ࡮ڒ సంబం߅ంۨxt 

కएࡅ छ޳ ࡱ࢐  ఇవछ ڴ ࡌ బޔݡం޴ x  dt dx 
హరణ޳ఉ  ߘంۧߧ۫ ఏࠫ ࡹ޶ఇం ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ
మࢁऱ ߕࣆऒ సࠪనం మధङ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ࠭ంߘࢗ ڕ޶కࢇࢗ ڕऱ కణంx x li 
ओߩఇ ߘߝ ,޴ంۨంߧ۫ ߘఖࡔవऴక ڕࠬ తछ ࡮ఇ ݡ రߦ ڴऱ फࣃۯ ݋  x ڕࠬ ߘߝ ,ߘ
࢘గం వऴకࡔఖߧ۫ ߘంۧ޳ࡶ ߘ వࡓझ ऒߖڴ࢘ ڕࠬ ࣒  నxt tiߧ۫ 
సమయం  వऴకࡔఖ ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మڒ ࠾ࡍబܽद తछ రణం ࡍڷంۨ మనం తछ రߖހऒ ऱߦ  भ޳ۯ ݋ ం, ࠬࡏ కణం
ఏకޒࡎ ࢘గంޜ కޔࡱ޶నऒ ओߩ తछ ݡ రణం ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ అకࣃघ ࡎ࠙ ޴అ ڴफޔ
ऴపږޒల తछ రߖހऒ  కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ   ࢘గం మࢁऱ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴  ఆ
తࡌछ త ధߕతघ క తछ రణం మ0 ࠾ࡍ మࢁऱ   ऴపږޒల తछ రణం 0
ఆ߯  ږߘࣃల తछ రణం 0 మࢁऱ ऴపږޒల తछ రణం మ0 ࠾ࡍ మࢁऱ ࠬࡏ
۫డగ޴ڼ࡯  ఈ తछ రణం ߩ ݞږనࡌవృతం అޔ࢓ం޳ ఇకए డ అ޴ ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯  
ऒߕࣆ
మࢁऱ ఇߖ ޴జ ࢑܋తంࡹ ఈ ڒలం 
నऒࠚ ڴभ޴ڜ ంڴ ఉంݞలం݄ అసࡱ వऴకࡔఖ
ఇ࡮ కߧߖంచవ۪ऐ  0 అڿ ޴డڕ త࡯ڵన తࡌछ త అڿ ޴డڕ త࡯ڵ 
తछ ࡎ࠙ ܿߦ ంత సమయంڜ రణం మڜ ࠾ࡍంత సమయం వరࡎ࠙ ڕ తछ రణం వࣆफం޴ అసࡱ వऴకࡔఖ ఇڼ࡮ 
కߧߖంచవ۪ऐ  
అޙ࠼ అݞږ ޴
తछ రణం  ߩనࡌవృతం అޜ࢓ంڒ ޴బܽद ఆవర फన ࢘గం అ޻ వङ వޜ߅ ఆవర फనంڴ ఉంܿం޴xt vt 
మ࠾ࡍ తछ రణం అం݄ ߘߝ అޙ࠼ ఈ సమऴగత ఏࠫ݇ ఆۨࡹంచߘߝ ړߖݞ ࠫమघ ऒ࡯  అߘమࣃޒफ  2 0  ߘ
వదभ తछ రణం ࡅకए  ఈ సమయంࡹ 
పओۮ  t ,ړߖݞవڝࣆޓ ڵࡍޒ ߘసమऴగత ڕఈ సమయం వర ݟంߘ సࠪనం ړ0 ړߖݞ
ఇ޴ అۮ ߖపओ ంݟ,t 1 t 1 dt 
అ޴ ఎ࡮ ఉంܿంڕࠬ ߘߝ ޾ సࠪ߄నం ఇࣃफ ࡍڷ ࡏࠬ ߖఅ ڕ޶ఎం ޴న࣒ 2 అ࠳  నం߄సࠪ   ߘ फంచంݟ,v 
ఇ޴
తछ రణం ߩ࢙ ݟڕన ऴࣇ࢐फ  ఉండܼړߖ ఈ ࢙ߩన ऴ࢐యߖవछ ంݟ ఇ޴

త޶ప࠼ߦ ࡍం݋ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ వదभ తछ రణం ޳छ xt  vt dt dt dt dt, d ޴ఇ ࡌ
ए࣋ ࠑ ݡంࡓ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇ޻ ఈ సమऴగతࣆޓ ࡍ޳ ڕफం޴ మ࠾ࡍx dt 
भ޳۫ ߘహరణ޳ఉ ࡍప޶న తࣄۯ ߘߝ ం మ࠾ࡍ అ޴ 

ఎޔफ ߘంݟ ప࠼߱ݟన బంޒ మࡹڝ ࠾ࡍओ झߤࠔ ݞంڕ  అޜ࢓ం޴ ఏߕ޼ శړ फ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంߘߝ ࡹ h 
xt
వࡓझ झࡓफ వޔఎ ޳ࡶ ࣒ ࣒ అߦ ߖऱ ओߩనࣄۯ ݋ ఉనऒ ڕఈ సమయం వర ޴ఇ ݡ  సమయంࡹ ఇ޴ ఇ࡮ t yt t 
కࣆߧߖफం޴ 
ఈ సందరग ంࡹ అߕࣆ ޴ऒ  ࢘గంޜ ऴߦరంభ࠳ం޴
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మ࠾ࡍ ఆ సమړߖ࠻ ఇకए డ ߘంݟ బయటڕ వۨऐ ం޴  ఈ ࣃब  ޴ంܿంڕࡏۯ ړߖߕ
ऒߖڴ࢘  నߩࡱ రంޜڷ ۫పߖవछ ంߖ޵ ,ݟ ࢘గం ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޳ ࢘గం ఈ ࢑ధంڴ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ
ఈ ࠼ߦం݋ వరߝޕڷࡏ߭ ڕ ఉంܿం޴, అߩओ झߤࠔ ޒబం ݡ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ
࢘గం ښవలం ޴శࣆࡏࠪ ߘफంڒ ޴బܽद అ޴
నऒޔࡱ޶క ړ߯ గం࢘  ޴ऱ అࢁఆ߯ మ ޴ంޔࡏࠪ ࡹణంࠪࡍప ޻అ  ڴలంږߘࣃ  ంచడంڵभ మంద޵ڜ 
޴ంޔ࢓దల࠴
, బంޒ ఎౖޘफన ࣃब నऒڕࡏۯ ړߖߕ ओߩ ऒߕࣆ ݡ ޴కం݄ అ޶ఎం ޴ంܿంڕࡏۯ ړ
޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ఆ߯ చలనం ޴फంࣆవ ړందړ ऱࢁమ ڵఆ ࡹశం࢘ڒށࣾ
ऒߖݞగం ߭రగ࢘ ࡏࠬ బܽदڒ ఖࡔగ వऴక࢘ ޴బܽद ఇڒ  ۫డవ۪ऐ
ఈ ࠉం࢓޶ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ߖߖ޳ ࠪరऐ డం ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అߩ ޴నࡌవృతమࡃङ  సమయ 
వङ వ߅ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డ వరڕ ఉంܿం޴  .
  ఈ ࠼ߦం݋ శࡎరం ࢘ߖڴऒ ޴బܽद అڒ ޴फంࣆࡏࠪ 
తछ ࡎ࠙ ࡹశ޴ లږߘࣃ రߖހऒ  ߭ం۪ޔం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠳న࣒ మࢁऱ ఈ ࠼ߦం݋ వరڕ మࢁऱ అߖऒ  g 
.޴ంޔࡏࠪ ڴࡱ߄࢑

ఈ ࠉంڕ࢓޶ మࢁऱ ࠪޔࡏం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴   చలనం ߩనࡌవృతమޔ࢓ందࡏࠬ ߖ ۫࣋ సమయ వङ వ߅p 
ऒߖ࠻సమ ߘߝ బܽदڒ  ఎ࡮ ऴࣃ࢐फ ఖङ࠭ ޴ߝఅ ߘ ం ޶ڒ వङ వߘߝ ߖ߅ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ మధङ  ఈ ࡓంݡ 
ంటऱ మధङ࠼ߦ  ऴ࢐యగలߘ
ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ మߖ ࠾ࡍజ ࢑܋తంࡹ మࢁऱ   తछ రణం  ۫డంݟ  ఇڼ࡮ ఉంܿం޴,
ఇړ߯ ޴ ऴړంړ޴ వࣆफం޴, ఇ޴ ऴړంړ޴ వࣆफం޴,
ఇߖ ޴జ ࢑܋త తछ రణం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࢢఖࡱࡌ అంత పߞ޶న࢓ڒ ࢑, అڜ ࢑ంۮం ࢑సफࡍంۨ ఉంܼ࠼ 
మߘߝ ࠾ࡍ సమయం ࡅకए  సమऴగతڕࣆޓ ߘం݄,
పओۮ ࠭࠲ ంݟ  ఒకܽ ߘంࡓ ݟంߘ࠭ ݡపܽ సమऴగ ఒకܽt t 
ఇకए ݡంࡓ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݡంࡓ ݟంߘ డ అړޑ ߖࠫࠝ  ޴ߝనߩओ  గంt atdt v 0 v 0࢘ ݡ

కएࡅ  2 వర ठ࠮లంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇవߗऒ फࣃࡍసߘఅ ݟంߘ ߖ޵   gh 2࠼
అ࠴  ޙ࠼దܽ పదం ࡓండవ పదం ఇ޴ కం݄ ఎڕए వ ఉంܿం޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ ట࡛घyt vt dt 
తछ రణం ޳छ ए࣋ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ࡌ छ ࡛ ߯  dt dt dt d yࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡵవ ݡంࡓ   
ఈ సࠬకరߖހऒ  ఏڔకృతం ࣋ۯफ ࠬڕ ఈ సࠪ߄నం ࠮డవ޴ వࣆफంߧۮ ߘߝ ޴ओ న చలనం ࠉ  e
అߘసࡍంۯ ఉపߕङ ړల߯ ఆసࣃ फ ఉనऒ ం޶న ߮ۮ ࠭࠲ओ घࡗࣔ ࡽߩంࣄ ޴ ओߦۮ ࠭࠲ ߖఅ ߤష࠵ ڡߖ  ߗڒ ࠭
ߘߝ
࢐ङ రࣃ बం సࡍए నऒޔڷࡏޒ ࡹ ࡽ  ఒక కߖހऒ న ఉనऒߩ࢙ݟڕ ڴ࠲ఒ ޴ం݄ , అڕࣆޓ   r   t  r ړ ߤ࣌ڜ 
సࠪనం అ࠼న

घࡗࣔ ࡽߩంࣄ ߖ xt.ࡏఅంܼ ߤష࠵ ڡߖ
 ఇߤ࣌ڜ ޴ ఒڴ࠲ అߝ పߖ޳ऒ  కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న ޳ࡶt 
తతझ ࠪనంڒ ߖ޳ ߘߝ ڴం߱ߜం݋ అߧ  ݞږ ߖలవగలߘ  y t r
झࡓత ࢘గం వ߅న࣒ సంబం࠳ ޳ࡶ ద࠴ ࣒ ऱ݇r vt t 
ऒߕࣆ ߩ޳޳  ࡱ࢐  అޔ࢓ం޴, అޙ࠼ సమయం ߭޵ڜڼࡍभ ఇߕࣆ   ޴ऒ  అޔ࢓ం޴, అޙ࠼
ఈ కణం ఇޕڷࡏޒ ࡮ ఉంܿం޴ ऴపږޒల ޴శޔࢂࢗ ړࡹంڒ ޴బܽदx 
࢘గం ߭ޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ గࡍషद ࣃब  ڴషधంࡍగ ݡంࡓ ࡹ ݋ం࠼ߦ ఈ  ࡏࠬ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ࠼
۫డగޙڵ࡯
అ޴ తగ ठడం ࠴దలޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ మࢁऱ ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ ఈ సమయంࡹ ࢘గం ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴
ఆ߯ అ޴ ఇకए డ గࡍషदంڕࡏۯ ړ ࢟ܽ܊ߦ ڴంܿంڒ ޴బܽद నߘऒ  అߘమޒంచంݟ  సంబం߅త ࠼ߦం݋
ఇ࠼ߦ ޴ం݋ వ࠼ߦ ߤం࠼ߦ ݀ ݋ం݋ ऴ࠼ߦ ޓంڷࡱߕ ݋ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ వ࠼ߦ ߤం݋
ऒߕࣆ ऱࢁమ ࡹ ࢟ࠀ ݋ం࠼ߦ ޳ࡶ ߤవ ݋ం࠼ߦ ఆ߯ ,࡛ࠂ ݋ం࠼ߦ ޓऴ ݋ం࠼ߦ ݀
ఆ߯ అߩ ޴నࡌవృతం ڒవడం ऴߦరంభమޔ࢓ం޴ ఇకए డ కం݄ ఉంܿం޴, ఇ޴ మ޶ڒ ࠬࡔvt dt dx 
ఒࡅ ڴ࠲కए ఇకए ߤ࣌ న࣒࠳  డ ఒڴ࠲ ఉం࠳ ޴న࣒ ఒߤ࣌ ڴ࠲ ఆࠆ ఒڴ࠲t r r 

వదभ తछ ߤవ ݋ం࠼ߦ రణం తछ రణం ఎ࡮ ఉంܿంࡏࠬ ޾t 
ओࡏࠪ డవ۪ऐ۫ ߖఉంద ڴ޴దभ߭ ࡮ۧ  ޴ంޔ࢓వదभ 0 అ 2 ݋ం࠼ߦ ఆ߯ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ޴బܽद అڒ 
బܽद  1 2ڒ
ఈ ࠼ߦంࡹ ݋ ఈ ࠼ߦంࡹ ݋ ߭దभ࡛࡮ ࢟ܽ܊ߦ ڴ޴ ण ޔࡏࠪ ڴం޴, ఆ߯ ఇ޴ ఓښ
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సమయ వङ వ߅ అޔ࢓ం޴.
 ఇ޴ కం݄ ڴ ఇవछ బݟన సమయ వङ వ߅ తछ రణం dt d  v 
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ छ r t ڴ࠲ఒ  ޴फంࣆవ ڴ ߤ࣌ڜ ࡛
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ఇ࠳ ޴న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद తछ రణం తڷठޔంڒ ޴బܽदxt 
ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴   ఒڴ࠲ ࣋ए छ  r ޜ ࡛
కం݄޶ఎం ޴ంޔݡంచబށڷ
ఈ అ߭ޒదभ ࡱ࢑వ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం޴.r  
ए࣋ ڴ࠲ఒ ݟంచంࠫࣾ ޴బܽद ఇڒ  छ ࡓ ࡛ ऱܿ

మ࠾ࡍ తछ రణం ࡏڷफ ࡅకए ओࡏࠪ   బܽदxtڒ ,޴ంޔݡంచబށڷ ޜ
మనం ߄ࣃరణ ࣔࡗघ కएࡅ ڴ࠲ఒ ޴ߝఅ ࡹ ߤష࠵ ڡߖ ఇవछ ڴ ߤ࣌ڜ  బݟం޴,xt t r 
࢘గం ࡅకए  సంబం߅త ࢘గం ࠳న࣒ అ࠼న తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.dxdt 
  ఒڴ࠲

వదभ తछ   ࠾ࡍమ ڴ࠲ఒ ࠆఆ ߤ࣌ రణం ࠬద r t dv dt
అం݄ ࡓంݡ ࠬద ࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛ छ న࣒ తపओ࠳ ࡛  మ޶ڒ ࠬࡔ d x dt x  x
ऒߖ࠻࢑ష తफం࠴ ఈ ݞږ ߘߝ  అࣾం ࢗంట కద࡯కڴ ऴࣄ࢐ ఉండవ۪ऐ  yߘߝ బܽदڒ  
ఒࡅ ڴ࠲కए  t   r 
एߘ࣌  సࠪనం అߖ ऴ࢐యగలߘ చޔరऴసం
ఇపओ ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  ڔܽ छ ࡛ అޔ࢓ం޴, అ޴ మࢁऱ ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣃब నऴభంశంy 
 xt tޜ ڴ࠲ఒ ߤ࣌ڜ న࠳बరࣄ ,ߘऴ࢐యగల ߖ ߤష࠵ ߘߝ ڴరణం߄ࣃ ޳ࡶ
ऒߖڜ ܿߦ  ఇతర ࣄबర࠳న ߤ࣌ ࠉ అߩओ గం o  mega t t࢘ ݡ

కం݄ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఒࡅ ڴ࠲కए ప  ڴ࠲ఒ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  ऱ࣒  ఒ࠹݅ ڴ࠲झ  dt dx t a   t b 
ڴ࠲ఒ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ

కం݄ ఉనऒ  తछ రణం ఇ࠳ ޴న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ  t dv޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ڒ ࡛
.
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳   छ ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ऱࢁమ ޴ఇ ڴ࠲ఒ ࠆఆ ߤ࣌ ࠉ ࡛ छ  బܽदt xtڒ ࡛
ऒߕڕࣆޓ ߤష࠵ ߘߝ ,టం݄ࠫ޻࣋۫ ࡏࠬ ࡍߪ  फߖ޵ ޳ࡶ ߤ࣌ڜ ڴ
కల࠼కޜ  తछ రణం ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ఒకxt 
घࡗࣔ రణ߄ࣃ కएࡅ చలనం ڡߖ  ఉం݄  x ݋ݞ ࡽࠋసࠬకరణం డ ڕߕ   ࡹల޳తం ఇతర పښరణ  సం߄ࣃ 
అ޴

࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ڒనటऱޙ࠼ ఇ࠳ ޴న࣒ ߖڜऒ న d two x by dt c࠳ంకࡌबࣄ 
ࡓ ऱܿ ړ సࠪనం అޙ࠼, ధన సంఖङ  అ࠴ ߘߝ ޙ࠼తफం ࡹ࢑మం ࣆۯफߕऒ ओߩ࢐దన ఇ  ߘ xݡ c 
తछ ݟంߘ ߘߝ రߖހऒ  ߰ంߘ޳ ఇߩओ ऒߕޔࢂࢗ ڕకߘࢗ ߘߝ ݡ ओߩఅ ߘ x x t ݋ݞ ݡ
ఇవछ బݟన ࡐపంࡹ ఉంܿం޴ మߘߝ ࠾ࡍ
ప  ݋ࡐ ऱ࣒ కएࡅ  ऒߖߦࡐ ߤ࣌ڜ   ఏڔకృతం ࣋ۯफ అޔ࢓ంߤ࣌  ޴ ఆڒ ݋ࡐ ࠆङ  ct b xt   cti x ݋ݞ  ߤ

tݟऴ࢐యం ࡵణకం వڷ ంతڜ ߖ
కएࡅ ݋ࡐ  ఒక ߤ࣌ڜ పऱ࣒  వߤ࣌ ߤ ఆڒ ݋ࡐ ࠆబܽदct b ct 
ఒక కణం ఒక వృతफంࡹ సڴࡍठ  ఏకࡹޒࡎ కޔࡱ޶నऒ టऱނڝ ߖ޳ ޙ࠼య ࢘గం ޳ࡶ

ओߦۮ ޻ం࠭ ڕࠬ ߘߝ ߖఅ ޴फంࣆఉం݄ చలనం వ ڴबరంࣄ   v x y x ߤష࠵ ݋ంߜం߱ڒ ޳ࡶ ߖ޳ ߘ
ߤష࠵
కएࡅ  y,޴ఉం ࡹ࢑షయం   ఈ చలనం ޴ఉంܿం ڴ ݋ంߜం߱ڒ ߤష࠵ 
తछ రణం  ࣃब నऴభంశం కం݄ సڴࡍठ ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  छ ࡛   అߖ మనం అర बం ڕࣆۯం޳ం
एࡍబܽद ఒక కణం సڒ నऒޔࡱ޶క ࡹ ࡽ ओߩ ఇకए ޴అ ݡ డ ఈ సమయంࡹ ఉనऒ టऱړߖ޳ ޙ࠼ ఉనऒ  ఏڛక తछ రణం
࣊ంऴܽ߭టࡽ తछ రణం.
కం݄ ࣋ए ࣃࡱޘ ڕࠬ   छ ए࣋ ڴ࠲ఒ ޳ࡶ ࡛ छ ࡛ అం݄ అ޴r v r 
పࠪࡍణం మڴ࠙ ߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍలڕࣆޓ ߘం݄ ߖ޳ ࠙గం ఈ ޴శࡹx 
ఉంܿం޴  ఇ޴ ఒڴ࠲ అޙ࠼ ఇ޴ ఒڴ࠲ అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  ఇ࠳  ޴న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ  t t r ߤ࣌ڜ ࡛
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ छ ࡛ r
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ߤ࣌ڜ छ ࡛ అ࢑ ޻ధంڴ తछ రణం ࡅకए  ࠙గంx y 
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ छ ࡛ ఒࡅ ڴ࠲కए ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  छ ࡛ అޔ࢓ం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛r   t r sine 
y

బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ తछ రణం  మڒ ࠾ࡍం߱ߜం߄ࣃ ݋రణ ࣔࡗघ  t x yڡߖ
చలߖߕऒ త తछ߅సంబం ,޴ంޔߩ۫  రణం ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ झ࠹݅ ࡛
ఆ ࣃब నऴభంశం మ࠾ࡍ ఇࣄ ޴ంࡗࣔ ࡽߩघ घࡗࣔ ࡽߩంࣄ బܽदڒ ߤష࠵ ڡߖ ޴ߝఅ ߤష࠵ ڡߖ
ఆవర फన   కద࡯కల ࡅకए ࡍߖ ࡮ۧ  भషद సందరग ం తపओ  మ࡮ۧ ڕࠬ ߘߝ ࡹܽ࢒ , ޶ڒ ࠬࡔ ఇ ऐۧ ߘ
࠭ం޶ ఉ޳హరణڒ  ࡱబܽद మనం ఇߩओ సమసङ ݡంࡓ ݡ లߘ పࡍషए भ޳ࡍ ం ఆࣣ ఒకܽ ఆవర फన ఫంࣾޜ ߤ 
޴నݟږ
మ࠾ࡍ మࡖకܽ ఆ ఆవర फన  చలߖߕऒ  ऴపదࡍज ంۯ కణం ࡅకए ऒߖ࡮ڒ    గށం޴ۯ
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దܽ సమసङ࠴ బܽदڒ కएࡅ సమయం ࡹ ఇవछ ڴ߅࢑  బݟన ఫంࣾڕ ߤ࣌ڜ ߤ
సࠪనం  ࡓంݡ  ప ऱ࣒  ऴࡅ ޓకए ऱߦ ߘ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ  వङ ߖ޳ ,ࣄۯ ݋ వߖ߅ కڝߘए ంڒ ,ݟబܽद ߘߝ pi t pi t 
కएࡅ ݡంࡓ भ޳۫ ޾ఉంܿం ࡮ఎ ߤफ ఈ ఫంࣾ࣋۫ ߖ ߤ࣌ڜ  ం ఇߕࣆ ޴ऒ న వదभ ఉనऒ࠳సࠪన ړ  pi t t 
కएࡅ ݡంࡓ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓వదभ ఒకܽ సࠪనం అ ޴ࡍప޶త ࠾ࡍఒకܽ మ ߤ࣌ڜ   pi t t t 
వङ వߖ߅ కڵ࡯
ఉం޴ మࡅ ݡ࠮ ࠾ࡍకए కएࡅ  ߤ࣌ڜ  ऒߕࣆ వదभ ࣆࡱޘ ࡮ఎ ڕߕ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ  ߤ࣌ڜ     pi t ړ
సࠪనం ఒకܽ మ࠾ࡍ
కएࡅ ݡంࡓ ऱࢁమ ࡱޔవం ݡంࡓ ంటݟ࠮ వదभ సࠪనం ݡ࠮  బܽदpi t t piڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ڜ 
ల వङڒ ߖ޳ వݟ࠮ ߅ంట ࡓంݡ వంࡓ , ࡱޔంݡ ఫంࣾࡱ ߤ
కߧ࡯నߩओ ऱߦ ߘఫంࣾనऱ ݡంࡓ న సమయంڵ࡯యగۯ ߘߝ  ݡ కएࡅ ݡంࡓ బܽदڒ ݟయంۯ ݋  ఈ pi t ߤ࣌ڜ 
࢑ధంڴ కࣆߧߖफం޴,
ఇకए డ ڒలం ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ అ޴ߝ ఒకܽ మࡅ ݡ࠮ ࠾ࡍకए వङ ߖ޳ ߤ࣌ڜ  వݟ࠮ ߅ంట ࡓంݡ t pi t 
వంޔల వࡵ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴
ఇకए  ޶ఐ ݋ం࠼ߦ డ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మߖ ࠾ࡍకర ఫ࡯తం ࡓం࠴ ݡతफంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴
సओ ޾ంޔࠓఉండ ࡮లం ఎڒ షदం࡯ޘ ڴయߖ   ޶కర ఫంࣾߤ ఎ࡮ ఉండޔࠓంߗڒ  ޾
ऒߕफࢂࢗ ఏࠫ ࡏࠬ ۪ ߖ޳ ࡗ द݀  ఆޙݟ  ߰ందడం అ޴ߝ ఇ࡮ కࣆߧߖफం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ
ऒߖ޵  ۫డవ۪ऐ ऒߕޔࢂࢗ ړ ݭయࡍߨ   సओ ޾ంޔࠓఉండ ࡮ఎ ڴ ݭయࡍߨ  ޴ߝఅ ߘ షदం࡯ޘ ڴయ޶ 
ऒߕޔࠓయۯ ऱ߮ ڡఒక ऴܽ ߘߝ బܽदڒ ߘ
మࡓ ࠾ࡍంࡅ ݡకए  కएft pi t pi tࡅ ޓऴ ܿߦ ޜ ߤ࣌ڜ 
ప  ݡంࡓ ܿߦ ޜ ߤ࣌ڜ ऱ࣒  ऴڴ ߤ࣌ڜ ߯ ޓ ऴ࢐యߕޔࠓऒ ప  ݡంࡓ  ߘ ऱ࣒  pi t pi pi ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ 
छ޳ ݡంࡓ  t޴అ ޴ంݟంచబڵ࠙ ࡌ
ప  ޓऴ ߤ࣌ڜ ऱ࣒ పऱ࣒ ߤ࣌ڜ ߯ ݡంࡓ   pi t߯ ݡంࡓ న࣒࠳ ߯ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ ߯ ݡ࠮ 
 t pi tߤ࣌ڜ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ݟڕ ݡంࡓ ߤ࣌ڜ ޴అ ࠾ࡍమ ݡంࡓ

మ࠾ࡍ ఇࡅ ݡ࠮ ޴కए ప  ݀ ࠑ ޶ఐ ޴బܽद ఇڒ  ߤ࣌ڜ  ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  pi t pi t pi t pi t ߯ ࢟ࠀ 
కएࡅ t t ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ݡంࡓ ߤ࣌ڜ 
మߖ࢐ܽ ࡏࠬ ࠾ࡍ కࡏࠬ ޙߧ࡯ ߰ందߕޔࠓऒ pi t ݀ ࠑ ޶ఐ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ  ࡏ
ओߩఇ ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ ࠬ ޴అ ݡంࡓ  ߤ࣌ڜ  tࡏࠬ ݡ
నవ۪ऐھߘక ڴలభంࣆ ߖ ݭయࡍߨ ࡓ ऱ ఒకࡏࣃ ݡంࡓ బܽद  వదभڒ  ऱܿ ఒకܽ, ఇࡓ ޴ంݡ మߘߝ ࠾ࡍf 0
ఏ సమయంࡓ ࡹంݡ అߖ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ  t t݀ ࠑ ߯ ࢟ࠀ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ऱࢁమ  ߘ
 సࠪనంft t ړ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ ߯ ޶ంۨన ఐߖగమ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ܿ ݀ ࠑ  ߤ࣌ڜ
కएࡅ ऱࡏࣃ ݡంࡓ  pi t t f ߤ࣌ڜ ݡంࡓ సࠪనం ݡంࡓ ޴फంࣆసࠪనం   ఇ ݡంࡓ బܽदڒ ݡంࡓ ߤ࣌ڜ 
సమయం ఐ޶ pi
ࡓ ऱܿ ߤ࣌ڜ మࡓ ࠾ࡍం࠳ ݢన࣒ ఒకܽ ఇڕࠬ ޴ మࢁऱ ࡓంݟంܽߖ ఇࣆफంڒ ޴బܽदpi 
ఇ޴  సࠪనం ࡓంࣆܾߠ   ݡ తࡌछ త ߩనࡌవృతమޔ࢓ం޴, అ޴ ۨనऒ  సంఖङ  సࠪనంt t 
ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए ల వङڒ  వࡹ߅ అߩ ޴నࡌవృతమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ2 ޴ మ࠾ࡍ
ండవ సమసङࡓ నऒޔࡱ޶ంట కࢗ అࣾం ߘߝ ڴనం߄సࠪ ڕ  ఒక కߖހऒ ऒߕޔࠓڝࣆޓ ࡹ ࡽलయߖ݃߰   x ,ߘ
అం݄ మనం ఒక సగం

అߩۮ ߖओ  ం.mkx޳ంڕ
 కణం ࡅకए  ऴదవङ ऒߕࣆ ޴న అߩ࢙ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡵంకం వࡌबࣄ ࢢࡌ సࠪనంmkxx ړ సగం ړ
నऒޔࡱ޶క ࡹ బܽदڒ  సం࠙వङ త vx
ऒߕࣆ x mkx.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ సࠪనం  ఒక సగం ړ

సంऀపफంߕࣆ ڴऒ एڕసࠪనం కం݄ త ړ వ ߰݃ߖलయߖ ࡽ  x 
కएࡅ  ఒక ࣔݡࠪ ࠆङ ల࣒ ݞږ ڴ ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߖހఒక క ߘߝ ,  फ x mk࣋ࡶ޴వ ݟంߘ ߩ࢙ ఒక   ߖڕࣆޓ 

޴అ  ࡏడగల۫ ࡏࠬ
ऴړంࢀࢗ ړ޴ऱ మࢁऱ ऴړంړ޴ మࢁऱ ߯ޜࠓࡌ ړం޴ మ࠾ࡍ అ޴  ఒక ఆవర फన చలߖߕऒ  అమۯ ࡱయߕޔࠓऒ ࡏ
घࡗࣔ రణ߄ࣃ ߗڒ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘ࡮ڒ  బܽद ఒక కణం చలనంڒ  e  nergy e ߖఅ ޶ڒ ߤష࠵ ڡߖ
ఆవర फన చలన ߘࣆܾߠ అమۯ ࡱయޜࠓం޴, ఎం޶కం݄ ߄ࣃరణ ࣔࡗघ ڕࠬ సంڝ చలనం ڡߖ
ఒక సగం చޔరऴసంࡹ ఉంݦ సం࠙వङ త అవసరం, ఎం޶కం݄ శړ फ సరళంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝkx 
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ߘߝ ऒߕࣆ ఒక సగం ߘ  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం ڒబܽद ఇࢗ ޴ంటڕࠬ ߝ ఇޔࠋۮ ޴ం޴ e mv 

అ޴ߝ శړ फ పࡍరࣾణ ޳छ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ 0 ࡌ vx y  ޒగ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔࠋۮ ڕࠬ ߖగం అ࢘ ݡ v 0 
శړ फܿߦ ޜ సగం చޔరऴړߖࣃ సࠪనంmv 

నङࢥ ओߩన࠳ ऒߕࣆ ݡ  సం࠙వङ త ߕࣆऒ  అޙ࠼ ఒక సగం mk mod x mod x mb
చޔరऴసం  ࠴తफం శړ फ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࢥనङ ओߩన࠳ ړశ ࠾ࡍగం మ࢘ ݡ फv 
అంޑ గࢣޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ ऒߕࣆ సగం ޴   చޔరऴసం ఒక సగంmv 
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࣋ए छ भ mv mv mk x m޶ర ߖ తफం సగం࠴ ߘߝ ݭ࠵ ఒక సగం ܿߦ ޜరऴసంޔఒక సగం చ ܿߦ ޜ ࡛
వదभ ߕ ࠾ࡍమ ߘయగలۯ

࣋ए छ ए࣋ ݋ߕ సࠪనం ړ ࡛ छ  కం݄ ఈ కణంv v k mod x޶ఎం ,޴న࣒ ఉం࠳ ࡛
ఏ ࢘గంޜ అߕ࠼ ࠭ంߘࢗ ڕ޶కڕ చలనం ࣆۯफం޴ .x 

అ޴ߝ  x 
ए࣋ ݋ߕ छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  వర ठ࠮లంڴ ఇవछ బݟం޴, కߘక అ޷ ޴రం ऴప࣋ށ࠻फ,v k mod x dx 

నऒڕࣆޓ  సమయం ऴప࠻ణ ړߖࡌ޷ ࠪऴత࠲ సࠪనం ڕࣆޓనऒ  సమయం ఇ޴dx vx, 
ए࣋ ݋ߕ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం కం݄ అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ సࡔv dx  k mod x 

, కణం ఎంత ޷రం ޔࢂࢗం޾ ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ మధङ  అ޴ ऴపࣆށ࠻फం޴ అతङ క߅
అతङ ݟڕ ݋ం࠼ߦ ంత ࠼ߦం݋ ఎడమ అతङ ంత ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦంటऱ వదभ
࢘గం  ߕࣆऒ ऒߕࣆ బܽदڒ  ऒߕࣆ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘ࢓޶ంࠉ ఆ ڕࠬ ݟڕ   అం݄v x  v 
ఒక సగం ߕࣆऒ  చޔరऴసం ఒక సగం సగం సగం ర޶भ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ సࠪనంmv mk mod x m m mod x 

ए࣋ ݋ߕ छ ࡛ కం݄ అࡓ ߝం࠼ߦ ݡం ऱܿ అ޴ ऴపࠉޒంࣆࠉफంڒ ޴బܽद అ߅క ࠉం࢓޶ కం݄ ఎڕए వ v k k v 
޶ࡶ
చదరߩ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఎడమ࢙ߩ అతङ ए࣋ ݋ߕ న࣒࠳ ݋ߕ కం݄ ࢓޶ంࠉ క߅ छ ओߩబܽद ఇڒ ࡛  k v vݡ
కణం ࠳న࣒ ݋ߕ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ए࣋ ݋ߕ ࠾ࡍమ ࡌ छ ࡛v k v 
ࠬద ڙ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ݋ߕ ࣋ए छ నऒڕࣆޓ కం݄ ݟంߘ  ࡛  సమయం మధङ  చలߖߕऒ  ऴపదࡍज फనऒࣆ ऱܿ v k 
సओ షद࠳ం޴ .

కం݄ చޔరऴసం అం݄ ఇ޴  v na  k 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక సగం సమయ వङ వ߅   అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఒక ࢙ߘ ߩంݟ మࡖక ࢙ڝࣆޓ ڕߩబݟన 
సమయం
మࡓ ࠾ࡍం޳ ݡछ ల వङڒ నݟంచబڵ࠙ ࡌ వࢗ ߖ߅నړए ओߩऱనࢀࢗ  నऒڕࣆޓ ݡ ठڴࡍతफం సమయం స࠴ 
అڼ࡮ ఉంܿం޴  ఎడమ అతङ ంత ࠉంߘ ࢓޶ంࠉ ߩ࢙ݟڕ ݟం࢓޶ వరڕ సమయం పޔݡం޴ మ࠾ࡍ
ఇ࠳ ޴న࣒ ݋ߕ ࣋ए छ ࡛ కం݄ ߘం0 ݟ కం݄ ࠳న࣒ v k dx 
అޔ࢓ం޴

ए࣋ ݋ߕ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ కం݄ కం݄ ࣋ए ݋ࡐ ࡛ छ న࣒ వర࠳ ࡛ ठ࠮లం ڒబܽदv kx kdx  nough kx 
छ޳ ݡంࡓ న࣒ ࣋ए࠳ ࡌ छ ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ ࠭.t  v naught 

 
కएࡅ  వర ठ࠮లం కం݄ కం݄ ࣋ए छ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࡹన࣒ ఈ సమऴగత࠳ న࣒࠳ ࡛  మࡍంత ࣆలభతరం v kdx kx 

యవ۪ऐۯ   ఈ సమऴగతࡹ 
బܽद yڒ ݟంڝࣆޓ ڴ న࣒࠳ ߖ ޳ࡶ న࣒࠳ ߖ x x y dx

dy t.ݟందం߰ ޜసࠬకృతం ݡంࡓ ߖ ࡏࠬ ఆ߯ ,ࡏంܼڕࣆޓ ڴ న࣒࠳ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ న࣒࠳ dy t
కएࡅ  వర ठ࠮లం కం݄ ࠳న࣒ ࡏڷफ ݋ߕ v dy  

࣋ए छ ए࣋ ݋ߕ న࣒࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ڛ న࣒࠳ ࡛ छ ప ښ ࠑ   ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ݋ߕ  छ  v vࠑ ࡛
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴ పऱ࣒ ండవ ట࡛घࡓ   అߕࣆ ޻ऒ ए࣋ ݋ߕ ࢑ ݟంߘ    छ ࡛ ߯  కం݄kdx 

ए࣋ ݋ߕ छ న࣒ కం݄ ࣋ए࠳ ࡛ छ  v kx kdy ޴ఉంܿం ݋ࡐ ࡛
ऒߕࣆ ߯ ए࣋ ݋ߕ ݟంߘ  छ ࡛ కం݄  ݋ߕ ࣋ए छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ ऒߕࣆ  ए࣋ ݋ߕ ݟంߘ  छ ࡛ కం݄v v k   y v 

फనऒࣆۯ కృతంڔమనం ఏ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޶ࡶ ߩపܽदం ޳ࡶ  kdx dyࡽࠋయࡍ࢘ 
ࡓ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ऱܿ ఎڕए వ  ߕࣆऒ ए࣋ ݋ߕ ݟంߘ  छ ࡛ ࠬద t v kd

కం݄ ݋ߕ ࣋ए छ ओߩఇ ڛ న࣒࠳ ࡛  లభంy vࣆ ࡮ۧ సమऴగం ߝڕࣆޓ ࡏࠬ ݡ
ए࣋ ݋ߕ సࠪనం ړ छ ࡛ ࠬద ࣋ए छ ए࣋ ݋ߕ ݡంࡓ బܽदڒ ܼޓ ࡛ छ ࡛ కం݄y v k sin dy v 
ऒߕࣆ ࡱޔࠫࡍప ࠾ࡍమ ܼޓ ߤ࣌  బܽद k cos theta d theta  piڒ ࠼ఉంܼ ڴݡంࡓ ڕవర ݟంߘ 

t
छ޳ छ޳ ऱ 0 2ࡏࣃ 2 ࡌ pi dy v 0 k sine theta ߩచదర 2 ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ 2 ࡌ

cosine theta d theta ڕࠬ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ڜ ݋ߕ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ v 
యङۮ ܼޓ ߤ࣌ڜ ఈ ڴ߯  ޶ࡶ ڷࡱߕ వ۪ऐ   సమऴగ ߕࣆऒ  v k cels piࠑ ݟంߘ 
తపओ ޶ࡶ   ڷࡱߕ కం݄ ښ ޴ఇ ,ܼޓ ݟ ܼޓ ߤࣄ ݀  మࡖకܽ ڒ ,޶ڒబܽद ڒల వङ వ߅v 
ఎ޶ڒ ޴ࠫߖ, ఇ޴ సࠪ߄నం మ࠾ࡍ చలన ߲నఃߩనङ ం త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ  ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ  కం݄ v v k
అޔ࢓ం޴
ఇపओ ߘߝ ܽ వరࡏߝ ࡏࠬ ڕऐ నऒڕ  ࢐ܽ ఆ߄రంڴ ఈ చలన సࠬకరߖހऒ  ప࡯ࢣࡍంۨ ߄ࣃరణ ࣔࡗघ  ڡߖ
߯ ߤష࠵  మࡍంత దృࢳद ߭ߕޔݡऒ Pru ߘ
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