
ஹேலா நான் உங்க௬க்ஶ
அைல௵கள் மற்௥ம் அைலகள் மற்௥ம் இந்த வைகயான அைச௵ அைல௵ இயக்கம் மற்௥ம் 
அைல இயக்கம் பற்௣ ஼ல ௳ரி௵ைரகைள 
ெகா௄க்க உள்ேளன்  ஊசலாட்ட இயக்கம் என்பௌ கால இயக்கம் எனப்ப௄ம் இயக்கத்ொன் ஒ௠ 
வஶப்பாஶம், எனேவ கால இயக்கம் என்றால் என்ன என்பைதப் ௖ரிந்ௌெகாள்ேவாம்,
கால இயக்கம் என்பௌ ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் நிக௱ம் ஒ௠ இயக்கம் , எனேவ ஒ௠ ௌகள் ஒ௠ 
வட்டத்ொல் ாற்௣க் ெகாண்ூ௠ந்தால் அதன் அரத்்தம் என்ன என்பைதப் ௖ரிந்ௌெகாள்ேவாம்.
  இங்ழ௠ந்ௌ ஆரம்௔த்தௌ அௌ
ஒ௠ வட்டத்ொல் ாற்௣க் ெகாண்ேட ெசல்ழறௌ.
                                                              ேம
அேத இயக்கத்ைத ெசய்ழறௌ  ௔றஶ இயக்கம்  இந்த இயக்கத்ொன் ஷ௥ அல்லௌ ஷ௥x y 
என்ன என்பைதக் கணக்ழட ேவண்௄மா என்பைதப் பாரப்்ேபாம் ௌகள் ஒ௠ வட்டத்ொல் ாற்௣க் 
ெகாண்ூ௠ந்தால்,
அௌ அச஼்ல் இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶம் ேநரத்ொல் ்ரத்ொல் ோட்டா ஐ உள்ளடக்ழயதாக x t   t 
இ௠ந்தால்

என்பௌ இதன் கணிப்பாஶம்  அசா் இௌ ஆக இ௠க்ஶம்xt ex xt 
, ேம௩ம் வட்டத்ொன்  ஆரம் ோட்டா இன் ெகாைசனாக இ௠ந்தால், அௌேபால் இன் இந்த t rr t 
இயக்கத்ொன் ஷ௥ ோட்டா இன் ைசனாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம்y t r 
இௌ ஒ௠ ௚௱ வட்டத்ைத௞ம் நிைற௵ ெசய்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் .
  ேநர ௛லதனம் சரியானௌ, எனேவt 
அௌ ௙ண்௄ம் ௛லதனம் ஐக் கட௄்ழறௌ, ௔ன்னர ் ஼௣ௌ ்ரத்ொல் இ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶழறௌ t x 

ஆரம்பr 
்ரம் இந்தப் ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ ெதாடங்ழனால் ஆக இ௠ந்தால் அௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட r 
௚ைற௜ல் மா௥வைதக் காணலாம்   ேம௩ம் இங்ஶ ேமல் ௖ள்ளி௜ல் அைட௞ம் ேபாௌ

நான் எண் இரண்ைட ெசய்ழேறன் இௌ ௚தலாம் எண் ெதாடங்கப்பட்டௌ ஒன்௥ ௚தல் i  
எண்ைண எட௄்ழறௌ, ௔ன்னர ் ஆரம்பம்x 
எொரம்ைறயாக மா௥ழறௌ, ைமனஸ் ௛ன்௣ல் ஆனௌ, ௙ண்௄ம் எண் நான்காம் எண்r 
௛ன்௥ எண் நான்ழல் ௗஜ்௷யமாழறௌ, ேம௩ம் இௌ ேபான்ற ஒன்ைறச ்ெசய்யலாம்
                                                                                
                            இந்த இயக்கம்
காலப்ேபாக்ழல் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ, அதாவௌ ோட்டா ௔றஶ இயக்கம் ேபாழறௌ எனேவt 
நான் அைத கவனமாக சொ ெசய்தால்  அைத இங்ேக காட௄்ழேறன் மற்௥ம் அசா் இௌ x  y 
ஆரம் ாற்௣ ெசல்௩ம் ஒ௠ ௌகள்
ஆஶம், இௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட வ௯௜ல் சொத்ொட்டம் ோட௄்ழறௌ, ஆனால்xti 
ஏேத௑ம் ஒ௠ ெபாௌவான ெசயல்பாடாக இ௠க்கலாம், இ௠ப்௔௑ம் அௌ சரியாக 
அேத ௚ைற௜ல் ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ,
௔ன்னர ்இௌ காலப்ேபாக்ழல் இங்ழ௠ந்ௌ வ௠ம் கால இயக்கமாஶம் .
  ௖ள்ளி ஒ௠ ௖ள்ளிைய ௙ண்௄ம் அைட௞ம்,
எனேவ இௌ ௖ள்ளி ஒன்௥, இௌ ௖ள்ளி இரண்௄, இௌ ௖ள்ளி ௛ன்௥
அொகபடச்ம் இௌ ௖ள்ளி நான்ஶ, இௌ ௖ள்ளி ஐந்ௌ, இௌ ௙ண்௄ம் ௖ள்ளி ஒன்௥, ேம௩ம்
ோட்டா ெபாௌவாக மா௣னால் இயக்கம்  ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ.
 ௘க௵ம் தன்னிசை்சயாக ௔ன்னர ்இயக்கம்
அவ்வப்ேபாௌ ம௥பூ௞ம் இல்ைல என்றால் அௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட காலத்ொற்ஶப் ௔றஶ 
தன்ைனத்தாேன ம௥பூ௞ம் ம௥பூ௞ம் ம௥பூ௞ம் ம௥பூ௞ம் ம௥பூ௞ம் ம௥பூ௞ம்
ம௥பூ௞ம் ம௥பூ௞ம் நடக்காௌ.
 
காலம் இ௠மடங்ஶ ெபரியதாக இ௠க்ஶம் ஆனால் ௚க்ழய அம்சம் என்னெவன்றால்,
இயக்கம் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ என்றால், ஒ௠ இயக்கம் ேநரத்ொற்ஶப் ௔றஶ ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் 
நிகழ்ழறௌ என்றால் அௌ சரியாக  இ௠க்க
ேவண்௄ம்  ௔றஶ அந்த இயக்கம் அவ்வப்ேபாௌ இ௠க்ஶம் காலப்ேபாக்ழல் , இதன் ௔ற 
எ௄த்ௌக்காட௄்கள் அதன் அச஼்ன் வலௌ௖றத்ொல் ஶ௣ப்௔ட்ட கால இயக்க ௗ௘௜ன் 
ாழற்஼க்கான எ௄த்ௌக்காட௄்களாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் இந்த இயக்கம் ேதாராயமாக 24 t 
மணிேநரத்ொற்ஶப் ௔றஶ ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ,
மற்ற உதாரணம் ௗ௘ையச ்ாற்௣ வ௠ம் சந்ொரன் மற்௥ம் இந்த இயக்கம் ேதாராயமாக   29 
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நாடக்௬க்ஶப் ௔றஶ ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ.
 ஒ௠ கால இயக்கம் என்பௌ
ேநரம் 20 கால அள௵ 29 நாடக்ள் அல்லௌ ௗ௘ ிரியைனச ்ாற்௣ வ௠ம் கால அள௵ ேதாராயமாக
365 நாட்கள் அல்லௌ ஒ௠ வ௠டத்ொற்ஶ சமம்.
 அந்த இயக்கம்
அொக ேநரத்ொற்ஶப் ௔றஶ ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ எனேவ இைவ கால இயக்கத்ொன் ஼ல 
எ௄த்ௌக்காட௄்கள்
அதனால் நான் வைரய௥த்ௌள்ேளன்  ஏெனன்றால், நீங்கள் எந்த ஒ௠ ௟னிடை்டப் 
பயன்ப௄த்ொனா௩ம்
ெதாடர௖்ைடய அள௵ அொரெ்வண்ணாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் ஒ௠ ௟னிட் ேநரத்ொற்ஶ அொரெ்வண் 
என்றால் என்ன என்பௌ
எத்தைன ௚ைற இயக்கம் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ, எனேவ அொரெ்வண் ெபாௌவாக ஆல் f 
ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, இௌ இல் ஒன்௥க்ஶ ேமல் இ௠க்ஶம்t 
ைடம் இயக்கம் தன்ைனத்தாேன ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பத்  ொ௠ம்பச ்ெசய்ழறௌ.t 
  ஼௣ௌ ேநரத்ொற்ஶப் ௔றஶ இதன் ெபா௠ள் ெதளிவாகத் ெதரி௞ம், இௌ ெபாௌவாக ஒேமகாவால் 
ஶ௣க்கப்ப௄ம்   2 மடங்ஶ ஆஶம், இௌ 2 ஐ ௳ட வலௌ௖றம் ஆஶம், எனேவ இௌ ேகாண pi f pi 
அொரெ்வண் ேநரத்ைத ௳னாூகளில் ெகா௄க்கலாம், ௔ன்னர்
அொரெ்வண் ௳னாூக்ஶ ஼ல ேநரங்களில் இ௠க்ஶம்  ெஹரட்்ஸ் என்௥ம் எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ
அல்லௌ ேநரம் மணிேநரத்ொல் இ௠ந்தால் அதன் அரத்்தம் ெஹரட்்ஸ் ஆஶம், அதன் அொரெ்வண் 
ஒ௠ மணிேநரம் மற்௥ம் ேநரம் நாடக்ளில் இ௠ந்தால், அொரெ்வண் ஒ௠ நா௬க்ஶ   இ௠க்ஶம், 
எனேவ நான் பற்௣ ேப஼ேனாம் 
இப்ேபாௌ ௌகள்களின் ேவகம் நிைலயானதாக இ௠க்ஶம் இயக்கத்ொற்ஶ நி௖ணத்ௌவம் 
ெபற்௥ள்ளௌ.
  

ௌகள் ாற்௣ வர எ௄க்ஶம் ேநரம்r 
ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் மற்௥ம் இௌேவ ேவகம் ஽ரானதாக இ௠ந்தால் அைத நீங்கேள 2 pi r v 

பாரக்்க ௚ூ௞ம் ாடூ் அைத நான்  ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பப் ேபாழறௌ, எனேவ ஒ௠ ௚ைற 
ாற்௣ வ௠வதற்ஶ எ௄க்ஶம் ேநரம்  ேநரமாக இ௠க்ஶம்
, அௌ 2 ஐ ௳ட ஆஶம் pi r v   
ேகாண
அொரெ்வண்ைண இரண்௄ ைப ஆல் வஶத்ௌ 
ஒேமகா என்௥ அைழக்கப் ேபாழேறன்.
 இௌ   இரண்௄ மற்௥ம் த௳ர ேவெறான்௥ம் இல்ைல, எனேவ நாம்pi f 
இைவ அைனத்ௌம் ெதாடர௖்ைடயைவ என்பைத நீங்கள் பாரக்்க ௚ூ௞ம் இப்ேபாௌ ஏன் இந்த 
இயக்கம்
ாவாரஸ்யமானௌ  ஏெனனில் நான் இந்த இயக்கத்ைதப் பாரத்்தால் ஆரம் வட்டத்ொல் ஒ௠ r 
ௌகள் ாற்௣ச ்ெசல்௩ம்
ேபாௌ ஽ரான ேவகத்ொல் ௔ன்னர ்ேகாணம்  இௌ ேநரத்ைத உள்ளடக்ஶழறௌ ேகாணம் v t 
ேரூயன்களில் அளக்கப் ேபாழறௌ நீங்கள் ௚ன்௖ பாரத்்தௌ ேபால் நான் இரண்௄ ைப என்௥
ெசான்ேனன்  அௌ ௚௱ வட்டத்ொல் ஒ௠ ௚ைற ாற்௣ வ௠ம்ேபாௌ இந்த ோட்டா ோட்டா இந்த 
்ரத்ொற்ஶ
சமமாக இ௠க்ஶம்  இங்ேக ேநரமாக இ௠க்ஶம்  இந்த ஆரம் எனேவ ோட்டாவாக இ௠க்ஶம்  v r v 
௚ைறகள்

ஆல் வைள௳ன் நீளத்ைத வஶக்ழனால், இந்த ஒேமகா ைடம்ஸ் ஐப் பாரக்்கலாம்,r t 
இௌ நன்ஶ அ௣யப்பட்ட உறவாஶம், எனேவ இங்ஶள்ள xt x
ஷ௥ ஒேமகா இன் ேகாைச௑க்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம்.t yt r 
  ஒேமகா ூ எனேவ இந்த
௳ஷயத்ொல் நான் இயக்கத்ைதத் ொட்ட௘ட்டால், இைத ௙ண்௄ம் உங்க௬க்ஶக் காட௄்ழேறன் r 

க்ஶ ேமல் என்பௌ ேநரத்ொன் ெசயல்பாடாகx 
ஒேமகா இன் ெகாைசன் ஆஶம், ேம௩ம் நான் மற்௥ம் ஐ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக t r xt t 
வைரந்தால்
இடப்ெபயரச்஼்  இௌ ஒ௠ ெகாைசன் வைள௵ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் ேபாௌr 
வேழ வ௠ழறௌ  ௙ண்௄ம் நிைலகளின்பூ நிைல ஒன்௥ நிைல 2 இங்ேக நிைல 1 இங்ேக
இ௠க்ஶம்  ௔ன்னர ் எொரம்ைறயாக மா௥ம், x 
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3                                         இௌ நிைலகள்  இௌ ேபான்ற நிைலகள்                 நிைலகள் இங்ேக 
இ௠க்ஶம் 
இங்ேக நான்காவௌ இடத்ொல் ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யமாழறௌ  ேமேல ெசன்௥ ஐந்ௌ அல்லௌ n 
ஒன்௣ற்ஶச ்ெசல்ழறௌ, எனேவ ொ௠ம்௔ வ௠வதற்ஶ எ௄க்ஶம் இந்த ௚௱
ேநர௚ம் ஆஶம், இௌ ஒ௠ ெகாைசன் வைள௵ எனேவ அதன் என்பௌ ஒேமகா ூ௜ன் t xt 
ெகாைச௑க்ஶ சமம்.
  சொ இௌ ஒேமகா ூ௜ன் ைசன் ஆகப் ேபாழறௌ, இந்த இடத்ொல் நான் அைதத் r   
ொட்ட௘ூனால், ஒ௠ ௗஜ்௷யம் இௌ நிைல ஒன்௥, ௔ன்னர ்அௌy 
ேமேல ெசல்௩ம் அொகபடச்ம் க்ஶ சமமான க்ஶ சமமான நிைல௜ல் இரண்௄ வேழ வந்ௌ y r 
௔றஶ ெசல்ழறௌ
௙ண்௄ம் எொரம்ைறயானௌ, ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் ேமேல ெசல்ழறௌ இௌ நிைல 3 நிைல 4 நிைல 5   
௔ன்னர ்அௌ ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ எனேவ இௌ௵ம் ஶ௣ப்௔ட்ட கால இைடெவளி௜ல்
உள்ளௌ  அேத காலக்கட்டத்ொல் இந்த ௖ள்ளி சரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம்   இங்ேக இௌ தான் 
நிைல
ஐந்ௌ இௌ ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  ௖ள்ளி சரி எனேவ இௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்டt 
வைக இயக்கம் என்௥ ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் ஷ௥ழறௌ, எனேவ இங்ஶ என்ன நடக்ழறௌ என்பௌ 
ஒ௠ ௌகள் ஽ரான ேவகத்ௌடன் வட்டத்ொல் ாற்௣க் ெகாண்ூ௠ந்தால்,

என்பௌ ஒேமகா ைட௜ன் ெகாைச௑க்ஶ சமம்.xt r 
  ஒேமகா ூ
சரியாக ஒ௠ அொரெ்வண்ேடன் நகரழ்றௌ ஼ம்௔ள் ஹாரே்மானிக் ேமாஷன் ஆல் ைரட், இௌ 
ேமாஷன்
இௌ எளிைமயான ஹாரே்மானிக் இொல் அல்லௌ ைடம் aa cosine omega t sine omega t 
சார௖் உள்ளௌ ேம௩ம் இௌ இந்த ௳ரி௵ைரகளில் எங்கள்   ஆய்௳ன் ைமயமாக இ௠க்ஶம் 
ஆனால் அதற்ஶ ௚ன் நான்
உங்க௬க்ஶ வழங்க ௳௠ம்௖ழேறன்  இன்௑ம் ஼ல ஶ௣ப்௔ட்ட கால இயக்கங்கள் மற்௥ம் 
இடப்ெபயரச்஼்௜ல் அவற்ைற எவ்வா௥ ௔ரொநிொத்ௌவப்ப௄த்ௌவௌ
ேநர வைரபட இயக்கம் மற்௥ம் இடப்ெபயரச்஼் மற்௥ம் வைரபடத்ொல் அவற்௣ன் 
௔ரொநிொத்ௌவம் சரி,
அந்த எண்ைணப் பாரப்்ேபாம்  ஒன்௥  அச஼்ல்   நகரக்ஷூய ஒ௠ ௌகைள எ௄க்ழேறன், x 
எனேவ இைதச ்ெசால்லலாம்.

அசா்  x 
0 இ௧௠ந்ௌ வைர இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்இந்த நிைலகளில் ஼ல கூனமான ாவரக்ள் உள்ளன , l 
இதனால் இந்த ௌகள்
இங்ழ௠ந்ௌ ெசல்௩ம்  ஽ரான ேவகத்ொல் இங்ழ௠ந்ௌ ெசல்ழறௌ இந்தச ்ாவைரத் தாக்ழ v 
உடனூயாகத் ொ௠ம்௖ம், எனேவ நீங்கள்
ொ௠ம்௔ச ்ெசல்வைதக் காணலாம்  ௚ன்௑ம் ௔ன்௑ம் அதன் இயக்கத்ைத ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பச ்
ெசான்னால், இௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட கால இயக்கம்  இைத
எப்பூ ெவரச்ஸ் ழராஃப் பாரக்்ழறௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ நான் க்ஶ எொராக x t xt 

வைரய ேவண்௄ம் என்றால் க்ஶ சமமாக 0 என்௥ ெசால்லலாம், அௌt   t 
இடௌ ௖றத்ொல் இ௠ந்தௌ.

க்ஶ சமம் 0 ௔றஶ அொகரிப்௖ ஒேர மாொரியாக ஒ௠ மொப்௖க்ஶ ெசல்ழறௌ, எனேவ இௌ   x x l 
ஆஶம் , அௌ இங்ஶ
வந்த௵டன் அௌ ொ௠ம்௔ வரத் ெதாடங்ஶம் ேபாௌ   ஆற்றைல இழக்காமல் அேத ேவகத்ொல்
அௌ வேழ ெசல்ழறௌ ஶைறழறௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்ழறௌ சரி, ௔ன்னர ்இயக்கம் ௙ண்௄ம் x 
௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ என்பைத நீங்கள் ௙ண்௄ம் பாரக்்ழ௤ரக்ள்,
அௌ அேத ௚க்ேகாணம் 
இங்ழ௠ந்ௌ இங்ேக    பயணித்த ெமாத்த ்ரத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம்

என்பௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄ம், அௌ காலக்ெக௄வாக இ௠க்ஶம் , இரண்டாவௌ 2 l   v 
உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் , உயரத்ொ௧௠ந்ௌ ஒ௠ பந்ௌ ெவளிவ௠ம்ேபாௌ அௌ வேழ 
வ௠ழறௌ மற்௥ம்
ஆற்றைல இழக்காமல் அௌ ௙ண்௄ம் எ௱ழறௌ
 அதனால் அௌ ௙ண்௄ம் உயரத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ
௔ன்னர ்அௌ வேழ வ௠ழறௌ  ேமேல ெசல்ழறௌ ேம௩ம் இந்த இயக்கம் ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பத் 
ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பச ்ெசால்லப்ப௄ழறௌ
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இயக்கம் 
உயரத்ைத  ஶ௣ப்௔ட்ட ேநரத்ொற்ஶப்         உயரத்ைத நான் ொட்ட௘ட          இ௠ந்தால் அௌ ஒ௠ 
உயரத்ொல்
ெதாடங்ஶழறௌ  வேழ மற்௥ம் உங்கள் சமன்பா௄களி௧௠ந்ௌ உயரம் இப்பூ இ௠க்ஶம் 
என்பைத
நீங்கள் அ௣௴ரக்ள், ஏெனன்றால் நான் ைமனஸ் ஒ௠ அைர சௌரத்ொற்ஶ சமமாக yt   h gt 
இ௠க்கப் ேபாழேறன்,
எனேவ இப்ேபாௌ இௌ ேபால் ெதரிழறௌ க்ஶ சமமாக 0 ஐத் தாக்ழ ேமேல நகரத் y 
ெதாடங்ஶழறௌ.

ேவகம் உயரம் க்ஶ ெசல்ழறௌ, ௔ன்னர ்அௌ ௙ண்௄ம் வேழ வரத் ெதாடங்ஶழறௌ,h 
 அதனால் நீங்கள் இயக்கம் ொ௠ம்பத் ொ௠ம்௖வைதப் பாரக்்ழ௤ரக்ள்
இவ்வள௵ ேநரத்ொற்ஶப் ௔றஶ பந்ௌ நன்றாக வேழ வர எவ்வள௵ ேநரம் எ௄த்தௌ  இௌ
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான என்பௌ சமம் இரண்௄ மணிேநரம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.t t 

வரக்்க௛லத்ொற்ஶ ேமல் ஆனால் அௌ காலம் அல்ல, g 
ஏெனன்றால் இங்ஶ நான் ஒ௠ ெபரிய ஶ௘௯ைய உ௠வாக்ழக்ெகாண்ூ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளிைய 
அைடய இௌ எ௄த்த
ேநரம்.
 எனேவ  ெமாத்த கால அள௵ இரண்௄ மடங்ஶ அொகமாக இ௠க்ஶம் இௌ இரண்௄ 
மணிேநரத்ொன் இரண்௄ வரக்்க௛லமாஶம்.

க்ஶ ேமல்  g-
அதாவௌ  இயக்கம் ஶ௣ப்௔ட்ட கால இைடெவளி௜ல் ெதாடர௖்ைடய அைனத்ௌ அள௵க௬ம் 
கால இைடெவளி௜ல் உள்ளன, எனேவ
நான் உங்க௬க்ஶக் காடூ்ய உதாரணங்களில் நாங்கள் என்ன ெசய்ேதாம் என்பைத நாங்கள் 
காடூ்௞ள்ேளாம்  ஒ௠ ௌகள் இன் இடப்ெபயரச்஼்ையக் காடூ்௞ள்ேளாம், xt 
அதாவௌ இௌ மா௣க்ெகாண்ேட இ௠க்ழறௌ.

உங்கள் அைனவ௠க்ஶம் ெகா௄க்ழறௌ  காலப்ேபாக்ழல் ெசாற்கள் மா௣க்ெகாண்ேட 
இ௠க்ழன்றன, எனேவ ௚தல்
எ௄த்ௌக்காடூ்ல் ௙ண்௄ம் ஒ௠ ௌகைள எ௄த்ேதாம்.
  நான் ொ௠ம்௔ வந்ேதன் ௙ண்௄ம் வந்ேதன் ௙ண்௄ம் வந்ேதன் மற்ற அள௵கள் எப்பூ x 
இ௠க்ஶம் என்பைத நான் இப்ேபாௌ உங்க௬க்ஶக் காட்ட
௳௠ம்௖ழேறன், எனேவ நான் இந்த ொைசேவகத்ொற்ஶம் ேநரத்ௌக்ஶம் எொராக ொட்ட௘ட 
௳௠ம்௖ழேறன் என்௥ நிைனக்ழேறன், நான் அைத ேவகம் என்௥ ெசால்ழேறன்,
ஏெனனில் நான் இப்ேபாௌ எொரம்ைற மற்௥ம் ேநரம்ைற இரண்ைட௞ம் எ௄க்கப் ேபாழேறன்  
ௌகள்
இந்த ௖ள்ளி ௛லதனம் வைர 2 ஆல் நகரத்்தப்பட்டௌ, அௌ ேநரம்ைற ேவகத்ௌடன் நகரழ்றௌt 
மற்௥ம் ேவகம் ஶ௣ப்௔ட்ட மொப்பாக இ௠ந்தௌ இந்த ௖ள்ளிைய அைடந்த௵டன் அௌ மற்ற v 
ாவைர தாக்ழ ேவ௥ வ௯௜ல் நகரத் ெதாடங்ழயௌ, அதனால்
ேவகம் எொரம்ைறயாக மா௣யௌ, ௔ன்னர ்அௌ  இங்ஶ வந்தௌ இௌேவ இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ 
இந்த ௖ள்ளி வைர௜லான ேவகம்
, ௔ன்னர ்
இந்த நிைல வைர ௙ண்௄ம் பா஼டூ்வ் ஆனௌ , ௔ன்னர ்அௌ ௙ண்௄ம் எொரம்ைறயாக மா௣யௌ 
மன்னிக்க௵ம் இௌ வைர ஼வப்௖ நிறமாக உள்ளௌ எனேவ ெவேலா  இந்த ௌகள்
இரண்௄ ாவரக்௬க்ஶ ந௄௳ல் ௚ன்௑ம் ௔ன்௑மாகச ்ெசல்௩ம் நகரம் இப்பூத்தான் 
இ௠க்ழறௌ என்பைத நான் ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாட௄்டன் காட௄்ழேறன், அௌ
சரியாக வைரய௥க்கப்பட௳ல்ைல, ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் இங்ேக இப்பூத்தான், ௔ன்னர ்
௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ ௔ன்னர ்இந்த ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄
ேபான்றௌ  மற்௥ம் ஶ௣ப்௔ட்ட காலத்ொற்ஶப் ௔றஶ நீங்கள் அைதக் காணலாம்.

ொைசேவகம் ொ௠ம்பத் ொ௠ம்ப வ௠ழறௌ, எனேவ ேவக௚ம்  t 
காலத்ொன் ஒ௠ காலச ்ெசயல்பாடாஶம், எனேவ என்பௌ காலநிைல என்றால் அௌேவ xt 
ொைசேவகமாஶம், ேம௩ம் இௌ இன் சாய்வால் என வழங்கப்ப௄ழறௌx dt dx 
, அௌ௵ம் ஶ௣ப்௔ட்ட கால அளவாஶம்,
 அதனால் நான் உங்க௬க்ஶ இொல் என்ன காட்ூ௞ள்ேளன்  உதாரணம்
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௙ண்௄ம் ௚ன்௑ம் ௔ன்௑மாக ெசல்௩ம் ௌகள் சமம் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் சமம் ஆழயைவx x li 
உங்க௬க்ஶ வைளைவக் காடூ்௞ள்ளன, அைத நான் இப்ேபாௌ ௳ைரவாகத் ொட்ட௘௄ேவன், x 
நான் உங்க௬க்ஶ
ொைசேவக வைளைவக் காடூ்௞ள்ேளன் அல்லௌ க்ஶ எொராக உங்க௬க்ஶ ேநரத்ௌக்ஶ xt ti 
எொராக ஒ௠ ேவகத்ைதக் காட௄்ழேறன்
வைள௵ இௌ ேபான்ற ேதாற்றம் மற்௥ம் ௚௄க்கம் பற்௣ என்ன, ௌகள்
஽ரான ேவகத்ொல் நக௠ம் ேபாௌ ௚௄க்கம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் , ௔ன்னர ்ொ௃ெரன்௥ அௌ ஒ௠ 
ெபரிய எொரம்ைற ௚௄க்கத்ைதக் ெகாண்௄ள்ளௌ.
 
அந்த   ொைசேவகம் ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யமாஶம்
௔றஶ ேநரம்ைற ௚௄க்கம் மற்௥ம் 0 ௙ண்௄ம்   எொரம்ைற ௚௄க்கம் 0 மற்௥ம்
அதனால் ேநரம்ைற ௚௄க்கம் 0 ௙ண்௄ம் எொரம்ைற ௚௄க்கம் மற்௥ம் 0 ௙ண்௄ம் நீங்கள்
பாரக்்கக்ஷூயௌ  இந்த ௚௄க்கம் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறதா இங்ழ௠ந்ௌ அௌ எொரம்ைறயாக 
ேநரம்ைறயாக மா௥ழறௌ.
  ௗஜ்௷யம்
௙ண்௄ம் இௌ நிஜ வாழ்க்ைக௜ல் இந்த காலகட்டம் இந்த பந்ௌ அூத்தால்
அௌ ஼௣ௌ ேநரம் ௔௯யப் ேபாழறௌ  ஼௣ௌ ேநரத்ௌக்ஶ ஏேதா ஒ௠ சக்ொ இ௠க்கப் ேபாழறௌ 
இௌ அந்த ஶ௥ழய ேநரத்ைத ேதாராயமாக
ௗஜ்௷யமாக காட௄்ழேறாம் ஆனால் நிஜ வாழ்க்ைக௜ல் ேபாழறௌ  சற்ேற ௳த்ொயாசமாக 
இ௠க்க உண்ைமயான வைள௵
இப்பூத் ேதான்றலாம் 0 அௌ ாவரில் ேமாொ ாவைரத் தாக்ஶம் 
஼ல ேநரம் ெப௠ம் ௚௄க்கம்                                                                                      .
.
.
 
௚௄க்கம்  ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ, எனேவ என்பௌ ஶ௣ப்௔ட்ட கால ேவகம் xt vt
அேத காலக்கட்டத்ௌடன் காலநிைலயாக உள்ளௌ, எனேவ ௚௄க்கம் என்பௌ இந்த 
ஒ௠ங்ழைணந்தால் என்ன என்பைதச ்஼ந்ொக்க அ௑மொக்ழேறன்.
  0 2 இல் ௚௄க்கம் இந்த ேநரம் 
என்௥ ெசால்ல 0 க்ஶ சமம் ல் இ௠ந்ௌ இந்த ேநரம் வைர ஒ௠ ஒ௠ங்ழைணப்ைப எ௄க்க, t 
இௌ என்௥ ெசால்லலாம்,t 1 t 1 dt 
அௌ என்னவாக இ௠க்ஶம், நான் உங்க௬க்ஶ பொல் த௠ழேறன் பொல்  ைமனஸ் 2 ௳ அௌ ஏன் 
என்௥ நீங்கள் கண்௄௔ூத்ௌ௳ட௃்ரக்ள் 
.
 ௚௄க்கம் ஆல் ஆஶம், இௌ dt dt d

சௌரம் ஆஶம், இௌேவ இந்த ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶ வ௯வஶக்ழறௌ,two x by dt 
நான் ெசய்த அ௄த்த உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், அௌ உயரத்ொல் இ௠ந்ௌ வேழ ௳௱ந்த h 
பந்ௌ மற்௥ம் இழக்காமல் ௌள்௬ழறௌ ஏேத௑ம் ஆற்றல் மற்௥ம் இந்த ௳ஷயத்ொல் நான் xt
ெவரச்ஸ் அல்லௌ உயரம் ெவரச்ஸ் எனத் ொட்ட௘௄ம் ேபாௌ இௌ இௌ வைர௜லான t yt t 
காலகட்டமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ, இப்ேபாௌ ேவகம் ெவரச்ஸ் எனத் ொட்ட௘௄ேவாம், vt t  
ேம௩ம்
உங்கள் ொனசரி அல்லௌ ௚ந்ைதய ப௜ற்஼களி௧௠ந்ௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் இந்த 
௳ஷயத்ொல் அௌ ௗஜ்௷ய ேவகத்ொல்
ஆரம்௔த்ௌ அந்த ேநரத்ொல் இங்ேக ெவளிேய௣யௌ  இந்த ௖ள்ளிைய அைட௞ம் அைத க௠ப்௖ 
நிறத்ொல் காட௄்ழேறன்
ொைசேவகம் எொரம்ைறயாக உள்ளௌ, எனேவ அதன் ேவகம் இப்பூச ்ெசன்௥  இௌ
வைர  அொகரித்ௌக் ெகாண்ேட இ௠க்ழறௌ, ௔ன்னர ்பந்ௌ ௌள்௬ழறௌ, இந்த
ேவகம் ொைசைய மாற்௥ழறௌ  
 அதனால் அௌ
ேநரம்ைற  அேத அள௵, ௔றஶ அௌ ௙ண்௄ம் ேவகம் ேமேல ெசல்௩ம்ேபாௌ ெமௌவாகத் 
ெதாடங்ஶழறௌ
, பந்ௌ உயரப் ௖ள்ளிைய அைட௞ம் ேபாௌ ௗஜ்௷யத்ைத அைடழறௌ, ஏெனனில் அௌ ஼௣ௌ 
ேநரத்ொல்  நின்௥
, ௔றஶ அௌ ௙ண்௄ம் வேழ வ௠ழறௌ, அதன் ௔றஶ இயக்கம் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ
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ேம௩ம் இௌேவ ேவக வைள௵ எனேவ ேவகம்
ேமேல ெசல்வைதக் காணலாம்.
  இந்த ௖ள்ளிைய மாற்௣, ௔ன்னர ்அௌ இப்பூத்தான் இ௠க்ஶம், 
அௌ ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் நிக௱ம் கால அள௵ இங்ழ௠ந்ௌ இங்ஶ 
வ௠ம்
.
  இந்த ௖ள்ளி உடல் ொைசேவகத்ைத மாற்௥ழறௌ, எனேவ அௌ ேநரம்ைற ொைச௜ல் ஒ௠ ெபரிய 
௚௄க்கம் அொகரிக்ழறௌ
, ௔ன்னர ்ைமனஸ் ௷ ௙ண்௄ம்   இௌ வைர எல்லா வ௯களி௩ம் ௙ண்௄ம் மா௥ழறௌ.

இந்த ௖ள்ளிக்ஶ ௙ண்௄ம் மா௥ழறௌ மற்௥ம் இௌ இயக்கம் ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் வ௠வைத p 
நீங்கள் பாரக்்ஶம் காலகட்டமாஶம்,
எனேவ நான் ேநரத்ைத எப்பூ எ௱ௌழேறன் என்பௌ ௚க்ழய௘ல்ைல காலத்ைத இந்த இரண்௄ 
௖ள்ளிக௬க்ஶ இைட௜ல் எ௱தலாம்  இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிக௬க்ஶ இைட௜ல் எ௱தலாம்
மற்௥ம் நிஜ வாழ்க்ைக௜ல் ௙ண்௄ம்   ௚௄க்கம்  பா௠ங்கள்
இப்பூத்தான் ேபாஶம், இௌ வேழ இறங்ஶவௌ ேபால் ேபாஶம்,
இௌ நிஜ வாழ்க்ைக ௚௄க்கம் எனேவ ஼கரங்கள் அவ்வள௵ ஷரை்மயாக இல்ைல, அைவ 
ெகாஞ்சம் ௳ரிந்ொ௠க்ஶம்.
  ஒன்௥ ௚தல் 2 வைர ௚ந்ைதய ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒன்௥t 
௚தல் இரண்௄ ஆனௌ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், அங்ஶ என்பௌt atdt two v 0 v 0 

இன் 2 சௌர ௛லத்ொல் இ௠க்ஶம்  தைரையத் தாக்ஶம் ேபாௌ இ௠க்ஶம் ேவகம் மற்௥ம் 2 gh 
இைவ அைனத்ௌம் அொ௧௠ந்ௌ ௔ன்வ௠மா௥.

நிசச்யமாக  ௚தல் ெசால் என்பௌ இரண்டாவௌ ெசால் ஆஶம், இௌ க்ஶ ேமல் yt vt dt dt 
ஆஶம் மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ கால
௚௄க்கம் க்ஶ ஆஶம், இௌ சௌரத்ொற்ஶ ேமல்   இரண்௄ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், dt dt dt d y 
எனேவ
இந்த சமன்பாடை்ட ஒ௠ங்ழைணத்தால் ௛ன்றாவௌ பொைலப் ெப௥௴ரக்ள் நான் ெசான்ன 
இயக்கம் ௔  e
௔ன்வ௠ம் ௳ரி௵ைரகளில் ஆரவ்ம் காட௄்வௌ எளிைமயான ஹாரே்மானிக் இயக்கம் என்௥ 
நாங்கள் ெசான்ேனாம், ஆனால்

ஆரம் ெகாண்ட ஒ௠ வட்டத்ொல் ாற்௣ வ௠ம் ஒ௠ ௌகைள நான் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், அௌ r   
ஒேமகா ூ௜ன் ெகாைச௑க்ஶச ்சமமான ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால்,r xt 
இந்த எளிய ஹாரே்மானிக் இயக்கம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ.xt 
 இௌ என்ற ெசால்ைலக் ெகாண்ூ௠ப்பதால் அல்லௌcosine omega t 
அதற்ஶ இைணயான என்ற ெசால்ைல௞ம் நான் அைழக்கலாம், இௌ ஒேமகா இன் y   t t r 

ஆன என்௥ம்sine y   t 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ 
r
அல்லௌ க௯த்தல் க்ஶ எொராக என்பௌ ஆரம்பத்ொல்r t 
சாய்வாக இ௠க்ஶம், எனேவ அௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம், ஆனால் ேநரம் அொகரிக்ஶம் ேபாௌ 
அௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம், ஆனால்
ௌகள் இப்பூச ்ாற்௣ வ௠ம்ேபாௌ   எொரம்ைற ொைச௜ல் ெசல்ழறௌ, எனேவx 
ொைசேவகம் அொகரிக்ழறௌ மற்௥ம் அௌ இங்ேக அொகபடச்த்ைத அைடழறௌ நீங்கள்  இந்த 
கட்டத்ொல் இரண்௄ அொகபடச்ம் என்௥ பாரக்்க ௚ூ௞ம்,
அௌ ஶைறய ஆரம்௔த்ௌ ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யமாக மா௥ம் இந்த கட்டத்ொல் ேவகம் இப்பூ
இ௠க்ஶம்  ௔ன்னர ்அௌ இங்ேக அொகபடச் ேநரம்ைறைய அைடழறௌ எனேவ என்ைன 
அ௑மொக்க௵ம்  ெதாடர௖்ைடய ௖ள்ளி
இௌ ஒ௠ ௖ள்ளி இரண்௄ ௖ள்ளி ௛ன்௥ 
ஒேமகா இன் ைமனஸ் ஆர ்ைசன் இங்ேக ஒேமகா உள்ளௌ   ஒேமகா௳ன் ைமனஸ் ஒேமகா t r 
ைசன் ஒேமகா

எப்பூ ௚௄க்கம் ௚௄க்கம் பற்௣ நீங்கள் பாரக்்க ௚ூ௞ம்,t 
மாற்றம் ௘க௵ம் ெபரியௌ, எனேவ அௌ எொரம்ைறயாக இ௠க்ஶம்   ௔ன்னர ்அௌ ௖ள்ளி 2 இல் 0 
ஆக மா௥ம்.
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  1 2
இந்த ௖ள்ளி௜ல் ெபரியதாக பா஼டூ்வ் ெபரியதாக மா௥ம் , ௔ன்னர ்அௌ சரி,
இௌ ேபான்ற காலகட்டமாக மா௥ம், 
இௌ க்ஶ ேமல் ஆக ெகா௄க்கப்படட் கால ௚௄க்கம் ஆஶம்.dt d  v 
  ஒேமகா t
இௌ ைமனஸ் ஒேமகா சௌரம் ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ ௚௄க்கம் xt 
ஶைறழறௌ, எனேவ
இௌ எொரம்ைறயானௌ எொரம்ைறயானௌ ஒேமகா சௌரத்தால் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, ஏெனனில்
இந்த ௘கப்ெபரிய மொப்௖ ஒேமகா சௌரம் ஆக இ௠க்ஶம்.r  
 எனேவ மன்னிக்க௵ம் ஒேமகா சௌர ௚ைற

மற்௥ம் ைகெய௱த்ௌ மாற்றத்ைத அொகரிக்ழறௌ,XT 
 அதனால் ௚௄க்கம் என்௥ அரத்்தம் என்னெவன்றால்
, எளிைமயான ஹாரே்மானிக் ேமாஷன் இன் ஒேமகாXT 
ூ ேகாைசன் ேவகம் ஆஶம்  ஒேமகா
r sine of omega t and acceleration at dv over dt
இௌ சௌரம் ைமனஸ் ஒேமகா சௌரம் ஐத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல d two x over dt x  

அச஼்ல் ஒ௠ இயக்கமாக இந்த ௚௱ ௳ஷயத்ைத௞ம் எ௱ொ௜௠க்கலாம்., y 
  எனேவ
ஒேமகா ூ௜ன் ஆர ்ைச௑க்ஶ சமம் என்௥ நான் எ௱ொ௜௠க்கலாம் சௌரம்
இன்௑ம்  ைமனஸ் ஒேமகா சௌரம் ஆக உள்ளௌ, அௌ ௙ண்௄ம் ைமனஸ் ஒேமகா சௌர மடங்ஶ y 
இடப்ெபயரச்஼்
அல்லௌ ெபாௌவாக நான் ஒ௠ ேமாஷன் எ௱த ௚ூ௞ம் xt   
ெமகா ௔றஶ t t
என்பௌ ஐ ௳ட க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ ஒேமகா இன் ஒேமகா ைமனஸ் dt dx t a   
ஒேமகா மற்௥ம் t omega time b cosine of omega

மற்௥ம் ௙ௌ இ௠க்ஶம் ௚௄க்கம் இௌ ஒேமகா சௌரம் இன் ைமனஸ் ஆக t dv dv a cosine 
இ௠க்ஶம்.

ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ்௔ ைசன் ஆஃப் ஒேமகா ூ இௌ ௙ண்௄ம் ைமனஸ் ஒேமகா 
ஸ்ெகாயர ் ஆக உள்ளௌ, எனேவxt 
நீங்கள் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், நான் இயக்கம் ௚௱வௌமாக ெகாைசன் அல்லௌ அதன் 
கலைவயாக
இ௠ந்தால் ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ் ஆக இ௠க்ஶம், அௌதான்xt 
ேவ௥ வாரத்்ைதகளில் எளிைமயான ஹாரே்மானிக் இயக்கத்ொன் வழக்கமான அைடயாளம், 
நான் ஒ௠ சமன்பா௄ இரடை்டx 
டாட் என்றால் ூ.
ூ.
 சௌக்கத்தால் இரண்௄ ஐ ைவத்ொ௠ந்தால், இௌ d x 
஼.
ூ.
  வாதம் இப்ேபாௌ
நான் இ௧௠ந்ௌ வந்த ௚௄க்கம் இப்ேபாௌ நான் ௔ன்ேனாக்ழச ்ெசல்லப் ேபாழேறன், ௔ன்னர ்x 

டாட் x t
ெகா௄க்கப்படட் வூவத்ொல் இ௠க்ஶம், ேம௩ம் 

ப்ளஸ் என்ற ௡ட் வூவத்ைத ஒ௠ங்ழைணத்தால் ஆக இ௠க்ஶம்  ௡ட் ct b xt   sine of cti 
ஐ ஼ல ஶணகங்களாக எ௱த௵ம்can  x dot t 

௡ட் இன் ஒ௠ ேகாைசன் ௔ளஸ் எனேவct b one sine of root ct 
ஒ௠ ௌகள் ஒ௠ வட்டத்ொல் சரியாக ஒேர ஽ராகச ்ாற்௣க் ெகாண்ூ௠ந்தால் அதன் ேகாண ேவகம் 
அல்லௌ

நிைலயானதாக இ௠ந்தால் இயக்கம் வ௠ம் என்பைத நான் உங்க௬க்ஶ ௚ன்ேப காடூ்ேனன் v 
அதன் அல்லௌ ஷ௥ இயக்கத்ொன் இயக்கத்ொன் ஷ௥ இயக்கம் ஷ௥ x y y x 
்ய
ெகாைசன் ஒேமகா ூ அல்லௌ ைசன் ஒேமகா ூ அல்லௌ ெபாௌவாக இரண்ைட௞ம் 
இைணக்ஶம்ேபாௌ அதன்
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௚க்ழயமான இரண்ூன் கலைவயாக ெவளிவ௠ழறௌ.
 இந்த இயக்கத்ொல் உள்ள ௳ஷயம் என்னெவன்றால்,
௚௄க்கம்  சரியாக ைமனஸ் ஒேமகா சௌரம் இடப்ெபயரச்஼்க்ஶ வ௠ழறௌ என்பைத 
௖ரிந்ௌெகாள்ேவாம்
எனேவ ஒ௠ ௌகள் ஒ௠ வட்டத்ொல் நக௠ம் ேபாௌ அௌ இந்த இடத்ொல் இ௠ந்தால்
அௌ ைமய௳லக்ஶ ௚௄க்கம் ஆஶம்.
  உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் என்பௌ க்ஶ ேமல் சௌரம் அல்லௌ ஒேமகா சௌரம் என்பௌ அௌதான்r r 
அள௵ மற்௥ம் நான் அதன் ஷ௥கைள எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அதன் ஷ௥ இந்த ொைச௜ல்x 
இ௠க்ஶம்  இௌ ஒேமகா ூ என்றால் இௌ ஒேமகா ூ என்பைத நீங்கள் பாரக்்கலாம் இௌ  ஒேமகா 
சௌரத்ொன் ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ் ெகாைசன்r 
ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ் ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ் இேதேபால் ௚௄க்கத்ொன் x   x y 
ஷ௥
ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ் ஒேமகா ூ௜ன் ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ் ைசன் ஆக r   r 
இ௠க்ஶம், இௌ ைமனஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ்y

எனேவ இந்த வழக்ழல் ௚௄க்கம்  எளிைமயான ஹாரே்மானிக் இயக்கத்ைத காண்௔க்ஶம் t 
எக்ஸ் மற்௥ம் ஷ௥y 
அத௑டன் ெதாடர௖்ைடய ௚௄க்கம் இல்ைல, ஆனால்
எளிய ஹாரே்மானிக் இயக்கம் ௘க௵ம் எளிைமயான ஹாரே்மானிக் இயக்கம் இௌ ௘க௵ம் 
எளிைமயான ஹாரே்மானிக் இயக்கம்
அல்ல, ஆனால் நான் பலவற்ைறக் ெகா௄த்தௌ  எ௄த்ௌக்காட௄்கள்
௚ன்௖ இரண்௄ ஼க்கல்கைளத் ோரப்்ேபாம்   ஆ, ஒன்௥ காலச ்ெசயல்பா௄ சம்பந்தப்படட் 
மற்ெறான்௥ 
ஆ கால  இயக்கத்ைதச ்ெசய்௞ம் ஒ௠ ௌகளின் காலத்ைதக் கணக்ழ௄ம் ேபாௌ
எனேவ ௚தல் ஼க்க௧ல் ேநரத்ொன் சார௖்  ெகாைச௑க்ஶச்
சமம்  இரண்௄ மற்௥ம் ௛ன்௥ இன் ெகாைசன் ெசயல்பாடை்டக் கண்௄௔ூத்ௌ pi t pi t 
அதன் காலத்ைதக் கண்ட௣ய௵ம், எனேவ இரண்௄ இன் ெகாைசைனப் பாரத்்தால் இந்த pi t 
ெசயல்பா௄ எப்பூ இ௠க்ஶம் என்௥ பாரப்்ேபாம்
சரி இௌ இன் காலம் ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பைத நான் எப்பூ அ௣ேவன், ஏெனன்றால்t 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இல் இரண்௄ இன் ெகாைசன் ஒன்௥ மற்௥ம் அ௄த்தௌ இல் t pi t t 
ஒன்௥ சமம் ஒன்௥ ஆஶம், ஏெனனில் அௌ
இரண்௄ வலௌ மற்௥ம் ௛ன்௥ இன் ெகாைசனாக மா௥ம் இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்pi pi t   
சமம் ஒன்௥ மற்௥ம்
௛ன்௥ இன் ெகாைசன் இல் சமம்   ௛ன்௣ல் இரண்௄ பங்ஶ இரண்௄ இன் pi t t t pi 
ேகாைச௑க்ஶச ்சமம்
எனேவ  அதன் கால அள௵ ௛ன்௣ல் இரண்௄ பங்ஶ ஆஶம், இரண்௄ ெசயல்பா௄க௬ம்
ஒன்றாகச ்ேசரக்்கப்ப௄ம் ேபாௌ  என்னால் ௚ூ௞ம் இரண்௄ ெசயல்பா௄கைளத் ொட்ட௘௄ங்கள்,
எனேவ இரண்௄ இன் ெகாைசன் இப்பூ இ௠க்ஶம்pi t 
அங்ஶ காலம் ஒன்௥, இௌ ஒன்௥ சமம் மற்௥ம் ௛ன்௥ இன் ெகாைசன் அதன் காலம் t pi t 
௛ன்௣ல் இரண்௄ பங்ஶ ேபால் இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ
௖ள்ளி ஐந்ௌ இௌ  இங்ேக உள்ளௌ, அௌ இப்பூத்தான் இ௠க்ஶம் மற்௥ம் நிகர ௚ூ௵ இரண்ூன் 
ஷட௄்த்ெதாைகயாஶம், அௌ
காலம் எப்பூ இ௠க்ஶம்
                                                                                
                                                                                
            .
 
ெப௥வௌ என்பௌ இப்பூத்தான் இ௠க்ஶம், இைத நீங்கள்
பாரக்்கலாம்  காலத்ொற்ஶப் ேபாழறௌ, காலம் என்னவாக இ௠க்ஶம் என்பௌ ெதளிவாகத் 
ெதரிய௳ல்ைல
, அதற்காக நான் ஒ௠ தந்ொரத்ைத ௳ைளயாடப் ேபாழேறன்
மற்௥ம் அூ என்பௌ இரண்௄ இன் ெகாைசன் மற்௥ம் ௛ன்௥ இன்pi t pi t 
ெகாைசன் இரண்௄ மற்௥ம் ௛ன்௥ இன் ெகாைசன் என எ௱தப் ேபாழேறன்  இரண்௄ pi pi t 
ஷட்டல் ௛ன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ இரண்௄ ௛லம் வஶத்தல் அௌpi pi t 
ெகாைசன் ௛ன்௥ ௔ளஸ் இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ இரண்௄ க்ஶ ேமல் ௛ன்௥ pi pi pi t pi 
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க௯த்தல் இரண்௄ ௙ௌpi 
இரண்௄ மற்௥ம் அௌ சரி, எனேவ இௌ இரண்ூன் ெகாைசன் ஆஶம்  t cosine two pi t pi t 
மற்௥ம் இௌ
௛ன்௥ இன் ெகாைசன் ஆஶம், எனேவ இௌ ஐந்ௌ ஆல் இரண்௄ ஷட்டல் இரண்௄ pi t pi t pi 

மற்௥ம் ஐந்ௌ இன் ேகாைசன் இரண்௄ ைமனஸ் இரண்௄ ஆக மா௥ம்,t pi t pi t  
ேம௩ம் நீங்கள் அவற்ைற ஒன்றாகச ்ேசரத்்தால் நீங்கள் ெபறப் ேபாழ௤ரக்ள் இரண்௄   ைப 
ஃைபவ் ைப ௅ ூ
ேகாைசன்  ைப ௅ ூ என்பௌ உங்கள் ெசயல்பாடாஶம் , இப்ேபாௌ நீங்கள்  காலத்ைத எளிதாகக் 
கண்௄௔ூக்கலாம்,
எனேவ ஃ 0 ல் இரண்௄ ௚ைற ஒ௠ ெப௠க்கல் ஒன்௥, இௌ இரண்௄ மற்௥ம்
எந்த ேநரத்ொல் இரண்௄ என்பைத நான் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறன்  ௙ண்௄ம் இரண்௄ t 
௚ைற ஐந்ௌ ைப இன் இரண்௄t 
ெகாைசன்  ைப இரண்௄ மற்௥ம் நீங்கள் கவனிக்ழ௤ரக்ள் அூ என்பௌ ஐந்ௌ ைப௜ன் t 
ெகாைசன் ைப ௅ ூ

இன் மடங்ஶ எனேவ சமம் இரண்௄ pi cosine by two t t 
இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் காலம் 2 ஆஶம், அௌ ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் நிகழ்ழறௌ , ேம௩ம்
இௌ இரண்டாவௌ ஼க்க௩க்கான ௳ைடயாஶம், நான் அச஼்ல் நக௠ம் ஒ௠ ௌகள் ஒ௠ x 
சாத்ொயக்ஷ௣ல் எ௄க்கப் ேபாழேறன், 
அதாவௌ ஒ௠ அைர  என்௥ ெசால்லலாம்mkx 
.

என்ற ௌகளின் நிைற மா௣௧ மற்௥ம் இந்தப் பக்கத்ொல் அௌ ஒ௠ அைர சமம்  k mkxx 
ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ அௌ இல் நக௠ம் ொறன் சமம் vx 
ஒ௠ அைர க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்  ா௠க்கமாக ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம்mkx x 
என்பௌ இன் அைர மா௄லஸாக௵ம் எ௱தப்படலாம்  .x mk 
  ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட கால இயக்கத்ைதச ்ெசய்யப் ேபாழறௌ,
எனேவ உடன் ஒ௠ ௌகள்  e nergy e 
இயக்கமானௌ
ஶ௣ப்௔ட்ட கால இைடெவளி௜ல் இ௠க்ஶம், ஆனால் எளிைமயான ஹாரே்மானிக் இயக்கம் 
அல்ல என்௥ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட கால இயக்க அ௣௳ப்ைபச ்ெசய்யப் ேபாழறௌ.
 ஏெனனில் எளிய ஹாரே்மானிக் இயக்கத்ொற்ஶ நீங்கள்
ஒ௠ அைர சௌரத்ொல் இ௠ப்பதற்கான சாத்ொயக்ஷ௥கள் ேதைவ, ஏெனனில் ௳ைச ேநரியல் kx 
என்பதால் எளிைமக்காக
நான் என்பௌ ஒ௠ அைர ௗஜ்௷ய சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ இௌ உடனூயாக e mv 
உங்க௬க்ஶச ்ெசால்ழறௌ 

என்பௌ ஆற்றல் ேச௘ப்௔ன் ௛லம் 0 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ என்பௌ ேவகம் vx y v 0 
என்௥ உங்க௬க்ஶச ்ெசால்ழறௌ.
 

ஆனௌ ஆனௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஒ௠ அைர எம்௔mk mod x mod x 
சௌரம் ெமாத்த ஆற்றலாக இ௠க்ஶம், எனேவ என்பௌ ேவகம்   சாத்ொயம் ௗஜ்௷யமாக v 
இ௠க்ஶம்ேபாௌ அைனத்ௌ
ஆற்ற௩ம் இயக்க௳யல் ஆஶம், எனேவ இப்ேபாௌ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ஒ௠ பாொ ௗஜ்௷யம்  mv 
சௌரம் ஒ௠ அைர

சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ அைர ேமாட் நான் ௚௱வௌம் அைர ௙ ேகன்சல் ெசய்ய ௚ூ௞ம், mv mk x 
ேம௩ம் இந்த ௌகள் எந்த ொைசேவகத்ொ௩ம் ௚ன்௑ம் ௔ன்௑மாக இயக்கம்x 
ெசய்வதால் இப்ேபாௌ என்னிடம்  சௌரம் நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஐக் v v k mod x 
ெகாண்௄ள்ளௌ .
  x
என்பௌ நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ேக ேமாட் இன் வரக்்க௛லமாகக் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, v x 
எனேவ அௌ ்ரம்
பயணித்தால் பயண ்ரத்ொற்ஶ மட௄்ேம எ௄க்ஶம் ேநரம்   எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ம் ேநரம் dx  dx 

ஆஶம், இௌvx 
நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஆக இ௠க்ஶம்.v k   dx 

எல்லாம் சரி  minus k mod x 
, ௌகள் எவ்வள௵ ்ரம் ெசல்ழறேதா                                                                                ைமனஸ் ேக 
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ேமாட் 
x———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

அந்த ௖ள்ளிைய உங்க௬க்ஶ வழங்ஶழறௌ, எனேவ ———————————————————————————  v 
ௗஜ்௷யம்
ஒ௠ அைர ௗஜ்௷ய சௌரம் ஒ௠ பாொ ேமாட் அைர ௙ அைர ௙ ேகன்சல்கள் மற்௥ம் mv mk x mod 

சமம்x 
நாட் சௌரம் ஐக் ஶ௣க்ஶம் இரண்௄ ௖ள்ளிகள் அௌ ௔ரொப௧க்ழறௌ, எனேவ அொக ௖ள்ளி v k v 

இல்ைல
சௌரம் ேம௩ம் இடௌ௖றத்ொல் உள்ள ௖ள்ளியானௌ க்ஶ ேமல் நாட்   க௯த்தல் நாட் k  k v v 
ஸ்ெகாயர ்ஆஶம், எனேவ
ௌகள் ைமனஸ் நாட் ஸ்ெகாயர ்௛லம் மற்௥ம் நாட் ஸ்ெகாயர்v k v 
க்ஶம் மற்௥ம் ைமனஸ் ௳ நாட் சௌரத்ொ௧௠ந்ௌ க்ஶ எ௄க்கப்படட் ேநரத்ொற்ஶம் இைடேய k k 
இயக்கம் ெசய்ழறௌ என்பௌ இப்ேபாௌ ெதளிவாழறௌ.
  ௳ நா  க்ஶ ேமல் சௌரமாகk 
இ௠க்க ேவண்௄ம் இௌ  மற்௥ம் இௌ ஒ௠ பாொ காலப்பஶொயாக இ௠க்ஶம் ஏெனனில் இௌ ஒ௠ 
பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ
மற்ெறான்௥க்ஶ எ௄த்ௌச ்ெசல்லப்ப௄ம் ேநரம் மற்௥ம் ெமாத்த காலத்ைத இரண்டால் 
வஶத்தால் அௌ சரியாக
இ௠க்ஶம்  இடப்பக்கப் ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ வலௌ௖றப் ௖ள்ளிக்ஶ எ௄க்ஶம் ேநரம், 
இௌ ைமனஸ் ௳ நாட் ஸ்ெகாயர ்க்ஶ ேமல் ௚தல் 0 ூஎக்ஸ் க்ஶ ேமல் ஸ்ெகாயர ்௡ட் ைமனஸ் k 
ேக
ேமாட் ஆக இ௠க்ஶம்.x 

க்ஶ  kdx 
ேமல் நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் வரக்்க௛லம் சௌரத்ொன் ேமல் க்ஶv kx kdx 
ேமல் இன் வரக்்க௛லத்ொன் ேமல் சௌரம் க௯த்தல் இந்த ஒ௠ங்ழைணப்௔ல் இைத v kx  
ேம௩ம் எளிைமயாக்கலாம்
௚தல் ௚௱ைம ைமனஸ் ஆக௵ம் அல்லௌ ைமனஸ் ஆக௵ம் ஆக y x x y dx
க௯த்தல் ஆக௵ம், என்பௌ  ைமனஸ் ஆக௵ம் ௔றஶ ஐப் ெப௥௴ரக்ள்.dy dx dy t 

இன் வரக்்க ௛லத்ொன் ௙ௌ ைமனஸ் ஶ௣ இல்ைல v dy  
சௌரம் க௯த்தல் மற்௥ம் இௌ ைமனஸ் ௳ நாட் ஸ்ெகாயர ்ஆல் ஆனௌ ௔ளஸ் நாட் ky k v 
ஸ்ெகாயர ்ஆல் ேக இ௧௠ந்ௌ  ௗஜ்௷யமாக மா௥ம், ேம௩ம்
இரண்டாவௌ காலமானௌ அேத ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் க்ஶ ேமல் kdy
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ நாட ்ஸ்ெகாயர ்க்ஶ ேமல் ௳ நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ௔ளஸ்v k   y 
ேகூஎக்ஸ் அல்லௌ க்ஶ ேமல் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ நாட ்ஸ்ெகாயர ்ஒ௠ ெபா௠ட்டல்ல, dy v 
ஏெனனில் இௌ நாம்
ஒ௠ங்ழைணக்ஶம் மா௣ இ௠ப்பதால் இந்த இரண்டால் இரண்௄ மடங்ஶ ஆஶம்.t 
  ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ நாட ்ஸ்ெகாயர ்௙ௌ v kd

க்ஶ ேமல் நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் இப்ேபாௌ நீங்கள் எ௄த்ௌக்ெகாள்௬ம் ௚௱ைம y v ky 
௘க௵ம் எளிைமயானௌ

என்பௌ ேக ஼ன் ஸ்ெகாயர ்  ோட்டா௵க்ஶ சமம், எனேவ என்பௌy dy 
ைசன் ோட்டா காஸ் ோட்டா ூ ோட்டா௵க்ஶ ேமல் இரண்௄ நாட ்சௌரம்  மற்௥ம் வரம்௖கள் k v 

ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ வைர இரண்டாக இ௠க்ஶம், எனேவpi 
இரண்டாக 2 ெப௠க்கல் 0 2 ஆல் 2 ஆஶம், இௌ 2 சௌரத்ொல் t  pi dy v 0 k sine theta

ெகாைசன் ோட்டா ோட்டா௳ன் ஆல் வஶக்கப்ப௄வதால் d v Naught cosine of theta 
உங்க௬க்ஶ நான்ஶ இல்ைல  ஓவர ்ேக இந்த ெகாைசன் ோட்டா ேகன்  v cels integral zero 
to pi by

இௌ நான்ஶ   ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல , எனேவ கால அள௵two sin theta d theta v 
எட௄் இல்ைல, அௌேவ பொல் மற்௥ம் இயக்கத்ொன் அொரெ்வண் அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் எட௄் v v
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ேமல் ஆக இ௠க்ஶம்k 
நான் இௌவைர நீங்கள் கற்௥க்ெகாண்டவற்௣ன் அூப்பைட௜ல் இந்த இயக்கத்ொன் 
சமன்பாடை்டப் பா௠ங்கள் Pru

tor
@
IIT
K




