
కएࡅ ߩంڵࣃనڜ     సࠬకరߖހऒ  అధङ యనం  ࡘࠏ ,ࣄۯऒ ऒߖހసࠬకర ࡰ भ޳۫  ం ࡘࠏऒ  సࠬకరణం ऴదవం ࡰ
కएࡅ  ޴ంۨన߅సంబం ړߖన ऴప࢐ࣔ࠳बరࣄ 
ऒࡘࠏ ࡽయߖݦ ߖߖ޵  బܽदڒ  ࡏࢡࡌ ࡰ
ऒߕࣆ  ݡࣜ޴ప  ݟంߘ ߖ޳ ࠾ࡍమ  ޴బܽद  ఇڒ  ఎ޴ࠫߖ  పݡࣜ޴ వందల  ߘంݟ పݡࣜ޴ ఎనࠢ ࡓంݡ  
ऒࡘࠏ  ߘబܽद అతڒ కएࡅ ࡰ  సࠬకరߖހऒ  ऴݡࣃ࢐  , ఇښ ޴వలం శړ फ పࡍరࣾణ ࡅకए  ऴపకటన ࠪऴత࠲, ఈ 
సࠬకరణం  ޒࠥ ޳ࡶక వङ వసबలړ࢐ܽ  ޜ ఏ అߧऱښషߘऱ ఉߕऒ ऒߖހన సࠬకరࣄऴ࢐ ߘఅత ࡆ  ఎ࡮ ߰ందవ۲ऐ  
भ޳۫ ం.   ऴదవం ࡅకए  ऴపߖ࢐ࣔऒ ओߧۮ  ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡసࣔయప ࡮ఎ ޴ఇ ࡹలవడంڜ  న ऱܿ ఇ޴ ఒక 
కएࡅ  ऴదవం ߖࡶంచࡍमక޵ऴకమబ  ޳ࡶ న࠳बరࣄ  సంڝ న ऴప࢐హం࠳ऴకమబదम  ޳ࡶ న࠳बరࣄ   ऴదవ ࡅకए  ah 
ऴకమబదम࠳న ऴప࢐హం ڝసం,  
ऒࡘࠏ బܽदڒ కएࡅ ࡰ  సࠬకరߖހऒ  ߰ందడం ڝసం ఆࣣ  ఈ ۨऴߖޑऒ   ం޳ంڕࣆޓ 
छ޳ ߩ߯ ޴బܽद ఇڒ ऐۯవ ࡌ  ऴదవం ऴప࢐హం  
   ޴ऴప࢐హం ఉం  ࠹दࣅव ߵబܽद అڒ
ऒߖޑంߦబܽद ఈ ऴڒ फࣃࡱߧ   ߘ
ऒߖలక ऴద࢐࠮ ఒక ࡹంతంߦఈ ऴ ߘߝ బܽदڒ  పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ݞږ ߘ ࡽఎ  ࠾ࡍమ  ߘ  ఈ  ߘ
ऴߦంతంࡹ ࠪనࣄక ऴదవం ܊ࡎ ߖߖ޵య1 ߤ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ܊ࡎ  ߖߖ޵ ࠾ࡍయ2 ߤ అ޳ࡱߧ ߖभ ం  ఇ޴ 
ఎޔफࡹ ఉం޴  ఇ޴  ఎޔफࡹ ఉం޴  ఒకܽ  ఇకए డ అߖ ऴࣃ࢐भ ం  మ࠾ࡍ  ఆࣣ  ఇకए డ న޶࠵ h2  h  h1 
࡛ڒࡍ ߖ޳ ߤవ  ݟफޒన ఒݟయబۯ न అۮ ߖపओ ంݟ  ऴ߭జ࡛  ޳ ܘڼछ  p ߗڒ  ޶ࡶ యడంڶ ߖ ܘڼ ऴ߭జ࡛ ߘߝ ࡌ
छ޳ ܘڼ ऴ߭జ࡛  ޴డనం ఒకܽ, ఇߨ రߖ ࡌ प࠼ంచబޔݡంߨ  ޴డనం ࡓంݡ ఇకए డ ఉం޴  మ࠾ࡍ  అ޴p ah p 
 ޴ంޜࡱ޶క ړ߯
బܽद ࢘గం  ऴప࢐హం ఇకएڒ డ ఈ ޴శࡹ ఉంܿం޴ మࡹߖ޳ ࠾ࡍ ఉంܿం޴  ఇకए డ ޴శ  వࡏసࡓ ڴంݡ 
ऴߦంతంࡓ ࡹంݡ మ܊ࡎ  ࠾ࡍయࡹ ߤ ఒకܽ  మ࠾ࡍ ऴߤࣾ࣊ ࣒ڒ ల ऴߦంࠚ࢑ ݞږ ࡱޑనऒ ంڴ v 1 v 
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ऴࢡ࢙ ߤࣾ࣊ ࣒ڒలङ ం ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ऴࢡ࢙  ߤࣾ࣊ ࣒ڒలङ ం ఉండߖవछ ంݟ  a2 ba 1 
 ޒबࣄࡍప  ޴బܽद ఇڒ
छ޳ ߩ߯ ߩ߯ ޴బܽद ఇڒ ऴదవం ఇకए ۯऴపవࣕం ࡌ డ ऴۯ ݞయబݟన ఏڛక ࠮లకం, ఇ޴ మనڕ ࠭ఖङ  ޴న࠳
ऴదవङ ࠭࠲  ,޶ڒ ऒߕफࣆށగࡍప ࠲ऴతࠪ ߖࢢࡌ ࠭ 
బܽद ఈ  ऴదవం ऴదవङڒ ऒߖڜ  ޴फంࣆऴపవࣕ ړ߯ ݟంߘ फޔఈ ऴదవం  ఎ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖࢢࡌ   ۲టऱ 0ړ m 
సࠪన࠳న ఎޔफ  ߖڜऒ झߤࡓఫࡍ  అకए ࡱڴ࢘  ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ࡱफޔఎ ߤࡷ   డ ۫పబݞन  h2 h1 ࠼
ओߩబܽद  ఇڒ छޑࡏڷ  ڴఈ ऴదవం సహజం ݡ కర लణࡹ ఉం޴  
ړబܽद శڒ फ ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ మ࠴ ࠾ࡍతफం శړ फ  
కएࡅ బܽदڒ  గޒ శړ फ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  ऴదవం  మ࠾ࡍ సం࠙వङ  శړ फ  e 
ړతफం శ࠴ బܽद ఈڒ फ  సంరऀంచబޔݡం޴  మ࠾ࡍ  ఇ޴ సగం  ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ సࠪనం,  ఇకए ړ  డ mv mgh v 
మ࠾ࡍ  అ޴ߝ ऴప࢐హం ࢗంట ఏߕ޼ ఏకపࣾ ࠉం࢓޶ వదभ ࢘గం  మ࠾ࡍ అ޴ߝ  ఈ ࣇచన ߘంݟ v h 
बࣃ  .फޔత ఎ߅फ సంబంޔన ఎݟలవబڜ   ࠼
మధङ ݡంࡓ ంతంߦऴ ࠾ࡍంతం ఒకܽ మߦబܽद ऴڒ   శړ फ వङ ङޑ సం 
ంతం ఒకܽ మధङߦబܽद   ऴڒ  శړ फ వङ ङޑ సం ڕ  ߖߖ޳ ߘߝऱప फంڴ మ࠾ࡍ అߖ ऴࣃ࢐फ  r one  r two ޴అ ,ߘ
ऴߦంతం ࡓం࠳ ݡన࣒  ఇ޴  సగం 1ړ సࠪనం  చదరߩ  ప ऱ࣒  ah  e  1  e 2  mv mg  h1  m ࠆࣔ న࣒࠳  

࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  v2 mg  h2  
ఇకए  ޴బܽद ఇڒ డ ܊ࡎయ2 ߤ మ܊ࡎ ࠾ࡍయ1 ߤ అࡓ ߝంݡ ऴߦంޑల మధङ  శړ फ వङ ङޑ సం  
छ޳ న࣒࠳ బܽद అ࢑ڒ ఇవछ ࡌ బݞन ړశޒగ ఇ࢑ ࠾ࡍమ  ࠼ फ శړ फ.  మ܊ࡎ  ࠾ࡍయ1 ߤ వదभ ఉనऒ  e  1 e 2 gy 
ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ण గޒ  శړ फ మړ࡯ ࠾ࡍछ కएࡅ ݭ ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰  ण  ܊ࡎ ޳ࡶయߖࡹ2 ߤ ऴదవం.  ఇߩओ ړఈ శ ݡ फ
వङ ङޑ సం  ڜంత పࣇۯ ߖफ  ఉం࡯ݞ మ޳ ߖ޳ ࠾ࡍछ ऐࡏఖ ࡹయడంۯ  ߖంత పڜ ߖߖప ࡌ  మనం ߖల࠻ۯ 
एړࡵ ంచవ۪ऐ ړశ ࡹయడంۯ ߖంత పڜ  . फߖ ఖࡏऐ ړశ ߖప ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ  फ  ޳ࣄम ంతం ޳छ ओߩమనం ఇ ࡌ  ݦ
ࠪ ऱܼ నऒڕݡ  ఈ పߖ  ఒకܽ ࠳న࣒ ఇ ࡓంړݡ సࠪనం, ఇ޴ సగం  ఒక చదరߩ పऱ࣒   ఒకܽ  e m  ah  v mgh 
ప  ߩన࣒  సగం  చదర࠳ ऱ࣒   ఇߩओ సం  వङڝ ߖ޵   మనం ݡ ڔ फకరణڝ ߘసం ऴపޑङ ࠪऒ యah m  v2 mg h2  w 
వङ ڔ फకరణݞږ ߘ కھߘనవ۪ऐ ,  ఇ޴  ऴదߖ࢐ऒ  ఒక  ࠉంߘ ࢓޶ంࠉ ڷࡏ߰ ݟంڕ࢓޶ తర࡯ంచడంࣄۯ ࡹన 
పڝ ߖ޵ ,ߖసం  మనం  ऴదవం ࡅకए  ۨనऒ ऒߖڒల࠮  నऒۨ ࡮ۧ    ڴޒఅ  ޴ం, ఇ޳ంڕࣆޓ ڴ޴
एړߟ పओۮ బݟం޴. ऴࡅ ߤࣾ࣊ ࣒ڒకए లङࢡ࢙  ం  మ࠾ࡍ ߰డ࢓  సڴࡍठ  ఉం࡯ݞ a l  
ఒక ۨనऒ ߘߝ బܽदڒ ऒߖలక ऴద࢐࠮   ࠪऴతڕࣆޓ ࠲ంܿߕऒ द࡮ݥ ࡹ޶ఇం ,ߘ  ఏ࠻ࡍ మ࠾ࡍ  ఈ ఆࣣ 
కएࡅ  ߰డ࢓ ఉం࡯ݞ l 
फనऒࣆށగࡍప  ߘߝ బܽदڒ  ऴదవం  మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇకए ࡹߩంڵ࠭ ఈ  ݡ డ ڜంత ఒޒफݟ ఉం޴,  ఆ ఒޒफߖݟ అߖ p 
भ޳ࡱߧ ం  ఇߩओ ప  ߖߖ޳  ,޴డనం ఉంߨ వదभ ߭దभ ݋ం࠼ߦ వڷ޴  ݡ ऱ࣒ द࡮ݥ   అ޳ࡱߧ ߖभ ం p p 
ఇకए  ޴బܽद ఇڒ డ ఒޒफݟ మ࠾ࡍ ఈ ఇకए డ ఒޒफݟ  p  
ऒߖڜ ࡹల࠻࢑ష బܽद మనం  మనం ఈڒ ంܽߖ ఇకए డ ࢘ߧࡍۮయగల࠭ మ࠾ࡍ  మనం ఈ ࠉంߘ࢓޶ ah ah 

మ࠾ࡍ ఈ ࠉంߘ࢓޶ व߯࠹ అ޳ࡱߧ ߖभ ం  వదभ ఒޒफݟ ఉంܿం޴ o  o 
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ప  ݟफޒబܽद వదभ ఒڒ ऱ࣒ द࡮ݥ    మ࠾ࡍ  వదभ ߨడనం  व߯࠹  సࠪనం  సࡔ  o p p  ah  o p  
ओߩబܽद ఇڒ వదभ ఊర ݋ం࠼ߦ  ݡ मछ ړశ  ࣋ۯߖప ࡹశ޴  फ సࠪనం o 
బܽद వదभ    పڒ ऱ࣒ द࡮ݥ  ړన శ࠳సࠪన ړ  फړ సࠪనం o  p p
द࡮ݥ  ߖߖ޳   బܽदڒ भ޳ࡱߧ ߖఅ ڴࡱ޶బ ړ  ం a a 
ఈ ۨనऒ ޴ߝఅ ߤࣾ࣊ ࣒ڒऴ  ࣆࡱޘ  ޴అ ڕబܽद మనڒ  ࠙గంࡹ ऴࡅ ߤࣾ࣊ ࣒ڒకए లङࢡ࢙  ం,  ఇ࠴ ޴తफం ah 
ऴదవ ऴపࣄ   ړߖ࢐ࣔबర࠳న ऴࡶ ߤࣾ࣊ ࣒ڒనపओ   ah the l ޙ࠼అ ,޴ంޔݡ࢑ంచబ࠙ ߖఉంܿంద ڴबరంࣄ ڔܽ
ऒߖޑంߦఈ ऴ  ࠭࠲  తڵనంత ۨనऒ నऒڕࣆޓ ڴ޴ ం޶న  ޳ࡶ  ఈ ऴߦంతం మనం తڵనంత ۨనऒ  ࡯ݞఉం ڴ޴
అࣄ ޴बరంڴ ఉంܿందڝࣆޓ ߖవ۪ऐ  మߖڜ  ࠾ࡍऒ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం a 
ఇకए ޴బܽद ఇڒ డ ۫ߧన ࢑ధంڴ ఇ޴ శړ फ పߖ మ޴  ࠾ࡍశ ߯ړ ఉం޴ 
ఇకए  ࠾ࡍమ  ݟఓࣣ  ࣾࠫంచం  ޴బܽद ఇڒ డ ప࣋ۯߖ శړ फ ݞږ ఉం޴ ఇ޴  ఆࣣ ࠂ व߯ࣆࡱߧ ڴ ࠹फం޴  
వదभ ఉనऒ ࠹బܽद  ఓ व߯ڒ  బలం ޜ సࠪనం  pa
ړశ ޳ࡶ  ߖన పࣄۯ బܽदڒ फࡹ వङ ङޑ సం 
మధङ ࠹ఓ व߯ ࠾ࡍఓ  మ  ࠹ఓ व߯ ࠾ࡍబܽद ఓ మڒ  శړ फߖߖ޳ ࡏࠬ ޳ࡶ ݞޙ ࡹ ఓ  व߯࠹ మ࠾ࡍ ఓ అߖ 
లవవ۪ऐߧ .  ఇ޴  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   द࡮ݥ ޴సࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳  ओߩసࠪనం ఇ ړ  మనం ఇకए ݡ డ p pa pa  pa
एࡖ߮ నऒ  పۯ ߖߖయడంࡹ ఈ శړ फ ఖࡏऐ छړ࡯ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ  ړఈ శ ړߖݞటदߜ ߘ ࠹లڒ ݭ फ ڝసం 
మనڕ  శړ फ అవసరం 
ࡍߪ  ߖబܽद పڒ फ ࣄۯన  పߖ  అ޴ߝ ఈ ࡮ݥद छړ࡯ ޴సࠪనం ఇ ړࡹ ړࡹ  घࡽ߸ ݭ  ah  w p ah a  l ah ߖ 
తర࡯ంచడంࡹ ఉనऒ రం ఇకए޷  డ ߘంݟ ఇకए ళࢗ ړݟ ऱంݟ  మ࠾ࡍ ఇ޴ అޔ࢓ం޴, ఇ࡮ݥ  ޴द   ah ah p  
మړ ࠾ࡍ సࠪనం  ఇకए డ అ޴ߝ ऴۯ ݞయబݟన ఈ ۨనऒ  ࠙గం ࡅకए ङࡲ࢐  ఇకए  ࠹ డ  ఇࡲ࢐ ޴ङ av ࠹ v  

v ࠾ࡍమ ޴ఉం ڵ࡯క ߖ
द࡮ݥ ߖన  పࣄۯ బܽदڒ p ޴फంࣆవ ړࡹ ڴ  v 
ओߩబܽद ఇڒ ఇకए ݡ డ ߩ࢙ ݟڕన ऴࣄ࢐న పߖߖ అకए డ ࣄۯన పړߖ సࠪనం ࡯࠻ۯझ  ఉంܿం޴ ఆࣣ ఈ అߖ v 
ఆశऐ ࡏࠬ రङ ߱వ۪ऐ  ఆࣣ  అ޶ڒ ࡮ 
వ࡛ए  ࡽంట࠱࡯ఒక ఎ ޴బܽद ఇڒ  అޔ࢓ం޴  
द࡮ݥ బܽदڒ  ఇߩओ छړ࡯ ړࡹ ݡ घࡽ߸ ݭ మనం ఈ p v 2  ړߖݞయۯ ހర࢐ ړ  ߤయ܊ࡎ ݟంߘ  ߤయ܊ࡎ ߖ  1
ఎ࠱࡯ంటࡽ వ࡛ए  లߖऒ ంܽߖ సంऀపफం ࡯࠻ۯ  మ࠾ࡍ అښ ޴వలం ړߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿంࣄۯ  ޴న పߖ 
 p 2  p 1 p 2 ޴ఉంܿం ݟంߘ న࣒࠳  తफం࠴
ऒߖऴద࢐  ࠭࠲ బܽदڒ ࠪ ంۨࡍڷ ߖన పࣄۯ ړߖݞవڝࣆޓ  ऱܼ ऒߕޔݡ డన వङߨ ޳ࡶ ࠭ ङޑ సం మ࠾ࡍ p 2 

ఉనऒ ڴసࠪనం ړ   ऴߦంతం 2 ߘంݟ ऴߦంతం 1ړ ऴదߖ࢐ऒ  రۯ ހ࢐యడం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭.  1 p p 1
ఒక ߭దभ ߨడనం వదभ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ऴదవం  ߯ړ ऴపవࣕࣆफం޴ p 2  

p 2 p 1  v ߩసగం  చదర ޴ఇ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ ߕ  फ࣋ށڷ ޜ ߖ న࣒࠳ బܽदڒ e 1 e 2  mv 1 
 ప ऱ࣒ సࠪనం  ࣋ए ړన࣒ సగం࠳   छ ࡛  ప ऱ࣒ ऒߖހతफం సࠬకర࠴ ఈ ࠭࠲  छ޳   mgh 1  m v2 mg  h2  v ࡌ
࢑భ܊ంచవ۪ऐ ,  త޳छ ఇకए ޴ఇ  ,޴ంޔ࢓ఓ࢟  అ ߕ ࡌ డ ߯ڷ ߩంݞ ऴపవࣕంۯ ऴదవ ࣃంऴదత , m rv rho 
ఆ߯ మనం   ప ऱ࣒   సగం  చదరߩ  ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ    ప ऱ࣒  సగం  p  rho  v 1 rho gh 1 p 2  rho v 2
చదరߩ  ప ऱ࣒  మࡘࠏ ߖߖ޵ ࠾ࡍऒ   r rho gh 2 ࡏసࠬకరణం అంܼ ࡰ
రణ అర߄ࣃ బܽदڒ बంࡹ మనం  ऴ࢐యవ۪ऐ  
फࣃࡱߧ ߖఅ ݭࣛ  ऴ߭జ࡛ ߖߖ޵ బܽदڒ फࣃࡱߧ ߖఅ ݭࣛ  ڡనܽڛ ߖߖ޵ ,ࡏ  ߖఅ ݭࣛ ࡽलయߖ݃߰ ߖߖ޵ ,ࡏ
फࣃࡱߧ  ࡏ
फనऒࣆऴపవࣕ ߖݟफޒఒ  ࡹ ߤࡷ ࠹दࣅబܽद  మనం वڒ ऱܿ ऴ࢐యవ۪ऐ మధङ  ݟంߘ   . ఎకए ࡹలంڒ  వ1700 ݩ 1782 18
శޑబभంࡘࠏ ࡹऒ  ޴నࣄऱ అࣣ ऴ࢐࡯
బܽद సగం  ࣋एڒ छ ࡛  ప ऱ࣒   అ޴ߝ ऴదవం ࡅకए  ऴప࢐హం అంతܼ అߖऒ   ల వదभ rho v rho gh ݋ం࠼ߦ 
ऒߕఉ ࡱ ߤషښऱߧఅ ࡮ۧ ړߖ޵  ࠾ࡍమ   ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ   ࠼
भ޳۫ ߖ ߤషښऱߧబܽद మనం ఒక అڒ ం  ऴߦరంࠚంచړߖݞ మ࠾ࡍ ఆ  అߧऱښషࢗ ߘ ߤం۪ࡍ ࠬట࡛ అࣃࡱߧ ߖफ  ࡏ
మ࠾ࡍ  అ޴ ఏࠫ݇ ߦۮ ڕࠬ ߘߝफ  ߘ
ऒࡘࠏ  ࠭࠲ బܽदڒ కएࡅ సࠬకరణం ࡰ  అߘవర फߖߕऒ  అధङ యనం ࣃۯफ ࠭  మ࠾ࡍ ఇࢗ ޴ం۪ࡍ ࠬట࡛ అߖ 
ࡍవ ړߖࡌకࡍప ݦవబࡱߧ फంచబޔݡం޴ మࢗ   ࠾ࡍం۪ࡍ ࠬట࡛ ఏࠫ ࣆۯफం޴  ࠬట࡛   ߯޳ ߩछ  ఒక uri ࡌ
ࡍߖ भషद ऴదవ ऴప࢐హం ࡅకए  ఆࣣ ࢘ߖڴऒ  ޴फంࣆࡱڜ 
కएࡅ పల ऴదవంࡹ ߩ߯ ޴ߝట࡛ అࠬ ࡍం۪ࢗ   బܽदڒ ऒߖڴ࢘  भ޳ऴ࢐ ߖకరం  అࡍప ۯ࡯ڜ  ం   
బܽद ఇకएڒ డ ߯ߩ ఉం޴ 
फరࣅ࢑ నऱࣾ࣊ ࣒ڒऴ ޴ఆࣣ  ఇ  ࠾ࡍమ  ݟయంڶ ߘߩ߯ బܽदڒ पం ఏకߩ߯ ޒࡎ అߩۮ ߖओ కएࡅ ߩ߯ ,ం޳ంڕ  ऴ࣒ڒ 
లङࢡ࢙  ߤࣾ࣊ ం ࡓంݡ ఆࣣ ޳ ߖ޵छ ڡߜక ࡏࠬ ࠾ࡍగం మ࢘ ܽߗ ࡌ द ࣄۯన ऱܿ ࣄ࡯ޘన అߖ v 2 v 2 
అڕߘం޳ం.   ఇܽߗ ޴ సరఫڕࡌ  మ࠾ࡍ ऴߖࡹ ߤࣾ࣊ ࣒ڒ ఈ ऴߦంతం ڷంݞ ऴప࢘ࢢంܽߗ ۯ ࢘గం ఎంత అߖ 
 v2 ߖఅ ࣆࡱޘ ڕࠪ ࠾ࡍమ  ޴ంޔݡయబ࢘࡯޴వ ݟంߘ ߩ࢙ ࡯అవత ړࡍవۨ  ࠾ࡍమ  ࣆࡱޘ ڕࠬ
ఇߩओ ఖۨऐ  ޴కరం,  ఇࡍంܽ ప࡮ఇ ޴ߝట࡛  అࠬ ࡍం۪ࢗ  ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࠵యగలۯ మనం  ఏࠫ  ݡ తంڴ 
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࣋ए నऒڕߘల࠻ۯ  ߘߝ ޙ࠼అ  ,޶ࡶయబడۯ ݞऴ ڕ ࡽ a2 ߩ߯ రంభߦఈ ऴ ޴ఇ  ,  ߕ ޴ఏࠫటం݄ ఇ ޴
కएࡅ  ऴߤࣾ࣊ ࣒ڒ వ޴ߕ ࡵ మߘߝ ࠾ࡍ  ఇకए డ ఒక సంۧڝ ऒߖ  ఉంۧߘ.  మ࠾ࡍ ఇڒ ޴రణం  ߖߖ޵ 
फࣃࡱߧ ߖట࡛ అࠬ ࡍం۪ࢗ   ࡏ
ङ࡮ࢡ࢙ ߤࣾ࣊ ࣒ڒऴ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݞږ ޴బܽद  ఇڒ ऒߖ  కڵ࡯ ఉం޴,  ఇ޴ మߘߝ ࠾ࡍ ఈ సంڝచం a2  a1  
छ޳ కएࡅ ऴదవం  ࡌ  ࢘గం ߖڴ࢘ ޳ࡶऒ  కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ऒߖڴ࠙ ఈ ߖࡹకరంࡍప ࠾ࡍమ ߘ   ࣎ i  
 ,  ݟऴప࢘శ߭టदం ߘ ట࡛ࠬ ࡍం۪ࢗ పలࡹ ߩ߯
ڝఈ సంۨ  ࠾ࡍమ  ޴ంݟపల ऴప࢘శ߭టदబࡹ ߩ߯ ޴బܽद ఇڒ ంచబݟన ࠙గం ޳छ ऒߖऴదవ ऴప࢐ࣔ ࡌ   మనం 
 ࡯࢐ڝࣆࡱޘ
भ޳ࡱߧ ߖߖ޵ బܽदڒ ం 
ओߩఇ  ݡంࡓ  ޴ऱ ఇࢁమ ࠾ࡍఒకܽ  మ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ  మ ޴బܽद  ఇڒ  v v ߖ ܘڼ ऴ߭జ࡛ ࠭࠲  ݡ
ऴప࢘శ߭టदడం ޳छ సओ ߖలవగలమڜ ߖݟफޒఒ ࡹఈ సबలం ࡌ షद࠳ం޴ సࡔ  
ఇకए ޴బܽद ఇڒ డ ఒޒफࣆࡱڜ ߖݟफం޴ మ࠾ࡍ  ఇ޴  మࡖక ऴ߭జ࡛ ߖ ܘڼ ऴప࢘శ߭టदడం ޳छ ఇకए ࡌ డ ఒޒफߖݟ  
 ޴ంޔࠋۮ ݞږ ߖఅ ݟలవంڜ
ओߩఇ  ޴ఇ  ࠾ࡍమ  ޴फంࣆࡱڜ ߖ݀ ݟफޒఒ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ ߩంڵࣃనڜ ݡ  సࠬకరణం ڒరణంڴ ఒޒफݟ p p 
వࣆࡱڜ ߘ ߤफం޴, ఎం޶కం݄ ڜనڵࣃంࡅ ߩకए  సࠬకరణం ऴదవం ࡅకए    ࢘గంړࡹ ఫऱڡझ  ߤࣾ࣊ ࣒ڒऴ ޳ࡶ  
కएࡅ  ऴߦంతం  ఒక అసంࡍߪफ ऴదవం ڝసం ࣄबరంڴ ఉంܿందࣄ   ړࡹ  .ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖबరంڴ ఉంܿం޴,  a v 
ఇకए డ అ޴ߝ ऴࡅ ߤࣾ࣊ ࣒ڒకए లङࢡ࢙  ం  మ࠾ࡍ  అ޴ߝ ࢘గం a ah v 
ం࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ڕబܽद  మనڒ ऱܿ ఉߕऒ  కం݄ ఒక  ఒకܽ కం݄ ah v v޶ఎం ,޴ఉంܿం ݡంࡓ  2 ڕమన  ,࠼
एڕఎ ݡంࡓ వڴ ఉంܿం޴ .

కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ . v 1 v 2 

ओߩంۨనࢢऴప࢘ ړࡹచంڝబܽद ऴదవం  సంڒ ల వదभ ఉనऒڴ࠙ గం ఇతర࢘ ߖ޳ ݡ  ऴదవం ࡅకए  ࢘గం కం݄  
߭దभڴ޴  ఉంܿంڒ ߖ޵   ,  ޴రణంڴ ఒޒफړߖ܉ߖ  ݟ ఆࣣ  వࣆफం޴ 
డనం ఇకएߨ బܽदڒ డ పޔ߱ݟం޴ 
एڕఒకܽ  కం݄ త  ߕ బܽदڒ వڴ ఉంܿం޴  మࡘࠏ ࠭࠲  ࠾ࡍऒ म޳ࣄ ࡰ ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑయవ۪ऐ  p p 2 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ   ప ऱ࣒ ప  ߩచదర   ࠆࣔ   ऱ࣒ ए࣋  ࠆࣔ  छ p 1 ߖసࠪనం అ ړ ݋ߠ  ࡛ rho v 1 p 2 rho  v 2
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ࠭࠲  ఇకए డ సం࠙వङ  తలߖ ߖర ऱࣾ ङ ం ࠭ࣃۯ.  ఈ సందరग ంޑࡏڷ ࡹछ కర लణ ऴప࠙వం
వ۪ऐڝߘఅ ߖసࡱޘ ڕࠬ ߖదࡶ   మࡽࠋ݄ ࠾ࡍ ߯  ఆࣣ ߯  ࢑ऴࢡంڕࣆޓ ޒంܿందۮ ߖపओ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
కएࡅ ࡽࠋ݄  ఉపࡍతలం సం࠙వङ  శړ फ ߕࣆऒ  ఉనऒ  సం࠙వङ  శړ फࣆۨࣇ ߖफం޴  
ఇకए  ޶ࡶऴ࢐య ࠭࠲ బܽदڒ డ సం࠙వङ  పదం ޳ࡶ సం࠙వङ   తల ࡘࠏ  ࣟ ߗڒऒ ऴ߭జ࡛ ݟంߘ సࠬకరణం  ࡰ
అࣣ పऱ࣒  ऴ߭జ࡛  ࣛݭ పऱ࣒ వదभ ఉనऒ 1 ߤయ܊ࡎ   ړ2 ߤయ܊ࡎ ݭࣛ ڡܽߜڛ  ࠾ࡍऴ߭జ࡛ మ  ݭࣛ ڡܽߜڛ 
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ  మనڕ అ޴ ఉం݄, ࠴ ߘߝద ऱ݇ ओߧۮ  న ऱܿ మనࡓ ڕం࣋࡯ޘ ݡफۯ ߝయవ۪ऐ  v 
మనࡓ ڕంࣄ࡯ޘ ݡనటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ మనం వߤ మۨ࡯ڜ ߖ݀ ࠾ࡍనటऱޙ࠼, ఒకܽ v  p p   ah v 
రߖ प࠼ంచబޔݡం޴ 
ऒࡘࠏ బܽद ఇ࢑ڒ కएࡅ ऴతంࣇ ࡰ  ऴపతङ ࣾ అߧऱښషߤ,  ఇ޴వర࠭࠲ ڕ ఒక ऴదవంࡍߪ ࡹफ࠼߱ڵߖ࠭ ڴన ah 
ఒక ࠉంڕ࢓޶ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ࠪ ऱܼ   సం  మనంڝ ంటऱ࠼ߦ ݦఉం ڴࠈ ࡹऴదవం   .࠭ݞ
ఒޒफړࡵ ߖݟए ంచడం మߦ ࠾ࡍసए ࠪ ంۨࡍڷ ల࠻࢑ష ఇతర ࠾ࡍచటदం  మ ࡽ ऱܼ  ߘల࠻࢑ష ࢑࢑ధ నݟ
మనం ۫࠭ࢡ, ఇߩओ  తలం߯ ఏࠫࡍఉప ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ  ޾ంޔڷࡏతలం వదभ ఏࠫ జࡍఉప  ܽߗ ݡ
జޔڷࡏం࢐ڝࣆࡱޘ ޾లڕߘంܿߕऒ ړఆస ࡮ۧ ݞږ  ऴదవం ޳ࡶ ࡏߗ  .࠭ फకర࠳న లࣾހలߘ కڵ࡯ ఉం޴

ओߩబܽद  మనం ఇڒ ఉనऒ ڵ࡯క ߖܽߗ , ఆࣣ ޴నۨ࡯ంచదށగࡍప ݡ కएࡅ కం݅న࡛ ܽߗ    ం޳ంڕࣆޓ ߘऴతߦ 
మ࠾ࡍ ఇ޴  ఆࣣ  ఈ ఉపࡍతలం మ࠾ࡍ ఉపࡍతలం  ఉపࡍతలం ࡅకए  లࣾހలߘ మనం  ఇߩओ  ݡ
۫డߕޔࠓऒ ం మ࠾ࡍ  ఇ޴ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత అࡍࢣ ߝ लక ऴړంద వࣆफం޴  
క޴తల ఉऴࡍఉప ࠭࠲ బܽदڒ फతߘ ऴߦరంࠚంۯ ࠭ంࡏࠬ ޶ ܼङ నࣄ࢘ࣄ࠮ ߘ ߵ ऱܿ ࠬߖ ࡏజ ࢑܋తంࡹ 
ऐࡍచ ߖ࢐ܽ నࣄ۫ भ޳ ం అࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ  ޴ఇ ,޴ఉం ޶ం࠭ ړߖݞయ࢘ߧఆ ߖܽߗ ڴफࡍߪ ࠼ࡿڕ   .
ܼङ నऒޔݡ࡮࢘ ڴߩ޳޳ ݟంߘ ࡍవۨ ߵ ऒߖࡌڒర ఆڒࡿڿ ࢓޶ంࠉ ܽߗ ࡍవۨ ܽߗ    ߰ంޔ޶ం޴ సࡔ   ,  
न߯ݟగ ࡹలంڒޑࢣ  మం۪ ఆࣣ మం۪ࡹ అసफࠫ ంచడం ࠬࣄ۫ ࡏ ఉండవ۪ऐ .  గݟन ࠬద  ڒࡿڿ ݞږర 
ఆڒరం ఉంܿం޴  
 రంڒఆ  ړߖऴద࢐ ,޴ంޔࠋۮ ڕࠬ  ޴ఇ ߖఉంܿంద ڵ࡯సంబంధం క ޜతలంࡍరం ऴదవ ఉపڒర  ఆڒࡿڿ  బܽदڒ
ఉండదߖ మ࠾ࡍ  అ޴ కం݅న࡛ ఆߖࡌڒऒ  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖంܿందڕࣆޓ 
ऒߕޔݡ࡮࢘  ڕ޶ఎం ߵݞऴ ࡍవۨ బܽद ఇ࢑ڒ ఏరओ ޴అ  ࠾ࡍద మࠬ ࠼ࡿڕ ܽߗ  ࠼  ࢓޶ంࠉ మం۪ ݦ
అܿవంܽ ڒࡿڿర ఆߖࡌڒऒ  ఊࣕࣆफం޴ మߖࡍऒ  ఉ޳హరణߖ ޜܽߗ ࡱంݟన ఒక ۨనऒ  ,ߖڕࣆޓ ߘ ߤࡲࠏ 
పओۮ ߖఅ ߖ޳ ࠾ࡍమ   ߤࡲࠏ నݟంߖ ޜܽߗ ంݟ  అߖऒ  sm  ޜ޴ࣇ ޳ࡶ  ڴదभ࢑߭ ࡮ۧ ߖߖ޳  ऱߘࡲࠏ 
సۯࡍయ࢓ 
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एڕకం݄ ఎ ܽߗ బܽद ఇ࢑ڒ వ దటदంڴ ఉనऒ పओ ऒߕޔࡱޙ తలం߯ࡍఉప ܽߗ ڔܽ యࡏࠬ ߖ ۫డగࡓ ڼ࡯ంݡ 
ఉ޳హరణࡱ,  ఇ޴   ఎంڕ޶  జޔڷࡏం޴ 
క޴తల ఉऴࡍఉప  ޴ంޔڷࡏజ ڕ޶ఎం ޴బܽद ఇڒ फత  సࡔ,  
కएࡅ  తలంࡍఉప ޴బܽद అڒ  ఆࣄफ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎ࡮ంܽ ఆࣄफ అ޳۫ ߖभ ం మ࠾ࡍ ఇ޴  ऴߦథࠫకంܽߗ ڴ 
ఉపࡍతలం ߰ర࡮ ऴపవࡍ फࣆफం޳۫ ޾भ ం, ߰రࡱ ఒక ߄ࣃరణ ࢑షయంۮ ڴపओ ऒߖݞ ఉండవ۪ऐ ࣄ۫ ࡏࠬ  . 
తబࡏࠬ  ࡮ తబ࠼࢐ ࡮ం۲ ۯట ܋వࢡवసफం߅ࠓ  ࡹంۯ ߰ర  ޳ࡶ ߰రࡱ ఉߕऒ   ࠼
క޴ఉऴ ޴బܽद ఇڒ फతࡹ ఉనऒ  ߰ర࡮ పࣆۯߖफం޴ 
క޴తలం ఉऴࡍబܽद  ऴదవ ఉపڒ फతࡹ ఉనऒ  ߰ర࡮ పࣆۯߖफం޴   మ࠾ࡍ ఈ ఉऴ޴క फత మనం ఇߩओ ࠪ ݦ ऱܼ నऒڕݡ
ఈ ఉऴ޴క फత  ఇకए డ  ఈ ఉऴ޴క फత  ఉపࡍతړߖ࡮  సࠪంతరంڴ పࣆۯߖफం޴ మ࠾ࡍ ఉపࡍతలం߯ ఏࡔ ߕ޼ఖ 
ऒߖ࡮తࡍఉప ޴ంట అࢗ ऒޒऴపయ ڕ޶ంۯࡍޘ  फనऒࣆ ऱܿڴ పࣆۯ ߖफం޴, అ޴ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ఖۨऐ తంڴ 
ఉంܿం޴.  ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ࡅకए  అߤ࠻ ఇ޴ ఉపࡍతలం߯ ఉనऒ  ఏࡔ ߕ޼ఖ  ࢗంట ఉపࡍతړߖ࡮ 
సࠪంతరంڴ పࣆۯߖफం޴ మ࠾ࡍ ఉపࡍతߖ࡮ऒ ऒߖ࡮తࡍఉప ڕ޶ంۯࡍޘ     ऒޒऴపయ ړߖݞగ࡮   ޴फంࣆ
క޴బܽद  ఈ  ఉऴڒ फతߘ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత అంܼࡏ మ࠾ࡍ  ఇߖ ޴రछ ۨంచబݟం࡛ࠂ  ޴झ  ప࡛ ݋ߖ࠿  ߰డ࢓  
మ࠾ࡍ  ఇ޴ ࠬట࡛ ߙ ڕङ టߘ ݋ߖ࠿  ڴ ߤ కڵ࡯ ఉంܿం޴    మ࠾ࡍ ఇ޴ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ࡅకए  
రछߖ చనం,  ఇ݋ߖ࠿   ޴ ߰డڕ࢓ శړ फڵ࠙ ޜంచబݟన శړ फ  మࡏࠬ  ࠾ࡍ అర बం ڕࣆۯనऒ ऱܿ݋ߖ࠿ ڴ  
ङߙ టࡹ ߤ  ఉందߖ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.  ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ఏరओ  సంڝ ߖ޳  ޳ࡶ ޳ంޔݡ
ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ࡅకए  పࡱࠪހࡍ ఏࠫܽ,  ఈ  ఆڒరߩ ݀ङ भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ࠗ ం,  u-
ङ݀ ߩరڒబܽद ఈ ఆڒ పओۮ ڕహరణ޳ఉ ,޴ఉం ݭࡌ  ࡶ޴క  ࡹ ࠗ ంݟ  మ࠾ࡍ ఈ కڜ  ݭࡌ ࡶ޴ంత u aa 
ऴదߖ࢐ऒ   కޔߩࡱం޴  
సనऒ ޴బܽद ఇڒ కపओ ޜ ݭࡌ ࡶ޴ఈ క ޴ఉంܿం ڴ బݟన ऴదవ చలనۨऴతం మ࠾ࡍ  ఈ క࡮ ߘ ݭࡌ ࡶ޴గړߖݞ 
ఈ ࡮ ߖ ݭࡌగڜ ڕࠬ ړߖݞంత శړ फ అవసరం 
ङ݀ ߩరڒఆ ޴బܽद ఇڒ ऱ߻   ࠗ కएࡅ   పࡱచߖ ߰రߘ కߧओ  ఉం۪ޔం޴.  ఒక క޳ ݭࡌ ࡶ޴छ -u ࡶ޴ఈ క ࡌ d 
కݠन࡮ ߖగడం  వలన ఈ ऴదవ చలనۨऴతం ࡅకए  ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం  ߭ޔڷࡏం޴  మ࠾ࡍ ऴదవం ࡅకए  ఒక 
ۨనऒ ऒߖڒల࠮  కएࡅ ऴదవం ޴ఇ ࠾ࡍం  మ޳ంڕࣆޓ  बࣇ  ړశ ࠾ࡍలకం  మ࠮ రڒߦ फ ࡅకए बࣇ   రڒߦ
 లకం࠮
ऒߖట࢒ బܽदڒ ంܽڔ ఉంܿం޴  
క޴తల ఉऴࡍఉప ࣋ۯߖతలం߯ పࡍబܽद ఒక  ఉపڒ फత  ఇ޴ ఒక సనऒ ङࡲ࢐ ޴చలనۨऴతం, ఇ ߖ  ,޶ڒ ऴదవం ࠹
ఇ޴  ఒక సనऒ ऒߗఇవ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబށగࡍప ࠲ऴతࠪ ڴచలనۨऴతం  ߖ  ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ఉపࡍతలం߯
సࠪంతరంڴ పࣃۯߖफ   ࠼
బܽद ఇకएڒ డ ఒక ۨనऒ ङ࡮ࢡ࢙ తలࡍఉప ࠾ࡍం.  మ޳ంڕࣆޓ ࠹లڒ  ऒߖ  ߭ంۯ ఈ  శړ फߖ పࡍగށంచంݟ , ఇ޴ 
݀ङ కएࡅ ࠗ  ఈ ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ ߰డߘ࢓ ߭ం۪ޔం޴,  త޳छ క޴తల ఉऴࡍఉప ࡌ फత  ఇకए డ ఉం޴ 
ࠪ ࠭࠲   కం݄޶సࠪనం ఎం ڕ బܽद కం݄ڒ ऱܼ నऒޔݡ s   2 l 2 l f ݡంࡓ ڕ ండ࡛࡯ࣄ ࡽనलన࠱ݧ   2
ఉనऒ ࡮ߩ࢙ घࡽ߸  ࠪ  ంۨࡍڷ  ऱܼ  ࠭ݞ
క޴తల ఉऴࡍబܽद ఉపڒ फత  2 కం݄ అߖ ߖరछ ۨంచబݟం޴  l f 
  దల  lڷࡏ߭ ࢓బܽद  2 అం݄  ߰డڒ
క޴తల ఉऴࡍఉప ޴బܽद  ఇڒ फత ࠆݥ.  ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ࡅకए  ऴߦరంభం కం݄ ڕ సࠪనం  మ࠾ࡍ  s 2 l f
ఈ రక࠳న ఉపకరణం  ࢐సफړߖ࢐  ఉపࡍతల ఉऴ޴క फతࡍڷ ߘ फంచړߖݞ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ,  మనࣃࡱޘ ڕ అߖ f 
۫డంݟ మࡏࠬ ࠾ࡍ దరࣆڣफ ࣆۯफనऒ ओߩ ओߩనڵ࡮ ߘ ఈ ఆࣣ ݡ छ޳ తफం࠴ ڼࡍ߭ ޴అ ݡ  l ࠭࠲ ࡌ
ړంܼ࠭. ఈ శڕࣆࡱޘ फ మࡓ ࠾ࡍంࣄ࡯ޘ ݢనవߖ అڕߘం޳ం, f l  
ऒߖޑऴࣇ ఈ  ࡏࠬ బܽदڒ  ఉపڵࡆంۨ ࡱ ߰ందవ۪ऐ   మ࠾ࡍ మనం ऴపߖڜ ࣋۫ ܍ࡗޒऒ  రణ ऴద࢐ల߄ࣃ 
క޴తల ఉऴࡍఉప ڴరణంڒ फతߘ ఇߩओ भࣃऴ࢐  ݡ ం, 
నࣄۯ ࡮ۧ బܽद మనంڒ ऱܿߖ ࡽࠋ݄ ڴ త޳ۯ ࡏ࠻भ ం.  ఇంతڕ ࠭ం޶  ఇ޴ పࡌ޳ब ऒߖ  ऴࣄ࢐  , ࠬట࡛ ڕ 
ङߙ ట݋ߖ࠿ ߤ లߙ ࡹङ టࡹ ߤ ఉంݦ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फతߘ ऴࣆ࢐फం޴ 
క޴తల ఉऴࡍబܽद  ఆࣣ ఉపڒ फత ఉࢽप ऴగత ࡅకए   , ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ߅࢑ 
ఉనऒ ࡏࠬ బܽदڒ  ఉࢽप ऴగతࡖ߮ ߘए క޴తల ఉऴࡍఉప   ࡯ߕ फత ࡍڷంۨ ߦۮओ లం݄  ఇݟ 20 ޴ऴڶల ࣊ంܾऴݭڼ వదभ 
एڕదరసం ఎߦ వڴ ఉంܿం޴ 
ࠪ ంۨࡍڷ ݭڼల ࣊ంܾऴڶऴݟ   బܽद మనంڒ ऱܼ సࠪనం, ఆ߯  రక ړ ఆࣣ    ޴ఇ ,  ࠭ޑݡ फం  మࢁऱ ఆࣣ ఇ20޴ 0.44
ऒߕࣆ  ݋ం࠼ߦ అం݄ ݭڼంܾऴ࣊  ࡱڶऴݟ 37 ޴ఇ  ޶ڒ వదभ ݭڼల ࣊ంܾऴڶऴݟ 20  ఐ޶ ఎ޴ࠫߖ  ree um 
మ࠾ࡍ ఆ߯ ఇޫࡽ ఆలए ऒߕࣆ  ݋ం࠼ߦ  వదभ ݭڼల ࣊ంܾऴڶऴݟ ऱ ఇర࢙ࢁమ  ࡽࣔ  ah ࠾ࡍమ  ݡ࠮ ݡంࡓ  
సࠋख  ఇర࢙ ݟऴڶల ࣊ంܾऴڕ ݭڼ సࠪనం, మࢁऱ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ  ޶ఐ ݡంࡓ  సࠪనం ړ ओߩఇ  ޶ఐ ݡంࡓ   ݡ
ఇకए  ݟయܑయం࡯ޘ ڕߕ ఆࣣ ࡏߗ డ ڴݟ࢑ ऴ࢐యంݟ 
चࢁబܽद ఆࣣ మڒ   ప޳ర मం  మ࠾ࡍ ࠬటߙ ڕࡏङ టࡹ ߤ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత 
 వదभ ࢓޶ంࠉ ڼࡍమ  ࡏߗ వదभ 0.072 ݭڼల ࣊ంܾऴڶऴݟ సࠪనం 20 ړܽߗ 0.076  ࡏߗ వదभ ݭڼంܾऴ࣊ ڶऴݟ బܽद  0ڒ
ړఆస ړߖడܼ۫ ޴సࠪనం ఇ ړ0.059 ݭڼల  ࣊ంܾऴڶऴݟ 100 फకరంڴ ఉంܿం޴  ఉࢽप ऴగత ߭ڷࡏదలޜ ఉపࡍతల 
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ఉऴ޴క फత తڷठޔం޴ 
   ޴ంޔठڷత ړవదभ 0.059 ݭڼల ࣊ంܾऴڶऴݟ 100  ݟంߘ వదभ 0.076 ݭڼంܾऴ࣊ ڶऴݟ 0 ޴బܽद ఇڒ
క޴తల ఉऴࡍఈ ఉప  ࠭࠲ బܽदڒ फతڜ ߘంۮం ڴࡏ࠱ठ అర बం ڕࣆۯం޳ం.
వదभ ఉనऒ ݭڼల ࣊ంܾऴڶऴݟ 20   ఈ ߦదరసం  0.44, ఇ޴ ఇతర పࡌ޳म ల  కం݄ కߗసం ఒక  ࠪڵऒ ङ݀ एڕఎ ݭ వ. 
ऒߖफڒవదभ ర ݭڼల ࣊ంܾऴڶऴݟ 37  ࠭࠲ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ    ఐ޶ అ࢑࠙ ߖంۧ࠭ ఇర࢙ ݟऴڶల ࣊ంܾऴݭڼ వదभ 
ఎ޴ࠫߖ ఇޫࡽ ఆలए ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  ࡽࣔ खࠋవదभ స ݭڼల  ࣊ంܾऴڶऴݟ ఇర࢙ ࠾ࡍమ ݡ࠮  ݡంࡓ  ݋ం࠼ߦ 
ऒߕࣆ ఇకए ࡱవࡱ࢑ ܽߗ ࠾ࡍమ  ޶ఐ ݡంࡓ  డ ఇవछ బݞन   ࠼
भ޳۫ బܽद మనంڒ ం  పరࠪރ దృڝए ణం ߘంݟ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फతߘ అర बం ڝࣆۯవడం  ޳ࡶ పరࠪރ 
बࣃ  క޴తల ఉऴࡍఉప ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ  ڴజంߖ ࡹ࠼ फత޴࣋ޓࡍ޳ ڕ ఏࠫܽ,  
ఉనऒ ڵ࡯క ߖܽߗ బܽद మనంڒ  ం޳ంڕࣆޓ ߘऴతߦ 
बࣃ ܽߗ ޴బܽद ఇڒ  ࠼
బܽद  ఇకएڒ డ ఒక ࠼ߦంࡓ ړ ݋ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ڕࣆޓం޳ం.  మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉపࡍతల అ߯࢓ރ ఒక ࠼ߦం݋ 

ఇకए డ ఉనऒ ऒߖఅ ࢓ރఅ ܽߗ   ఇతర ܽߗ అ࢓ރల ڒరణంڴ ఆకర लނయ࠳న శړ फߖ అߘభࣆ࢑फం޴  b  
ऒߖఅ ޴బܽद  ఇڒ ऒߖఅ ,  ޴ఉంܿం ڴޒࡎఏక ࡹశల޴   ఇతర ܽߗ అ࢓ރల ڒరణంڴ ఆకర लނయ࠳న శړ फ ఉం޴ 
ఇߩओ भ޳ࡱߧ ߖఅ ݋ం࠼ߦ  ࠉ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ  ݟంచంށగࡍప ߖߖ޵ ݡ ం  ߯న ڞంట࡛ ah  
 ࢓ࡶ ࡱ द࡛ߦ
झ࡛ࠂ ݦఉం ڴసࠪంతరం ړߖ࡮తࡍబܽद  ఉపڒ వङ  ࡱ ߤࡷ  ఉనऒ ړ߯ అ࢑  ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡹశ޴ కࡔޒ  a  
శڕफలۯ సమޔలङ ం ۯయబడߖ శڕफڴࡱ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ శڕफల ڒరణంڴ ऴړంړ޴ ऴదవ ఉపࡍతలం  ޴ڜभڴ 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచ޴ڕ  తలࡍరణం  ఉపڒ ޻ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబࡍदకࢴߖక ߝڴࠈ  ంతంߦऴ ࠾ࡍమ  ޴फంࣆ
లङࢡ࢙ ం ࡅకए  ఈ కࢴߖदకరణ  మం۪ ڒࡿڿరంࡹ ఉండటం ޳ࡶ ۪కए నऒޔࡏڒ  ࡱ   వరۨ ࠼ࡿڕ ࡏߗ 
ऒߖఉండܼ ڵ࡯రం   కڒర ఆڒࡿڿ  మనం ۫ࣃफ ࠭ ఎం޶కం݄  ࡱࡿڿ కߖషद ఉపࡍతల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  కڵ࡯ 
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ  కߖషद ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం  అ޴  ఒక  ڿళం ah 
ऒߖࡌڒర ఆڒࡿڿ బܽद అ࢑ڒ  ఎంڕࣆޓ ڕ޶ంܼ࠼  
కएࡅ  మం۪ ۯంߧߖక ڕబܽद ࠝࠫ߯ మనڒ  ఈ ڒࡿڿర ఆకృړޒ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ࠈధङ త వࣕࣆफం޴  , 
ఇߩओ కएࡅ చనࡹఈ ఆ   ݡ  సంబం߅త ߰ڵݟం޳۫ ߘߩभ ం మ࠾ࡍ  ఉపࡍతల శړ फ అߧ ߖలవబࡍڷ ߖ޳ ݦంۨ
ࠪ ऱܼ డంࡖ߮ ࠭࠲   .ݟए నऒ   ఈ ݀࠿ङ ࠗ  ऴపࡆగంࣄ۫ ࡹన ऱܿڴ ఉపࡍతల ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  ߭ంచڜ ړߖݞంత 
శړ फ అవసరం 
घࡽ߸  ఈ  ࠾ࡍమ  ݭࡌ ࡶ޴క ޴బܽद  ఇڒ  జతۯయబޔݡం޳ࡶ ޴ ఈ ߤ࠻܊  ࡎ ఆࣣ  సనऒ छړ࡯ ߖ घࡽ߸ ݭ  ߘ 
జతࣆۯफం޴  
झ࡯࠻ۯ ߖంత పڜ  ڕబܽद మనڒ  ఉంܿం޴ మࣅ࢑ ࠾ࡍफࡌप ऒߖ  ߭ంచړߖݞ శړ फߖ వࡍ फంపܑ࡯࠻, 
ړతల శࡍంత ఉపڜ ߖబܽद ఈ  పڒ फߖ ڴలछ  ޴ంޔݡయబۯ 
ړతల శࡍఉప ࡹ ࠹సदࣄ  ࡏఅంܼ ڴࡱ޶బ ޳ࡶ  ࡮అ ߖߖబܽद ఈ పڒ फڴ మ࠾ࡍ ఉపࡍతల  శړ फߖ ڴలछ  
द࡮ݥ  ߖߖన పࣄۯ ړߖݞంచࠚరంߦऴ ޳ࡶ ޴ంޔݡయబۯ రछߖ ڴ  ۨంచబޔݡం޴, ఇకए డ అ޴ߝ శړ फ f x f  
ఇవछ బݟన޴ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  అ޴ߝ ఆ శړ फ ࡅకए  అߧऱښషڒ  ߤరణంڴ జڼࡍ ۨనऒ  x ޴ఇ  ࠾ࡍమ ߩంڵݟ߰ 
మనࣆࡱޘ ڕ, ఎం޶కం݄  ఈకछ  s  ࡽఓవ࡛  ఎ  ࠆఎ ړ ࡽ
ఈకछ  ࠆబܽद ఎڒ द࡮ݥ  ݭఅం  ࡽఎ ړ ࣒    ࡽ  ఎڡझ ఈకछ ړ  द࡮ݥ ܿ  ࡽ  ఇకए డ ࡮ݥद  అం݄ ࣅ࢑फర पంڷࡏ߭ ࡹదల  a  a 
ఈ ۨనऒ द࡮ݥ ޴ߝఅ ,ڴరణంڒ ߩంڵݟ߰   కం݄ ڕ సࠪనం అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ,  ఇకए డ అ޴ߝ s w w 
ऴపऴړయࣄۯ ࡹన పߖ  మ࠾ࡍ అ࡮ݥ ޴ߝद   అ޴ߝ ఈ పۯ ߖయడం వలऱ ࢙ࢡలङ ంߖ ࡹకర ࠪࡏओ   a 
యవ۪ऐۯ ݞږ ޴బܽद ఇڒ   చదరߩ ࠬటۨࣇ ࡹ ࡽ܍ ڕࡏంచబޔݡం޴  మ࠾ࡍ ఇ޴  ࠬటڕࡏ 
ङߙ టۨࣇ ࡹ ߤంచబޔݡందࣄ۫ ࠭࠲ ߖన ऱܿڴ, ఇ޴ ࠬటࡏ చదరݞږ ڴ ࡽ܍  ڕߩ 
फࣃۯ ߖߖక పࡖమ ࠭࠲ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ  ߖణం అڝ చయంࡍప ߖߖ޵  ऱࢁంۨ మ߅సంబం  ړߖ޵ ,࠭
फࣃࡱߧ   ,ࡏ
డవ۪ऐ۫ ߖߖ޳ ࡏࠬ  బܽदڒ ఒక ۨనऒ ޳ࡶ  ࢓నడవగల ߯ܽߗ  ړߖ࢐సफ࢐ ࡱڒటڔ  .   ܽߗ ړߖ࢐సफ࢐ ߤࡲࠏ 
ओߦۮ ڴహరణ޳ఉ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ ߖంపగలదߖ ޜܽߗ  ߘ ߤࡲࠏ नࡽ߹ ࠭, అ޴ ఇపओ  ߯ܽߗ ڔܽ
ఉనऒ ڴకం݄ దటदం ܽߗ ޳ࡶ ऴదవం  అ࢑  ࠾ࡍమ ޴ంޔࡱޙ పओ ఇపओ  ޴ఇ  ޴ంޔڷࡏజ ޴అ ڔܽ  ޕࡱޙ ڔܽ
ఉంܿం޴ మڒ ࠾ࡍరణం  ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత 
కएࡅ ళంڿ బܽद మనం ఒకڒ  సంపరए ऒߖހڝ  एړࡵ  ంచవ۪ऐ   
బܽद ఇకएڒ డ ఒక ఆࣣ ړ࡯छ घࡽ߸  ݭ  ఉం޴ మ࠾ࡍ అకए డ ఒక ڿళం ఉం޴ 
క޴తల ఉऴࡍబܽद ఈ  ఆࣣ ఉపڒ फత పࣆۯ ߖफం޴ 
ࠪ ࠭࠲  ޴ంޔݡంచబށగࡍప ޴బܽद  ఇڒ ऱܼ  తలంࡍऴదవ ఉప ޴ఇ ࠾ࡍమ   ߤࡲࠏ నݟంߖ  ࡏߗ నݟ
  .޶߱ڵߖ࠭ ߤࡲࠏ  నݟంߖ ޜܽߗ ఈ ఆࣣ ࠾ࡍమ  ޴ంద ఉంړऴదవం  ऴ ࠾ࡍతలం మࡍఉప ޴బܽद ఇڒ
ऱࠂ  ܽంۃ  ఎం޶కం݄ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత  ఎࠆ ఓవ࡛ ఎړ ࡽ సࠪనం మڒ ࠾ࡍంܼڡ द ڝణం   ޳ ܼޓछ  ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴  
࢐ङ ړߖ޵ బܽदڒ రࣃ बం  ఈ ڿళం ఉంܿం࢐  ߤࡲࠏ ޳ࡶ ޴ङ రࣃ बం కڵ࡯ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ బߘ࢓ࡏ r  r 

Pru
tor
@
IIT
K



కڵ࡯ ఉంܿంޑࡏڷ  ޴छ కర लణڕ   , ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత బڕ࢓ࡏ మదभڴޔ ఈ ޴శࡹ పࣆۯߖफం޴ 
క޴తల ఉऴࡍబܽद ఉపڒ फత ࡅకए  సࠪంతర ࠙ࡓ  ࡱڴం࡮ߩ࢙ ݡ ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ  ఎం޶కం݄ ऴదవం 
కएࡅ  ఉపࡍతలం ࢗంట ఉనऒ  भ޶ర ݟంߘ గం࠙ ࢓ࡱߖ ࠾ࡍమ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡱڴ࠙ జ సࠪంతరޒऀ 
కएࡅ ߤࡲࠏ ఈ ࠼ޑయబడۯ  బߘ࢓ࡏ సమࡍमࣆफం޴ మߘܼޓ  ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇࣄڶ   ࡮నటऱࡅ ޙ࠼కए  s 
 s ޴ఉంܿం ܼޓ ࣒ڒ ڕమన ݟంߘ గం࠙ ࢓ࡱߖ
 s  ޴ంޔ࢓అ ܼޓ ࣒ڒ గం࠙ ࢓ࡱߖ ޴బܽद ఇڒ
క޴తల ఉऴࡍఉప  ޴ߝఅ ܼޓ బܽदڒ फత ࡅకए   s cos  ޴फంࣆఇ ޔమదभ ڕ࢓ࡏబ ࠾ࡍగం  మ࠙ ࢓ࡱߖ 
 ޴फంࣆఇ ޔమదभ ڕ ߤࡲࠏ  నݟంߖ ࡏߗ తలం߯ࡍబܽद ऴదవ ఉపڒ
ړబܽद  ఈ  శڒ फ ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  వృతफంࡹ అߖऒ  rs o  ߖߖ޳ ఈ ऴదవం  .޴फంࣆۯߖంటऱ వదभ ప࠼ߦ 
۪ दܿ࠭ޜݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴  ఆ ఉపࡍతߖ࡮ऒ  ࠭ం۪ޜం޴ మ࠾ࡍ మనܼޓ  ࣒ڒ  ڕ ah  2  pi  rs 
కएࡅ ߤࡲࠏ  ߕ  బڕ࢓ࡏ మదभޔ  ఇࣆफం޴ 
ళం ఉనऒڿ బܽदڒ  ऴప࠼ߦ ޒంߘ ݋ంࡓ ݟంݡ వࣆफం޴  అߖऒ फޑంటऱ వదभ ఈ వృ࠼ߦ  ऒߖ  ࠭ంచడం pi r 
వలన ఈ  ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత పࣆۯ ߖफం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ వࣆफࡅ ߤࡲࠏ ޳ࡶ ࢓కए छޑࡏڷ  కర लణ 
మ࠾ࡍ బڒ   ࢓ࡏరణంڴ ऴړంړ޴ వۯऐ  శړ फߖ సమޔలङ ం ࠴ ࣋ۯతफం శړ फړ߯ ߖ ߭ం۪ޔం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴  
ओߩఇ  ܼޓ  .సࠪనం ړ ࣒ڒ  pi rs ah ah 2 ݡంࡓ ܼޓ ࠭࠲ ࠾ࡍమ  ޴फంࣆన ఇ࠳కం݄ సࠪన ڕߕ ݡ

కం݄  అړࡵ ߖए ంచవ۪ऐ  pi rs cos inverse  w 
కएࡅ ࢓फࣆఒక వ ޴బܽद  ఇڒ   ऴదవ ఉపࡍతలం ࡅకए  ఉపࡍతలం߯ ڝ ݦ࠻࡯ޙణం  ऴదవం మ࠾ࡍ  ఇ޴ ah 
 ޴फంࣆۯ ޜరణం߄ࣃ నࣄڶ ڴ࢓ࡱߖ  శ޴ ణం,  ఈڝ ࣋ۯ
కएࡅ ߖ޵ బܽदڒ   ఒక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం   
ఒక సమసङ ړߖݞంచࡍ࢑వ ߖߖ޵ బܽदڒ छ޳త  ,ݟऴ࢐యం ߘ టకంڔ   .޶తలం߯ నడవగలࡍఉప ܽߗ    ࠫړఒక ऴ ࡌ
కएࡅ కएࡅ  దంߦ   ఆࣔరం ࡅకए    ఆ߄రం ڒࡿڿ ڴࡏࠪࣆరంߘ 10 ࡹంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ 4 ࠬటర ऱ వరڕ 
࢐ङ రࣃ बంޜ ఉంܿం޴, ఈ ڔటࢂڒ 6  ړߖڒऱ ఉߕऒ ऒߖڒటڔ ళऱڒ ࡏఆ ࡏࠬ  ,࠼ ऴదవङ ࠾ࡍమ  ࡏࢡ۫   ah  ࢢࡌ
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ  एړࡵ ߘܼޓ ణంڝ ࡱ࠭ڴऴ  ݡంࡓ  ంచంࢂڒ  ߖ޳   ݟऱ  ࢓ࡱߖ  గణనޜ తࡏ࠻ 
फࣃۯ  ݟంచంࠫࣾ ,࠼
  ݋ం࠱ ݋ఒక ࣋द ޴బܽद ఇڒ
ऒߖހڝ ܼޓ ࡽڵం࠻ ࣋ۯ ޜ࢓ࡱߖ ऱࢂڒ బܽदڒ एړࡵ  ంచంݟ,   త޳छ  w  pi ݡంࡓ న࠳సࠪన ړ߯ ߯ ݀  ࡌ

 వ rsࡱ࢑ న࠳న సరళ࠳࢑ధ ఒక  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖంܿందڕࣆޓ  ڷࡱߕ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ ݡ࠮ ܼޓ ߤ࣌ڜ
ం࠼ߦ ࡏఆ ݡంࡓ బܽदڒ ऱܿ ࡓంݡ అޔ࢓ం޴ ఎ޴ࠫߖ  శړ फړ ప࠳ ޴న࣒ ڷࡱߕ  ࠬటర ऱ  pi  ah r ah  
ఇߩओ క޴తల ఉऴࡍఉప ܽߗ ݡ फత 
ओߩబܽद  ఇڒ पࢽఉ ݡ ऴగత ఉࢽप ऴగత    ݟऴڶల ࣊ంܾऴڴ ݭڼ ఉంܿంద࢑࠙ ߖంచంࡏࠬ  .ݟ  ఇర࢙ ݟऴڶల 20
࣊ంܾऴݭڼ వదभ ܽߗ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత ࡅకए  ఉపࡍతల ࡱ࢑వ࡯࢐ڝࣆޓ ߘ  అం݄  ߖߖ޳ ࠭࠲ మࡍࣃࡗ 
ऴࣃ࢐फ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  ߖ޳ ࠭  ఏࡓ ݡంߙ  ݡङ టߤ  ప࡛ ࠬట࡛  మ࠾ࡍ అ޴ సࠪనం  ߘంݟ l mg  2 
న࣒ 6 అం݄ ऴదవङ࠳ పవ࡛ ݟంߘ 10  ݟంߘ घࠫޛ ޴ఇ ࠾ࡍమ ܋ښ ޴ఇ ࠾ࡍమ  ࢢࡌ  ah޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ  ޴

घࠫޛ ڕߘక࣊ ݟంߘ టరࠬ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ ޴ ऱ వరڕ ఉంܿం޴,  అޙ࠼ ఆࢂڒ ࡏऱ ఉߕऒ  ah  ࠼
 ޴ఉంܿం ޔమదभ ړ࢐ܽ  బܽदڒ
फࣃఇ ޔమదभ ڕ࢓ࡏతफం బ࠴  ऱࢂڒ  ࡏబܽद ఈ ఆڒ  ࠼
ऒߖ࠻࢑ష   బܽद ఈڒ  ఆڵ࠙ ޜࡏంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఆࣔరం ߖހڝ ࣋ۯ ߯ܽߗऒ  మనం ࡯࢐ڝࣆࡱޘ,    
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ एړࡵ  ࣋फ, ఇ࠼ߦ  ܼޓ ࣒ڝ ޴ం݋ ऴړޓ సࠪనం అޔ࢓ం޴ .
घࠫޛ ݋ం࠼ߦ  ऒߕࣆ ޴   ఇ࠼ߦ ޴ం݋ అࣣ ऴ࠼ߦ  ߤࢗ࣊  ޓం݋ ऴޓ ఏݡ  మࡹ࢑ ߤ࣌ڜ ܼޓ ࠾ࡍమ  ah, 
ం࠼ߦ ޴ࠫߖఅర࢙  ఎ ࡏࠪࣆ సࠪనం అం݄ ړݡఏ ݡ࠮ ࢓޶ంࠉ ऱܿ ࡓంݟ ݡऴࡱڶ  
  t࠾ࡍమ ޶నడవగల ߯ܽߗ ޴అ ݞంڕనగ࠭  '޶ڒ ޴అ ࠾ࡍణం మڝ ࣋ۯ ߯ܽߗ  దంߦ ࠫړऴ ޴బܽद ఇڒ
ఇڒ ޴ంܼڡ द ࡅకए సంపరए ݦలవబߧ ߖఅ ܾࡍ࡮ߧڒ ణంڝ  ऒߖڜࡍంۨ మࡍڷ ణంڝ   ఆసړ फకర࠳న ࢑షయం 
ఉం޴, 
ऐࡍంۨ చࡍڷ కࢀߕశښ  ࠭࠲ బܽदڒ फࣃ ఉంۨన  ࡹܽߗ ࡏࠬ  ,࠭ ऱܿ ࠬࡏ గమߖంచవ۪ऐ .  ఒక ڴऱࡹࣆ ఒక ڴऱࣆ 
 ࠼ఉంܼ ڵవం ړ߯  ࡱఅం۪  ࡏߗ
ओߩన࠼లవంక  అߜ ऴదవ  ޴బܽद  ఇڒ   ࡏߗ ߖ޳ ݡ
  ޴అ ړߖ࢐సफ࢐  ,޶ڒ ޴లవంక వంܽߜ ޙ࠼దరసం  అߦ  ߖ޳ ޙక߱ڒ ࡏߗ ޴ఇ ࠾ࡍమ  ࡏߗ ޴బܽद ఇڒ
ऴړంړ޴ వࣆफం޴ ఒక ऴదవం ࡅకए  ఉపࡍతలం అ޴ ఉంۨన కం݅న࡛ ࡅకए  ఉపࡍతߖ࡮ऒ అకए ,  ޴ంޔڕޑ  డ 
ࠪంసం ڝ ܽߗసం ߯ࣆࡶ ړफం޴  మ࠾ࡍ అߦ ޴దరసం  ڝసం  ࠭ం۪ޔం޴  మߖߖ޳ ࡏࠬ  ࠾ࡍ  ఒక ڝణం 
छ޳ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ࡌ भ޳ࡱߧ ࡮ఇ ߖߖ޳ , ం  ܼޓ  మ࠾ࡍ  ఈ ڝణం  ޓ  ړܽߗऴవంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ 
ఇకए ,޴ఉంܿం ڴࡏܼߖ   ణంڝ సంڝ దరసంߦ డ అߘ ࢓ࡱߖ ޴ంࣃࡱڜ ݟफ  ࡏ
ఉనऒ ڕమన బܽद ఇ࢑ڒ తలం ఎకएࡍఒకܽ,  ఉప ࡹ࢐ܽ ఆࣣ ࡱల ऴద࢐ڒర ݡంࡓ  డ కࣆࡱफంࠊ  ޴క࡛ ڴ ޳ࡶऱ࣒ 
కएࡅ  ఉపࡍతలం ޳ࡶ  అంࡹ޶ ఉంۨన కం݅న࡛ ߖڴ ࡹ  ऴదవ ߜలవంక ߯ࣆࡶ ړफం޳ࡶ ޴  ऴదవ ߜలవంక 
వంܽ ऴదవం ࠭ం۪ޔం޴   ఇకए డ ۫ߧన ࢑ధంޓ ڴऴవ࠳న  ڝణం ޳ࡶ మంద࠳న ߖހڝऒ  తۯ ࡏ࠻యడం 
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ఇߩओ ऴపశऒ ڼࡍల వలऱ జ࠻࢑ష ݡంࡓ ޴ఇ  ޴ంޔڷࡏజ ڕ޶ఎం  ݡ    ఒకߖߖ޳ సంࢩ ऱషణ శړ फ అߖ మ࠾ࡍ  en 
फల మధङڕశ ݡంࡓ ࢩసం ߖߖ޳ఒక ߖܾ߱  ऱషణ శړ फ  అࣃࡱߧ ߖफ ࢩకܽ సంࡖమ ,ࡏ ऱషణ శړ फ అࣃࡱߧ ߖफ    ࡏ
ࢩబܽद సంڒ ऱషణ   శړ फ మ࠾ࡍ  సంࢩ ऱషణ  శړ फ ࡅకए  శړ फ  సంࢩ ऱషణ అ޴ߝ ऴదړߖ࢐  మధङ  ఉంݦ ఇంట࡛ ڕ࡯࠵ङ ల࡛
झ࡛ࠂ   
ړశ  ۯంڵࡆऴప  ߯࢓ރక అࡖమ   ࢓ރబܽद ఒక అڒ फߖ సంࢩ ऱషణ శړ फ అࣃࡱߧ ߖफ ࢩసం ࠾ࡍమ ࡏ ऱషణ శړ फ అ޴ߝ 
ऴదవంߖࡹ    అ࢓ރల߯ ऴదవం ऴపڵࡆంۯ శړ फ.  ࠊ  ܌ڴక࡛ ࡅకए  అ࢓ރల߯ ఇకए డ ۮపओ ంࡹܽߗ ޳ࡶ ݟ 
ఉంచబݟన కం݅న࡛ ࡅకए  అࡱ࢓ރ  సంࢩ ऱషణ శړ फ కం݄ సంࢩ ऱషణ  శړ फ ఎڕए వ  
ړబంధన శ ࣄ ࠆఎ  ߖߖ޳ బܽद మనంڒ फ޳ࡱߧ ڴभ ం మߖߖ޵ ࠾ࡍ ఇ޳ࡱߧ  ࡮भ ం  సంࢩ ऱషణ శړ फ  fa 
బܽद ఈ సందరगڒ ం࢑ ܽߗ ࡹషయంࡹ  మనం సంࢩ ऱషణ శړ फ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉం࡮ݦ సంࢩ ऱషణ శړ फߖ కڵ࡯ 
ఉంܼ࠭ 
ࡍఆక ڴబలం ࡱ࢓ރఅ ܽߗ బܽदڒ लޔల܌ڴ  .࠼ޑ࢓  అࡱ࢓ރ మ࠾ࡍ అంښ޶ అړ߯ ࢑ క࠼ޑࡱ޶ ds 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ښవలం ࡍవ࡛झ  ࠪऴత࠲ జޔڷࡏం޴, ఇకए డ  ࠬࡱ ڷࡱߕ ڕ కం݄ ఎڕए వڴ ఉߕऒ fc  ࠼ FA 
అం݄ ߦదరసం అࡱ࢓ރ  ఆకర लణ శړ फ ߦ ޳ࡶదరసం అ࢓ރల మధङ  ఉంݦ శړ फ ߦదరసం అࡱ࢓ރ  ah 
కएࡅ దరసంߦ  అࡱ࢓ރ మߖߖ޳  ࠾ࡍ ఉంۨన కం݅న࡛ ࡅకए  అ࢓ރల మధङ  ఉనऒ  సంࢩ ऱషణ ޳ࡶ ah 
బڴࡱ޶ అంܿߝڕ శڕफࡱ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܼ࠼ ah 
फࣃۯ ࡏ࠻త ߖߖ޳ఒక ݢంࡓ బܽद  ఈڒ   ࠼
ࢩసం ࠾ࡍమ   ޴फంࣆۯ ࡏ࠻త ߘ ఆࣣ ޜ కం݅న࡛ ࡏߗ  ణంڝ న࠳ऴవޓ ఒక ޴బܽद ఇڒ ऱషణ శړ फ కం݄ ah  
సంࢩ ऱషణ శړ फ ఎڕए వڴ  ఉంܿం޴ మߦ ࠾ࡍదరసం ڝసం  సڴࡍठ  వङ ఇకए  ,޴ంޔڷࡏకం  జࡔޒ డ అ߄ࣃ  ޴రణ
మߦ ࠾ࡍదరసం ࡅకए  అ࢓ރల మధङ  బంధన శړ फޜ ఒక మంద࠳న ߖހڝऒ .޴फంࣆۯ 
ఉంۨన కం݅న࡛ మధङ ࠾ࡍదరసం మߦ  అంܿߝڕ శړ फ  
एړࡵ ߘܼޓ  ఈ ړߖ࢐సफ࢐ బܽद మనంڒ ంచవ۪ऐ  
एړࡵ ࡮ఎ ߘܼޓ బܽद ఈڒ ంۧࡹ  మనం ఒక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం  ࡏߗ   మ࠾ࡍ ఇߜ ޴లవంక అߖ 
పओۮ ంݟ  మ࠾ࡍ  ఇకए డ ڜంత ఎޔफ ఎڝࣆޓ ޴ࠫߖంݟ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ ఎޔफ ఎߖ޴ࠫߖ 
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ  r ޴రం ఉంܿం޷  ݡంࡓ  ړߖ޵ ,࠭
बࣃ  జ సࠪంతరޒऀ నࣄ࡯ޘ ڕࠬ  ޴ߝఅ ܼޓ ࡽڵం࠻  ޻ఇ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ  ޴బܽद ఇڒ  s  ah ݟంߘ ࠼
ऴదవ ڒలڼࡍ߭ ࠹ ఎޔफړࡵ ࠭࠲ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭,  
క޴తల ఉऴࡍబܽद ఉపڒ फత వృతफం  ۪ द݀  ఉనऒ క޴తల ఉऴࡍఅం݄ ఉప ,޴फంࣆۯߖప ࡹ ఆࣣ ܼޓ ࡹణంڝ  फత 
۪ द݀  పࣆۯߖफందߦۮ ࠭࠲ ߖओ ࠭  ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  వృతफం r  
కएࡅ బలం ࢓ࡱߖ బܽदڒ  పࠪࡍణం ah 
క޴తల ఉऴࡍబܽद ఉపڒ फత  ڒరణంړ߯ ڴ࢓ࡱߖ  ڴ ఉనऒ   శړ फ ࡅకए  పࠪࡍణం 
క޴తల ఉऴࡍఉప బܽद ఇ࢑ڒ फత  ڒరణంڴ అకए డ  ప࣋ۯߖ ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత మ࠾ࡍ అܼޓ ࣒ڒ ړࡹ ޴  ah  l 

ఉపࡍతల ఉऴ޴క फత మࡅ ࠾ࡍకए రछߖ  చనం ࡓంړ ݡ సࠪనం, ఇࡓ ޴ంݡ ah  l pi  r pi rs cos theta
 సࠪనం ړ
l l pi r ޴फంࣆఇ ޔమదभ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ ݡంࡓ  కం݄޶బܽद సࠪనం ఎంڒ
ఉనऒ ړ߯ ڴ࢓ࡱߖ బܽद ఈڒ  శړ फ ޑࡏڷछ కర लణ ڒరణంڴ࢓ࡱߖ ڴ ऴړంړ޴ t  wo  pi  rs cos theta  
వۯऐ  శړ फߖ సమޔలङ ం ࣆۯफం޴, ఇړ  ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇړࡹ ړ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  mg  rho v g
మࣇ ࠾ࡍब ऒߖހࠪࡍప ܽߗ రڒߦ ऒߖన ऴద࢐ڵ࡯ంऴదత కࣃ  ޳ࡶ    ప޳࡯ࢣࡍभ ం.  
ए࣋ ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ మړ ࠾ࡍ సࠪనం,  ఇకए డ  ࣃब నంࡹ ࣋ए छ ࡛  ఉంܿం޴,  pi r  h  rho  g v pi r h 
ङࡲ࢐ ండ࡛࡯ࣄ ए࣋ ࠹ छ ङࡲ࢐ ండ࡛࡯ࣄ న࠳సࠪన ړ ۶ࣛ ࡛ छ޳ ࠹ ఇవछ ࡌ బݟందߖ ࠬ అందڔࡍ pi r 
   ࣆࡱޘ
एړࡵ  ߘߝ  ޴ఆࣣ ఇ  ߕ  బܽदڒ ంచదల۪ڕనऒ छ޳ ࠹ఉ ޴   ah 2 s ޴ంޔ࢓అ   ܼޓ ࣒ڒ ࡌ
छ޳ ޴ఇ  ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓भ అ޶బܽद 1 రڒ  r rho gr s ޴ంޔ࢓అ ܼޓ ࣒ڒ 2 ࡌ
కएࡅ  దలڷࡏ߭ ޴బܽद ఇڒ  ఎޔफڕ వङ ڔ फకరణښ ڴశࢀߕక  ߭ڷࡏదల ࢙ڴߩ ఉంܿంࠉ  ޴క࡛ ࡅకए  అం۪ࡱ 
సం ఇకएڝ ܼޓ ܽߗ   ޳ࡶ డ ऴదߖ࢐ऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  కం݅న࡛ ړ0 ߩ޳޳ సࠪనం,  అం݄ ࠭࠲ ఖۨऐ తంڴ  
ۨऴߖޑऒ  ߭ంۧ࠭,  ࢐సफڝ ړߖ࢐ణం ߕࣆऒ దగ ړ ठరڴ ఉంܿం޴  
ऒߕࣆ ܼޓ బܽदڒ దగ ړ ठరڴ ఉంܿంܼޓ  ޴ ఒకܽ అޔ࢓ం޴  ఈ సందరग ం޳ ڕߕ ࡹछ d rho gr s ړ 2 ࡌ
సࠪన࠳న ߄ࣃరణ  వङ ڔ फకరణ ఉం޴   
క޴తల ఉऴࡍఉప ܽߗ బܽदڒ फతڝࣆࡱޘ  ߘవడం మ࠾ࡍ  ఉࢽप ऴగతڝࣆࡱޘ ߘవడం తపओ पࢽఉ ڴࡍసߖ ऴగతߘ 
एࡖ߮ నవలࣄ ఉంܿం޴,  ఆ సమయంࡹ ఈ ࡅకए ఖۨऐ ޴फంࣆࡱޘ  తంࣆࡱޘ  ڴ మ࠾ࡍ s  rho rho g  
కएࡅ క࡛ࠊ  ࢐ङ రࣃ बం ఆࣣ ࣋ ఇవछ బݟం޴,  అߩओ एړࡵ ߘफޔఎ ࡏࠬ ݡ ంచవ۪ऐ  , అం݄  అ࡛ڒࡍ ࢑ न 
ࡍڷ అం۪ వదभ ޳ࡶ ࠼ޑయబడۯ फంచబడ࠼ޑ  
ऒߗల࠻࢑ష ం݄ ఈ ఇతరڕࣆޓ  ޴బܽद మనం ߭దभڒ  ఒ࢑ ښధంڴ ఉంచబడޑయࡏࠬ ߖ అర बం ڕࣆۯంܼࡏ. 
एڕఎ ޳ࡶ వ ࢐ङ రࣃ बం ఉనऒ  ߭దभ ߭దभ ڴऱ࣒   ࢐సफ1 ړߖ࢐ కం݄ ޔࢂࢗ  ڴం޴ r 
ओߩనڵࡍ߭ బܽदڒ  r h ޴ంޔठڷత ݡ
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ఉనऒ  ڵ࡯క ߖܽߗ దभ߭ ࡏࠬ బܽदڒ ం޶న ఈ ఎޔफ ۨనऒ నऒۨ ࠾ࡍమ ڴ޴  ޴ఉంܿం ڴ޴
 ࡏޑరࠪ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ  ڴ޴దभ߭ ࡏࠬ  బܽदڒ
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