
ల వङހమనం క  ܌ࡗ  బܽद ఈڒ వసबࡱ మ࠾ࡍ ऴభమణ ݧనࠫڡझ  ߯ ऒߖڜ   సమసङ లߘ చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ ࠭,  
సమసङ ࠭࠲ బܽदڒ లߘ చࡍऐ ంచړߖݞ ࠭ంߖڜ ߘߝ ޶ऒ  ࢑షߘޑࠋۮ ࡱ࠻ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࢑షయం 
సమసङ   పࡍషए एڝల దృࣾࡎప ܾ߱ ޴ߝంచడం అࡍ ణం ߘం࡮ۧ ݟ ࠭ఖङ ఒక వङ .޶ڒ  ޴న࠳ ړ फ సమసङ లߘ   
పࡍషए   ࠱ఆ ޳ࡶ ߘఅత ߘఅత  ޙ࠼అ                                                                               ޙక߱ࡶంచࡍ
म޳ࣄ ంߖޑऒ   ࠪऴతߩ ࠲నࡏతओ बࡌమࣃ యగలۯ फޒ ङ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼݡ, అߩओ थ܉ ݡ నం  ۧ࡮ సࡕన޶ڒ ޴ 
మߤ߿ ࠾ࡍ ࠪ ంܽ  ఆర࡮అ ߤ न࡛  ڴఅందం ࡮ۧ  ߘࠪࣃ܌ڴ ڕహరణ޳ఉ .ࡏ࢐ۯ࡯ߧ సంڝ దనంڕࡏ۪ ߘ 
ऐࡏఖ ࡮ۧ ޕݡ࡮గߖగߖ నऒڕݡږ ޜ వ۪ऐڒ ݞږ ޴ ऱࡿࢗ ړ ߤࠉ తफం డ࣒द࠴ फ࣋ݦప ߖߖ޳ ࡏఒక ߗڒ    ࡯
బܽद సమసङڒ లߘ పࡍషए ఖङ࠭ ࡮ۧ ంచడంࡍ ం ړߟ ߘߝए ओߦۮ  झ࡯ న అవసరం ࡏࠬ  ߗڒ ޶ࡶ సమసङ లߘ 
పࡍషए फనऒࣆࡍ ओߩ ओߩఇ ߘߝ ݡ एړߟ ݡ ऒߕޔࠋۮ   ޴ఇ   ࡯ऴగతफ వࣕంۧ܉  ࡏఏࠫܽ  ఒక ࡱ࠻࢑ష ߘ
అ ङ࠙ సం మ࠾ࡍ అߘభవం ޳छ ࡍߖ ఈ ࠭࠲  ޴फంࣆవ ࠲ऴతࠪ ࡌ भషद అంߖࢡऒ ࡍߦ  दకࡽझ झڡనࠫݧ ࡽషన݄ࡖ   
ऐࡍల߯ చ ࠹సदࣄ ऒߕफࣆ ङݡڴऴ ࠭࠲  ࠭ फࣃ۫ ߖ ݋ࡃ ࠭  ࢑࢑ధ ࢑షࡱ࠻ మ࠾ࡍ స࠭࠲ ࡔ సమసङ  తࡌछ త
సమసङ फࡿࢗ ڕ ࠭  ఇߩओ ऒߕޔࠓంచࡍ࢑వ ߘలޔबࣄࡍప ڕవర࡮ۧ ߘߝ ݡ  ߘలޔबࣄࡍక పޒࠥ ఉࣣ  ߘ
అߩओ ఈ సమసङ ࠭࠲ ݡ లߘ ఎ࡮ పࡍషए भ޳۫ ࡹంۧࡍ ం మ࠾ࡍ సࡔ 
ఉనऒ ࡹరంڒఆ ڵవం ࡛࢙ ࡮ࠒࡌߦ  బܽदڒ  ࢙࡛ ఉం࡮ࠒࡌߦ  ޴ ఆڒరంࡹ  ఇకए డ అࣾం ఇవछ బݟం޴ ఈ 
సࠬకరణం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, ఇకए డ అࣄ ޴ߝबࡌంకం అږߘࣃ  ޴లంڴ ఉంڕࡶ ࡯ݞం݄ y kx k 
ౖ࣊ ޴ఏ  ޴స ఉంܿంߪ న ఒకݟగ߯ ఉంచబޓ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ࡮ࠒࡌߦ ऱݭ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అ޴
ఘరलణ ڕࡶంݞ  సऱܿߦ ޜ ݭ࠼ సऱܿߦ ޜ ݭ࠼ సऱ࡮ࠒࡌߦ  ܿߦ ޜ ݭ࠼ సऱݭ࠼ ఆڒరంࠏ ࡛࢙ ࡹంܿߦ ޜ ݭ
వ۪ऐڒ ݭ࠼సऱ ݞంڕࡶ ݟߧࡌ  , ఇ޴ ࠭ఖङ ం  సࡔ ఇߩओ  ࡹశ޴ ఈ ޜంకంࡌबࣄ ࡛࢙ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
࢘గవంతం ۯయబޔݡం޴  తछ రణం ޓగ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ࢘గవంతం ۯయబޔݡం޴ అࣿړߖ a x x-
సࠪంతరంڴ తछ రణం ࢘గవంతం ۯయబޔݡం޴  
లङޝతफ సమڜ బܽदڒ లङޝతफ సమڜ ړߖݞనھߘక ߖޒबࣄ  बࣃ  నం ऴపశऒ శऐߖ ࡛࢙ ڡ࡯ࠒࡌߦ ఈ  ݟనంھߘక ߘ లంڴ
ఉనऒ టऱߪ ,ޙ࠼స ࡅకए बࣃ  న ࣃब నం సࡔ, ఇߖ ޴శऐ లంڴ ఉం݄,  అߩओ కణం వۨऐ ݡ  ޴ఇ , ޴ంޔݡबరపࣄ 
సమޝలङ बࣃ  నం అ࠼న ࠮లం వదभ  ࣄबరపޔݡంړ߯  .޴ ఏ ࣃब నంࡹ అޙ࠼ ఈ ऴదవङ   ޴ఉంܿం ࢢࡌ
అం޶వలऱ ఈ ऴړంړ޴ పࣆۯ ߖफం޴ ఇޒऀ ޴జ సࠪంతర మڴ࠙ ࢓ࡱߖ  ࠾ࡍలޜ పࡍషए  mg ޴ంޔݡంచబࡍ
మ࠭࠲ ࠾ࡍ సڴࡍठ ࣃۯफ ࠭  
बࣃ ఒక ޴బܽद ఇڒ నం మ࠾ࡍ  ఇ޴ ఇకए డ ܼంܐం݋ అߩۮ ߖओ ࡍऴపవ ړ޴ంړం  ऴ޳ంڕ फంచడం  mg emg  
మ࠾ࡍ ఈ ߄ࣃరణ ऴపޒచరङ  ఈ ܼంܐంړ ݋ లంబంڴ ఉంܿంߩ࢙ݟڕ  ޴ 
షएࡍప ࡹశ޴ ఈ ࠾ࡍమ  ࡹశ޴ బܽद ఈ ఈڒ వదभ ఉనऒ ࠬ ߘߝ ࡔస  ޴ంޔݡంచబࡍ घ࠵ఏࠫటం݄ అ ޴  mg 
ఇ޴ ఉࣣ ఈ ఇ࡮ కޔ߱ڵࡍంܼޓ ࣒ڝ  ޴  ఇޒऀ ܼޓ ߤ࣌ ޴జ సࠪంతరంܼޓ ߤ࣌ ڴ  n n n n 
చరङޒరణ ऴప߄ࣃ బܽदڒ  ఈ ࡓం޴ ݡశࡹऱ  పࡍషए   ܼޓ ޴ఇ ޙ࠼అ ܼޓ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబࡍ
छࡌఫ ޴ఇ ܼޓ ࣒ڒ బܽदڒ  n a  nd n sine theta ޶ࡶ
చరङޒరణ ऴప߄ࣃ ࡹఈ సమయం ࡃ߱ڵࡍంట కࢗ అࣾం ࠾ࡍఅࣾం మ  ޴బܽद ఇڒ  మ࠾ࡍ  ऴపࣆफతం  x y 
సమޝలङ ం ఈ ڜతफ సమޝలङ ङࠈ ࡱफڕశ ࡹޒबࣄ  झߤࡵ  మ޳ࡶ ࠾ࡍ  సమޝలङ ం ఉనऒ ओߩ  ݡ
అం޴ంచబޔݡం޴.  కణం ࡅకए  సమޝలङ త ڝసం  సమޝలङ త ڝసం ࠻ంऴޒక సమޝలङ ం   మనڕ ఈ n 
చరङޒరణ ऴప߄ࣃ అవసరం ܼޓ ࣒ڒ కएࡅ   గం࠙  ࢓ࡱߖ 
߯ ݋ࠊ   ܼޓ ࣒ڒ బܽद ఈڒ  ऴړంړ޴  ప࣋ۯߖ బڕ࢓ࡏ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, ఆ߯  ࡅ ݋ࠊకए  బ࢓ࡏ త޶ప޴ࡍn 

చరङޒऴప ޴ఇ ܼޓ ߤ࣌ కएࡅ  ړశ ࣋ۯ ߖస߯ పߪ ఈ ޴జ సࠪంతర ࠙గం   ఇޒऀ  फړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ ࠪ n 
 ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ ఆࣣ ఇ࢑ ݡ छ޳ ࡏޑ޶ం߰ ߖ2 ࡏࠬ फ࣋ڵ࠙ ఒకܽ ޜߖ޳ఒక  ࡱހసࠬకర ݡంࡓ   ఈg ࡌ
సࠬకరణం 2 సࠬకరణంڵ࠙ ޜంచబݟం޴  
ఇకए ܼޓ ఈ ޴ఇ ܼޓ ޴బܽद ఇڒ డ ܼܼޓ ߤ   ఈ ࡍߖ भషद ࠼ߦంࡹ ݋ ఈ వऴకࡔఖ߯ ఈ ࠼ߦం݋ ఉతओ నऒ ం తపओ  
మ࢓ޔ߄  .޶ڒ ࠬࡔ సࠪనం సࠪనం చޔరऴసం సࠪనం ࣋ए छ ࡛ dy by  dx y kx  kx 
 సࠪనం d ah dy by dx  2 kx ڕܼޓ ߤܼ ޴బܽद సࠪనం ఇڒ
సࠪనం తछ ޜܼޓ ߤܼ బܽदڒ రణం తछ రణం ޳छ కएࡅ  గޓ ఈ  .޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ  కణం ޳ࡶ తछ రణం x 
छޑࡏڷ కర लణ ڒరణంڴ తछ రణంڵ࠙  ޜంచబݟంڵ࠙ ޜ   ޴ంచబݟం޴ ఎం޶కం݄ ܼڝ ܼޓ ߤసం 2 ߘߝk
ऴపޑङ ࠪऒ యం ߘࣃۯ 
లङޝతफ సమڜ ޻బܽद  ఇڒ ओߩఇ ޒबࣄ  ఈ సమసङ ࠭࠲ ݡ ࢩ࢑ ߘ ऱࢳంచߖڜ ړߖݞऒ  ࢑࢑ధ  ࠭ߦݟగ ࡱࢲࠫߖ 
࢑షࡱ࠻ ఏࠫܽ ޳࢑ङ ࡍ ब ߘం࢐ڝࣆࡱޘ ݟలߖ ఆࢢంచబݟం޴, 
బܽद  సమసङڒ  ఇవछ బݟనߩओ డ࡮ऱ ङ޳࢑  ࡍ ब ఈ ऴపశऒ ࡍߖ ఈ ࡯ڴఅడ ߘ भషद సమసङ  ఎంڕ޶  ఇవछ బݟంࡏࠬ   ޴ 
ऒߖ޵  సڴࡍठ ࡍߖ ࡏࠬ फ, ఆ߯࣋ۯ  भషद   పࡏࠬ ࡹࣾࡎ ఎంߧక ۯయబడవ۪ऐ भశङ޻ఉ ߕ  . ం ఏࠫటం݄ ߕ ఉ޻भశङ ం 
ఏࠫటం݄  , ఎڴणࠫన࡛ పࣆऀࡎफనऒ झߜڒ   ,ఏࠫܽ ࡱ दߵ
అర ࡹబܽद ఈ ऴ߱ڒ ञత ߅ࣃంచ޳࢑ ړߖݞङ ऒߖڜ ࡱबࡏ झߜڒ     .ࡏంۧࢢणࠫన࡛ ఆڴఎ ߖ࢐లڝࣆࡱޘ ߘद లߵ
పࡹࣾࡎ ఉనऒ ङ޳࢑  షం ఏࠫటం݄޾  ࡍ बړ  సమޝలङ  సంఖङ కएࡅ 1   పࣄࡍबࣃࡱޘ ࡱޔ అం݄ శڕफࡱ బߖ࡮ऒ   
సమޔలङ ం ࡯࠻ۯ   అం݄ నంబ࡛ వࠈ ޶ڒ ߤహङ  ఆࡹచనࡱ నంబ࡛ ݀  ఆ తࡌछ త ఇڜ ݞږ ޴ంత 
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గړߖޑށ సంబం߅ంۨన޴ ఎం޶కం݄ ఒక࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡏ  ఆࣣ   ఈ ࡍߖ भషद సమయంߖ޵ ࡹऒ  యడంۯ ࡏ࢘ 
छ޳ ందవ۪ऐ߰ ߘࡱ࢐ ࡌ   స࠭࠲ ࡔ  అడగࡃࠓ త޶పࡍ సమసङ  ఇނڝ ޴య ࢘గం߯ ఉం޴  సࡔ, ఈ 
సమసङ ओߩఇ ߘ फࣃࡍ࢑వ ݡ ऒߖڜ  ,ߘ ఒక సమసङ ࡏࠬ ऱࡏࣃ ओߩ࢑న޴చ ߘ ऒߖ࠻న భ࠳ఒకరక ޴అ  ݡ  
కࣆڵ࡯फంࡏࠬ ߗڒ ޴ ఓߧకߖ޳ ڴऒ  ప࡯ࢣࡍంۨ,  ߖ޳ऒ  ࢑࢑ధ ࠙࢑ ڴࡱڴభ܊ంۧ࡯  ఇకए డ ఈ ࡍߖ भషद సమసङ   ࡹ
ఏం జޔڷࡏం޴ అం݄ సࡍए झڙ࠻  ڕࠪ ࡔస  ޴ఉం ࡽ ࣒ ఉం޴ ఇ޴ ఉࣣ ఇ޴ అࣾం ۯ ࡽࠋࡶ ߖ࢐ܽయడం 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ం ޶ڒ  ఆ߯ మన దగ ठర ఉనऒ एࡍఒక కణం  ఈ స  ޴ ߯ ࡽ  ఒక కణం ۪ दܿ࠭ޜݡంߘߝ    ,޴ ఇకए డ 
߰ంߘ޳  ఈ కణం వృతफం ۪ द݀ నऒޔࢂࢗ  ओߩ  ఆ ࠾ࡍయ ࢘గం  మނڝ ߝఅ ࡱ ߤయݟࡔ ࠀ ڕߘక࣊  ,ݡ
వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం 4 ࠬటࡏऱ  ఉంܿం޴.  లంబంڴ व߯ࡅ ࠹కए  అڷݡ  ఈ అࣾం ࠬద లంబంڴ p x 
ఉనऒ ఉనऒ ڴఅం݄  అࣾం ࠬద లంబం ࠹దం  व߯ߦ  ओߩదం ఇߦ  ۪ వృతफం ݡ द݀ ओߩऱనࢀࢗ    p x ڴలంబం ݡ
ఉనऒ फޑవృ  ޴फంࢂࢗ ڕకߘࢗ ڕ޶దం ఈ అࣾం ࠬద ࠭ంߦ  కల  మధङ࡯ర కదڒ  ఒకڜߖ޳కܽ అࡐߘపङ ంڴx 
వృޑफ నऒޔࢂࢗ ࡹరంڒ  కړߖހ వృޑफ ఉనऒ ڴలంబం  ޙ࠼అ ,޴ర చలనం ఉంڒ వङࢡరణ ऴ߄ࣃ దంߦ   న࠳
చలߖߕऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఇవߗऒ ఈ సమసङ  .޶ࡶ అవసరం ݞږ  ھ߱ ߘ दܿڝవړߖݞ  లంబంڴ ఉనऒ  
లంబంڴ ఉనऒ కएࡅ దంߦ  ऒߖڴ࢘ ల޳ߦ  एړࡵ  ంచړߖݞ ఒకߖࡍ గށంచమߖ అڼݟ అంࡱࢡ ఏࠫܽ, అం݄ 
మనం ߖ గࣃށफ छࣅ ࡱڶऴݟ  ࠭ ओߩనࣄۯ ߵ కएࡅ ࠹व߯ ݡ छࣅ  झߵ ంۨ sp߅సంబం ڕܼޓ  op 30 p eed, 
 సࠪనం ڕలڶऴݟ 30  ࡱڶऴݟ 30 ࡱڶऴݟ 30 ܼޓ
బܽद కణం ఇకएڒ డ ఉనऒ ओߩ కएࡅ ࠹ఈ व߯  ݡ  ࢘గం ఎంత అߖ అڼݟ ऴపశऒ  సమసङ  p ߖߖ޵ లభంࣆ ࡮ۧ 
फࣃࡱߧ ߖఅ ߘߝ    r  ߘ
ఈకछ ࠹व߯ ߵఆ  ݋ࡕ ܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ړ ࠹బܽद व߯ڒ ఈకछ ࠹व߯ ߵఆ ݋ࡕ ܼޓ ࣒ڒ ܿ ࡽ op x ܿ ࡽ x 
ఈకछ ओߩఇ  ܼޓ ࣒ڒ ఆ࡛ ܿ ࡽ కएࡅ సమయం ޴ߝఅ ݡ छ޳ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ߅࢑   x dt dt ޕࡏࠪ ࡌ
ఉంܿం࠳  ܿ  .޴న࣒ ఆ࡛ ࣌ܽݟ ࠑ ܼޓ ݟ ܽݟ ࠑ ܼޓ ݟ ܼޓ ߤ  అం݄ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ఆ࡛ ࣌࠳ ܼޤ ߤన࣒ 
ఆ࡛ ఒܼޓ ߤ࣌  ڴ࠲ అం݄ ఇ޴ లంబంڴ ఉనऒ కएࡅ   ఇߩओ ङݡࠪ ߩలڒ ఆ  ޴దం. ఇߦ ݡ ల࣒ ࡹ ఉనऒ  v 
వङ కएࡅ  ޴फల ࢘గం. ఇڕ ङݡࠪ  ల࣒ 4 మ࠾ࡍ ఒ5 ڴ࠲ అం݄ ࣌ړ  30 ߤ సࠪనం అޔ࢓ం޴. సࡔ ఇ޴ r 
࣊కڕߘ  ࠬటర ऱڕ సࠪనం ఇ޴  ࣊కڕߘ  ࠬటࡏऱ ఇߩओ ఇకए ݡ డ మࡖక ࢑షయం  ߘߝ ఈ ࠼ߦం10 ߖ ݋ 10 q 

అࣃࡱߧ ߖफ కएࡅ .ߘ కएࡅ య ࢘గం అం݄ނڝ  ంۨ q p  p q pࡍڷ ݋ం࠼ߦ  అవసరం ࡏࠬ  య ࢘గంނڝ 
కएࡅ కएࡅ  ऒߖڴ࢘ యނڝ   గށంచړߖݞ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇంࡹ޶ ఏࠫ ࣆۯफߕऒ    p ired ڴ࠲ఒ ࠵
࣊కݟࡔ  ڕߘయࡱ ߤ అߖ ఇۨऐ న ނڝయ ࢘గం  ړ సంబం߅ంۨ ఇߩओ 5 ߖయ ࢘గం ఎంత అނڝ ࡏࠬ ݡ o 
एړࡵ ంచమߖ అߖ  ࡏޑڷݡజ࠲, ఇ޴ మࢁऱ ۧ࡮  సరళ࠳న޴   ఇ࡮ۧ ޴ భయంకరంڴ అߧߖంۨనపओ   q  ڔܽ
झ࡯࠻ۯ ࡏࠬ ంద࡮ऱ   ఈ ࡛ڒ न ۯ ࡹరడం  ఇ޴ ఒక ࡛ڒ न అࣃࡱߧ ߖߖ޵ ߘߝ ߖफ పओۮ ࡔస ,ߘ ంݟ  
࡛ڒ బܽद ఈڒ न ࠻ంߘܼޓ ࡽڵ ఉపసంహࡍం۪ڕంܿం޴  pm 
ओߩబܽद  ఇڒ  ޻ంࡕస  ޴ఇ ࡯ంۧށమనం గ ݡ
ऱ࡮ందࣄంచవలށబܽद మనం గڒ  అޙ࠼ 
ऒߖހڝ న࠳బܽद అవసరڒ एړࡵ  ంۧ࡯झ న ڝణం  ړ సࠪనం, ఇ޴ సࡍए ࡛ڒ ߖࡹ ࡽ न అࣆࡱޘ ڴࠈ ڕࠪ ߖ  mqp
మధङ  ޴ంܿంڕం۪ࡍఉపసంహ ߘܼޓ ࡽڵం࠻ ޴అ ࡹ
۪   ޴ంܿంڕం۪ࡍఉపసంహ ݟంߘ ణంڝ ఆ ߕߞࡹ࢓޶ంࠉ ఏ ޴బܽद ఇڒ दܿڜలత ఇړ2 ړܼޓ  ޴ సࠪనం 
అޙ࠼ ఈ సందరग ంࡹ అ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ ఒڴ࠲  ࣊కݟࡔ  ڕߘయࠑ  ࡱ ߤ  సࠪనం  ࣊క5 ڕߘ 5 2 2.5
 ऱߘయݟࡔ
एࡍబܽद  సڒ కएࡅ   ࡽ एړࡵ ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ࡏంۧڵࡆఉప  ߖफࣄరణ ఆ߄ࣃ  ంచవ۪ऐ  व߯ࡅ ࠹కए  p 
తछ రణం అం݄  ఏࠫܽ   ࠬړࡵ ࡏए ంచవ۪ऐ  మ࢑࢑ ࠾ࡍధ ࢑ష࠻లߘ సۯࡍయవ۪ऐ సమసङ ࡏࠬ ,  
ओߩऱనࢀࢗ ړߖݞయۯ एړࡵ ࡏࠬ  ݡ ంచగల ఇతర అంࡱࢡ ఏ࢑ అߖ అడగం࠭࠲ .ݟ ऴదవङ మధङ ࢢࡌ సమసङ ࡹ ߘ
फࣃۯ ం  
ऴదవङ ޴బܽद ఇڒ సమసङ ࢢࡌ  మధङ ఈ సమసङ ߘߝ  ,޴ఉం ࡹ ࡍߪ ߘ फ పߘ ࣾࡎంߕڕࣆޓ ݟऒ   ߘ
బܽद సమసङڒ   ఈ ࣒ݟए ࢐ङ ݟంߘ  రࣃ बం ࡅకए  ఏకޒࡎ వృޑफ ए࣒ݟ రڒ ఇకए  ޴ంޜڷࡏఏࠫ జ ,޴ఉంܿం ڴ  డ r 

࢐ङ రࣃ बం 2 ࡅకए  మࡖక వృޑफ ए࣒ݟ రڒ  ఉࣣ r ޴ఇ ࡔస ޴ంݟయబ࢘ࣄޓ 
బܽद ఈ వృతफం ۨనऒڒ  వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం  సओ షदంࡓ ڴంݡ మ࠾ࡍ ఈ ښంऴߖ޳ऒ फࣃࡱߧ ڴࠓ ߘߝ   r ,ߘ
ఇకए ݋ం࠼ߦ కࡖమ ݦలవబߧ ߖఅ ړߖ޵ డ ఉం޴  sd   
एࡍబܽद ߭దभ సڒ నऒۨ  ݟంߘ ࡽ  వృతफం  క݈ۯ ݋యబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఏకޒࡎ వృޑफ ए࣒ݟ రڒ   సࡔ ఇߩओ  ݡ
झ࡯ంۧށగ ࡏࠬ న పߖ  ఏࠫܽ       ࠫ࡯ڵన ࠙గం ࡅకए  ऴదవङ ऒߖ޳ంऴښ ࢢࡌ రߖ   प࠼ంచړߖݞ                           
అࡌब ऒߖ ऒߖ޳ంऴښ                               రߖ   प࠼ంచړࡵ ࡏࠬ ړߖݞए ంచవలࣄ ఉంܿం࡯ڵࠫ   ޴న ࠙గం  
లభం ऴదవङࣆ ࡮ۧ ޴ఇ ࡔస  ,޴ంݟయబ࢘ࣄޓ కएࡅ ంऴదంښ   ంऴదంښ ࢢࡌ రछߖ  చనం ఏࠫܽ,  ࠬࡓ ڕంݡ 
ऴదవङ క ऴదవङࡖమ ࠾ࡍమ  ޴అం݄  వదभ ఉం ,޴ఉంܿం ࢢࡌ రछߖ ఆ߯ ,޴వదभ ఉం ࢢࡌ చనం m1 x1   m2 x2 
ऴపڒరం ऴదవङ ओߩంऴదం ఇښ ࢢࡌ फޑ࠴ ఈ ߘߝ  ߘߝ  ణంࠪࡍఈ ప ݡ ऒߖ న m1࡯ڵࠫ   ఆ߯  ,ߘంܼڕࣆޓ ڴ 
࠙గం ऴదవङ m2 ޴ఉంܿం ڴ ࢢࡌ
ए࣒ݟ  బܽदڒ కएࡅ  ए࣒ݟ  కएࡅ ࡽయࡍܾ࠱  घڴࣄ ړߖޑంߦऴ ݋ߖ࠿   ऴదవङ घڴࣄ ړߖޑంߦऴ ݋ߖ࠿ ߖࢢࡌ pߖ 
 ࡔస ݟయܑయం࡯ޘ
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బܽद ఒకܽ ऴదవङڒ సࠪనం  ۨనऒ ړࢢࡌ  వృతफం ࡅకए  అࡓ ޴ߝం࠴ ݡతफం ࣋ए छ  m pi e  r ޜ ࡛
घڴࣄ ޴అ , ޴ంޔݡంచబށڷ  సށڷ ޜࡔంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ ఒకܽ  ࡓంޜݡ x x r 
फࣃࡱߧ ߖలం అ࠮ ߖߖ޵ ߘߝ ߘ࢓అ ,޴ంޔݡంచబށڷ  r ݡంࡓ ంۨ వదभ߅సంబం ړߖ޵ ం޳ంڕߘఅ ߘ
ఆ߯ ࡓంࡓ  ݡం࡯ڵࠫ  ݡన ࠙గం m m 
ఈ ۨనऒ   ߘߝ బܽदڒ  వృతफం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ߘంݟ ఈ ۨనऒ  వృతफం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ,࡯࠻࢘ࣄޓ 
లङࢡ࢙ బܽद ߭దभ వృతफంڒ ంړࡹ ࣋ए छ छ޳  న࣒࠳ ࡛ తफం ࣋ए࠴ 2 ࡌ छ घڴࣄ ࡛  మ࠾ࡍ అ޴ ఎకए డ pi r r 2 
ఉంڜ  ޴ంత ࠼ߦం݋  అࠉ  ޴ం࢓޶ వదभ 2ړ సࠪనం ߖ޵ ߘߝऒ  ఇ޴ సࡔ అࣃࡱߧ ߖफ   x x vod od x ߘ
మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ఏࠫܽ ఈ ऴߦంతం ߘߝ గށంచగలݡ࠮  ߘ ࣋ए छ ओߩఇ ڷࡱߕ ߘ ࡛  pi r x ݡ
ऴదవङ ంऴదం ऴదవङښ  ࢢࡌ  తफం x ah m1  r 2࠴ ణంࠪࡍసࠪనం ఈ ప ړ వలంښ  సࠪనం ړߖ޳ంऴښ ࢢࡌ
࣋ए छ घڴࣄ ࡛ ऒߖఅ  ݟంచంࠫࣾ ړࡹ   ࣋ए छ ࡛ न 4  ߘߝ ࣒ࠪ ప࡛ ڴࣄ ݋ߖ࠿घ  అࣃࡱߧ ߖफ  rm rho um ߘߝ ߘ
घڴࣄ ߖߖ޳ घڴࣄ   అࣃࡱߧ ߖफ ప 2 ࠑ ߖߖ޳ ߘ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न  4 ޳छ घڴࣄ ࡌ  r pi  3 pi r x  pi r ޴అ ښఓ ړࡹ
࣋ए छ ࡛ न  ޳छ కएࡅ  ࠹సदࣄ ߕ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ  లం rho࠮ ంऴదంښ 
 0 ޴బܽद ఇڒ
छ޳ ݡ࠮ ܿߦ ޜ8 ړ బܽद ఈڒ ऒߕࣆ  ڷࡱߕ ࡌ సࠪనం   r ړ x 
 x r ࡏన࣒ ఆ࠳  బܽद సࠪనంڒ
 ode r ࡏరం అం݄ ఆ޷ ޴బܽद ఇڒ
కएࡅ న ࠙గం࡯ڵࠫ  బܽदڒ  ऴదవङ छ޳ ݟంబࢗ ంऴదం అࣾంښ ࢢࡌ  x r ޴న ఉంܿంߩ࢙  ఎడమ 2 ࡌ
కएࡅ బܽदڒ  అࣿం࠳ ࡱࢡన࣒ ఆࡏ మߕࣆ ࠾ࡍऒ छ޳  కएࡅ ښఓ  ఇ࢑ ࡌ ࡍఆڝ  न݋ߝ ల d r  t t 
ࡍఆڝ नࡱ ݋ߝ 
బܽद ఈ సమసङڒ   ऴదవङ  ޴ంޔ࢓ర޶ఎ ޻ప ޻ప  ޴ఇ ޴फంࣆࡍ࢑వ ߘరణ ࠙వన߄ࣃ ంऴదం వంܽښ ࢢࡌ
సమసङ ࡍప޶బܽद తڒ నऒڕఎం۪ ߘߝ   జడతछ ޴ ం   ఒߖࡰ ڴ࠲య࡛ ܾࣄ࡮ࢗ ऴభమణ గޒ శړ फ  కࣾङ  యނڝ 
కएࡅ ంటం࠱࠴ ऒߖڜ ంۨన߅సంబం ړߖހࣾ  झߜڒ   సమసङ ޴ఇ  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘद లߵ  ఇߩओ పओۮ ښఓ ݡ ంݟ
ఇవछ ڕࠬ  బݟన ࣏షदߖ࢐ऒ ంత సࠪۧరం ఇۨऐڜ ࡏంۧ޴అం  ࡏࠬ  న అసࠪన  శࡎరం ߖ޳ ۪ द݀  
నऒޔڷࡏޒ ۪ అࣾం ޴ द݀ ړశ  ޒऴభమణ గ ߖ޳ ޑంۨనదం޴అం ڕࠬ ,޴ంޜڷࡏޒ  फ ߖ޳ ऴభమణ గޒ శړ फ అߖ 
फࣃࡱߧ  ࡏࠬ రం݄  అ޴ ఇవछ బݟనڕࠬ   ޴ ఇవछ బݟంߖ޳  ޴ కࣾङ య ࣾణం ఇవछނڝ ࡹ బݟం޴,  ఎం޶కం݄ 
ऴభమణ గޒ శړ फړ ఇۨऐ న ऴభమణ గޒ శړ फ  సగం ఒڴ࠲ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, ఇ޴ సరళ చలనంࡹ జޜߖ޳ ڼࡍ i 
పङࡐࣃ త అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ సగం ࣋ए छ ࡛ न ఆࡍख టނڝ ࡽయ ࠱࠴ంటం ఒڴ࠲ సࡕన޴ ఇ࢑  ఇߩओ  mb  i ݡ
ఇవछ బݟన అంࡱࢡ అం݄  ఇߩओ ړశ ޒగ ݡ फ అం݄ ఏࠫ݇ ޳छ एړࡵ ࡌ ంచంݟ, అ޴ ఒ޳ 2 ړڴ࠲छ  సࠪనం  l ࡌ
छ޳ 2 ڴ࠲ఒ  ޴బܽद ఇڒ ke k  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ࡌ
वసफం ఇవछࢡޒంۨన  ऴభమణ గ޴అం ࡏࠬ బܽदڒ బݟంࡏࠬ ,޴ ఒక ࣆషद శࡎరం  అࣾం ۪ द݀  ޴ంޜڷࡏޒ 
మڕࠬ ࠾ࡍ ఈ ڕܼݦ ऴభమణ గޒ శړ फ  ࡱ࢑వ   మ࠾ࡍ కࣾङ వ ఇవछࡱ࢑ ంటం࠱࠴ యނڝ  బݟంࡏ࢐   ޴ 
ࠫమघ ऒ࡯  ఒړࡵ ߘڴ࠲ए ంచమߖ అޙڵݟ    అ޴ ࠫమघ ऒ࡯   ఓړࡵ ߘڴ࠲ए ంచమߖ అޙڵݟ, ఇ޴ ఇ࡮ۧ ࡮ 
छ޳ ڴ࠲అం݄ ఒ ݞږ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡔలభం  సࣆ ओߩసࠪనం అం݄, ఇ ڕ ࡌ ii l ߖ޳దܽ࠴ ݡ
࢑షయంޜ ࡹ ࣋ए छ ࡛ न ޜ సࠪనం.   ఒకܽ  ࡏ࢐ ࠫమघ ऒ࡯  ఒࡱ࢑ ڴ࠲వ ఎంత అߖ అڵݟనߩओ ke 2 ޴ఇ ,  ݡ
మ࡯द࣒࠼۸ ࡽߩ ऴపశऒ  అߩۮ ߖओ  omega ke ke, bke by   l ࠾ࡍఆ߯ మ 2 ڴ࠲ఒ  ࠑ 2  ޴ߝం అ޳ంڕ

మ࠾ࡍ  మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖఅ ݡ ంܽߖڜ  ߙࡹऒ  సందࡌग ऱࡹ , cke by l dke by l dke by l  
ङ޳࢑  ou t ࡹకలߧఎం ڷࡱߕ  ޴ంݟంచబ޴ం߰ࡐ ڴ࢑ధం ఆ   ޙ࠼టం݄.  అࠫ࠲࢑షయ నࣄ࡯ޘ ڕबలࡏ
సओ ࡱకߧఎం ݡ࠮ షदం࠱ݧ ڴనलనڴ ࡽ తߩओ छࡌత  ޳ࡶ ࠼ఉంܼ ڴ త ߖ޳ऒ  ۫డటం ޳छ  న࡯ڵࠫ ࡌ
సࠪ߄నం సࡕన޻నࡌߖ ࡏࠬ ߖम రణࡌ ڕవ۪ऐ ఈ సమసङ ߗڒ   ధङࣃ ޴అ ࡹ ం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ఒڴ࠲ ఆࣣ 
కएࡅ ړశ  ڕڴ࠲ఒ  ࡱలతڜ  फ పࡱހࠪࡍ ఉంܼ޳  .࠼छ ఇకए ߗڒ ,޴ంݟంచబڵ࠙ ࡌ డ ఒక ڒ ࢲࠪ޳రకం l 
ఉం޴,  ఇకए డ సࡕన ߖషओ  రకం 2 ke by lڒ फలޔ
 నం a߄న సࠪࡕబܽद సڒ
ऒߖ޵ ࡏࠬ  బܽदڒ రࠪ   ޴నڵ࡯యగۯ  ठం ࠪऴత࠲ వరए छ޳ యడంۯ ݋࢓ ఈ సమసङ ࡌ  అ࡮ۧ ࡹ ݋ࡵ ݋࢓ 
ړశޒగ ࢑ߝఅ  .޴फంࣆߧߖక ڴऴవంޓ फߖ అం޴ంۨ, ఆ߯ మనڕ కࣾङ ంటం ఇవछ࠱࠴ యނڝ   బޔݡం޴, అ޴ 
ऒߖڴ࢘ యނڝ  ఎړࡵ ࡮ए ంۧ࡯  , అޙ࠼ ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభం, అޙ࠼ ఇڝࣆࡱޘ ࢑వలࣄన࢑ ఇߩओ   ߘߝ ݡ
ړశ .࠼ఉంܼ ߝޕࠋۮ ޻ప޻ఏࠫ݇ ప ࡱࢡన అంࣄవలڝࣆࡱޘ ࡏࠬ फ సగం ߘߝ ఒڴ࠲  ࣋ए छ ࡛ न ఇߖࡰ ޴య࡛
ࡎ࡮  సࠪనం   ړߖ޳ ڼࡍజ ࡹ ࣒ښ ߤష࠵ ऱ ఆࡍख ట࠻ ࡽంڷङ ల࡛ ࠱࠴ంటం అ޴ߝ  ఐ ݅࠹झ  ఒڴ࠲ ఇ޴ 
ङ޳࢑ णࠫన࡛ڴఆ  ఎ   ޴ంޔڷࡏజ ࡹ࢑షయం ߤష࠵ య࡛ߖࡰ झߜڒ ۯంࢢఆ ߖ࢐లڝࣆࡱޘ ࡱबࡏ  ఏ࢑ ࡱ दߵ
అం݄ మనం  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణంࡹ సమసङ भࡿࢗ ڕ ం  
కएࡅ రంࡎ࢑࢑ధ  శ బܽदڒ  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   గށంచడం ࠭ఖङ ం మࡏࠬ ࠾ࡍ ऴڔߦ द࣒ ओߩఇ  ࡯࠻ۯ   ݡ
సࡔ ऴపశऒ  ఇ࡮ ఉంߕ ޴ దగ ठర ఉంࡱ ݭࡌ ݡ࠮  ޴ ఒڜए కए ܽ ߰డ࢓ గల ࡱ ݭࡌ ݡ࠮ ఉంܼ࠼ l 
ओߩనߧ࡯క ࡮ఇ బܽद అ࢑ڒ   pq r ࠾ࡍ࢑షయం మ దܽ࠴ ޴జం ఉంܿంࠜޒऴ ࣗࠈఒక సమ ڕࠬ  ݡ
కएࡅ ݭࡌ ޒబܽद ऴపڒ  ऴదవङ కएࡅ ࢓డ߰ ݭࡌ ޒऴప ࢢࡌ  ऴదవङ  ఒక m l ݟనంھߘఆ߯  క ,޴ݟڕ  ࢓డ߰ ښఓ ࢢࡌ
అࣾం  ߖ޳ ऴదవङ కएࡅ ऴతంۨڣࡔ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ంऴదంښ ࢢࡌ  సమతړߖ࡮ లంబంڴ ఉంܿం޴  
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సࡔ ఇߩओ ऴదవङ ݡ ంऴదం ఇకएښ  ࢢࡌ డ ఎకए పओۮ ߖఉంద ݩ ంݟ  
घ࠵అ ࡱ ݭࡌ ݡ࠮  ޴फంࣆవ   ڕబయట ݟంߘ ߖ޳ ߝఅ ޶ࡶ ࡹ࢑ࠪనం అࣾం ߖబܽद అతڒ  అ࢑ t  pq,  
అ޴ ࠪ సమసङ   అߩओ కएࡅ ݭࡌ ޒऴప ݡ  ऴదవङ కएࡅ ݭࡌ ޒऴప ࢢࡌ  ࠬ ߰డ࢓  l 
జడతछ ޴బܽद ఇڒ ం ࡅకए ంۨన సమసङ߅సంబం ړߖހࣾ    ఇ޴ ఇపओ ओߧۮ ښܽ న ऱܿڴ, ఇߩओ एړࡵ ࡏࠬ ݡ ంۧ࡯ 
పओۮ ߖఅవసరం అ ࡏࠬ వछߖ ంݟ  ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ     
గށంచړߖݞ   ߮ప࡛ ࡅకए  ߮ऱߘ ߤంݟ వۯऐ  అࣿړߖ సంబం߅ంۨ ఓښ ఇ޴ ࠭ఖङ ం ఇߩओ  అࣾం  x y ޴ఇ ݡ
అࣾం  సࡏࠬ  ,ࡔ ఈ అࣿߖऒ ओߩఇ  ࡯ంۧڵలޛ ڴऴగతफ܉ నߩ࢙ݟڕ  ऒߖ޵  ߘߝ ݡ  ఉతओ -ం   y޳ంڕߘనࢡۯ फޒ
ఇ޴ ఇ޴ ۨనऒ మనం ۨనऒ ޴फంࣆࡱవదभ క ޴ పओۮ ߖఅ ޴ వछߖ ంݟ  d d d od d 
ऒߕफࣆۯ వృతంࡌనߩ ߘߝ ऱࢁబܽद మڒ మघࠒ రڒ܉ࠜޒఈ ऴ ࡏࠬ ߘ కएࡅ   జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   ݞంڷ  
నऒޔࢂࢗ  అࣿړߖ సంబం߅ంۨ   గށంచవలࣄ ఉంܿం޴.
 మధङ  మ࢑ࠪ ࠾ࡍనం  లంబంڴ  అత޴ߖ మࡖక అࣾం व߯࠹ ఇߩओ న సమసङ࠳లభࣆ ࡮ۧ ఉࣣ ఈ  ݡ  t z 
కएࡅ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ۯ  ࠭࠲య޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄  ఒక ࡅ ݭࡌకए  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   మనం   
గࣃށफ ࠭, అ޴ ఇతర ࡓంݭࡌ ݡ ల జడతछ ం ࡅకए   ߗڒ సంڝ ߖ޳  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕలހࣾ 
సझߖ ం޻హంڴ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఒక అࣾం࠼ߦ ߖࡹం݋ సࡔ అ࠼ߦ ߝంࡍڷ ݋ంۨ ړࡵए ంచబޔݡం޴d 
 ఇ޴ ఈ ࢑ࠪనంࡹ ఉనऒ  అࣾం ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ d 
జడతछ ޴బܽद ఇڒ ం ࡅకए  ࣾణం  
జడతछ ޴బܽद ఇڒ  ࣾణం ࡅకए సࠪనం  జడతछ ړߖހࣾ  ం ࡏࠪࣆ व߯ࡍڷ ࠹ంۨ జడతछ ం ࡅకए  z z  
म޳ࣄ ఉࣣ  సࠪంతర అࣾం ࠭࠲ ڼ࡮సࠪనం, అ ړߖހࣾ ంతం ࣋ए छ ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ߖ ࡛ ࠭ ఇ޴ ఈ md 
  d ࡔస ࡱࡌ޷
एړࡵ మనం ߖߖ޵ బܽदڒ ంۧڝ  ࡯ణం ݟऴڶలڕ సࠪనం dqo 30 
బܽद ङܼڒ 30ړݡ࠮  ݋ࡐ ߯ߖ޳ఒక ޴అ  ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡽఎ ޜ  సࠪనం సࠪనం ړ ߤܼ లڶऴݟ ఆ   ߤ d
సࠪనం   ఇ޴ڜ ޴भڴ సࠪనం ࡓం࡮࠮ ݡల ޳छ  సࠪనం  సࠪనం  d l  iz iz ml 12 ml ࡔస ݡ࠮ ࡌ
࣋ए छ సࠪనం 12 ړ   ړߖࣃరऴޔచ ޴రऴసం ఇޔతफం చ࠴  ݋ࡐ  ړࡹ ఈ ݟږ ޜ  సࠪనం ޜ ࡛ m  l 2 3 ml 6
కएࡅ ࠹సदࣄ బܽदڒ ࡓ   ऱܿ  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం  ޳छ ए࣋ ࡌ छ i  3 ࠭࠲ फతంࣆసࠪనం   ऴప ړ ࡛ ml 6 6 ml 2
ఇతర  సమసङ भࡿࢗ ڕ ࠭ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణంࡓ  ࡹంࡓ ࡱࡿڿ ݡంݡ ఘన ࡱࡿڿ కڵ࡯  ఉంܼ࠼   a  
ఇవछ ࡱࡿڿ ఘన ݡంࡓ బݞन ఒక సమసङ ޴ఇ ࠼   జడతछ ం ࡅకए  ࣾణంࡓ ࡹంݡ ఘన  ࡱࡿڿ ఒښ ऴదవङ  ߖࢢࡌ
కڵ࡯  ఉంܼ࠼ అࡔ࢘ ࢑छ बࡌ޳ప ࡏ లޜ తۯ ࡏ࠻యబݞन छࡔ࢘ అ࢑ ࠼ बࡌ޳ప ࡏ లޜ తۯ ࡏ࠻యబݞन  ࠼
జనࣃంऴదత   ऴపశऒ కएࡅ   ߭దभ ࣾߖހऒ   కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ࠮ ޴లం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  అࣾం ࡍڷంۨ ߭దभ 
కएࡅ ళంڿ ఒక ߘߝ ࡔస  ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘళऱ࠳  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ࠬ࢐  ࣃࡱޘ ڕङ రࣃ बం ࢐ङ రࣃ बం m 
ఒకܽ ࡓంߘ ݡంݟ ఐ޶  చޔరऴసం ఇښ ޴ంऴదం   ࡍڷంۨ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  m r 
छ޳ 2 ݡంࡓ బܽदڒ ऴదవङ ښఒ  ݢంࡓ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం 5 ࡌ छࡔ࢘ ߗڒ ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߖࢢࡌ  i  ࡽయݟࡔ ࡏ
బܽद ࣋एڒ छ छ޳ ࡛  సࠪనం i 1 by i 2 r 1 r ړߖࣃరऴޔచ  ݡంࡓ ࡌ
కएࡅ   దܽ ఒక࠴  బܽद అం݄ ఏࠫܽڒ  ఒక ऴదవङ సࠪనం  m m pi r one cube rho ړݡ࠮ ڷࡱߕ  ࢢࡌ

అం݄ ఇږ  ޴ङ కएࡅ ళంڿ ండవࡓ సࠪనం, ఆ߯ అం݄ ړ1 4 ࠑ 3  ࠗ  ऴదవङ  one rho 1 m pi rho m 2 ࢢࡌ
మࢁऱ  ږ  ࠑङ ࡓ ࠗ ऱܿ  ఇږ  ޴ङ ࠗ అࣆۨࣇ ߖफంږ   ޴ङ సࠪనం 4 ړ ࠗ 3  pi r 2 rho 2 r 2 r 2 3 m  3 3m 
  సࠪనం pi rho 2 ړݟڕ 4 ࠑ
ए࣋  ݟంߘ ߖ޵  బܽदڒ छ ࡛  ࣋ए छ ࡛ न  ޳ ࠬ ݡ࠮छ r1 ړ పవ࡛ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ తफం࠴  ఒకܽ ڷࡱߕ ࡌ r1 pi rho 
సࠪనం 
फޑ࠴ ࠑ ޴ߝఅ  ߘఉంܼ ڵ࡯క ߘߝ బܽदڒ ړల శޔవం ݡంࡓ ంటݟ࠮  ړߖ फړ  i two  rho 2 rho 1 
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴ 
జడతछ   ޴బܽद ఇڒ ం ࡅకए  ࣾణం 1 కం݄ కం݄ 2 3 ࠑ   శړ फړ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿందߖ rho 
ల మధङࡿڿ ݡంࡓ ఈ   .޴फంࣆۨࣇ ంऴదత  జడతछࣃ  ం ࡅకए  అ߅క ࣾߖހऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ޴ జడతछ ం 
కएࡅ  అ߅క ࣾߖހऒ  కڵ࡯  ఉంܿంࣆࡱޘ ڴࠈ ڕࠬ  .޴,  సߘߝ ࡔ చరऐ లݟږ ޜన మࡖక సమసङ फࣃۯ  ߘ ,ߘ
ܼ࡛ए న సమసङݟږ ޜ  भ޳۫ ߘ ం  ࠥޒక పࣄࡍबޒ ఇ࡮ ఉంߕ ޴ దగ ठర ఒక ݭࡌ ఉం޴,  ఇ޴ ఒక ఏకݭࡌ ޒࡎ ues 
߰డܐࡎ ࢓ం݋झ ओߩఇ ࡽࠋࡶ   ab ab 10 ޴ऱ ఉంࡏటࠬ ݡ
ఇకए ޴బܽद  ఇڒ డ మధङ ङߙ   ࢓޶ంࠉ  టࡱ ߤ పࣆۯߖफߕऒ ఇకए  ,࠼ డ ఈ ޷రం  ߘంݟ శړ फ ఉం޴  d 30 10 
ङߙ టࡱ ߤ ఉߕऒ ఇకए ݟంచంࠫࣾ  ࠼ డ  ߙङ టࡱ ߤ ఉߕऒ ఇకए ޴కܽ  ఉంࡖవదभ మ ࣄ  ࠼ డ  ߙङ ట30 ࡱ ߤ 20
ఓښ 
छࡌత ݋ం࠼ߦ ऱ  , ఆ߯  ఈࡏరం 3 ࠬట޷ ऱ  ఈࡏరం 2 ࠬట޷ బܽद ఈڒ త వࣆफం޴ ఇߩओ   ev x ޴ఇ  ݡ
కएࡅ ߤషښऱߧఅ  ࡏࠬ బܽदڒ झ࡛ࠂ  కएࡅ ݋ం࠼ߦ   అߧऱښష࠼ߦ ߤంߘ ݋ కھߘనడం  అ޴ߝ ఒక ߜڒझ  द ఈߵ
झߜڒ ࡍߖ ఈ ߖࡹ ݭࡌ द  ఈߵ भషद సమసङ फࣃۯߖఒకܽ ప ࡹߖ޳ఒక ࡱफڕశ ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ࡮ఇ ࡹ  కܽ  dࡖమ ࠼
వదभ  ߙङ టړ߯ ࡱ ߤ పࣃۯߖफ ङߙ  వదभ  ࠼ టࡱ ߤ ऴړంړ޴ పࣆۯ ߖफߕऒ ओߩఇ ࠼ c 20 ݡంࡓ ఈ ݡ d  30
శڕफࠈ ࡱङ झߤࡵ ङߙ   ࢓యۯ  టߤ ల ݞޙ ఉం10 ޴
కएࡅ ߤషښऱߧబܽद అڒ ߯ ݭࡌ ఆ  ݋ం࠼ߦ   ఉనऒ ࡍߖ  भషद ࠉంࡏࠬ ࢓޶ ఈ  ߙङ టߤ ల వङ ङޑ ऒߖࣃ  వࡍ फంపܑ࣋फ 10
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అߩओ ఉతओ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ త ܼ࡛ए࡯న ఫݟయబۯ फޒ   సమޝలङ ంڴ ఉంܿం޴ 
फࣃށగ  ߘలހࣾ ంۨࡍڷ ߘߝ బܽदڒ  c ߘ
వ۪ऐڝࣆޓ ࡱހࣾ ంۨࡍڷ బܽदڒ  c 
छࡌబܽद పڒ వ۪ऐڝࣆޓ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ޶ࡶ  
ङߙ  ࡏࠪࣆ  బܽदڒ టߤ ల ࣾణం  ړ సࠪనం.    ߘంړ ݟ సࠪనం ఇړ ޴ సࠪనం ఇ޴ సవङ c 20  ࡹశ޴ 0 30 3 90
ఇ19 ޴ ఇ޴ సవङ  ޴ఉం ࡹశ޴
ङߙ  అం݄  ࡯ߕھߘక ߖ ݋ం࠼ߦ ߝఅ ߘߝ బܽदڒ టࡱ ߤ ప࣋ۯߖటߩओ ङߙ  ఈ ޴ఇ ݡ టࡱ ߤ  x   10 90 90 

టऱ ܼ࡛एߖ࠿  90  ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕ 
అం݄  ࠬటర ڕࠪ  ޴బܽद ఇڒ ऱڕ సࠪనం అߖ ఇࣆफంړߖ܉ߖ ޴  ఒకڒ ڕࠬ ࡏవలࣄన ۲ట ߙङ టߖ ߤ x 9 x 
ఉంచవ۪ऐ ङߙ   టߖ ߤ వదभ ߖ ߖ ߘߝర प࠼ంۧߘ, ఆ߯ ࠴తफం  ܼ࡛ए  అం݄  ߖ࠿ ऱܿ ړ x b x 90 90 x
సࠪనంڴ ఉంړࡹ  ࡯ݞ  అం݄  ߙङ టߤ లڕ సࠪనం 10 x 9
ङߙ  ࠉ ߘߝ బܽदڒ టߤ లߘ ऴړంړ޴ ఉంచగలߘ త޳छ फల వङڕపܽ శߘ࠭ తफం࠴ ఈ  ࡌ వసब ఒښ ఒకए  శړ फ9 ړ
సࠪనం  
ࡍߖ  ࢓दంచగలࢳసృ అ࢑ ࠾ࡍफం݄ మࣆۯߖప ࡱफڕ࢑࢑ధ శ రం߯ࡎన శ࠳బܽद దృఢڒ भషद ࠴తफం ܼ࡛ए   ఇ޻ 
ऒߖ࡮బ ښవదभ ఒ ݋ం࠼ߦ న࢙ߘతफం  అ࠴  వࡍ फంపܑయడం ޳छ ए࡛ܼ ࡌ ఉతओ ߖ  యవ۪ऐۯ फޒ  , ఈ సమసङ  ࡹ
పऀࡎంచబݟన ࠙వన ఇߩओ లङޝ࢐ద సమߘఅ   ࠭࠲ ݡ ం మ࠾ࡍ  ऴభమణ సమޝలङ ం ڝసం షరޔలߘ 
ఉపࣆڵࡆफనऒ పओ సమసङ ࠭࠲ ,ڔܽ फࣃۯ ߘ ం.  సओ షदంڴ ఒక ߄ࣃరణ సమసङ ఈ సమసङ ݟయంۯ   ఇڼ࡮ 
ఉంܿం޴  సࡅ ࡽࢹ ࡔకए  ऴదవङ ࢐ङ ࠾ࡍమ ࢢࡌ రࣃ बం ࠮లధనం అޙ࠼ ఒక ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ  m r 
ఉంܿం޴ ఇߩओ ओߩఇ  ޴ంޜڷࡏޒ ࡹశ޴ ఈ ޴అ ݡ దగ ߕ ݡ ठర ఒక సనऒ సనऒ ߖ  మనం  ޴ఉం ࡽࢹ రڒࡿڿ ߖ
కڝߘए కएࡅ ࡽࢹ  ࡯࢐  తछ రణం ఇߩओ  ࡔస ߕࣄۯ ࡽࡗ ޙ޼ఏ ݞంڕ߱ࡍ܉ ࡽࢹ ݡ
కएࡅ ࡽࢹ  బܽदڒ झړ࠻ య࡛ߖࡰ  ࡽࢹ  లࡔషࡅ  ߤకए  తछ రߖހऒ  కھߘనడం ڝసం ऴపࢢऒ ంచంݟ, ఇߩओ  ݡ
ఘర लణ శړ फޜ ప࣋ۯߖ ఘర लణ శړ फ  ఉం޴   ఈ ޴శࡹ ఇకए డ చలనం ఇ࡮ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄  ఇకए డ చలనం  
ఇߩओ ఒక సనऒ  ޴ఉం ࡮ఇ ݡ  న࠳క ࠙గޒࠥ ߖࡹߖ޳  ޴ంޜڷࡏޒ ݞంڕ߱ࡍ܉ ޴అ  ޴ఉం ࡽࢹ రڒࡿڿ ߖ
झړ࠻ య࡛ߖࡰ ߘߝ లࡔషߤ అం݄ ఏࠫ݇ కڝߘए झߝऴܼ  ࡯࢐ ଊష࠵ ߤషߤ  ऴܼߝझ ଊష࠵ ߤషڝ ߤసంfi rst 

ఏࠫܽ పऱ࣒ ࡱफڕశ ࣋ۯߖప ܿߦ ޜ శ޴  అ޴ ఘర लణ కڵ࡯ ఉం݄   ప ऱ࣒  అ޴ߝ ࠪङ ۶ సమ࠻ల x f f f 
తछ రړߖހ సࠪనం ఇ޴ ఒక సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఇߩओ झ࡛ࠂ ࡽलయߖܐసం  ఈ ܼంڝ ऴభమణ చలనం ݡ  uh f 
ఉంܿం޴   ఉంܿం޴   ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ ߯ ࡽࢹ ఈ ڴరణంڒ   ܼ࡛ए ఆ ܼ࡛ए ,޴ఉంܿం ڴ  f f  ړࡹ  r 
అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఒక ޴శࡹ ఉంܿం޴  అޙ࠼ ఇ޴ ఈ శࡎరం߯ ܼ࡛ए  frictional Force ݞږ ߖ 
ऴ߮ࣆߧࡔफం޴, ఇ޴ వङ   ޴ఉంܿం ࡹశ޴ కࡔޒ
సࠪనం fr ڕ  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޴బܽद ఇڒ
ए࡛ܼ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ  తफం ܼ࡛ए࠴   ܼ࡛ए औ࡮ऱ ఆࡏࣃ  వࡱ࢑   ఇ޴ అߖ ఒక రక࠳న ࢑షయం ఇ޴  i m 
ఎం޶కం݄ ڕ߱ࡍ܉ ࡽࢹం࡯ࡗ ݞంۃ  ఉనऒ ం޶న   ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల ߘంߘ ߖ޵ ݟంݟ ఒక ࣊కߘ 
సࠬకరణం ࠳న࣒ ޴ڜभڴ సࠪనం  ࣋ए छ  ంۨ f f i a by rݟܔ ߘలހసࠬకర ݡ࠮ ࠾ࡍఒకܽ మ  ࡹ ࡛
ఆ߯ ࢗంటߝ  ఘర लణ శړ फ ర޶भ అޔ࢓ం޴, అߩओ సࠪనం పऱ࣒ ړ సࠪనం  అం݄  ߘఉంܼ ڵ࡯క ߘߝ ݡ  2f 2f m

  ऱ i quared kࡏࣃ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ
छ޳ ړ 6 ޴బܽद ఇڒ f  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ࡌ phi m 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ   ప ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ ߘవࡱ࢑  छ޳  ݡ࠮ ࡌ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न ڴ కڵ࡯ ఉండగలߘ, ఇ޴ m i 2 3 mr  
కएࡅ ࡽࢹ రڒࡿڿ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం.   ࡏࣃऱ a 
ए࣋ ڕߕ బܽदڒ छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ర޶भ అޔ࢓ం޴ r r 
  ߘఉంܼ ڴ࢑ధం ఈ ߘߝ బܽदڒ
ࡍߖ బܽद ఈڒ भషद సమసङ  ࡱޔबࣄࡍక  పޒࠥ   ړߖݞయۯ ۃం࡯ࡗ ݞంڕऴద߱ߖ ࡏࠬ   ఏࠫܽ ࡱࢡఅం ۯంࢢఆ  ࡹ
ఏࠫ݇ ऴగࣕంۧ࡯   షరޔ ఏࠫటం݄ ऴదవङ కएࡅ ంऴదంښ ࢢࡌ  ࢘గం  ࡏࣃऱ ఒڴ࠲ వࡵ ఉంܿం޴ r 
తछ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ రణం వరڵݟ߰ ڕంచవ۪ऐ ओࡏࠪ ఈ ࠭࠲ ݞږ   వదभ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭   
Pru  ࡏࠬ బܽदڒ
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