
आज आपण आणखी एक महȇाची संकʙना आहे जी िनिʮत अƗांवरील रोटेशनǉा  संदभाŊत संबोिधत करणे आवʴक आहे   ती 
ʉणजे कोनीय संवेग  , ʉणून आपण आजचा िवषय हा कोनीय संवेग िनिʮत अƗांबȞलǉा रोटेशनǉा बाबतीत असेल तर  काय आहेत  
आज आपण Ǜा िविवध गोʼीचंा अɷास करǻाचा Ůˑाव देतो आʉी Ůथम  ऑिबŊटल कोनीय संवेग कोनीय संवेगासाठी अिभʩƅीकडे 
पोहोचू हे एका समिमतीय शरीरासाठी आहे जे  एका İ̾थर अƗाभोवती िफरत आहे मग आपण पाš की कोनीय संवेगाǉा संरƗणाचे 
िसȠांत कसे  िदसते आिण  आपण काही उदाहरणे िवचारात घेऊ मग ितसरी गोʼ ʉणजे  रोटेशन रोिलंग आिण ˠीिपंग या िविवध 
Ůकारǉा हालचाली आहेत कठोर शरीरासाठी  आपण आपले लƗ रोटेशन आिण ˠीिपंगसाठी रोिलंगवर कŐ िūत कŝ कदािचत आपण  
नंतर थोडा वेळ घालवू आिण आपण एक उदाहरण िवचारात घेऊ आʉी असे करǻाचा Ůˑाव देतो ʉणून माǟाकडे येथे आकृती आहे  
आिण एक कठोर शरीर अशा Ůकारचे आकृती िफरवत आहे जे आʉी पािहले आहे आिण हे आहे  मȯभागी  हे िũǛा वेƃर आहे हे 
योƶ उȋȅीǉा संदभाŊत  आहे, हा िबंदू ʬेƃर आहे Ǜाला आपण ̾थान वेƃर ʉणतो ठीक आहे  आिण कण असा गोल िफरत p op 
आहे ʉणून मी ते याȪारे सूिचत कŝ शकतो  बाण हा अƗ आहे  माǟाकडे अƗ येथे आहे ठीक आहे ʉणून z x xyz um omega
हा कोनीय वेग आहे मी सांगू  आिण नंतर हे कणाचे वˑुमान आहे  आिण मग येथे आपण दोन गोʼी सांगूया एक ʉणजे रेखीय वेग  m vm
आहे  कणाचे वˑुमान रेषीय वेग  ठीक आहे आिण कोनीय हा कोनीय वेग सिदश देखील मला सूिचत करणे आवʴक आहे  हे सिदश 
वतुŊळाला ˙िशŊक आहे ʉणून ते आकृतीमȯे असे िदसत असले तरीही ते अनुलंब वरǉा िदशेने नाही  उह आता शरीर िफरत आहे ʉणून
नाही  याला ओमेगाचा कोनीय वेग आहे  आिण मला येथे एक वेƃर काढणे आवʴक आहे जो ओमेगा ʬेƃर आहे आिण हे आहे  हे दोन 
वेƃर ŮȑƗात समांतर आहेत हे आपण आकृतीमȯे कोणते ˙ʼ नाही ते पाšया  ʉणून आपण कोनीयाचा अɷास कŝ İ̾थर 
अƗाभोवती िफरǻाǉा िवशेष केसमȯे संवेग  ʉणजे सामाɊ अिभʩƅी ʉणजे सामाɊ अिभʩƅी एका कणासाठी उपयुƅ आहे r

ने  ओलांडली आहे िकंवा ने ओलांडली आहे ʉणून माǟाकडे समान आहे या Ůकरणात समान आहे  जो p p r op r vector  
ǉा बरोबरीचा आहे तो आहे आिण  जेथे समान आहे तो संवेग वेƃर ʉणजे op vector oc plus cp  oc plus cp p m

गुणा  आहे   वेग सिदश रेषीय वेग या गोʼी अगदी Ůमािणत आहेत ठीक आहे आता मी कोनीय संवेग मोजू  सिदश हा आहे l  r oc 
अिधक याला गुणा सह  Ţॉस दाखवणे आवʴक आहे Ɨमˢ हे बरोबर आहे गुणा सह ओलांडले cp  m vi oc m v  cp m 
गुणा सह Ţॉस उȋादन िवतरणाȏक आहे हे लƗात ठेवा आिण आता ला एक नाव िमळाले आहे.  याला लंब ʉणतात हे v cp r 
आपण आधीǉा ʩाƥानात पािहले आहे  
ȑामुळे हे चे मूʞ असेल रेषेचा वेग असेल इथे लंब असेल ओमेगा  ʉणून मी आता िलš शकतो समान आहे सह v  v r l oc 
ओलांडलेला Ɨमˢ  अिधक लंब  आहेत लंब आहेत वगŊ आहेत मग माǟाकडे आहे मग ओमेगा m  omega mv plus cps m 
कोणती िदशा आहे ती िदशा आपʞाला याǉा बाजूने ʬेƃर आवʴक आहे ʉणून माǟाकडे इथे हे समान आहे मी हे िलहीन k  k 
कारण ही  साठी अिभʩƅी आहे  कोनीय संवेगाचा घटक ʉणून मी हे असे िलहीन अिधक  z l l sub z  oc times  mv 

İ̾थर अƗाǉा समांतर आहे आता ही िदशा ही िदशा  उजʩा हाताǉा िनयमावŝन िमळवता येते तसेच आपण ते कसे now lz k 
िमळवू शकतो  आता आपʞाकडे हे महȇाचे आहे की ते समांतर एिलझाबेथ  İ̾थर अƗ ला समांतर आहे  परंतु lz  um l um k 
आपण असे ʉणू शकत नाही की ˢतः   अƗाǉा समांतर आहे मी असे ʉणू शकत नाही की हे सिदशाǉा समांतर आहे की हे l z-
बरोबर नाही हे बरोबर आहे  हे चुकीचे आहे ठीक आहे सवŊसाधारणपणे ऑɥेƃ कोनीय संवेग रोटेशनǉा अƗाǉा बाजूने नाही  l 
आिण ओमेगा सामाɊतः  समांतर असणे आवʴक नाही   आिण ओमेगा  समांतर असणे आवʴक नाही  परंतु ǉा बाबतीत भोवतीl z 
िफरणा̴या वˑूचे केस-  समिमतीय बॉडीसाठी अƗ दोन  आिण ओमेगा आता समांतर आहेत  आता आपण एकूण कोणीय संवेग काय l 
आहे याची गणना कŝ  हे संपूणŊ शरीर अनेक वˑुमानांनी बनलेले आहे ʉणून  एकूण कोणीय संवेग ही सवŊ कोनीय संवेगांची बेरीज आहे 
कारण कोनीय संवेग  हे एक वेƃर पįरमाण आहे.  सवŊ कणांशी संबंिधत आहे ʉणून हे आहे सवŊ कणांचे घटक आिण i liz  z 
बेरीज  ओलांडून गुणा हाईप हे सरळ सामाɊीकरण आहे  आता आपण या पįरमाणाला ʉणतो ही सवŊ oci m v ls  lz z 
घटकांची एकिũत बेरीज आहे ही संǒा अिधक  दुसरी संǒा लंब  आहे ही संǒा आहे  ʉणून लंब हे इतर इतर पįरमाण आहे जे l l n 
वतुŊळ  आहे तर मी हे िलšया सिदश  हे बेरीज वर हे  वर बेरीज िकंवा लंब वगाŊǉा समान आहे  ओमेगा के  lz lz lz lz rmi i 
ओमेगा Ůȑेक िबंदूवर Ůȑेक िबंदूवर वˑुमानावर सवाōसाठी समान आहे ʉणून ओमेगा  बाहेर काढला जाऊ शकतो ʉणून हे  lz 
Ůमाण िकती आहे हे मोमेन आहे  जडȕाचा हा  पįरűमणाǉा या िविशʼ अƗांबȞल शरीराǉा जडȕाचा Ɨण आहे  हा लंब आहे t r 
मी येथे सूिचत करतो  हा लंब आहे या िविशʼ  िबंदूवर एक वˑुमान आहे आिण येथून लंब अंतर आहे  पासून अंतर  आहे r mi c 
िकंवा लंब बरोबर आहे ʉणून हे आहे   i omega times k 
ȑामुळे हे समीकरण काहीतरी   आहे  आपʞा मनात घंटा वाजली पािहजे हे असे काहीतरी आहे मी ते िलहीन p is equal to mv

केस  रेषीय गतीची    is equal to mv 
ȑामुळे समिमतीय कठोर शरीराǉा बाबतीत काय होते ते Ůȑेकासाठी समिमतीय कठोर  शरीरासाठी Ůȑेक साठी Ůȑेक uh oci 

साठी िदलेʞा Ůȑेक कणासाठी Ǜाचा वेग असतो वेग असणारा आणखी एक कण असतो वजा जर ते oci oci v  i vi  
समिमतीय शरीर  असेल तर हे िदलेले असेल तर या िदशेने वेग असेल तर आणखी एक कण असेल  जो वेग वजा ǉा समान oc vi 
अंतरावर डायमेिटŌ कली िवŜȠ असेल. ʉणून  हे दोन घटक रȞ होतील ʉणून तुमǉाकडे लंब शूɊा बरोबर िशʟक आहे  ʉणून l 
आपʞाकडे समिमती अƗाभोवती िफरणा̴या समिमतीय कठोर शरीरासाठी आहे  समान आहे   lz i omega times k 
ȑामुळे रोटेशनचा अƗ देखील समान आहे  ओमेगाची िदशा  आता Ǜा  वˑंूǉा पįरűमणाǉा अƗांबȞल समिमतीय नसतात l l 
समान नाही हे तुʉी लƗात ठेवले पािहजे आिण  अशा पįरİ̾थतीत रोटेशनǉा अƗाǉा बाजूने पडू नये ʉणून आʉी काही उदाहरणांचा 
िवचार कŝ.  चला असे ʉणूया की माǟाकडे एक वतुŊळाकार िडˋ आहे  माǟाकडे वतुŊळाकार िडˋ आहे ती एक वतुŊळाकार िडˋ 
आहे ही रोटेशनची  अƗ आहे ही रोटेशनची अƗ आहे हे ओमेगा आहे आिण ȑाची िũǛा  सȯा आहे मला ऑɥेƃ काय आहे ते z  
िलहायचे आहे  कोनीय संवेग सिदश कोनीय संवेग  वेƃर समान आहे होय हा समिमतीय शरीर आहे हा अƗ देखील समिमतीय  समिमती 
अƗ आहे ʉणून काही नाही पण मी ओमेगा वेळा के ठीक आहे आता गोलाकाराǉा जडȕाचा Ɨण काय आहे  िडˋ काल आपण l m
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आर 2 ने ˍेअर केलेला पािहला होता आिण कोनीय वेग हा ओमेगा या  वेळा एकक ʬेƃर आहे जो िदशेǉा बाजूने आहे आता मी z 
थोडी वेगळी सम˟ा कŝ शकतो  उदाहरण एक येथे हे उदाहरण दोन आहे  मी काय कŝ पूवŎǉा सम˟ेत मी काय केले ते ʉणजे 
आपण  अƗ शरीराǉा समिमती अƗाशी जुळवून घेतले आहे खरेतर समजा अƗ बाहेर आहे  आिण आपली İ̾थती समान आहे,  z z 
सवŊ काही समान आहे ते ओमेगासह िफरत आहे आिण हे दोन अƗ आहेत  समांतर  हे दोन अƗ समांतर आहेत मग पुɎा समिमती l 
अƗाभोवती िफरत असलेला  हा समिमतीय कठोर शरीर आता बरोबर असेल   ʉणून ȑाचा कोनीय संवेग ओमेगा टाइʈ ने िदलेलाi k 
आहे  पण फƅ गोʼ वेगळी आहे की समिमती अƗाबȞल जडȕाचा Ɨण  आहे  चा वगŊ 2 ने केला आहे परंतु आʉी याǉा संदभाŊत mr 
गणना करत आहोत ʉणून आʉाला अƗाǉा  समिमतीबȞल जडȕाचा Ɨण जाणून ƽायचा आहे ʉणून हा वगŊ  आहे याला z md 
आपण ʉणतो  हे समांतर अƗ Ůमेय ʉणून हे समांतर अƗ Ůमेय आहे  हे मी समांतर अƗ Ůमेय ʉणून सूिचत केले आहे  या वेळी ओमेगा
गुणा ही मागणी आहे ʉणून आʉाला या वˑूǉा जडȕाचा Ɨण िमळाला आहे  आʉी पुढे जाǻापूवŎ काही िटɔǻा कŝ   k 
जेणेकŝन समान आहे  आय ओमेगा वेळा आता काय आहे बरोबर बरोबर ओमेगा गुणा l k dl dt  dl dt i d d d d k
आहे हे ओमेगा बाय अʚा आहे ʉणून  Ťेट वेƃर अʚा अɷास आʉी पािहले काही नाही  पणd dt i alpha times k i 
टॉकŊ  ठीक आहे  ʉणून आता आपण गणना करतो कारण  बरोबर लंब ने बरोबर गुिणले l lz l l l  d dt dlz tau k 
आिण  लंब बरोबर शूɊ आहे  आता हे तȇ तयार करते  कोनीय संवेगाचे संवधŊन हे कोनीय संवेग िविहरीǉा संवधŊनाचे िसȠांत dl dt 
आहे. हे सामाɊतः   आहे असे काही िनरीƗण आहे की एखाȨा Ůणालीचा एकूण कोणीय संवेग İ̾थर असतो  जर Ůणालीवर pc 
पįरणामकारक बा˨ टॉकŊ  शूɊ असेल तर एकूण कोणीय  संवेग  िसːीमची िसːीम  दुस̴या शɨांत İ̾थर असते जर िसːीम िसːीमवर 
पįरणामकारक  बा˨ टॉकŊ  शूɊ असेल तर  आता आʉी समिमतीय कठोर बॉडीजǉा संदभाŊत िवचार करत आहोत ʉणून  आमǉाकडे 
कोनीय संवेग Ůारंिभक कोनीय संवेग  अंितम कोणीय संवेग सारखाच असतो  हे times wf is equal to constant 
कोनीय संवेग संवधŊनासाठी एक Ůकारचे िवधान  आहे ठीक आहे  आता हे कोणीय संवेग संवधŊन ȑाǉासारखेच आहे   पुɎा घंटा वाजली 
पािहजे रेखीय संवेगाǉा संवधŊनाचे िसȠांत  फƅ तुलना करǻाǉा हेतूने रेखीय गतीचे केस मी सूिचत करत आहे की आʉी याचे 
उदाहरण देऊ  आʉी एक सम˟ा कŝ िकंवा िचũण  आता ʉणा की माझी एक पįरİ̾थती आहे अशी आहे माǟाकडे एक िसिलंडर 
आहे  माǟाकडे िसिलंडर आहे हा िसिलंडरचा अƗ आहे िसिलंडरचा अƗ आहे  ठीक आहे  हा िसलŐडरचा Ɨैितज अƗ अƗ आहे  हा 
Ɨैितज  आहे हा Ɨैितज आहे उह तेथे एक वˑुमान आहे एक गोळी आहे जी येते आिण ȑावर आदळते  मी Ǜा पȠतीने सूिचत ally  
केले आहे ते असे िदसते आहे की हे एक सामाɊ आहे हे आिण काही  ठीक नाही  m v 
ȑामुळे बुलेटची िदशा उह वर आदळते बुलेटची िदशा ȑाǉा Ɨैितज  अƗाला लंब आहे याचा अथŊ एका िविशʼ अंतरावर या दरʄानचे 
अंतर सांगूया  हे दोन ʉणजे  अƗापासून एका िविशʼ अंतरावर बुलेट िसलŐडरला आदळते आिण  ही िसलŐडरची िũǛा आहे   d r 
ȑामुळे मला असे ʉणायचे आहे की ही गतीची रेषा आहे Ǜा बुलेटला  ती लंब आहे.  िसिलंडरचा अƗ  जरी आकृतीमȯे तसा नसला 
तरीही मी हे िलिहत आहे  ठीक आहे आता आपण िविवध गोʼी मोजʞा जाऊ शकतात िकमान आपण ŮƗेपणाने आघात  केʞानंतर 
आिण एɾेड झाʞानंतर िसːमǉा कोनीय गतीची गणना कŝ शकतो   िसिलंडर सुŜवातीला िसलŐडर िवŵांतीवर असतो गोळी 
िसिलंडरला आदळʞानंतर  संपूणŊ िसːीम िफरायला सुŜवात होते आपण संपूणŊ िसːीमचा कोनीय वेग मोजू शकतो   
ȑामुळे येथे आपण संरƗणाचे तȕ लागू कŝ शकतो  कोनीय संवेगाचे आयन कारण  टſर होǻापूवŎ कोणतेही बा˨ टॉकŊ  नसतात   
ȑामुळे टſर होǻापूवŎ टſर  होǻापूवŎ  फƅ बुलेटला टſर होǻाआधी  फƅ एकच बुलेट िफरत असते आिण टſर होǻापूवŎ
अƗाǉा संदभाŊत कोनीय संवेग असतो  फƅ बुलेट एकǨालाच िसलŐडरǉा अƗाǉा संदभाŊत कोनीय संवेग आहे  आिण ȑाचे मूʞ संवेग
होय आिण उह कोनीय संवेग  आहे ȑामȯे आहे नाही मȯे नाही ठीक आहे नाही तो संवेग आहे जो अंतराकडे आहेl l m v d mv 
 आता तो  ठीक आहे  ȑानंतर टſर  झाʞानंतर टſर झाʞानंतर  ȑाचा कोनीय संवेग काय आहे ȑाचा कोनीय संवेग ʉणजे  i 
गुणा ओमेगा एकूण कोणीय गुणा ओमेगा काय आहे ते काहीही नसून घन िसलŐडरचा ɘस आहे कारण तो ŮƗेपणाला i i i i i 
ŮƗेिपत झाला आहे  िसिलंडरवर ˢतः च एɾेड केले.  यावेळी ओमेगा ठीक आहे ȑाला िल फायनल ʉणून संबोधले जाईल ʉणून l 
आता आपण याची बरोबरी कŝ शकतो  ʉणून मी दोन घनांनी ŵी वगŊ केला आहे िसलŐडर  िमːर ˍेअर बाय दोन आहे जडȕाचा Ɨण 
आहे  अिधक ते पृʿभागावर एɾेड केʞानंतर बुलेटचे वˑुमान आहे जसे आपण ʉटʞाŮमाणे ते  चे अंतर आहे ते पृʿभागावर m r 
एɾेड केले आहे ˍेअर गुणा ओमेगा हे समान आहे  Ůारंिभक कोनीय संवेग Ůारंिभक कोनीय संवेग मȯे नॉट इन आहे जोmr m v d 
फƅ बुलेटशी संबंिधत आहे  ʉणून याचा अथŊ असा होतो की ओमेगा समान आहे नॉट डी भािगले  ˍेअर 2 अिधक िलटल mv mr mr
 ˍेअर खरं तर ही अिभʩƅी वापरली जाऊ शकते  बुलेटचा वेग शोधǻासाठी  कारण बुलेट खूप वेगाने िफरते ʉणून एकदा तुʉी ही 
बुलेट  िसलŐडरवर आदळली की ती पृʿभागावर एɾेड केली जाते जी पृʿभागावर एɾेड केली जाणे आवʴक आहे.  नंतर आʉी ओमेगा 
मोजू शकतो. चे मूʞ मोजू शकत नाही ठीक आहे, आʉी आणखी एक उदाहरण िवचारात घेऊ.  अहो पįरİ̾थती अशी आहे की v 
माǟाकडे एक वतुŊळाकार िडˋ आहे  ठीक आहे या वतुŊळाकार िडˋला एक अƗ आहे आिण  ती Ŭुवीकृत आहे  ʉणून िडस  या c 
अƗाभोवती िफŝ शकतो  या दोɎी बाजंूनी तो िपʬोट केलेला आहे ʉणून हे आहे  आिण संपूणŊ िडˋचे वˑुमान आहे आिण हे m r 
कŐ ū आहे िũǛा आपण ȑाला आता असे ʉणू  कारण तो İ̾थर कोनीय वेग ओमेगासह िफरत आहे. वˑुमान  थोडे आहे आिण ते c m 
मȯभागी िफŝ लागते आिण एका िविशʼ िबंदूपयōत पोहोचते असे ʉणू या की बरोबर आहे का ते आपʞा बाजूने सरकते c  oc x 
का Ůʲ आहे  तेथे एक िबंदू आहे ȑाला पार करायचे आहे ʉणून आपण आपण ची गणना करावी अशी आमची इǅा आहे  c um 
ʉणून ओमेगाची गणना करा ओमेगाची गणना करा ओमेगा ची गणना करा Ůʲ आहे  की जेʬा थोडे वˑुमान पयōत पोहोचते तेʬा ती  c 
गोʼ आहे आरंिभक ओमेगा Ůारंिभक मूʞ  कोनीय वेगाचे ओमेगा आहे कारण हे उह  खूप जड आहे ǉा तुलनेत नगǻ नाही m m 
ʉणून हे वˑुमान ǉा िदशेने सरकत असताना  संपूणŊ कोनीय वेग बदलेल आता आपण पाšया  काय होते ʉणून हा एक woh 
वतुŊळाकार ɘॅटफॉमŊ आहे मी ȑाला गोलाकार ɘॅटफॉमŊ ʉणेन  मला सम˟ा पुɎा सांगू Ȩा तेथे एक वतुŊळाकार ɘॅटफॉमŊ आहे.  cp 
िũǛा ǉा वˑुमानाचा जो एका िविशʼ िबंदू बȞल Ŭुवीकृत आहे जो अƗाभोवती िफरत आहे कोनीय वेग İ̾थर कोनीय वेग r orm o  
ओमेगा  एक वˑुमान लहान तो मȯभागी जायला सुŜवात करतो सुŜवातीला तो या गोलाकार ʩासपीठाǉा काठावर असतो   जेʬा m 

Pru
tor
@
IIT
K



ती पयōत पोहोचते तेʬा तुʉाला  संपूणŊ ऑɥेƃचा कोनीय वेग मोजणे आवʴक आहे तो  आता पुɎा Ůʲ आहे की तेथे कोणतेही बा˨c 
टॉकŊ  नाहीत ʉणून  कोणीय संवेग ऑिबŊटल कोणीय संवेग सॉरी Ůारंिभक ऑिबŊटल कोणीय गती बरोबर आहे  नंतर कोणीतरी गती नंतर 
काही Ɨणात आता Ůथम आपण गणना कŝ  या सूũाचा वापर करǻासाठी आपʞाला काय आवʴक आहे l is equal to i 
गुणा ओमेगा बरोबर ʉणून आपʞाला हे मािहत असणे आवʴक आहे की  या Ůणालीǉा जडȕाचा Ůारंिभक Ɨण ʉणजे चा आहे. cp 
अिधक चा वˑुमान  हे वतुŊळाकार िडˋǉा बरोबरीचे आहे ʉणून चौरस बाय 2 हा वतुŊळाकार ɘॅटफॉमŊ  आहे आिण i m r cp 
सुŜवातीला थोडे मȯे वगŊ आता अगाईǉा समान असʞास  हीच गोʼ वगŊ 2 ने बरोबर आहे  पण आता वˑुमान या m r n  mr c 
िबंदूवर आहे जे अंतर आहे ʉणून मȯे चौरस  आता मी कोनीय संवेगाǉा संरƗणाǉा तȇाचा उपयोग करणार आहे जे  Ɨण x m x 
ʉणतात  जडȕाचा आरंिभक काळ ओमेगा उप जडȕाǉा Ɨणाǉा बरोबरीचा आहे नंतर ओमेगा उप बरोबर ʉणून आपण या i f  
दोघांची बरोबरी करतो आिण आपण असे कŝ शकतो  की ŵी वगŊ  2 ने 2 अिधक ŵी वगŊ ओमेगा मȯे िमːर वगŊ 2   अिधक वगŊ mx 
गुणा ओमेगा  ʉणून ओमेगा आर सी जेʬा ते ओमेगा वर असते ʉणजे कोनीय वेग  संपूणŊ Ůणाली जेʬा वˑुमान वर असते hc c c 
तेʬा बरोबर असते ŵी मी हे थोडे ʩवİ̾थत  िलšया चौरस दोन ने अिधक थोडे वगŊ भाग  वगŊ 2 ने  अिधक थोडे c mr mr mr mx 
चौरस गुणा ओमेगा  ओके आता हे ˙ʼ झाले आहे की ओमेगा या ओमेगा ǉा बरोबरीचे आहे हे  ओमेगा पेƗा मोठे आहे कारण हा c c 
अंश आिण भाजक पाहा  तुमǉाकडे येथे वगाŊचे Ůमाण लहान आहे ʉणून ओमेगा होणार आहे  महान ʬा  ओमेगा पेƗा  याचा अथŊ x c 
काय आहे याचा अथŊ असा होतो की वरील रोटेशनल गतीज उजाŊ  सुरवातीला रोटेशनल गतीज उजőपेƗा जाˑ आहे   याचा अथŊ हे c 
वˑुमान िजतके थोडे मी कŐ ūाकडे  सरकते िततके संपूणŊ Ůणालीची गितज ऊजाŊ वाढते आहे हे कसे घडते  असे घडते कारण  असे घडते 
कारण आता जर हे वˑुमान धनुˈाकडे सरकत असेल तर  ते ˢतः ला एका İ̾थतीत ठेवǻासाठी ते लागू  केले पािहजे तेथे एक m 
कŐ ūािभमुख बल असावा ȑाला कŐ ūािभमुख बल तयार करǻाचे काम करावे लागते  ʉणून Ůणालीला ऊजाŊ िदली जाते.
 गतीज ऊजाŊ ही  Ůणालीला िदलेली काही ऊजाŊ आहे ʉणून Ůणालीची गतीज ऊजाŊ  वाढते हे मोजता येते की गतीज उजőमȯे िकती वाढ 
होते  हे मोजले जाऊ शकते कारण अिभʩƅी अधाŊ आहे  आʉाला मािहत आहे गितज ऊजाŊ काय आहे  सुŜवातीला अधाŊ ओमेगा i 
ˍेअर आपण ओमेगा काय आहे याची  गणना करत आहोत ʉणून पुɎा आपण गतीज ऊजाŊ मोजू शकतो फरक įरगची गणना करा  c 

खरंच  हे शरीर पुढे सरकत असताना केलेले हे काम Ůणालीǉा अंतगŊत उजőवर हˑांतįरत केले जाते  आȅा आपण पुढील िवषयावर ht 
जाऊ पुढील िवषय पुढील िवषय  रोिलंग आहे मी ȑाला रोटेशन  रोिलंग ʉणेन  आिण  आता झोपणे ʉणेन मी एक देईन  यासाठी थोडी   
Ůेरणा अशी आहे की माǟाकडे एक टेबल टॉप आहे चला सांगूया माǟाकडे  एक िडˋ आहे जी ȑाǉा अƗाभोवती काही टोकदार 
गतीने िफरत आहे ओमेगा नॉट  माǟाकडे एक िडˋ आहे जी एका अƗाभोवती िफरत आहे  कोनीय संवेग ओमेगा नॉटसह  आिण मी ते 
हळूवारपणे ठेवतो िडˋ ʉणजे िफरणारी िडˋ हलƐा हाताने  ठेवली जाते िफरणारी िडˋ  हळूवारपणे टेबलवर ठेवली जाते आपण 
ʉणूया की हे एक उȅम घषŊणरिहत टेबल आहे आȅा मी या िबंदूचा हा िबंदू मानेन  हा आहे ʉणून मी येथे काही िबंदू िवचारात घेईन  b 
जो कŐ ūातून आहे ठीक आहे ʉणून आपण असे ʉणू की बरोबर 2 बाय 2  काय घडत आहे ते रेखीय वेग आहे ओमेगा c oc r a r 
आिण िũǛा आहे  ʉणून गुणा ओमेगा नॉट  वर रेषीय वेग िकती आहे  वर रेखीय वेग  गुणा ओमेगा शूɊ आहे  वर r  r b b r c 
रेषीय वेग काय आहे पुɎा जे काही आहे िũǛा िũǛा आहे आिण ओमेगा शूɊ समान राहते  आपण का आहोत  सर हे उदाहरण r 2 
देत ते फƅ हे दाखवǻासाठी आहे की टेबल  घषŊणरिहत आहे आिण िडˋवर ठेवʞास ती कोनीय गतीने  िफरत आहे. ती िफरवत 
िडˋवर ठेवली जाते ती टेबलवर उभी ठेवली जाते अगदी हळूवारपणे खूप  हलƐा अथाŊने  पुश नाही िकंवा काहीही घसरणे नाही पुश 
िकंवा काहीही नाही मग काय होते  जेʬा तुʉी वेगवेगʨा िबंदंूवर रेखीय वेग मोजता तेʬा ही मूʞे ठीक आहेत  आता Ůʲ असा आहे की 
 िडˋ फƅ िडˋ िफरवेल एक िडˋ फƅ िफरते  आता Ůʲ आहे का?  रोल नाही  हे कळणार नाही की  तुʉी लंबवत िफरणारी 
चकती अगदी घषŊणरिहत टेबलवर ठेवली तर  ती वळणार नाही. िडˋ रोल करणार नाही हा तो मुȞा आहे Ǜावर मला इथे जोर Ȩायचा 
आहे आिण  आता ठीक आहे  आ̱ ही उह रोिलंग मोशनचा िवचार कŝ ŮȑƗात रोिलंग मोशन काय आहे रोिलंग  मोशन ही एक चकती 
आहे जी अƗाभोवती िफरते आिण ती देखील पुढे सरकते जसे की  जेʬा तुʉी सायकल िकंवा कोणȑाही दुचाकी चालवता तेʬा चाके 
अƗाभोवती िफरतील आिण  चाके देखील  पुढे जाईल  
ȑामुळे अनुवादाȏक गती तसेच रोटेशनल मोशन आहे  आता मी  हा िबंदू अƗ काढेन मी ȑाला ʉणेन याला मी ʉणून िवचार p 1 p 
करेन हे  कŐ ū नाही मी ȑाला ʉणून ʉणेन ठीक आहे आता संपूणŊ गोʼ  घुमणारा कोनीय वेग हा  ओमेगा आहे तसा या िविशʼ िबंदूवर c 
नाही तर रेषीय वेग काय आहे रेखीय वेग येथेच तो या िदशेने असेल  आता समजा मी येथे कोणताही िबंदू घेतला तर आपण ʉणू v  1 
की मी येथे एक िबंदू घेईन  Ůथम गोʼ आहे  याǉा वˑुमानाचे कŐ ū असेल या िविशʼ िबंदूǉा कŐ ū̾थानी वेग  असेल कारण ते vcm 
िफरते तसेच तेथे िफरते ही एक अनुवादाȏक गती आहे ʉणून वˑुमानाचे कŐ ū  असेल  वेग Ǜाला मी असे ʉणेन मी वेƃर ea vcm 
िलिहत नाही जेणेकŝन  तो गोधंळेल परंतु अɊथा ȑाची ʬेƃर पįरमाण िदशा येथे दशŊिवली आहे जेʬा मी  येथे एक िविशʼ िबंदू घेतो 
तेʬा काय होते आिण आता वेग शोधǻासाठी येथे मी सामील ʬावे  हे दोन  ठीक आहे, या िविशʼ िबंदूला वˑुमानाचे कŐ ū असेल याला 
समान सेमी  बरोबर असेल आिण आता मी काय करायचे आहे की मी हे असायला हवे, याला मी   असे ʉणेन, मग ȑाचे कसे rt i 
असेल  याला असे ʉणू की ही माũा रेषीय वेग असेल हा रेखीय वेग वरील रेषीय वेग हा रेखीय वेग वेƃर आहे  p  
ȑामुळे िनʫळ पįरणामी मला या दोन बरोबर कंपाऊंड करणे आवʴक आहे  जे मी ते येथे दशŊवत नाही ʉणून मला हवे असʞास मी 
कŝ शकतो  हे इथे करा हा  हा भाग मी इथे एकǨाने वाढवला आहे हा मी आहे ȑाऐवजी मी मोठे करत आहे आिण मग हा vc vp  
रेखीय वेग आहे ʉणून  मी हे पूणŊ कŝ शकतो  या िविशʼ िबंदूवर वाˑिवक वेग काय असेल हे   ठीक आहे  pi am magnifying

आहे  ȑाचा एकटा भाग इथे नॉट वर नॉट वर शूɊ नाही वर नॉट  वर िफरʞामुळे  काय होईल ते t p vp p p p p vp 
सारखेच आहे  पण  naught 

ȑामुळे या िविशʼ िबंदूवर नॉट ȑाचा रेषीय वेग  वˑुमानाǉा कŐ ūासारखाच असला पािहजे  दुस-या शɨात सांगायचे तर जेʬा vp p 
वˑुमान गतीचे कŐ ū येथे असे असेल तेʬा ȑाला गती असेल.  आिण नंतर ȑाचा रेषीय वेग येथे असेल ते दोɎी समान असले पािहजेत हे 
समान आहे  आर ओमेगा नॉट   
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ȑामुळे या िविशʼ िबंदूवर काहीही नाही  जेʬा ते िफरत असते तेʬा ते  ताǽाळ िवŵांतीवर असले पािहजे याला तुʉी पी ʉणता ते 
ताǽाळ िवŵांतीवर नाही  का ते ताǽाळ िवŵांतीवर आहे कारण ȑाचा रेखीय  वेग वˑुमानाǉा कŐ ūाǉा वेगाशी जुळला पािहजे ठीक 
आहे ʉणून आʉी ȑाला ʉणतो  वˑुमानाǉा कŐ ūाचा वेग ओमेगा सारखाच असला पािहजे नाही.  जर हे कायम रािहʞास हे vcm r 
घडत असेल तर İˠिपंगिशवाय रोिलंगची ही  अट आहे झोपʞािशवाय रोिलंगसाठी  ठीक आहे आता झटपट काय?  काय ous  p1 p
वर हे वˑुमानाǉा कŐ ūाǉा वेगाǉा बरोबरीचे आहे अिधक ओमेगा  ʉणून हे 2 वेळा ǉा समान असेल हे पुɎा p1 r v cm 
रोिलंगसाठी  योƶ आहे ठीक आहे ȑात वˑुमान वेगाचे कŐ ū तसेच रेखीय असेल  वेग आिण नंतर  रेखीय वेग r omega naught 
सारखाच आहे ʉणून तो दोनदा आहे आता आपण   रोिलंग मोशनǉा गतीज उजőसाठी एक अिभʩƅी काढू  ʉणून रोिलंग मोशन vc 

ची गितज ऊजाŊ रोिलंगǉा रोिलंग बॉडीǉा गितज ऊजाŊएवढी असते  बॉडी  हे लƗात ठेवा की रोिलंग बॉडीमȯे अनुवादाची  गतीज k 
ऊजाŊ आिण रोटेशनची गितज ऊजाŊ असते.  तुʉी पाहा लोक िवȨाȚाōनी ˙ʼपणे अƗांबȞलǉा रोटेशनमȯे फरक केला पािहजे  
अƗाबȞलचे भाषांतर दोɎी एकũ ठेवले  तर ȑाला बॉडीची रोिलंग मोशन ʉणून ओळखले जाते.  याआधी आपण पािहले होते आह आता 
आपʞाला आठवायचे आहे मला काहीतरी आठवते ʉणून मी  एका वेगʨा रंगाǉा थरात काढू Ǜामȯे आपʞाला कणांǉा Ůणालीची 
गितज ऊजाŊ िदसते  मला वाटते ती ʩाƥानात आहे  मला वाटते आʉी वˑुमानाǉा कŐ ūाची ओळख कŝन देताच हे आʉी केले e 2 
आहे  जसे की आʉी दोन शरीराची सम˟ा केली ʉणून कणांǉा Ůणालीची  गितज ऊजाŊ वˑुमानाǉा कŐ ūाची  गितज उजाŊ आिण घूणŊन 
गतीची गितज ऊजाŊ समान  असते  वˑुमानाचे कŐ ū जे महȕाचे आहे  हे आपण केले होते ȑाच Ůकारे  आपण केले होते ȑाच Ůकारे  
आपʞाकडे आहे गतीज ऊजाŊ  आपण रोिलंग बॉडी आहोत ȑाǉा बरोबर आहे पिहʞा टŌ ाɌलेशनल मोशनǉा समान जर kiki  
वˑुमान  चौरस  अिधक असेल तर वˑुमानाǉा कŐ ūािवषयी घूणŊन गतीची गितज उजाŊ हा अधाŊ  ओमेगा चौरस  उजवा आहे mcm i 
आिण जडȕाचा Ɨण देखील चौरसाǉा संदभाŊत िलिहला जातो  मी थोडा चौरस वापŝ  जेथे ही ची िũǛा mk m mk k gyration 
आहे  ठीक आहे जी आपण पािहली होती  पूवŎ आता हा अधाŊ चौरस  चौरस  चौरस वगŊ बरोबर आहे मी ते कसे k mk mk vcm r 
िलहायचे  कारण वˑुमानाचा कŐ ū रोिलंगसाठी ओमेगा İ̾थतीǉा बरोबरीचा आहे  ʉणून ǉा गतीज उजőसाठी ही अिधक p r tr  
टŌ ाɌलेशनल मोशन एनजŎ सेमी ˍेअरची ʉणून समान आहे अधाŊ ˍेअर  1 अिधक v ansformation motion  k mbcm 

ˍेअर बाय ˍेअर हे खूप ːँडडŊ फॉʄुŊला आहे  ठीक आहे हे खूप ːँडडŊ फॉʄुŊला  आहे मग आʉी रोिलंग बॉडीची गतीज ऊजाŊ k r 
काय केली आहे  ʉणून आʉी तुʉी जे केले आहे ȑाचा वापर केला  आहे रोिलंग बॉडी  ɢोइंग बॉडीचा िकलोŤॅम अनुवादाची  गितज 
उजाŊ अिधक रोटेशनची गितज उजाŊ आहे  ठीक आहे हे असेच  काही नाही तर आʉी यापूवŎच अनेकांǉा बाबतीत केले आहे.  कण  दोɎी
सारखेच आहेत आʉाला गतीज उजőसाठी एक अिभʩƅी िमळाली आहे  आता आʉी या अिभʩƅी वेळेची िवनंती  वापŝ शकतो आता
आʉी या अिभʩƅीचा वापर कŝन  एक साधी सम˟ा कŝ शकतो ती अशी आहे की  आमǉाकडे काय आहे ते माǟाकडे आहे  
िवमान  माǟाकडे झुकलेले िवमान आहे माǟाकडे एखादी वˑू आहे  ती गोलाकार असू शकते िकंवा िसलŐडर िकंवा गोलाकार िडˋ 
असू शकते ती रोल कŝ लागते  ती खाली वळते ʉणून माǟाकडे एक įरंग  आिण एक घन िसलŐडर  आिण एक गोल आहे  आता या 
ट̪ɗावर हे काहीही असले तरी  आपण असे ʉणूया की ती एक įरंग आहे  िकंवा घन िसलŐडर गोलाकार आहे जेʬा ऑɥेƃ  येथे येतो 
तेʬा फƅ संभाʩ ऊजाŊ असेल ितǉाकडे फƅ गतीज ऊजाŊ असेल ʉणून  ही  गतीज उजőसाठी अिभʩƅी समान आहे  mgh mv 2

ने वगŊ आहे हे वˑुमानाचे कŐ ū आहे अथाŊत 1 अिधक ˍेअर बाय  आर ˍेअर आʉी ते अगदी बरोबर काढले आहे समजा आता v k 
हे एक लहान टेबल  असेल जरी हे ऑɥेƃ थोडे जाˑ असले तरी  Ůथम मला एक वतुŊळाकार įरंग असेल  ȑाची मूʞ  िũǛा िकती k 
आहे  वतुŊळाकार įरंग िकंवा िडˋ ही फƅ  Ɨमˢ आहे वतुŊळाकार įरंग ही आहे ʉणून मी येथे ही अिभʩƅी ठेवेन आिण ला r vi 
काय िमळेल याची गणना करेन  यावŝन समान आहे 2 बाय 1 अिधक ˍेअर बाय ˍेअर ŝट   v gh k r 
ȑामुळे हे होईल  असू Ȩा कारण हे ǉा बरोबरी आहे ʉणून 2 आिण 2 रȞ  होतील हे आहे गोलाकार रŐजसाठी गोलाकार gh k r 
िडˋचे केस गोलाकार िडˋǉा बाबतीत हे आहे Ȫारे ŝट 2  um  r 
ȑामुळे ȑात 4 असेल  3 ने ȑाचे मूʞ यापेƗा जाˑ आहे पुढे आपʞाकडे एक गोल सोल आहे  आयडी ˛ेअर  हे  ŝट 2 बाय 5 r  
आहे ǉा िũǛा ŝट 2 बाय ˍेअर ŝट 2 ǉा 5 पट असेल तर ते 10 बाय असेल   gyration r g gh 
ȑामुळे तुʉाला लƗात येईल की  या सवŊ वˑू वाजʞा िकंवा घनदाट िसलŐडर गोलाकार असला तरीही  समान िũǛा सवŊ समान  आहेत 
ȑांची िũǛा सारखीच आहे तुʉाला असे आढळेल की  जेʬा घन गोल तळाशी येतो तेʬा ȑाची   कमाल असेल ȑाला सवाŊत जाˑ वेग 
असेल सवाŊत जाˑ वेग घन गोलासाठी आहे  ʉणून सवाŊत मोठी गतीज ऊजाŊ  तुʉी  
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