
ల వङހక ࠭࠲ బܽदڒ వసबࡱ మ࠾ࡍ ऴభమణ  చలనం߯ ఉపߕङ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖށࢩల ऴࣃ ࠭   గత ఉపߕङ సంࡹ 
ऴపశऒ ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ ऴదవङ ࠭ڴݟఅ ߘ కएࡅ ࢢࡌ  ऴభమణ అనۃ࡮  మ࠾ࡍ ఇ޴ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం అߖ 
ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖవన అ࠙ ݦవబࡱߧ ࠭ మߖހࣾ  ࠭࠲ ࠾ࡍऒ एړࡵ  ంۧ࠭. వృޑफ  రڒࡿڿ ݭࡌ ۃంࡍ రڒ
జడతछ ڕల࢓फࣆ࢑࢑ధ వ ండ࡛ వంܽ࡯ࣄ ం మࡓ ࠭࠲  ࠾ࡍంݡ ࠭ఖङ म޳ࣄ న࠳ ంޑలݞږ ߘ చࡍऐ ంۧ࠭ 

లంబ అࣾం ޳ࣄम ంతం మ࠾ࡍ సࠪంతర  అࣾం ޳ࣄम ంతం ఇߩओ फࡿࢗ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ࠭࠲ ݡ ࠭ uh  uh
ऒߖన అ࠳అవసర ڕࠪ ߩ޳޳  ࠙వనࡱ మ࠾ࡍ  అవసర࠳న ࣃంޒښకతࡱ ఉߕऒ కएࡅ ࢓फࣆఒక వ  ࠼  uh 
ऴభమణ చలనం ࡅకए  కద࡯కߘ అధङ యనం ۯయࣄ  ࠭࠲  ,ړߖݞबర అࣾం ࡍڷంۨ ऴభమణ చలన   ऴభమణ 
చలనం߯ దృࢳद  ߭డݧ  .࠭ޑనࠫڡझ झڡనࠪܽڛ    అం݄ చలనం߯ ప࣋ۯ  ߖ శڕफలڕ   ఎ࡮ంܽ ࡍߖ भషद ࣇచన 
ओߩఇ  ࡔస  ࠾ࡍమ ݞంڕࡶ ङࡆఅ ݡ ओߧۮ ऱࢁమ ڕࠬ ߘߝ , న ऱܿࣄ  ࠭࠲ ߝڴबర అࣾం ࡍڷంۨ ऴభమణ 
చలనం߯ దృࢳद  ߭డ࠭ޑ, ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄ అܿవంܽ చలښ ړߖߕవలం ఒక ݟऴڶ ࣋छ చऑ  ࠪऴత࠲ 
అవసరం, అߘߝ  ޴ ఇకए డ ఒక వࣆफߘ࢓ కڵ࡯ ఉߕऒ ఇకए ڕߕ ఆ߯ ,ߘ డ ݡ࠮ అࣾం ఉం޴  x -axis y 
అࣾం మ࠾ࡍ అࣾం మ࠾ࡍ ఒక వࣆफ࢓  ऴపޒ కణం ఒక వృతफంޔڷࡏޒ ࡹం޴ z 
ఇకए ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ  ޴ంޔࢂࢗ ړ޴ంړఅࣾం ऴ ޴అం݄ ఇ ޴ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ డ ࠼ߦం݋ అߖ p 
ओߩۮ ओߩం ఇ޳ంڕ  p ޴फంࣆవ ړ ࠹व߯ ޴అ ݡ
 ܼޓ ణంڝ ణం  ఈڝ  ޴फంࣆۯ ఒక ޴బܽद అڒ
కएࡅ  ࢓޶ంࠉ బܽद ఒకڒ बࣃ  ऒߖߕ     ఇࣄ ޴बర  అࣾం అڝ ߝణం ޳छ एࡖ߮ ࡌ నవ۪ऐ , మనం ߖ޵ऒ  
కएࡅ  కణం    ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ बࣃ  ऒߖߕ एࡖ߮  నܼޓ  ړߖݞ ࠪऴత࠲ సޔ߱ࡍం޴   మ࠾ࡍ ࠭ం࠭࠲ ڴ޶ 
చలన ࢡवࣃफ ऒߖ  అధङ యనం ࣃۯफ झڡనࠫݧ  .࠭ फࡿࢗ ړ  ࠭, ఇܼޓ ޴ అނڝ ޴ߝయ ࣃब నऴభంశం అߖ మనڕ 
बࣃ యނڝ ޴ఇ ,ࣆࡱޘ నऴభంశం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ, ఇނڝ ޴య  ࣃब నऴభంశం  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఈ పࠪࡍణం 
య తछނڝ ऴభమణ ࢘గం ޴ఉం ࡏ߮ ࡗమ  ړߖ޵ ޳ࡶ య ࢘గంނڝ రణం అ޳ ޴ߝछ  a  lpha dt d ڴ࠲ఒ ࡌ
ఉం޴ 
 ࡹ࢑షయం ߤష࠵ య࡛ߖࡰ ,޴ఉంܿం ڕమన ࡹ࢑షయం ߤష࠵ య࡛ߖࡰ ࡹ࢑షయం ߤష࠵ య࡛ߖࡰ బܽदڒ
ప  ޴ߝఅ ࡱހసࠬకర ࡽకܽࠪߖړ ऱ࣒ बࣃ అం݄ ߘ࢓అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ80   నऴభంశం  ऴߦరంభ v u 
बࣃ  నऴభంశంܿߦ ޜ  ఏړߖ޳ ߕ޼ సࠪనం  చޔరऴసం వదभ  ప ऱ࣒  సగం  ఆ߯ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒  ut v u 
సࠪనం , ۨࣔऒ ړ݀ ऒߗఅ ࡱ కएࡅ కణం ޴ߝఅ న࢑࠳కށࠪߦऴ ࡮ۧ   ऴߦరంభ ࢘గం అࡍߖ ޴ߝ भషद u  v 
సందరग ంࡹ ࢘గ ࢘గం  అࣄ ޴ߝबర࠳న తछ రణం ఏకޒࡎ తछ రణం ఆ߯  ࣃब నऴభంశం అ޴ߝ ఇߩओ ऒߖఅ ݡ  a s  
औ࡮సగం ఆ  ࡱ࠻࢑ష న࠳కށࠪߦऴ   ࡮ۧ  ࣋ए छ ࡛ न  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ఒ݋ߕ ڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  2 ఆ࡮औ  t ޜܼޓ 
సࠪనం  ఈ సࠬకరހలߘ మనం ఎ࡮ ߰ంߕޔ޶ऒ ం అం݄ ښవలం ࡐࣃపङ త ޳छ  ny  ޳ఉం ޳ࡶ ࡌ
छښఈ ڡܽࠪߖړ ߤష࠵ య࡛ߖࡰ   ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߝࡹరంభంߦऴ ࡏࠬ ࠾ࡍమ  ܋లݞథ࠱ షߤझ   మ࠾ࡍ 
झߤష࠵ ࡽషన݄ࡖ కएࡅ  छښఈ ڡనࠪܽڛ  షߤझ    మధङ   ఈ సࠬకరࡱހ ఎ࡮ వۧऐ  మనం ޴ߝఅ ࠼
झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ న ࢑షయం ఆ࡮औ  ࡔస  ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ 
छ޳ మనం ڴ޶బܽद ࠭ంڒ కएࡅ ڴ࠲ఒ ࡌ రछߖ  చనంޜ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ ఇ޴ ఆ࡮औ   dt d ޴సࠪనం, ఇ ڕ
  ంకంࡌबࣄ 
औ࡮ఆ   ߘޑ޶ం߰ ߘڴ࠲ఒ ߘߝ   ,޴फంࣆࠚఏࠫ ల ڕफ మన࣋ۯ కృతంڔఏ ߘߝ ,ݟయంۯ  కృతంڔబܽद ఏڒ  t 
 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ మధङ  సࠬకృతం అޔ࢓ం޴  మనం  ఆ సమయంࡹ ఆ సమయంࡹ ci 0 c 0 t t t t

వదभ ఈܘ ఈకछ ఈకछ ܿ ࡽ ओߩۮ  ߖఅ ࡽయࢳߖఇ ܿ ࡽ  naught t t Naught t t naught t ڴ࠲ం   ఒ޳
ఒړ ݋ߕ ڴ࠲ సࠪనం 
 ݋ߕ ڴ࠲ఒ ޴సంబంధం ఉం ڴ࠲ఒ ڕߕ ښ޶అం ࠾ࡍమ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ݋ߕ ڴ࠲ఒ ޴బܽद ఇڒ
 ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  సࠪనం  ړܽ 
ఇకए ߘߝ ޴బܽद ఇڒ డ ऴ࠴ ࢐࣋దܽ సࠬకరణం 
छࡌత ߘంܼڕం۪ڵࡆఉప ߖߖ޳ ߘߝ ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ త ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ఒ݋ߕ ڴ࠲ ఆ࡮औ छ޳   ݟ  ߘߝ  ࡌ
छ޳ అం݄ ఏࠫ݇ ܼޓ फࣃۯ ݋ڼఇంܽऴ ࡌ छ޳ ߘ छ޳ సࠪనం ࡌ  dt d theta dt dt dt dt ޴ߝఅ ࡌ
ఒ݋ߕ ڴ࠲  ప ऱ࣒  ఆ࡮औ फࣃۯ ݋ڼఇంܽऴ ߘߝ ऱࢁమ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ऒߖ޳޻ం߰ ߘߝ ߘ  ఏڔకృతం ࣃۯफ t ߘ
ప  ޶ڒ సࠪనం ڕڴ࠲ఒ ܼޓ ऱ࣒   ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ न 2 ప ऱ࣒   ఏڔకరణ  ࣄबࡌంకం  ࣄबࡌంకం ఇࣄ ޴बరంڴ  t t t aa 
ఉంܿం࢑࢙  ޴ధङ ం ࡅకए   ݋ߕ ܼޓ సࠪనం ړ0 ܼޓ  ࡹంకం, ఆ సమయంࡌबࣄ 
 ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ0 ܼޓ ߘߝ బܽदڒ
 సࠪనం c ړ ݋ߕ సࠗ ܼޓ  ޴फంࣆۨࣇ ޴అ ޾ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ
సࠪనం  ప ړ ݋ߕ ܼޓ ܼޓ బܽदڒ ऱ࣒  ఒڴ࠲  ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ न ݀ ܿ ࣋ए छ ࡛ न ఇ࠵ ޴షࡅ ߤకए  ండవ t  tࡓ 
సࠬకరణం  ఇࡓ ޴ండవ޴  ఇ࠮ ޴డవ޴  
ऒߖ޵ సంڝ ܼޓ ݭࡰ ߤవ ݭకం࣊ ࠭࠲ బܽदڒ  ఏࠫ ޳ ࠭ࣃۯछ ర ࠭࠲ ఒܼޓ ڴ࠲  ఆ ߖరछ చనం dt d 
छ޳ ݟంߘ ओߩఇ ,ࡔస ࠾ࡍంۧ࠭  మࠚరంߦऴ ࡌ झ࡯࠻ۯ మనం ݡ ం޴ ఏࠫటం݄,  ࠬࡏ ఈ ࡓంݡ dt 
సࠬకరހల ߘంޛ ݟల࣋ڵफ, ఇࡓ ޴ంݡ సࠬకరణం, 
࢐ङ రణ߄ࣃ ఒక ޴బܽद ఇڒ ంܽ మధङݟంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ڼ࡯యగۯ ࡏࠬ   ޴ంޔ߱࡯ڵࠫ   ڴమం࠻ t ߖ 

Pru
tor
@
IIT
K



ऒߖ޵ ࠭࠲ ంచడం కం݄ڵలޛ ࢐ङ రణ߄ࣃ ఒక ޴య࠭. ఇۯ  ఇకए ࡏࠬ ࠾ࡍమం  మ࠻ డ ߰ంࡏޑ޶  
ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ఒ݋ߕ ڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न 2 ܿߦ ޜ ఆ࡮औ ࡓ  ऱܿ ࠳ ܼޓన࣒ ݋ߕ ܼޓ  ఓښ 
 ࠲డవ సࠬకరణం  ࠪऴత࠮ ޴బܽद ఇڒ
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ࠮డవ సࠬకరߖހऒ  ऴࣄ࢐నߩओ औ࡮ఆ ݡంࡓ వదभ ࠬ ݡ ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ܼޓ   ߘߝ ,ఉࣣ  .࠼
పओۮ మన దగ  ߘࡶ ठర ఉనऒ  సమయం  పࡌछ ࡍߖ ఈ ޶ࡶ भషद  సࠬకరణం݋ߕ ܼޓ ܼޓ ࡹ ఈ ࡍߖ भషद t 
సࠬకరణం 3 ఇకए డ సమయం సࠪనం 0  0 ݋ߕ ܼޓ అంښ ݞޙ ޙంऴదం  అޙ࠼ ఈ ࡓంݡ  సࠬకరࡱހ   t 
ఒࣄ ښओ  ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߖ ݋ࡍ
 మనం ݟంߘ ޴ంړ ఈ ݟంߘ  లހवసफ సࠬకరࢡޒగ ݡంࡓ ఏࠫటం݄  ఈ ޴ۯమనం ऴగࣕం ݟంߘ ߖ޵  బܽदڒ
ऴగࣕంۨనߦ   ࣋۫  ࡏࠬ ޴ऴతߖࡰ ߘయ࡛ ࢘గం ߦऴత ఒڕࣆޓ ڴ࠲ంܿం޴ మࣃ  ࠾ࡍब నऴభంశం ࡅకए  v 
बࣃ యނڝ ऴతߦ నऴభంశం ޳छ కएࡅ  య࡛ ࢘గంߖࡰ  ޴ంޔݡబڝࣆޓ ࡌ తछ   ߘऴతߦ  రణం ࡅకए   ߘऴతߦ 
ఆ࡮औ  ޴ంܿంڕࣆޓ 
ओࣃన కర࠳బܽद ఈ రకڒ ంߤݥझ  మనڕ ఇకए డ ఉం޴ అߘ࢓  కరࣃओ ంߤݥझ కएࡅ  ऴతߦ  बࣃ యނڝ  నऴభంశం s 
छ޳ ऒߖڴ࢘ య࡛ߖࡰ   ޴ంޔݡబڝࣆޓ  ࡌ  ఒࣃ ڴ࠲छ  య࡛ߖࡰ  ఆ߯ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࣆۯ నం߆
झړ࠻ లࡔషߖ ߤయమం   ఆ࡮औ छ޳  ओߩఇ ࡔస  ޴ంޔݡబڝࣆޓ ࡌ ऒߖڜ ڕࠪ ݡ  ࢐ङ ఖङ ऒߕఉ ࡱ ఇకए ࠼ డ 
ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ  ప࡯ࢣࡍంచంࡹܽ࢒ ,ݟ  ऴపޒ ఒకए రछߖ ޴దܽ࠴ ܽ చనం. ఏ ࣾణంߕߞࡹ కణం ࡅకए  
࢘గం     ऴపށ࠻ంۨన ߖࡌ޷ऒ   ఎړࡵ ࡮ए ంۧࡹ ఇޔࠋۮ ڕࠬ ޴ం޴  ఈ సࠬకరణం
                                                                         గణనߘ ఎ࡮  గށంۧࡹ ఇ࡯ޘ ڕࠬ ޴యܑࣆफం޳ 2    ޴छ  ࡌ
వࡎ ठకࡍంచబݟనࣃ ݟڕ ޴ब నऴభంశం ࡓంށڷ ޜ ࡮ߩ࢙ ݡంచబݟనړߖ޳ సࠪనం s  m
బܽद ࣋एڒ छ ࡛ न ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ न అం݄   ړ సࠪనం  అߘ࢓ అం݄ మనڕ ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  v u ma ޒగ ߖߖ޳
శړ फࡏࠪ ࡹओ   అޙ࠼ ऴߦరంభ ࢘గం  ࢘గం మ࠾ࡍ తࡌछ త అړ ޴ తڷठޔం޴, ఇ޴  గޒ శړ फࡹ తڷठదల v u
మ࠾ࡍ అ޴ తపओ క  జర࡯ڴ, అ޴ కణం߯ ࣋ۯ పߖ  , శړ फ ޳छ ऐۯవ ړࡹ ࡌ  శړ फ ړߖࡌ޷ వࣆफం޴ m a 
ړశ ߖప ݦవబࡱߧ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ फ ޳ࣄम ంతం  ࡅ ߖ޵ ࠭࠲కए  ऴభమణ పڜ ߖߖంۮం తࡌछ త    s.  o 
۫డߕޔࠓऒ ࠭.  అޙ࠼ మనڕ అ࡮ ఉంܿం޴  మన దగ ठర దృఢ࠳న వࣆफ࢓  ఉంߖ޵   ޴ ۪ द݀  అࣾం ڼࡍޒ 

మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߖހఈ క ߘ కएࡅ ఒక కణం ߘߝ    వృޑफ  x-axis y-axis ڴక࡯ర కదڒ
పࡍగࣃށफ య࡛ ࢘గం మన వదभ ఉనऒߖࡰ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ܼޓ ޴ఇ  ޴ఇ ߘ  ऴށࠪߦక ࢑షయం ఒڴ࠲ r v v  r 
మన వదभ ఉనऒ ړߖ܉ߖ కࢗ ޴ द࡛ కऐࡵ ߖߖ޳ అం݄ మనం ޴ఉం ࡹపంࡐ   ࡛ 3 ఒڴ࠲ ऴ࠭ࢡ۫ ࡹ  ࣒ڒ r 
फޑబܽद ఈ కణం వృڒ बࣃ యނڝ ఈ తࣾణ  ޴ంޜࡱ޶క ࡹర ࠪరठంڒ నऴభంశం ܼޓ  
రछߖ బܽद అం݄ڒ చనం ऴపڒరం ఇࣃ  ޴ब నऴభంశం ࡅకए ओࡏࠪ  छ޳ ܿࡔ    vv dt ds ࡌ
एړࡵ ߘల ࠭࠲ బܽदڒ ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭ , ఇ޴ ఈ ఆ࡛ए  ߰డ࢓  ఇࡏࣃ ޴ऱ ܼޓ ఏࡏࠪ ޴ओ  d  r d 
అ޳  ޙ࠼छ ఆ࡛ए ޴ߝలభం  అࣆ ࡮ۧ ణంڝ ࡌ  ߰డࡏࠪ ࡹ࢓ओ  అ޴ߝ ఈ ނڝయ ࣃब నऴభంశంࡹ dt ds 
ओࡏࠪ , ఇ޴ అనంతం ޳छ  ޴ంܿంڕࣆޓ ߖޒࠫࡍప ࠾ࡍమ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
छ޳ ܼޓ ޴ߝబܽद అڒ ओߩఇ ࡌ झړ࠻ ࡽलయߖܐంܼ ݡ లࡔషߤ ఇߩओ झړ࠻ ࡽलయߖܐంܼ ݡ లࡔషߤ  v d dt  
ܼంߖܐलయړ࠻ ࡽझ లࡔషߤ 
ऒߘన ࡹऴతంۨڣࡔ బܽद ఈڒ వछߖయڶ  ంݟ  ఒక  ڽࡏ࠱న ࠪరठం ఇڜ ޴ంత దృఢ࠳న శࡎరం మڕߕ ࠾ࡍ 
అࣾం  అࣾం  అࣾం ఉం޴ x y 
కएࡅ ఒక కణం  ߘߝ బܽदڒ  వృޑफ ऒߖޢర పڒ  పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ  ߘ
ࡍߖ బܽद ఈڒ भషद  ࠼ߦంࡹ ݋   ఈ ࡍߖ भషद ࠼ߦంࡹ ݋ ܼంߖܐलయࡽ తछ రణం ఇ࡮ ఉంܿం޴  అ޻ ఉప 
ऒߕफࣆڵࡆ ङߕఉప ߘߝ ߘ సం ࡹݡ࠮ ఇంత࠭ڕం޶ ఒకܽڴ ఉపڵࡆంۨన ఒకܽ  ఇݟࡔ  ޴యࡽ తछ రణం 
మߘߝ ࠾ࡍ ఈ ࡓంݟంܽߖ స࠲घ ళనం ࣋ۯफ  ఈ ࡓంݟంܽߖ స࠲घ ళనం ࣋ۯफ ڕߕ  ఈ పࠪࡍణం ఉంܿం޴ 
ऒߖ޵ ߘߝ ړߖ܉ߖ  అࣃࡱߧ ߖफ    p q  ޴ఉం ړߖ޵ ࠾ࡍమ ߘ
కࢗ ݟబܽद  ࣾࠫంచంڒ द࡛ కࢗ   द࡛  అ޴ߝ అసړ࠻ ࡱझ లࡔషࢗ ߤక द࡛  ఈ pq pq pq ޶ం࠭ ڕఇంత ߘߝ ߖߖ޵ ,
కऐࡵ   ߘۧ࡯ߧ ڴ࡮ 3 ࡛
छࡌబܽद పڒ  ޶ࡶ
झړ࠻ ࡽलయߖܐబܽद ܼంڒ లࡔషߤ ܼంߖܐलయړ࠻ ࡽझ లࡔషړ ߤ సࠪనం  ఈ ޴శࡹ ఇ޴ సరళ ࢘గం  ah 
छ޳ ޴బܽद ఇڒ छ޳ ޴ఇ ࡌ  ,మన dv dt d dt r r d omega by dt ޴ఇ ݟంߘ ޴సࠪనం,  ఇ ڕڴ࠲ఒ ࡌ
ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߝߖ޵    ऴ࣒ڒ అߖ ఇంతڕ ࠭ం޳ࡶ ࠭ۧ࡯ߧ ޶ మనం ڒ ߖߖ޳ङ కࢗ ఆ࡛ ࡽటߧ द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ 
సࡔ  ఇߩओ झړ࠻ ࡽయݟࡔ ݡ లࡔషߤ   మధङ తछ ࡹశ޴ ఈ ߩ࢙ݟڕ ࡹ రణం ఉం޴, ఇ޴ మనڕ తపओ   ڴࡍసߖ
ఉం࡯ݞ   ࣊ంऴܽ߭టړ࠻ ࡽझ లࡔషߤ ఉంڕࡶ ࡯ݞం݄ ࠭࠲ వృޑफ ర   కࣾङڒ  ۪ द݀  కߖހऒ   ఉంచ࠭ࡶ 
झړ࠻ ࡽంऴܽ߭ట࣊ ࡽంऴܽ߭ట࣊ ڡంऴܽ࣊ ޴సࠪనం ఇ ړ బܽदڒ లࡔషړ ߤ ऴށࠪߦక ߷ࡏघ  ar v r ޴ఇ ࡮
ఒ࠴ ڴ࠲తफం ࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲ఒ ޴సࠪనం ఇ ޜ ࡛ छ ࡛ न అం݄ ఏࠫܽ ࣋ए छ ࡛ न  r r omega omega is d theta 

ऒߖ޵   ఇంత࠭ڕం޶ మనం ߖߖ޵ అ݋ݞ ܼޓ  ࠭ۧ࡯ߧ ߖ ࣋ए छ ࡛ न  ݋ݞ ܼޤ by dt whole squared r 
ओߩఇ ࠑ ܼޤ ݟ ङߕఉప ࠭࠲ ޶ం࠭ ڕఇంత ݟంڝफం۪ࡏڷ ݡ సంݡ࠮ ࡹ ఈ ߷ࡏघ  న࣒ dt ar r࠳  ࡮
ए࣋ ݋ݞ ܼޓ छ झ࠹݅ ࡛ ऒߘన ߖफ ఏࠫܽ అࡏڷ న࣒࠳ ఈ ࡏࠬ ,   అడగవ۪ऐ ओߩఇ ࡛ࣃ    n   ࠭࠲  ݡ
దయࣄۯ ఇ࠳ ޴న࣒ అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ అం݄ ఇ޴ సంవతझ రం ޴శ అڒࢗ ݋ߖ࠿  ޙ࠼द࡛ ࠳న࣒ ఈe r cr 
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 er er  ޴ఉం ࡹశ޴ న࣒ ఈ࠳ ޙ࠼శ అ޴ ఈ ݟఉం݄ ࣾࠫంచం   ߩ࢙
బܽद ࠬ వదभ ఉనऒڒ  పࠪࡍణం 
ओߩబܽद  ఇڒ   ޴నࣄऴ࢐ ޶ం࠭ ڕఇంత .޴ఉం ߝڴࠈ ݡ
थ܉పܽ సంߘ࠭ ࠪ ޴ߝఅ ࡱబܽद అసڒ ࠪనంࡹ ఇ޴ సࠪనం a 
సࠪనం తछ ړ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ࠪ  ߘޑఉం۪ ࡱࠪڒ ړ࡯పࡹ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ రణం   ܼంߖܐलయࡽ er 
झړ࠻ ݋ంߜం߱ڒ లࡔషࡅ ܼޓ ߤకए  ,݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ 
ణం  తछࠪࡍद࡛ పڒࢗ బܽदڒ రణం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒   ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ࣟࡽ a  a t ar r r 
࣋ए छ औ࡮ऱ ఆࡏࣃ ڕࠬ ޴సࠪనం ఇ ړ ࡛  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ఒߖڴ࠲  పవ࡛ ڕ ఇࣆफం޴  ఇ޴ వృޑफ ర కࣾङڒ r 4 ࡹ m  
కޔࡱ޶నऒ  కణం ࡅకए  తछ రణం ࡅకए ओߩऴవత  ఇޓ  ऒߖࡌࡎన  శ࠳ంۨ దృఢࡍڷ बర అࣾంࣄ ݡ  అధङ యనం 
फޑకణం వృ ޒऴప ߖࡹबర అࣾంࣄ ڴ࢑ࠪనం లంబం   జనం   ఏࠫటం݄ࡆऴప ڼ࡯యడం వలऱ కۯ  ࡹక࡯ర కదڒ
ऴపదऀణ ۯయడం,  ఆࣣ మనం ఒక ࠭ఖङ ऴపశऒ  ࡯ڴ࢑షయం అడ న࠳  ࠾ࡍన మࣄۯ చయంࡍప ࠭࠲  
అధङ యనం ࣄۯన ܼ࡛ए  అߜڒ ߝझ య తछނڝ  ࠾ࡍమ ޴द ఉంߵ రణం అߧ ߖలవబ޴ݦ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ 
వࣆफ࢓ల మధङ  సంబంధం ఏࠫܽ  మ࠾ࡍ ఈ త޶ప޴ࡍ  ܼ࡛ए  మނڝ ࠾ࡍయ తछ రణం మధङ  ఈ సంబంధం  
ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ   న అంశం࠳
फࣃۯ ࠭࠲ బܽदڒ య తछނڝ  ࠭ రణం ఆ࡮औ   అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ   ,ణంࠪࡍद࡛ పڒࢗ ڴరణం߄ࣃ ޴ఇ   ,ࡏ
హङࠈ దట࠴ ࠭࠲ బܽदڒ  శړ फ ऴప࠙వంࣄ ޜबర ࠉం࢓޶ ۪ द݀ కएࡅ   కణం ڼࡍޒ   సందࡌग ऒߖ  చࡍऐ फࣃ ࠭, ఆ߯ 
ఫޑ࡯ల࢑ ߘసफࣃࡍफ ࠭.  ࠭ంࣄ ڴ޶बర అࣾం ۪ द݀ फޑరం  వృࡎన శ࠳దృఢ ڼࡍޒ  ర కࣾङڒ నऒޔࢂࢗ ࡹ  ఒక 
కߖހऒ फࣃށగࡍప ࠭࠲  ࠭,  అకए డ ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ  ఉం޴  ఇ࢐  ޴ङ రࣃ बం ఇ࢐ ޴ङ రࣃ बం అߘ࢓ ఆ߯ r r  
ఇ޴ ఒక ऴదవङ ఇకए ࢢࡌ డ ఇ޴ ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ కएࡅ    ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ  m 
झ࡛ࠂ ࡽబܽद ఒక ࣊ంऴܽ߭టڒ  ఉంڕࡶ ࡯ݞం݄  అ޴ వృޑफ ర కࣾङڒ ߯ కదల޶ అవసరం ࡅకए    i  r f 
ఉۨࣇ ߘߝ ߖړߖంచడం  ڕࡶ ,޶ࡶం݄ ࠬࡹࠬ ߖߖ޳ ࡏ ఉం۪ࡏࡶڝ   వృޑफ ऒߖހక ࡹర ࠪరठంڒ  
కޕࡱ޶ ఉండࡏࡶ 
झ࡛ࠂ ࡽलయߖܐబܽद ܼంڒ   సओ రज  తछ రߖހऒ  ߭ం۪ޔం޴  
కएࡅ బܽदڒ  ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ  సࠪనం  ऴదవङ झړ࠻ ࡽलయߖܐల ܼం࠻సమ ࢢࡌ లࡔషߤ  t 
ంۨన ܼ࡛एࡍڷ లం࠮ బܽदڒ  ܼ࡛ए ړఈ శ  ڴరణంڒ  फ కణం߯ పࣆۯߖफం޴ ft 
ࡍߖ ఈ  ߘߝ బܽदڒ भషद ښంऴదం ࡍڷంۨ ఈ కణం߯ ܼ࡛ए ࠪ  ంۨࡍڷ  ऱܼ డగలߘ, అం݄ శړ फ ڒరణం࠮ ڴలం 
ࠪ ంۨࡍڷ లం࠮ ంۨࡍڷ ऱܼ డవ۪ऐ   ఇߩओ ऒߕफࣆऴ࢐ ߘߝ ݡ  కం݄ ఈ ft޶సࠪనం  ఎం ړߖހࠪࡍప ߘ
ऱࡹ࠻సమ ޴ऱ ఇࡏࣃ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ࡱశ޴ ओߩఇ ࡔసࠪనం స ړ  ఎనࠢ f t r m ޶ం࠭ ڕఅంత  ݡ r  
అం݄ ఏࠫܽ  ࢑࠙గం ړࡵ ࠭࠲ ݞږए ంۧ࠭ ఇࡓ ޴ ऱܿ ނڝయ  తछ రణం ڕࠪ ޜߖ޵ ۨవ࢑࠙ ࡍగం ݞږ r 
 ࣆࡱޘ
एړࡵ ࠭࠲ బܽदڒ ంۧ࠭ 
  బܽद సࠪనం tauڒ
బܽद ࣋एڒ छ ࡛ न  ࣋ए छ औ࡮సࠪనం ఆ ړ ࡛   ఓښ tau mr mr 
జడతछ  ޴బܽद ఇڒ  సమ࠻ల ࣋ए छ ࡛ न ࠱࠮ం݋ అం݄ అ޻ ఆ࡮औ  mr 
ఈ ࠭ఖङ ڕబܽद మనڒ झ࡛ࠂ ࡽलయߖܐఒక ܼం ޴ఇ ,޴న సంబంధం  ఉం࠳ నऒޔࡱ޶క ڴరణంڒ   కړߖހ 
సంబం߅ంۨన޴, ఆ߯  ߖߖ޳ వృޑफ झ࡛ࠂ ࡽఒక ࣊ంऴܽ߭ట ړߖݞఉంచ ࡹర ࠪరठంڒ  ఉంܿం޴ ݈ అ޴ߝ ఐ 
ఆ࡮औ ओߦۮ ࡹటࠪ ࡗమ ߖసࠪనం అ ޜ లం݄ మనం  ఒక కణం߯ ప࣋ۯߖ ܼ࡛ए య తछނڝ   రణం ఆ࡮औ   ڕ
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿం޴ 
 ంకంࡌबࣄ తతߦߘఅ ߘߝ బܽदڒ
ङߙ  ޴ఇ  ߘ࢓ంకం  అࡌबࣄ తߦߘఅ ߘߝ బܽदڒ టࡅ ߤకए కएࡅ యమంߖ ండవࡓ   ऴభమణ అనړ ۃ࡮ f ma 
సࠪనం  ఇߩओ చరऐ ࠭࠲ ݡ फࣃࡍ࢑సफ ڴదృఢం ߘ ࠭ శࡎరం  ఏߕ޼ ఆڒరంࡹ ఉంܿంࣄ ߗڒ ޴बర అࣾం ۪ द݀  
  ޴ంޔڷࡏޒ
ओߩబܽद ఇڒ ఈ చరऐ ࠭࠲ ݡ కएࡅ రంڒఆ ߕ޼ఏ  ߘ  దృఢ࠳న శ࢑ ړߖࡌࡎసफࣃࡍफ ۪ बర అࣾంࣄ ߗڒ  ,࠭ द݀  
ऒߕޔڷࡏޒ ࠭  
ऒߖ࡮࠮  అࣾం ߘߝ ࠾ࡍమ  ޴ఉం ݭࠈ న࠳ంత ఏకపࣾ దృఢڜ వదभ ߕ బܽदڒ  ࣊టۯ ߵయగలߘ y o 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ۨనऒ  ऴదవङ फޑఈ వృ ,޴ఉంܿం ࢢࡌ ర కࣾङڒ छࣅ ߘ  xi dm dm ޴ఇ ࠾ࡍమ  ޴फంࣆۯ ߵ
ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ , ܼంߖܐलయ࡛ࠂ ࡽझ రణ ऴదవङ߄ࣃ   d ft ok dm ࡔస   ޴లకం ఇ࠮  ࢢࡌ
దగ ߕ  బܽदڒ ठర ఈ ఉంߘߝ ,޴ ఇߩओ ऒڵࠪ ݡ ङ݀ झݭ ࡓ  ऱܿ ऴదవङ  ల  dft df dft dm࠻సమ ࢢࡌ
ܼంߖܐलయړ࠻ ࡽझ లࡔషڕ ߤ సࠪనం ࠪऴత࠲ ऴࣆ࢐फߕऒ ओߩఇ  ߘ ए࡛ܼ ߘߝ ݡ  ࢑వࡌలړࡵ ߘए ంచగలߘ,  
ऒߕफࣆऴ࢐ ߘߝ ఇకए ߘߝ ߘ డ సࠪంతరంڴ ऴࣆ࢐फߕऒ  ߘ
ए࡛ܼ ࡏࠬ బܽदڒ లऐ߱ࡍస ߘ  వ۪ऐ కएࡅ ,సࠪనం ړ݈ ంۨ బలంࡍڷ లం࠮ ంۨࡍڷ లం࠮     dft d t 

సࠪనం ah r d ړ  ऱࡏࣃ
ړబܽद శڒ फ ࡅకए    r ࠼ఉంܼ ڴలంబం  ࠾ࡍశ మ޴ 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ  కएࡅ   ఈ సమޔࢂࢗ ړߖ࠻ంࡏࣃ  ޴ऱ అܼ సࠗ ܼంߖܐलయࡽ t d d r dm  t 

Pru
tor
@
IIT
K



झړ࠻ లࡔషߤ మ࠾ࡍ ܼంߖܐलయړ࠻ ࡽझ లࡔషߤ అం݄ ఏࠫ݇ ࠪࣆࡱޘ ڕ ఆ࡮औ   r 
औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ औ࡮ఆ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ړࡹ झ࠹݅   ఇంܽऴగࡽ  ࣋ए छ  r um rdm r dm ݈ ޴సࠪనం ఇ ړ ࡛
 సంڝ
झ࠹݅ ݟంߘ  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ݈ ޴ఇ  ޴फంࣆۨࣇ ޴బܽद ఇڒ  ఆ࡮औ  వరڕ  ఖۨऐ తంڴ eq  ual i 
ओߦۮ లం݄, ߘߝ మࡍంత ߄ࣃరణ పదमࡹޒ ऴ࡯࠻࢐  ݈ అࢗ ޴ߝక द࡛   ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړߖ޳ ,
ఆ࡮औ కࢗ  द࡛ కएࡅ తంߦߘఆ߯  అ ,޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ڕ  వ۪ऐڒ ޴ంకం ఇࡌबࣄ   ࡏࠬ  
ओߩऱనࢀࢗ జడతछ ޴ఇ ݡ  సమ࠻ల ఆ࡮औ కएࡅ   ࣾణం  ఉనऒ త చ߄ࣃ ࡱ࢓޶రణంڴ ݈ అ޴ߝ ఆ࡮औ  ڕ
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉంܿందࡏࠬ ߖ ऴగࣕࣃफ  ޓऴ ࠑ ݡ࠮  ޴అ ޶ڒ ంకంࡌबࣄ వలంښ ߘߝ ఆ߯  ࡏ
ࠪङ ऴܽڡझ ओߩఇ ࠭࠲ ޴ఉంܿం ڴ  ఉనऒ ڵ࡯మనం క ࢡబࣗ ,޶ࡶ ందడంۮ  ళన޾ంۨ ఆంࡍڷ ߖ޳ ݡ  అޒ 
࠭ఖङ फࣃవ ړߖހన సࠬకర࠳ ࠭  ఇڥࡔ  ޴య  ࠵షߤ ఎړ ࠆ సࠪన࠳నߕ޻ అం݄ ఇ࢑ ޻ధం    ݈ మ࠾ࡍ 
ఆ࡮औ  మధङ  అߦߘతం ࡅకए ओߩఇ ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ   అం݄  ऴభమణ ,޴ఉం ߖప ࡗన మࣄయవలۯ మనం  ݡ
చలనంࡹ  పߖ మ࠾ࡍ  శړ फ ߦऴత ఏࠫܽ  ऴభమణ చలనంࡹ మ࠾ࡍ శړ फ సࡔ, ܼ࡛ए  ܼ࡛ए కएࡅ   ork  
రछߖ చనం ఏࠫܽ, ܼ࡛ए  ܼ࡛ए కएࡅ  రछߖ  చనం ఏࠫܽ  ऴߖ ڴ ࣒ڒరछ ۨంచబݟం޴  , ܼ࡛ए కएࡅ   r f 
ړశ ޳ࡶ ߖప  ࡱలతڜ फړ  సంబం߅ంۨన޴ అޙ࠼ ఇڒࢗ ޴द࡛ పࠪࡍణం 
బܽद ܼ࡛एڒ  వࣆफ޳ ߘ࢓छ పओޒ ࡌ గల޶ t 
బܽद ܼ࡛एڒ  మ࠾ࡍ  ܼ࡛ए  ఒక శࡎరం߯ పࣆۯ ߖफనऒ ओߩ ओߧޒ ߘ࢓फࣆవ ޴అ ࠾ࡍమ ݡ నߩओ   a ࠾ࡍమ ݡ
అ޴ వࣆफߘ࢓ అࣾం ۪ द݀ ओߧޒ  నߩओ ۪ అࣾం ߘ࢓फࣆఆ వ ݡ द݀ ओߧޒ  నߩओ छ޳ ܼޓ ݡ ओߩۮ ࡌ  ం   d޳ంڕ
అߩओ న ۨహऒ࠳ఈ అనంత ݡ  ऴభమణ ڝసం ࣄۯన పߖ అనంత࠳న ۨహऒ ం  తࡌछ త  తࡌछ త పߖ  ఈ  
అనంత࠳న ۨహऒ   ऴభమణం ڝసం ࣄۯన అనంత࠳న ऴభమړߖހ  ݈ అం݄  ࣾࠫంచంࣄۯ ݟన పړߖ d 
సࠪనం 
 సࠪనం  dw tau d ڕܼޓ ޴ߝబܽद అڒ
fdx ޴ఉంܿం ࡯߱ ࡹ సరళ చలనం ޴బܽद ఇڒ
పङࡐࣃ ऱࡏࣃ ࡹసరళ చలనం ޴బܽद  ఇڒ త. ߯ߖ޳ ప࣋ۯߖ శړ फ  ߖߖ޳   తڕए వ ࠴తफం޳ ࡹछ  f  dx ࡌ
కࣆ࡯޴फం޴ 
బܽद ఇకएڒ డ అ޴ ܼ࡛ए  ఉంܿం޴ 
ऒߖࡌࡎశ ޴బܽद ఇڒ छ޳ ܼޓ  ओߩޒ ࡌ   d ޴ంޔ
ओߩఇ  ܼޓ ऱࡏࣃ ݈ న ऴభమణం࠳తफం అనంత࠴ ߖన పࣄۯ బܽदڒ छ޳ ߖڴ࠲ఒ ߘߝ ݡ  d d dw ࡌ
एړࡵ ంచగలߘ  ࣾࠫంచంܿࡔ ܼࠊ ݟ పࡍߪ ߖߖ फ ࡏࣃ  ࣋ۯऱ dt d w tau d theta by dt d theta 
छ޳  dt ڴ࠲ఒ ࡌ
 tau ڴ࠲ऱ ఒࡏࣃ  ޴బܽद ఇڒ
ࡍߪ ߖߖప ޴బܽद ఇڒ फ ࣋ۯ పࠪࡍణ ࡏࠬ  ߘܿࡔ ఏ ࢑ధంࣃࡱߧ ڴफ ړతࣾణ శ ޴ఇ  ࡏ फڴ   పܿࡔ ࣋ۯ ߖ ఎంత 
అం݄ ߖ޳ऒ ړశ ࡏࠬ  फ అࣃࡱߧ ߖफ   ࡏ
దగ ߕ బܽदڒ ठర ఇ޴ ఉం޴, ఇڕࠪ ޴ ఉం޴  శړ फ ࡏࣃ ޝऱ ఒڕڴ࠲ సࠪనం  ఇ޴ ࣋ए ओߩణం  ఇࠪࡍప ࡛࡮  ݡ
మనం సంబం߅త సࠬకరణం ఏࠫܽ అߖ అడగవ۪ऐ  ړߖ޵ ࡹ ߤష࠵ య࡛ߖࡰ ࡹ ߤష࠵ య࡛ߖࡰ  
సంబం߅ంۨన సࠬకరణం ఏࠫܽ,   ߖࡰ ߘߝయ࡛ ࠵షࡹ ߤ ߭టदږడߖߖ޳ ߘߝ ,޶ ఉం۪ߘޑ  శړ फ అړߘ࢓ 
సࠪనం, ࣋ۯ ࡏ࢘ ߘߝफ, ఇ޳ ܽݟ ޴छ  v ok ړࡹ  ޴ంޔ࢓అ ࠆఎ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ܽݟ  ࡌ
ల మధङ ߤష࠵ ࡽషన݄ࡖ ࠾ࡍమ ߤష࠵ య࡛ߖࡰ   ࡏࠬ బܽदڒ छښఈ ࡽనࠪܽకڛ   షߤझ  ڡనࠫݧ ޳ࡶ 
ఈښछ షߤ లڕ  సంబం߅ంۨ ఎܿవంܽ వङ ङޑ సం ࡶదࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ .  ۨవࡍ ఉపߕङ సం  ఇ  సࡔ గత 
ఉపߕङ సంࡹ ۫డంڛ ࡏࠬ  ݟనࠪܽకࡽ ఈښछ షߤ లࣄ۫   ߘనߩओ వ࡛ए  ݡ  ఎనࡎ ण ޣయరం అߧ ߖలవబݦ 
సందࡌग ऒߖ ࡍߖ ఆࣣ  ఈ ߘ࢓అ  ࠭ࢡ۫ ࠭࠲  भషद࠳న ۨవڛ ࡍనࠪܽకࡽ సࠬకరణం చޔరऴసం సࠪనం v u
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ऒߝ޵   మనం ڥࡔయ చలనంࡹ పߖ శړ फ ޳ࣄम ంతం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  ఇߩओ    ऴభమణ2a  s   ࠭࠲ ݡ
చలనం ࢑షయంࡹ ఇ࢑ ޻ధ࠳న ࢑వరణߘ ఇ࢐छ లڕߘంܿߕऒ ࠭  ఇ޴  సࡕనߕ޻ పߖ శړ फ ޳ࣄम ంతం  పߖ శړ फ 
म޳ࣄ ంతం ऴభమణ చలనంڜ  ࡹంۮం ڽࡏ࠱న  పߖ  శړ फߖ ऴ࢐యߖవछ ంݟ  సࡔ 
బܽद మనం ఎకएڒ డ ऴߦరంࠚంۧޜߖ޳ ࡯ ऴߦరం޳ࠚभ ం మనڕ  ݈ ఆ࡮औ  ޴ఉంܿం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ڕ
మ࠾ࡍ అߦߘతంࣄ ࡹबࡌంకం ఉంܿం޴, ఇ޴ ऴߦథࠫక సࠬకరణం  
औ࡮ఆ ߘߝ  ޻బܽद ఇڒ ओࡏࠪ య ࢘గంނڝ ࡹ छ޳   ܿࡔ  ऒߖ޵ ࡏࠬ   ޴ఉంܿం ڴ࠲ఒ ࡌ dt d i ڴ ࡽࡐ ߤ۰  
झ࠹݅ फࣃࡱߧ ߖఅ ڴ࠲ఒ ݟ ࠑ ܼޓ   d  ޴ఉంܿం ܼީ ݟ ࠑ ڴ࠲ఒ ݟ ڕߕ ࠾ࡍమ ߘ
ओߩబܽद ఇڒ ڜۧࣆޓ ڕߩ࢙ ఈ ߖܼޓ ݟ ߘߝ ݡ ऐ  ߘ
झ࠹݅ ݈ ڕߕ బܽदڒ झ࠹݅ ݈ ܼޓ  नࠈం࡮ ړࡹڴ࠲ఒ ݟ ڴ࠲సࠪనం  ఐ ఒ  ڕܼޓ ݟ   dޙ࠼సࠪనం,  అ ڕ
झ࠹݅ ݈ ए࡛ܼ ࣋ۯߖరం߯ పࡎశ ޴అం݄ ఏࠫܽ , ఇ ܼޓ ݟ   ݈ అࡏڷ ߖफం۪ڝంނڝ  ݟయ ࣃब నऴభంశం ݟ 
 ޴फంࣆߧࡔऴ߮ ߘܼޓ
ऒߖࡌࡎశ   ޴బܽद ఇڒ పओޒ  డంࡹ ܼ࡛ए ओߩతफం.  ఇ࠴ ߖప ࣋ۯ    d theta ݡంࡓ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࠭࠲ ݡ
 ܼޤ సࠪనం ړ ݋ߕ   ܼޤ ړ ݋ߕ ܼޤ   ݟంߘ ݋ߕ ܼޤ ݟంߘ ݋ߕ ܼޓ ޴యగల࠭, ఇۯ  కృతంڔఏ ࡮ߩ࢙

ఇ޴ ఐ ఒ޳ 2 ڴ࠲छ ए࣋ ࡌ छ   i omega d omega ޴ంݟయబۯ ࡛
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ए࣋ ݋ߕ ڴ࠲ఒ ߘߝ ,ఉࣣ ޴ఉంܿం ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡽఇంܽऴగ ࠭࠲ బܽदڒ छ tau  d theta ڴ࠲ఒ  ޜ ࡛ 2
࣋ए छ ࡛ బ࢓ࡏ కڵ࡯  ఉߕऒ  ߘ
ओߩన࠼అ  ݋ߕ ܼޓ ఏࠫܽ కణం ޴బܽद అڒ  యނڝ అం݄ ݋ߕ ܼޓ న࣒࠳ ܼޓ ఏࠫܽ ܼޓ ݟంచంࠫࣾ ݡ
बࣃ  నऴభంశంࡏࠪ ࡹओ बࣃ యނڝ  నऴభంశంࡏࠪ  ࡹओ  వۨऐ నߩओ  గం ular࢘ ޴వదभ ఉం ݋ߕ ܼޤ కణం  ࡔస ݡ
ఒڴ࠲ ఒܼޤ  ޶ڒ ڴ࠲ వదभ కణం ఉనऒ ओߩ  ڴ࠲య ࢘గం ఒނڝ ݟంచంࠫࣾ ݡ
बࣃ యނڝ  త߅బܽद సంబంڒ నऴభంశం ނڝయ ऴపదరज న ނڝయ ࢘గంޜ సంబం߅త  ࠪࡏओ  ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ޳छ  ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴   ఒ޶ڒ   ڴ࠲.  ఉࣣ ߕ వదभ ఉనऒ ړశ ߖప ޴ఇ ޴ फ ޳ࣄम ంతం  
ړశ ޒగ ޴బܽद ఇڒ फࡏࠪ ࡹओ ऒߖ޵ ࡏࠬ   ޻ఉࣣ  ఇ ,޴ంܽ࡮  ࡍߦ  दకڛ  ࡽనࠪܽڡझ లऐ߱ ޜ  వ۪ऐ  , ఇ޴ సరళ  
చలనంޜ కޔࡱ޶నऒ  కణం సంబం߅త సࠬకరణం  ఏࠫ సంబం߅త సࠬకరణం ࡍߪ फ ࣄۯన పߖ అం݄  ࠬ    
ऒߖఅ ߩ޳޳  ࠭ఖङ झߜڒ న࠳ ओߩఇ ߘद లߵ  సరళ ࠾ࡍऴభమణ చలనం మ   ࠭࠲ ,  ࠭ࣃۯ చయంࡍప ݡ
చలనం మధङ పङࡐࣃ  తలߘ ߱లऐ వ۪ऐ  
బܽद ఇకएڒ డ ఎడమ ࢙ߩన ఉంܿంߘߝ ޴ ఇకए డ ऴభమణ చలߖߕऒ  కڵ࡯ ఉంܼ࠭  ఇకए డ మనڕ i Wi  
సరళ చలనం  ఒకܽ ఉంܿం࢑࢑ ,޴ధ పހࠪࡍల  ނڝయ ࢘గం  అం݄ ఏࠫܽ, ނڝయ ࢘గం ࡅ ܼޓకए  d 
రछߖ చనం ఏࠫܽ  ޳छ ओߩఇ ݋ݞ ܼޓ ޴ఇ ࡌ छ޳ ఒకܽ   సరళ చలనం  ݡ  dt ܼޓ  ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ
छ޳ ऴతߦ  x ޴ంޔݡబڝࣆޓ ࡌ
छ޳ య࡛ ࢘గంߖࡰ  య࡛ ࢘గంߖࡰ బܽदڒ య తछނڝ సࠪనం, ఆ߯ ړ ࡌ రణం  ނڝయ తछ రణం ఆ࡮औ  v dt dx
ఈ ߖరछ చనం ޳छ ఇకए  ݋ݞ ࡽࠋడ ܼޓ ݞږ ޴ఇ ,ڴ࠲ఒ ࡌ డ ߖࡰయ࡛ ړ࠻झ లࡔషߤ అం݄ dt d 
సంబం߅త పࣄࡍबߖࡰ  ࡹޒయ࡛ ࠵షߤ క࡛छ   అߖࡰ ޴ߝయ࡛ ړ࠻झ లࡔషߤ అ޳ ޴ߝछ సࠪనం  , dt dv ړ ࡌ
అߘߝ ޙ࠼ ఒక ࠱ݧనलనࣆۯ ࡹ ࡽफߕऒ సమసङ ߘ ంచవ۪ऐڵݟ߰ ݞږ ڕࣆښ రణ߄ࣃ ߖߖ޳ ࠭࠲  ޶ࡶ   
ఇߩओ ए࡛ܼ ݡ   ݈ సࠪనం ఆ࡮औ एڕఎ ࠭࠲ కం݄޶సࠪనం  ఎం ڕ వڴ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ  बర అࣾం iࣄ ࠭
ऒߕफࣆऴ࢐  ߘߝ ښ޶ంۨ ऴభమణం  అంࡍڷ కࢗ నࡕస ߘߝ ޙక߱ࡶ   ߘ द࡛  లߘ ఉంۧ࡯ 
బܽद  ఈ సందరगڒ ంߖࡰ ࡹయ࡛ ࠵ష࡛ࠂ ߤझ  సࠪనం  అం݄ ړ సࠪనం అࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ జడతछ ం f m 
కएࡅ  ࣾణం ۫ࣄనߩओ ऴదవङ ࡹ ߤష࠵ య࡛ߖࡰ ,  ݡ ऴదవङ ࡹ ߤష࠵ య࡛ߖࡰ ߘऴతߦ ࢢࡌ  ऴతߦ ࢢࡌ
జడతछ ߖࡹన   ऴభమణ చలనంࣄ۫ మనం  ޴ంܿంڕࣆޓ ం ࡅకए  ࣾణం ޳छ  ړߖ࢐సफ࢐   ޴ంޔݡబڝࣆޓ ࡌ
మనం ఇపओ ܽ వరࣄۯ ڕన ߖ࢐ܽ సంऴగࣕࣆफߕऒ ࠭.   ప ऱ࣒  ఆ࡮औ ऒߕక ఉߝఅ ࡛ࠂ  అం݄  ప .࠼ ऱ࣒  t  v u c 
ఎనࠢړ  సࠪనం, తࡌछ త ڕܼޓ ܼޓ సࠪనం ޶ڒ, ఒ޶ڒ ڴ࠲  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ  ࠆࣔ   ࣋ए छ ࡛ ఇకए డ ఉం޴, t t 
ఇ޴ అ޴ߝ ఇపओ ఉనऒ ښܽ ऒߖڜ   ऴߦరంభ ࣃब నऴభంశంړ సࠪనం .s 
 కణ వङ వసब ఇړ ޴ సࠪనం, ࣾࠫంచంݟ ఇ޶ڒ ޴  ࣋ए छ ࡛ వదभ సగం ఆ߯ ۨవరڴ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ न ఒڴ࠲ vt s ut 
ए࣋ ݋ߕ छ సࠪనం పऱ࣒ ڕ ࡛ ࡓ   ऱܿ ࠳ ܼޓ  ړࡹన࣒ ݋ߕ ܼޓ ఇకए డ అ޴ ࣋ए छ ࡛ न సࠪనం  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  2 a v u 

ऒߖހఈ సࠬకర ࡹణంڝ ఒక , ޶ڒ న࣒ ఏࠬ࠳ ړࡹ ړశ ࡏࠬ  फ పࡍరࣾణ అࣃࡱߧ ߖफ  a s x 2 ݞږ ޴ఇ ࡔస ,ࡏ
ऴభమణ శړ फ ఏߕ޼ నషदం మ࠾ࡍ ऴభమణ శړ फ అޙ࠼ ఇ޴ తపओ   ړߖన పࣄۯ  అం݄ ఏࠫܽ  .5 ࡯࠻ۯ ߖప ڴࡍసߖ
పࣄۯ ߖన వङ ڔ फకరణ  ݈ అ޴ߝ శࡎరం߯ ప࣋ۯߖ ܼ࡛ए  అనంత࠳న ڴࣄघ ߮ ࣒ݟ  ऱ࣒  g  ܼޓ ݋ం࠱ 
छ޳ ܼޓ ޴బܽद ఇڒ  d ߖతफం ప࠴ నࣄۯ ࡹ ۃदంߧࢳ ࡌ
ࡍߪ బܽदڒ फ పࡍߖ  ߖ भషद ࡱ࢑వ ߘంࡍߖ ݟ भషद ࡱ࢑వڕ ఇߩओ ఇకए ݡ డ సరళంڴ ఉంܿం࠵  ޴ష࣒ښ ߤ వ࡛ए  నࣄۯ 

అړߖ޵ ޴ߝ సࠪనం అ޴ߝ ఒక ࠱ݧనलన࠭࠲ ࣒ښ ࡽ ఇకए డ ऴࣆ࢐फߕऒ w fx ړࡹ ړ  ߖ ࠭ dxx nnot x 
झ࡛ࠂ ࣒ښ రణ߄ࣃ  అ޴ߝ ఒక ࢗక द࡛  ఇࣃ ޴ब నऴభంశం ࢗక द࡛ కए۪ ޜ  छࡌత  ,࡯࠻࢘ ࡱ త ఆరవ ఒక గޒ శړ फ 
వङ ڔ फకరణ  గޒ శړ फړ సగం ఒڴ࠲ చޔరऴసం  ఇߩओ ړశޒగ ߤష࠵ య࡛ߖࡰ ݡ फړ సࠪనం  సగం i  mv 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మࡖక సࠬకరణం ఉంߘߝ ,޴ ऴࣃ࢐फ ఉతओ ߖ޳ ߗڒ ߘ నऒ ం ࠭࠲ బࣗࢡ త޶పࡍ 
ఉపߕङ సంࣃ۫ ࡹफ झ࠹݅ ݈ ܿ  పవ࡛ సࠪనం ޶ం࠭  ړߖ޳ .࠭  ఒڴ࠲  పవ࡛  అڡߜ  ޴ߝझ ଀ ړ p 7 p 
సࠪనం  
పङࡐࣃ ޴బܽद ఇڒ తࡍߪ ߘफ ۯయߘߝ ړߖݞ ऴ࢐యࡃࠓ సࠬకరణం  ڜ ߖߖ޳ ࠭࠲ ߗڒంۮం తࡌछ త 
۫డߕޔࠓऒ ం ఇނڝ ޴య త࡯ऱ  ނڝయ ࠱࠴ంటం ఒړڴ࠲ సࠪనం ఇకए డ ఇߖࡰ  ޴య࡛ entum  l i 
ఇకए ߘߝ కం݄޶సࠪనం ఎం ړ ంటం అం݄࠱࠴ య࡛ߖࡰ ంటం࠱࠴ డ ఎڕए వڴ ఒక p p m v 
ऒߕफࣆۯ  ࡽݠ ߖ ࡽనलన࠱ݧ కࢗ ߘߝ   ߘ द࡛  లߘ ऴ࢐యడం ڕࡶ ,޶ࡶం݄ ఒకࡏ ఓښ అߖ ऴ࡯࠻࢐, అߩओ  ݡ
ऒߖ޵ ࠭࠲ फࣃۯ  ऒߖ޵ ࠭࠲  ࠭  తࡌछ త ࣃۯफ ࠭ అߧ۫ ߖంచړߖݞ ఇకए డ ऴ࣒ڒ  అంޙ మࠫޛ ࠾ࡍघ  ޴
తࡌछ త ݈ అړߖ޵ ޴ߝ సࠪనం అ࡮ۧ  ࠭࠲ ߖ ࠭ంނڝ   ࠭ࢡ۫ ڴ޶య ࠱࠴ంటం ࡅకए  dt ݋ࡔ 
छ޳ రछߖ ࡮ఎ ߖ ࡌ ۨంۧ࠵ అ޻ అࣃࡱߧ ߖफ కएࡅ ంటం࠱࠴ ܿࡔ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ  ࡏ ओࡏࠪ   dl tau 
అࡌࣃ ޴ߝంశంࡹ బలం అࡱߧ ߖవబޔݡం޴,  ఇߙ ޴ङ టࡅ ߤకए  ऴభమణ ޴యమం ఇߖ   ండవࡓ 
झڡనࠫݧ ङߙ ࡹ  టࡅ ߤకए ओߩయమం  ఇߖ ండవࡓ  పङࡐࣃ ޜߖ޵ ݡ త ߪర फ࠼ం޴  ఈ ࠴దܽ ఉపߕङ సంࡹ 
ఏࠫ݇ తछ ࡱ࠻࢑ష   నࣄۯ ࠭࠲ రڕ ڴऱప फం࡯ޘ ڴయܑࣃफ ࡍߖ  ݟంచంࠫࣾ   ࡹ޶ఇం  ߘ भషद ఉపߕङ సం  
 ࠭࠲ దట࠴ ,࠭ࣃ۫ ڴథࠫకంߦऴ ࠭࠲   ,ంۧ࠭ࠚరంߦऴ ޜంۨ ऴభమణ  చలనంࡍڷ बర అࣾంࣄ ࠭࠲
झڡనࠪܽڛ छࡌత  ࠭ࣃۯ  త ݧ ࠭࠲నࠫڡझ ऱࡿࢗ ړ  ࠭, ఆ߯  ߖࡰ ࠭࠲య࡛ ࠵ష࢑ ߤషయంࣃ ࡹद  ߘ ۃంړ݄ ڡ
ऒߕڕࣆޓ ࠭  ऴభమణ చలనం ࢑షయంڛ ࡹనࠪܽڡ   సࠬకరހల వదभ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ సࠪనం   v u atx ޜ 
࢐సफړߖ࢐ ఈ సࠬకరހలߗऒ  మనڕ లࠚంۧ࢐ ,࠼సफړߖ࢐ ఈ  ڛనࠪܽڡ సࠬకరހలߗऒ ङ࢓ ࠭࠲  తओ ऒߕ ऒߖ  
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ओߩఎలऱ ࠭࠲ ړߖ࢐సफ࢐ ࠭ߦ۫ రछߖ రణ߄ࣃ ݢ చనంޜ  ऴߦరంࣃࠚफ ࠭  అ߄ࣃ ߝరణ ߖరछ చనంޜ 
ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ ఒࡅ ڴ࠲కए छ޳ య ࢘గంނڝ  ల మధङހࠪࡍసరళ ప ࠾ࡍయ మނڝ  ఆ߯ ,ܼޓ ࡌ  dt d 
సంబంధం ఇ޴ ఇంతڕ ࠭ం޶ ఒక ఉపߕङ సంࡖ࢘ ࡹక ࢑ధంڴ జڵࡍంࣃ ࠭࠲ ݡ࠮  ޴द  ۃంړ݄ ڡ
ऒߕంܿڕࣆޓ ࠭ మݟڕ ࠾ࡍ మࢀࢗ ࠭࠲ ࠾ࡍऱన తࡌछ త తछ రణం ڝసం వङ ڔ फకరణ ఇ޴   ݈ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ
మధङ  సంబంߖ߄ऒ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ంۧࡏ, ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ ऒߖ߄న  సంబం࠳ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ంۧࡏ, ఇ޴ ݈ 
జడతछ  సమ࠻ల ఆ࡮औ కएࡅ  बࣃ  లࢣޒగ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔࠋۮ ߖసࠪనం అ ړऱ  ࣾణంࡏࣃ   i ࡹ࠼
बࣃ ంట࡛࣊ ڡనࠫݧ ޴ఇ ,࠭ࣃۯ ङߙ ࡹߖऴభమణ చలన ప  ޴ఇ ࡔస ޴ఉం ࡹ࠼ టߤ సࠬకరణం మ࠾ࡍ 
ऴభమణ చలనంࡹ శړ फ   అߧ ߖలవబݦ   ݈ అ߯ߖ޳ ޴ߝ ప࣋ۯ ߖ ܼ࡛ए  అޙ࠼ మ࠾ࡍ అࣃݟ ޴ओ ଊߘ 
ऴ߮࣋ߧࡔफ అࣆ ࡮ۧ ޴లభం  తࡌछ త మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ cement of  d theta tau d theta 
ఏڔకృతం ۯయవ۪ऐ , 
బܽद మన దగڒ ठర ఉనऒ झ࠹݅ ݈ ޴  ఒڴ࠲  సࡕన޴ ఇ޴ ऴభమణ చలనం ࢑షయంࡹ పߖ శړ फ ޳ࣄम ంతం అߖ p 
మనం ۫࠭ࢡ  ఆ߯ ۨవ࡯߱ ࠭࠲ ړࡍऐ  పܽदకߘ త࠭ࣃۯ ࡏ࠻. ऴభమణ చలనంࡹ సంభ࢑ంۯ  ऴߦథࠫక 
సࠬకరࡱހ   , సరళ చలనంࡹ సంభ࢑ంۯ సࠬకరހల సࠬకరࡱހ మࡐࣃ ࠾ࡍపङ త  ఉండటం ۧ࡮ 
ంܽ మధङݟంࡓ ఈ ,޴న࠳షࢩ࢑  ఖۨऐ త࠳న ࡐࣃపङ త ఉం޴   మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ దశޜ  ఆ߮ࣃफ ࠭.  
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