
 
ङߕఆరవ ఉప ܌ࡗ బܽद ఈڒ సం, ߖనऒ ऒߖࢡంࡌࣃ ߖ޳ ࠵ࢡۯ ఏࠫ ࠭࠲     ࠭࠲ సంڝ ంచడం޴అం ڕࠬ 
అ࢐ߘద సమޝలङ ం  ڝసం ߧలవబݦ  షరޔ   మ࠾ࡍ ऴభమణ సమޝలङ ऐࡍంۨ చࡍڷ   ޒबࣄ  ంచ࠭࠲  ړߖݞ 
ఈ ࠙వనలߘ ఉపڵࡆంۧ࠭. ߖڜऒ  సమసङ छޑࡏڷ ࠭࠲ ࡹయړఈ ऴపऴ ࠾ࡍమ  ࡱ కర लణ  ښంऴదం   మ࠾ࡍ 
ऴదవङ ऒߖ߄సంబం ߖ޳ ړߖ޳ంऴښ ࢢࡌ फࣃڵࣃనڜ  ڴంతࡍమనం మ ܌ࡗ ఈ ݞږ  ࠭   ఇపओ ܽ వరڕ ऴభమణ 
చలనం ڜంతవరڕ  సరళ చలన సࠬకర5 ࡱހ వࡵ ఉనऒ ऱܿ ࣆ۫ ࠭࠲फߕऒ  ࡹ࢑షయం ߤష࠵ య࡛ߖࡰ .࠭
ऒߖڴ࢘   అࣃࡱߧ ߖफ छ޳ ܼޓ య ࢘గంނڝ ऴతߦ ߖ޳  ࡏ छ޳ ࡌ  d dt న࢑ࡷద࠴ ޴ంޔݡబڝࣆޓ ࡌ
झړ࠻ య࡛ߖࡰ లࡔష޳  ߤछ య తछނڝ ࠾ࡍమ ࡌ రణం ޳छ   dt dv dt d ܌ࡗ ఈ న࢑ࡷద࠴ ڴ࠲ఒ ࡌ
మనం ఇంڜ  ڒనࣃڵࣃफ ࠭   ఇపओ ܽ వరߙ ࡏࠬ   ڕङ టߤ సࠬకరణంࡹ వۯऐ  ऴదవङ ఉనऒ ڵ࡯క ߘవన࠙ ࢢࡌ  
సరళ చలనం ࢑షయం࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ న ऴపశऒ࠳ ఎకए .޶ࡶఅడగ ࠭࠲ ߘ  ࡹऴభమణ చలనం ࠾ࡍమ  ߕݧ
య࡛  ऴదవङߖࡰ  ࠾ࡍమ ࡏంܼڕࣆޓ ࡏఎవ ߘऴతߦ ࢢࡌ
ऐࡌచ ܽߝ  బܽदڒ  అంశం జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ऴߦథࠫకంڴ ఈ ࡍߖ भషद ఉపߕङ స  ࣾణం  జడతछ ం మࡓ ࠾ࡍంݡ
࠭ఖङ म޳ࣄ న࠳ ంࡱޑ ఉߕऒ म޳ࣄ फߧߦలంబ  ऴ ࠾ࡍసࠪంతర  మ ߖߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ࠼ ంࡱޑ అߖ 
फࣃࡱߧ फࣃࡍࣃ दࢳమనం దృ ߝߖ޵  ߘ ࠭ మ࠾ࡍ 
ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ऴపశऒ ڼݟఅ ښܽ   ఏࠫటం݄, ߄ࣃరణంڴ ऴభమణ చలనం޳ ࡹछ ऴదవङ  ݦంచబۨࣇ ࡌ  m ࢢࡌ
ऴదవङ ۃ࡮ కएࡅ ࢢࡌ  అనۃ࡮ ఏࠫܽ  ఇ޴ ऴపޒ ఒకए एޑన ఒక చమࣄఅడగవల ࡐ ర࠳న ऴపశऒ ,  motivation 
ఇ࡮ۧ ޴ సహజంڴ వࣆफం޴ మړߖ޳ ࠾ࡍ సࠪ߄నం ఏࠫܽ అࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭, 
నऒߖ  బܽदڒ కएࡅ రంࡎన శ࠳దృఢ ࠭࠲ ,޴࢑షయం ఉం కࡖమ ݞږ   ऴభమߖހऒ ఇకए ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫  డ 
తࡌछ త  ࠭࠲ ऴభమߖހऒ  పࣃ࡯ࢣࡍफ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ంۨ ఇࡍڷ बర అࣾంࣄ बరࣄ  ࠭  ޴న࠳
۪ बర అࣾంࣄ బܽदڒ द݀ ऒߖఅ ࠭࠲ టܿవంܽ ऴభమణం  అం݄ڼࡍޒ  ధङࣃ  ం ޴శࡹऱ  దృఢ࠳న శࡎరం ࡅకए  
ऒߖހరణ ऴభమ߄ࣃ   పࡍగށంచߕޔࠓऒ ం   ڙ࠻झ ࣒ పࡍగށంచబޔݡం޴  అߕ߇తన అధङ యనం ڝసం ఒక 
అంߖࢡऒ   ࠾ࡍమ ޶ࡶ ంచడంށగࡍప ࠭࠲ 
బܽद మన దగڒ ठర ఉనऒ ओߩۮ ߖరం అࡎన శ࠳దృఢ ޴ ఇకए ࡏࠬ ࠾ࡍबర అࣾం  మࣄ ޴ఒక అࣾం ఇ ޴ం ఇ޳ంڕ డ
ఒక కߖހऒ  పࡍగށంచంݟ మ࠾ࡍ అ޴ వృޑफ ࢐ङ  ߖ޳  ޴फంࣆۯ ߘక࡯ర కదڒ రࣃ बం అం݄ ఈ కړߖހ ఇకए డri 
ऴదవङ వۨऐ ࢢࡌ ం޴ అڕߘం޳ం,  అߩओ ړశ ޒగ ݡ फ ڼࡍޒ శࡎరం ࡅకए  గޒ శړ फ ڒ ߖߖ޵ ߘߝङ  mi k k ࡽటߧ
छ޳ फࣃۨࣇ ࡌ  సࠪనం ޴ఇ ߘ
ऒߖࡌࡎతफం శ࠴ బܽद ఈڒ నऒࠚ࢑    ऴదవङ డవ۪ऐ۫ ڴࢢࡌ .  అߖऒ ంܽ కం݄ ࢓ރࡔల  కం݄ ఇ޴ m1 m2 etc.  
ఐ ࠳ కం݄ ڴࣄघ नࠈం࡮ రऴసంޔతफం చ࠴ ޴గం ఎంత అం݄ ఇ࢘ ޴సࠪనం, ఇ ړߖڴస ࡹతफం࠴    సࡕన޴ 
బܽद సగం ࣋एڒ छ ࡛ न ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ ఇ޴ లంబంڴ ఉంܿంࡏࣃ ړߖ޵ ,޴ऱ ఒڴ࠲ ఉంܿం޴  ఈ mv v r ra a  
దృఢ࠳న శࡎరంߖࡹ ऴపޒ కړߖހ ఒڴ࠲ ఒ࡮ښ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఈ ࠼ޑࡏࠪ ࡱࡌ޷ ࡍ 
ए࣋ ڴ࠲ఒ  ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ न ࡹ సړߖڴ సࠪనం ߄ࣃరణం మښ ࡏࠬ ࠾ࡍవలం ఐ  ࡌ ࠳ ࣋ए छ ࡛ न ߯  సమघ షޜ ߤ 
జడతछ  ޴ణం ఇࠪࡍప ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏޑ߱࡯ڵࠫ ం ࡅకए  ࣾణం అࣃࡱߧ ߖफ   ,ࡏ
కएࡅ రంࡎన శ࠳బܽद దృఢڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ښవలం ఉࣣ ڴࣄघ ए࣋ ࡌࠫ ޳ࡶ  छ ࡛ ߯  స࠲घ షߤ, ఇకए డ ra
 అࣄ ޴ߝबర అࣾం ߘం޷ ݟరం 
ओߩబܽद ఎలऱڒ కएࡅ రంࡎశ ࠬ ݢ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ࡍڷంۨ  అࣾం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డంߖڜ   .ݟऒ  ఇతర అࣾం
కएࡅ రంࡎశ ޻ంۨ అࡍڷ  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ    ݟంచంށగࡍప ݞږ 
కएࡅ ࢓फࣆవ ߕ޼ఏ ޳ࡶ ళంڿ బܽदڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఏࠫ݇ ऴపࣃफ ࢑ంచడంࡹ అర बం ࡏࠬ  ޶ࡶ 
అడగవలࣄన ऴపశऒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఏࠫܽ  ఒక  అࣾం ښంऴదం ࡍڷంۨన శࡎరం ۧ࡮ ࠭ఖङ  ࡔస ޴న࠳
ఇ޴ ఏ޾ ఈ సࠬకరణం ఇ߄ࣃ  ޴రణంڴ అࣃۨࣇ ߖफ  uh i ࡏ
ړశ ޒతफం గ࠴ ޴ఉం ڕߕ బܽदڒ फ ఒڴ࠲ ࣋ए छ  k i   ޴फంࣆۯफࡏڷ ڕసࠪనం  ఈ సࠬకరణం మన ړߖڴస ࡹ ࡛
ఇߖࡰ ޾޻య࡛ ࠵ష࢑ ߤషయంࡹ ఇ޾޻    అంࠆࣔ  ࠭࠲ ޙ ఎ࢑ ࠹ ࣋ए छ ࡛ न అ࠭ޑࠋۮ ߖ  
ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ బܽदڒ झࣆగంట ࠬ మన ࠬ ߝంటࢗ నࣄ۫   య చలనంڥࡔ  ࡏࠬ  ޴ంޔڷ࠵ ࡹ
࢑షయం࡯߱ ߖߖ޵ ࡹऐ ऒߕంܿڕߘలݞ۫  ړశ ޒగ , ߘ फ ࡅకए  వङ ڔ फకరణ  సగం చޔరऴసం ఇړߖ޳  ޴ mv 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ జడతछ   ࠭࠲ ݡ ం ࡅకए ऒߖڜ   ࠭ఖङ  ړࡹగణࡍప ߘలހన  లࣾ࠳
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ࠭  కߘక ఇ޴ త޶పࡍ అంశం  చరऐ  
బܽद జడతछڒ ం ࡅకए  ࣾణం ࡅకए  లࣾࡱހ ఇ޴ జడతछ ం ࡅకए హऒۨ  ړߖހࣾ  ంڴ ఉంߖߖ޳ ߘߝ ,޴ ii 
फࣃࡱߧ ߖఅ ޴దܽ࠴ ړశ ޒ࢑షయం గ దܽ࠴  ߘ फ  ࣾࠫంచంݟ ࠬ శࡎరం ࡅకए  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  
ఒ߯ڴ࠲ ఆ߄రపݟ ఉండ޶ అం݄ ނڝయ ࢘గం ఆ߄రపݟ ఉండ޶  అߩओ   ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ߖ޻ ޴అ ݡ
అ޴ ऴదవङ ऴదవङ ڴణం పరంࠪࡍప ࠾ࡍరం మڒఆ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ࢢࡌ పओۮ ߖఅ  ނߧపం ࢢࡌ ړߖݞ
బړߖ܉ߖ   ڴࡱ޶ ऴదవङ   ండవ లࣾణంࡓ फ ఆ߯ࣄదܽ ఆ࠴  ߘߝ ޴ఇ ࡔస   ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ނߧపం ࢢࡌ
మ࠾ࡍ ఇ޴ దృఢ࠳న శࡎరం ࡅకए  లࣾణం, ఇ޴ ఒక దృఢ࠳న శࡎరం  ࡅకए  ऴపޒ దృఢ࠳న  శࡎర లࣾړߖހ 
झڙ࠻ ,޶ڒ ޙఅం ,   ޴న࠳࢑లࣾణ ࡮ۧ झڙ࠻ ࠾ࡍంۨ మࡍڷ ࣒  ߖ޳  ڼࡍޒ ޴అࣾం  అ ݞږ ంۨࡍڷ ࣒
ओߩరం ఇࡎన శ࠳ంۨ అం݄ దృఢࡍڷ కएࡅ రంࡎశ ޳ࡶ అం݄   ఒక కణం ޴ంޔڷࡏޒ ݡ  జడతछ ం ࡅకए   
ऴదవङ फࣃށగࡍప ڴలࠪనంڜ ߖࢢࡌ ࢐ద జడతछߘఅ ޴ఇ  .ࡏ ం ࡅకए లࠪనం ఇకएڜ  డ  ఇ޴ ऴభమణ చలనంࡹ 
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జడతछ ం ࡅకए జడతछ ࡹऴభమణ చలనం ޴లత, ఇڜ  ం ࡅకए ओߧۮ ښవర޴ఉࣣ ఇ ࠾ࡍలత   మڜ  న ऱܿ 
ऴదవङ  ݞږ ޴వడం ఉతफమం, ఇڝफం۪ࡏڷ ऴదవङ  .޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ނߧణం పంࠪࡍర పڒఆ ࢢࡌ  ఆ߯ ࢢࡌ
మࡖక ఆࣄफ ఉం޴  , ऴదవङ  ޶రపడ߄ఆ ߕ߯ߖ޻ ߕ޼ఏ ޳ࡶ ఏ అࣾం ࠬద ࢢࡌ
బܽद ఇకएڒ డ అ޴  అࣾం ۪ द݀ అࣾం సछ ڼࡍޒ  ࠙వం߯  ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴  అޙ࠼ ఈ ࢐ङ  యడంۯ మం࠻
మంۨڕࠬ  ޴   ఏޒࠥ ߕ޼క పࠪࡍణం ࠴దܽࡍࣃ కߧߖంۨనߩओ డ࡮ऱ ߖ࠿ ߖ޳ ޴తफڜ  ऱܿ మڜ ࠾ࡍలతࡱ 
ऴదవङ ߖ޳  ޴యడం మంۨࡌ కएࡅ రऴసంޔచ ࡱ࠻సమ ࢢࡌ  ఏࠫܽ l ࡱలతڜ 
 బܽदڒ
ओߩబܽद ఇڒ ఉనऒ ࡹ ݡ ߖ࠿  ऱܿ ࡹړऴ࠭ڴ ࠬట࡛  చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣋ए cg ߖణం అࠪࡍప ࡛࡮
ए࣋ ޴ఇ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ छࡌత ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖణం అࠪࡍప ࡛࡮ త మనం ࡏڷफం۪࡯࢐ڝझ న అవసరం ఉం޴  , 
ऒߖڜ ۯంߧߖక ڴతర۪ ࡮ۧ ࡹवసफంࢡ కޒࠥ ࠭࠲  వࣆफ࢓ల ࡅకए  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ  एړࡵ  ంచړߖݞ 
फࣃڵࣃనڜ ࠭, ࠭ంڴ޶  ఒక సనऒ फޑవృ  ߖ ఒక  సనऒ  ޴దܽ࠴ ޴ఇ  ۃంࡍ రڒ फޑవృ ߖ  ۃంࡍ రڒ
దగ ߕ బܽदڒ ठర ఒక వృޑफ ओߩన గణన,  అ࠳లభࣆ ࡮ۧ ޴ఇ ,޴ఉం ڡం࡯ రڒ झڙ࠻ ఒక అࣾం ߘߝ ݡ  ంऴదంښ ࣒
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ऱܿ ۨࣇంۧ࡯  
కएࡅ ۃంࡍ ߖ޳ బܽदڒ  ࢐ङ రࣃ बం అޙ࠼ ఇ޴ ఉࣣ ࠴తफం ఇ޴ అߩۮ ߖओ   r ࠾ࡍం  ऴభమణ అࣾం మ޳ంڕ
తफం ऴదవङ࠴ ओߩఇ ࢢࡌ యవछ ݡ నంڴ ఉంߘߝ ,޴ ఇకए డ ఒక ࢑లࣾణ࠳న ࠼ߦంڕࣆޓ ߖ ݋ంܼߘ మ࠾ࡍ  
ఇߩओ ऴదవङ ޴ߝఅ ݡ ओߩۮ ߖఅ ࢢࡌ జడతछ ޴ం, ఇ޳ంڕ ం ࡅకए  ࣾణం ࡅకए రछߖ  చనం ఏࠫܽ, ఇ޴ ఒక mi 
ۨనऒ కएࡅ ణంࣾ ߘߝ లకం࠮   రछߖ  చనం ڕࣆޓంܼߘ జడతछ ం  ࠬࡌ ࣋ए छ ࡛ न 
బܽद ఇకएڒ డ ఇ޴ ఉࣣ 
फޑబܽद  ఈ వృڒ  రం r޷ ࢓޶ంࠉ ޒऴప ߖࡹ ۃంࡍ రڒ
బܽद  ऴదవङڒ ऱ సమघࡏࣃ ߩచదర ޴రऴసం  ఇޔలకం చ࠮ ࢢࡌ షڕ ߤ సࠪనం సమघ షߤ m um mi i r mi  

అ࠴ ޴ߝతफం ऴదవङ  కణం mi ࢢࡌ
ए࣋ ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ न  mr 
߯ ۃంࡍ ఈ ޴బܽद ఇڒ  ఉనऒ తफం ऴదవङ࠴  ంచడం తపओݟܔ ߖࢢࡌ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ  వృޑफ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  
సమతړߖ࡮ లంబంڴ ఉనऒ  సమతలంࡹ ఒక అࣾం ښ ߖ޳ంऴదం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ   వృޑफ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  
జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం.  ࠭ఖङ కएࡅ వృతफం ߘߝ ,ࡔస ޴న࠳  సమతړߖ࡮ లంబంڴ ఉంݦ ఒక అࣿߖऒ  
పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ  ޴ంޔࢂࢗ ݞږ ݞంڷ ంऴదంښ ޴అ ࠾ࡍమ  ߘ
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ జడతछ ݡ ం ࡅకए  ࣾణం  అߧۮ ڕࠬ ߘߝ ߖओ న ऱܿ ߖڜ ࠭࠲ऒ  ఉ޳హరణలߘ  పࡍగణړࡹ 
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ࠭.  ఉ޳హరణڜ ߘߝ  ڴంత సबలం ڝసం ߕޔڕޔࢗऒ దగ ߕ ߘ࢓అ ߘ ठర ఉం޴  ఇకए డ ߕ 
దగ ठర ݡ࠮ ऴదవङ ऒߕఉ ࡱࢤࡌ యߖ అڕߘం޳ం, ߖ޵ ߘߝऒ फࣃ܊࢑భ ڴݡంࡓ  ऒߖ࡮సब ߘߝ ,ߘ  ఆ޳ 
  ߘయగలۯ
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ఒక ऴࠜޒజం ఉߕऒ  ఉࣣ a m1 ޴ఉం ڕߕ ߘ࢓అ ࡽڵం࠻ऴట ࡽఎర  ޒबࣄసమ ޴అ ࡔస  ߘ

ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ړ డ  ړ సࠪనం   ࡌࢣल ల వదभ ړ సࠪనం m m2 m m3 m
फనऒࣆށగࡍప ߘߝ బܽदڒ   అࣾం అం݄ ߘߝ పࡍగࣆށफనऒ   అࣾం   ఎޔफ 
छ޳ 2 ޴బܽद ఇڒ ఇకए ޴ఇ ࡌ డ 2 ޳छ  ޴ఉం 2 ࡌ
కएࡅ ߕࠫ࡮ రڒ܉ࠜޒబܽद ఈ ऴڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  ఇ޶ڒ ࡛ߕࠫ࡮ ޴ ࣾࠫంచంݟ ఈ ݡ࠮ ऴదవङ ࢢࡌ
ऴదవङ ݡ࠮ కएࡅ ࢢࡌ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  ఈ ఉࣣ ࠝమధङ కएࡅ జంࠜޒఖ  ऴࡔ लࡌࢣ  ల వదभ ఉం޴ 
ࡍߖ फ అం݄ ࣾణం ఈޔफ అం݄  ఉప ఎޔఎ ߘߝ బܽदڒ भషद ఎޔफࡹ ఈ ݡ࠮ ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ  జడతछ ం  i m 1 
ए࣋  ݟంߘ छ ࡛ न ప ऱ࣒   వరڕ ఉంܿం޴  ఇ޴ అࣾం ߘం࠴  ݟతफం చޔరऴసం࠴  ܿߦ  ޜతफం ࣋ए छ 0ړ ࡛ m 2 2 m3 2
ఉనऒ  రం޷ 
ࡓ 2  ڕ  .޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޴బܽद ఇڒ ऱܿ ߘం޳ ݟछ తफం ࣋ए࠴ 2 ࡌ छ ࡛ न  m a 
छ޳ ޴బܽद ఇڒ ࡎవ ࡌ ठకࡍంచబޔݡం޴.  ఇ޴ ఒక పంࡅ ނߧకए  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఎ࡮ ma 2 
గށంచబޔݡం࢑ ޾వࡍంచړߖݞ ఒక ߄ࣃరణ  గణన మ࠾ࡍ ఇߩओ  ߘహరణ޳ండవ ఉࡓ ࠭࠲ ݡ
పࣃ࡯ࢣࡍफ ऒߕफࣆށగ ࠭࠲  ݟంڝफం۪ࡏڷ ,࠭ తङߖ ڕమన  ޴  ࠭ ం కߧߖం࢑࢑ ۯధ వࣆफ࢓ల శړ फ ࡅకए  జడతछ  
ऒߕޔࠓڝం۪ڵࡆఉప ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍమ  ࡱހࣾ ం మߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍ ఉపڵࡆం۪ߕޔࠓڝऒ ࠭ ఇ޴ 
కएࡅ ݭࡌ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  ఏక࡛࡮ ݭࡌ ޒࡎ न ࡅకए  ఏకޒࡎ ऴߤࣾ࣊ ࣒ڒ ऴదవङ  ނߧపం ࡹޒࡎఏక ࢢࡌ
  ޴ంޔݡయబۯ
ऒߖ࠻࢑ష ఒక ߘߝ బܽदڒ  పࡍగణߕޔࠓڝࣆޓ ړࡹऒ ऴదవङ ߘ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంऴదంښ ࢢࡌ  అࣾం ఇ޴ అࣾం  
అ࢑࠙ ߘߝ ߖంۧߘ  ఇڜ ޴ంۮం త࢐ࡏత వࣆफం޴ ఇڜ ޴ంۮం తࡌछ త వࣆफంߘߝ ޴ ఏࠫ ࣃۯफ  ߘߝ అం݄ ߘ
ऴదవङ ఇకए ߖࢢࡌ డ ఉం۪ߘޑ  ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ ऴదవङ వరۨ ݡంࡓ ߖ޳  ޴ఇ ݟంచంࠫࣾ ݭࡌ ߖࡶ ࢢࡌ ऱࡹ ఒక 
ऴదవङ ऴదవङ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ڕమన ݭࡌ ݋ࡷ  ݭࡌ ߖࡶ ࢢࡌ  m1 m2 ߖ޵ ߘߝ  ఆ߯ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖࢢࡌ
కएࡅ  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ  एړࡵ  ంۧలڕߘంܿߕऒ  ఈ అࣾం ߩ޳޳  ޴ఇ ڴయంߦऴతऴࣇ ఆࣣ ޴ఇ ߘ
కएࡅ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం వࡵ ఉంܿం޳  .޴छ తफం ࣋ए࠴ 2 ࡌ छ ࡛ न  ఇ2 ࠑ ޴ ఈ ޷రం 2 ࠑ ప ऱ࣒  ah l l l 

తफం ࣋ए࠴ 2 ݟంߘ छ ࡛ m 
ए࣋ ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ न 2 ޳छ  m  l ޴ఉంܿం ࡌ
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కएࡅ ࡛܋ఈ అం  .޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ښఒ ߩ޳޳ ޴బܽद ఇڒ  జడతछ ం ࠭࠲  వڷ ߤంޔࢂࢗ ݞనऒ  అࣿߖऒ  m 
పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ సࡔ ఇߩओ కएࡅ ߤషࡔڽ   ݡ  ޴వన ఉం࠙ ߝఅ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ఈ ߤషࡃݟࡔ 
జడతछ ߕ޼ఏ ࡏࠬ బܽदڒ ం ࡅకए ऒߖހࣾ  एړࡵ  ంۨనߩओ ࢑షయం సओ ఒక ݡ షदంڴ కࣆߧߖफం޴.  ఆࠏणڡ द ఒక 
ऴదవङ ए࣋ ࢓డ߰ ޴ऱ ఉంܿంࡏࣃ పదం ࢢࡌ छ ࡛ न ఉనऒ  పࠪࡍణం  అకए డ ߖڜऒ  అߦߘత ࣄबࡌంࡱڒ uh 
ఉండవ۪ऐ ऒߖڜ   ࡍߖ  भషद  వࣆफࡱ࢓ ఉండవ۪ऐ , అ࢑ సంఖङ రవ۪ऐࠪ ڴࡱ , 
फࣃࡱߧ ڴ నంబ࡛ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ओߩఇ ߘ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  పࡍగށంచం࠴  ݟతफం ࢑షయం ࣋ए छ ࡛ न ڴ ఉం޴  mk 
गࡌఈ సంద ࡏࠬ  బܽदڒ లࡹ ऴపړࡵ ߖ ړߖ޳ޒए ంۧߝ޵ ࡯ऒ ࢐ङ ߤషࡔڽ ߖ  రࣃ बం అంܼࡏ  ఎంߖ޵ ڕ޶ k k
అర बం ఏࠫܽ అం݄ ఒక ࡍߖ भషद ࠉంࡍڷ ࢓޶ంۨ  ࠴తफం శࡎరం ࠴తफం ऴదవङ ఇకए  ࢢࡌ డ ޷రంࡹ ఉం޴ k 
ఎం޶కం݄ ࠬڕ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఉనऒ ओߩ ए࣋  ݡ छ అర ߖ޳ అం݄ ࡯ݞఉం ڴ ࡛ बం ఏࠫటం݄ mk m 
ऴదవङ ङࡆఅ  ޴ఉంܿం ݟంߘ ࢓޶ంࠉ बరࣄ ޳ࡶ ݟంߘ అࣾం ޴ఇ ,޴ఉంܿం ࢢࡌ ࡍߖ  भషद ޷రం వదभ k 
ఉంܿం޴ 
బܽद జడతछڒ ం ࡅకए  ࣾణం  అ޴   ఉనऒ ݄ऱ ࡔڽ ޳ࡶషࡅ ߤకए  ࢐ङ రࣃ बం పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ
సమసङ ࠭࠲ లࣃ۫ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ ఉ޳హరణߖߖ޵ ߘߝ  ڕ ࣋ए छ ࡛ न ڴ ऴࣄ࢐నߩओ కएࡅ ߤషࡔڽ , ݡ  mk k 
࢐ङ రࣃ बం  ޳ 2 ݋ࡐछ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘహరణ޳డవ ఉ࠮ ߘߝ  .޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ࡌ ఒక ۨవర l ޴ఇ  ,ߘ
ఉంݦ అࣾం ۪ द݀  ఏకڴޒࡎ ఉంࡅ ݭࡌ ݦకए  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   పࣃ࡯ࢣࡍफ  ࣒ڒऴ ޒࡎఏక  ޴క ఇߘక   ,ߘ
కएࡅ ߤࣾ࣊  ఏకݭࡌ ݭࡌ ޒࡎ 
ऴదవङ   ڕ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ ࢓తफం ߰డ࠴ ޴బܽद  ఇڒ ओߩۮ మనం ޴ߝఅ ݭࡌ  ޴వన ఉం࠙ ߝఅ ࢢࡌ  ,  ం޳ంڕ
फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ ఇకए ߘߝ ,ߘ డ ఒక ࠮లߖڒऒ  పࡍగࣃށफ ओߩఇ  ࡔరం స޷ ޴ఇ ߘ   x dx ޴ߝఅ ࡗ ఉࣣ ݡ
ऴదవङ ڕ࢓డ߰ ݋ߖ࠿  ࡽనलన࠱ݧ ఒక ޴ఇ  ,ࢢࡌ
ऴదవङ ڕ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ ޴బܽद ఇڒ  ࡔऴభమణ అࣾం  స  ޴ంۧ࠭  ఇށగࡍప ࠭࠲ ߖఅ ࢢࡌ
ऴదవङ ڕ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ బܽदڒ తफం ऴదవङ࠴  ޙ࠼అ ࢢࡌ తफం ऴదవङ࠴ ࢢࡌ ࡓ ࢓డ߰ ࢢࡌ ऱܿ  ݋ߖ࠿ rho 
߰డڕ࢓ ऴదవङ ओߩఇ ࢢࡌ కएࡅ లకం࠮ ఈ ݡ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  ఈ ࡍߖ भషद ࠮లకం  సࠪనం అޙ࠼ dx 
ఇ޴ ఏߩۮ ߕ࠳ओ ం  ఇకए޳ంڕ డ ऴదవङ ऱ ۨనऒࡏࣃ ఆ ࢢࡌ లకం ఉనऒ࠮  ओߩరం ఇ޷   xs  quare   x ݡ
ఎంత అࡓ ޴ ऱܿ ࡏࣃऱ చదరߩ ఇߩओ జడతछ ߘߝ ݡ ం ࡅకए ऒߖހࣾ తफం࠴   dm dx rho  x 
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ   ߘ
rho x dxړ0 ࡹసࠪనం  ఈ ۨవర ޴అ ࡹఈ ۨవర ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖ  ߩచదర ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ x 
అ޴ సࠪనం x l 
  l  ࡯࠻ۯ కరణڔఏ ޜ ݟంߘ 0 ߘߝ బܽदڒ
ङږ ߖ బܽदڒ छ޳  ޜ ࠗ ङږ ࡌ ए࣋ ߖ ࠬ ߘߝ ޴ఇ  ޜ ࠗ छ ࡛ न అߖ ऴ࢐యగలߘ  rho x 3 l 3 rho l l 3  rho l 

࣋ए छ ࡛ न 3 ml 
బܽद ࣋एڒ छ छ޳ ࡛ వదभ ఉనऒ ݋ంݥఒక ఇయ࡛ ఇం   ޴ߝఅ 3 ࡌ  ఒక అࣾం ۪ द݀  ఉంݦ ఏకࡅ ݭࡌ   ޒࡎకए  ml 
జడతछ ం   ࣆۨࣇ ߖ࢑ݟߖफంښ  .޴ంऴదం  ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  అࣾం ࡍڷంۨ ఏకޒࡎ కݠन ఇ2 ࠑ ޴,  ఇ2 ࠑ ޴. l l 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ   ऴపޒ కݠन ࡓంݭࡌ ݡ ల జడతछ ం ࡅకए  ఆࣣ ࣾణంڴ ۫డగలߘ, కݠन ۨవర ఉనऒ ం޶న ఇ޴ 
ఉ࠹  ఇ޴ సࠪనం  ߘంߘ 2 ݟంݟ  వర࠴ 2 ڕతफం ࣋ए छ ࡛ न ߘ 3 ࠑం2 ݟ m l 
छ޳ ޴బܽद ఇڒ ए࣋ ࡌ छ మనం జడతछ ޴ంݟయబۯ ࡛ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   మߖڜࡍऒ  వࣆफ࢓లߘml 12 phi goi  
एړࡵ ంచߘߝ ړߖݞ ఈ సबߖ࡮ऒ  ࢑భࣃ܊फ   ߘ
ओߩబܽद ఇڒ फޑవృ  ݡ ए࣒ݟ రڒ కएࡅ    జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఇ޴ వృޑफ ए࣒ݟ  రڒ కएࡅ   జడతछ ం ࡅకए  
వృޑफ ए࣒ݟ రڒ  ࣾణం 
దగ ߕ బܽदڒ ठర వృޑफ ए࣒ݟ రڒ  ఉం޴  
ओߩఇ  ޴బܽद ఇڒ మధङ ݡ फࣃށగࡍఏࠫ ప ߘߝ  ښఓ ࡹ ࢐ङ ఈ ߘ రࣃ बం ࠮లధనం ࢐ ߖ޵ङ రࣃ बం  అ޴ߝ r ri 
ए࣒ݟ రణ߄ࣃ ఇకए ޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴ  డ ఇ޴ ఒక ࡍ࢐ लక సबలంڴ  ఉంܿంߖ޵ ߘߝ ,޴ऒ  ం݄, ఈrڕࣆޓ ڴ 
ओࡱడࢗ ړߖڴ࠙ लకࡍ࢐  ఉంܿం޴  dr   
జడతछ ߘߝ బܽदڒ ం ࡅకए  ࣾణంڴ పࡍగࣃށफ ओߩఇ ߘ ۪ ߖ޵  ݡ दܿڜలత ఎంత అం݄ అ2 ޴ pi r  2 pi r 
ఆ߯ ࢙ࢡలङ ం అߖ޵ ޙ࠼ ऴదవङ లङࢡ࢙ ఎంత ఈ ࢢࡌ ం  ప࡛ ࢡ࢙ ݋ߖ࠿లङ ం అ޴ߝ ప޳ర बం ࡅకए  dr  rho 
ऴదవङ ړߖޑంߦऴ ݋ߖ࠿ లङࢡ࢙ ݋ߖ࠿  ࢢࡌ ం ऴదవङ ऱ ఈ ऴదవङࡏࣃ  ޴అ ࠾ࡍమ  ࢢࡌ  r ړߖࣃరऴޔచ ࢢࡌ
ఉనऒ   రం޷ 
ङڒ ݟంߘ 0 ߘߝ  ,సࠪనం ړ   2 ߘߝ బܽदڒ pi rho ߘగలڝࣆޓ ߖ ऱ సమऴగࢇࢗ ړ ࡽటߧ r rho cubed dr r 
ړశ 2 ࠑ సࠪనం 4 ړ  ޴బܽद ఇڒ फړ  ఇ޴ సࠪనం  ޳ 2 ڕछ ࡎవ ࡌ ठకࡍంచబݟన ࠴తफం ऴదవङ pi rho rړࢢࡌ mr m 
ఎంڕ޶ సࠪనం  ࣒ݟए   ऴߦంతం   ࡮ࢡ࢙ ݋ߖ࠿ङ ऴదవङ ړߖ  ޴ఉంܿం ڴࢢࡌ
బܽद ఇకएڒ డ ߘంߖߖ޳ ߘߝ ݟ ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ࢑ ڴభ܊ంచగలߘ  ఇకए డ pi r pi r rho  pi 
తߧओ ओߩన࠼߱ ए࣋ ߘߝ ݡ छ ࡛ न అߖ ऴ࢐యగలߘ ࣋ए छ ࡛ न ࠫ࡯ڵన పࡱ޳ pi r rho pi r  rho m 
అޔ࢓ం޴  
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ फࣃۯ ࡮ఇ ݡ ࠭ ఘన ࡯ࣄండ࡛ ࡹ అ࢑ ޻ధంࡏࠬ ڴ  ఘన ࡯ࣄండ࡛ ࡅకए  జడతछ ం ࡅకए  
ऒߖހࣾ  గށంచవ۪ऐ ऒߖ޵ ߘߝ , .   ޶ࡶ వడంࠓయۯ ߘߝ ,޶ࡶ వడంࠓయۯ 
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కएࡅ ండ࡛࡯ࣄ   అࣾం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  మధङ छ޳ ऱࢁయగల࠭ మۯ ߖమనం ప ޴ఇ ࡹ ए࣋ ࡌ छ ࡛ mr 2 
ओߩఇ  .޴ంݟయబۯ फࣃۯ ߘసం ఈ గణనڝ ండ࡛࡯ࣄ ࡱࠓ ߘߝ ݡ  ࡔస  ߘ
ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ ండ࡛࡯ࣄ ࡱࠓ ఈ ߘߝ బܽदڒ  ࡔఅࣾం  స  ޴ఆ߯  ఇ ,ࣄۯ తంࠫࡍప ߘ ండ࡛࡯ࣄ తफం࠴ ఈ ߘ
ఇߩओ ఒక ۨనऒ ߘߝ ݡ ऒߖڒల࠮   పࡍగࣆށफߕऒ फޑవృ ߘߝ ߖߖ޵  ండ࡛࡯ࣄ ࡱࠓ ఒక ޴ఇ ߘ दߵࣄర वڒ ङࠈ  ంݭ 
అࣃࡱߧ ߖफ ߯ ండ࡛࡯ࣄ ఈ ޴అ  ߘ  ఉం޴  ఇߩओ కएࡅ ࢓ఈ ߰డ ݡ  ߰డ࢓ ఎంత ఎం޶కం݄ 2 pi r 
࢐ङ రࣃ बం ఆ߯ ఇߖ޵  ޴ ߰డࢗ  ࢓డࡱओ ఉనऒ ڴࡱࠓ ఆࣣ ఈ  ,ߘంܼڕࣆޓ ߘߝ   r  dl ޴ండ࡛ ఇ࡯ࣄ 
फరࣅ࢑ पం  
ङ࡮ࢡ࢙ ݋ߖ࠿ బܽदڒ ऴదవङ ړߖ ऴదవङ ړߖޑంߦऴ ݋ߖ࠿ ߘߝ ߖࢢࡌ  rho ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ڴࢢࡌ
కएࡅ ండ࡛࡯ࣄ  ఈ ఎޔफ ࣔࡊ అ࡯ࣄ  ߘޑࠋۮ ߖండ࡛ ࡅకए  ߰డ࢓  ఈ అݡन వࡏసࡹ సڴࡍठ ޶ࡶ మ࠾ࡍ 
ఇ޴ చޔరऴ޷   ړߖࣃరంࡹ  ఉం޴ r 
 ࡯࠻ۯ కృతంڔఏ ߖߖ޳ ߘߝ  ࢐లం݄ڒ  ڕߕ అం݄ ݟ ޴బܽद ఇڒ
ओߩనࣄۯ కృతంڔఏ ߖߖ޳ ߘߝ   బܽदڒ యవ۪ऐޓ ڕబయట ߖ  ߘయగలޓ ߖ   ߘߝ 2 ݡ ,  ఇ޴ pi i ri r 
ङږ ࠗ ఇంܽऴగࡽ ఇښ ޴వలం ddl, l 
ङږ బܽद 2ڒ ࠗ సࡔ ఇߩओ కएࡅ ండ࡛࡯ࣄ   ݡ ండ࡛ ऴదవङ࡯ࣄ   కएࡅ ࢢࡌ  ऴదవङ ఎంత  2 pi r rho l  pi ࢢࡌ

۪ दܿڜలత అం݄ ړࡹ࣎ ړࡹ వࣆफం޴  ఇ2 ޴ r l rho pi rl rho  
ए࣋ ߩࣆफ ప࣋ۯ రకంڒ ߘߝ బܽदڒ छ  pi r r 2  pi rl rho 2 ړࡹ ࡛
ए࣋  ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ అࣃࡱߧ ߘߝ ߖफ ల జడతछ࢓फࣆ࢑࢑ధ వ ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ,ߘ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   mr 
గށంచవ۪ऐ కएࡅ ࢓फࣆఒక వ ߘߝ  ߘߝ ߗڒ    జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ  ऒߕޔࠓయۯ   ంతࡍమ ࠭࠲ ఆ߯ ,ߘ
࠭ంࡿࢗ ڕ޶फ ࠭  ఘన ڿళం ࡅకए  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  అ޴ߝ మనం మࢁऱ మࢁऱ ఉపࣇڵࡆफ  ఉంݦ 
࠭ఖङ  .ణంࠪࡍన ప࠳
దగ ߕ బܽदڒ ठర అࣾం మధङ ఉనऒ ࡹ  ఘన ڿళం ఉం޴ 
దగ ߕ ޴ۯ࢑ం࠙ ߘߝ బܽदڒ ठర ఉం޴ 
ओߩఇ  .޶ࡶ అవసరం ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ఒక ۨనऒ ߘߝ ݡ ऒߖࡿڿ   పࡍగࣃށफ ऒߖࡿڿ ఒక ߘߝ ߘ  పࡍగࣃށफ  ߘߝ ߘ

࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ ۨనऒ  ఇంऴ࠱ړంࡅ ݋కए ऒߖࡿڿ   పࡍగࣃށफ ऒߖڴ࠙ ఈ ࠾ࡍమ ߘ  పࡍగణړࡹ r dr 
  ߘంܼڕࣆޓ
బܽद ۨనऒڒ కएࡅ ళంڿ   ఈ ఉపࡍతల ࢙ࢡలङ ం  4 చదరߩ pi r 
కएࡅ ంతంߦబܽद ఈ ऴڒ ङࡲ࢐  కएࡅ ంతంߦఈ ऴ ࠾ࡍమ ߩచదర 4  ࠹  ऴదవङ   ంతం pi r drߦఈ ऴ  ࢢࡌ
కएࡅ  ऴదవङ ࡓ ߩచదర 4  ࢢࡌ ऱܿ ޳ࡶ ఈ  ࠴తफం   ޷రంࡹ ఉం޴ pi r dr r 
జడతछ ڕߕ బܽदڒ ం ࡅకए  ࣾణం ࡯࢐ڒ 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ కృతంڔఏ ߘߝ బܽदڒ ఆ࡛ ࣋ए   ޴ఇ  ߘ छ ࡛ न  ࣄओ య࡛  ࡲ࢐ङ ङږ 3 ࠑ 4 ࠹  ऱ pi rࡏࣃ ࠗ
rho 
ऒߖ޵ ߘߝ  బܽदڒ  ऴ࢐యగలߖ޵ ߘߝ  ߘऒ  ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮  ࠬ ݡ࠮ ڕߕ ڴపరం ߝఅ ߘయగలۯ రకంڒ 

చదరߩ ఉంܿం޴, సࡔ ఇښ ޴ంऴదం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  ఒక ڿళం ࡅకए  శړ फ ࡅకए  ࣾణం.  జడతछ  సమసङ ల mr 
ఖङ࠭ ݡంࡓ ݦంచబڵࡆఉప ޻ప޻ప ࡹల గణనހࣾ म޳ࣄ న࠳ ంࡱޑ ఉనऒ ం޶న ఒకܽ  లంబ అࣾం 
म޳ࣄ ంతం అࣃࡱߧ ߖफ   ޴ంޔऱࡱۮ ڕల࢓फࣆసమతల వ ޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ڕల࢓फࣆసమతల  వ  ޴ఇ ,ࡏ
म޳ࣄ ࡹఈ దశ ࠭࠲ ంతం మ࢓܌ࡏ ࠾ࡍ అవసరం ޶ࡶ అޙ࠼  సంړ ऱషदంڴ ఏࠬ ޶ࡶ,  ఇߩओ ओ߮ۮ ޴అ ݡ  ޴
ऒߖڜ  అߕ߇తన ߩసफڒల ߘంࡏߝ ݟऐ దగ ߕ ޶గలڝ ठర ఒక సమతల వࣆफ࢓ ఉం޴ అڕߘం޳ం ݡ࠮ ړߖ޳ 
అࣾం  అࣾం అࣾం మ࠾ࡍ అࣾం ఉߕऒ కएࡅ ࢓फࣆఈ సమతల వ ڕߕ ,  ࠼  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం x y z 
ڡणࠏంۨన ఆࡍڷ అࣾం   .࡯࢐ڒ द ࡱ ఇ߮ۮ ޴ओ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓फࣆసࠪనం   సమతల వ ړߖ޳   లంబంڴ z 
झڙ࠻ ࡍߜ ంۨࡍڷ కܽ ఈ ࣾణం  ఈࡖఒకܽ మ ޴ఇ   .࡯ంۧށగࡍప ࡏࠬ ړߖݞయۯ ࣒ द࠻  మࡗ ࠪటࡹ ix y 
ओߦۮ లం݄, ఆࠏणڡ द  ࡅకए  సమతړߖ࡮ లంబంڴ   అࣾం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  సమతల వࣆफࡅ ࢓కए  జడతछ ం 
కएࡅ  ࣾణం  ࢐ڒ ڕߕలం݄, శࡎరం߯ ఉనऒ  ఈ అࣾంޜ సࠪనంڴ ఉంࡓ ݦంݡ   లంబ ޴శలߘ పࡍగణనړࡹ 
కएࡅ ߖ޵  .࡯࢐ڝࣆޓ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ڝࣆࡱޘంݟ, ఇ޴ అߩۮ ߖओ  फ, i   x࣋࡯ޘ ڕߕ  ,ం޳ంڕ
ఇకए డ ࡍڷ ,ࣆࡱޘ ڕߕంۨన జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ࣆࡱޘ ڕߕ, అ޻ ఆࡹచన z 
బܽद  జడతछڒ ం ࡅకए  ࣾణం  ఒక ߦऱ కएࡅ ݠࠈ ࡛ߕ  లంబ ݡంࡓ అࣾం ݦఉం ڴలంబం   ړߖ࡮సమత ߖ޳   ࠳ 
అࣿల ࡍڷంۨన ࡓంݡ లంబ అࣾం ࡅకए  జడޑछ ऒߖ޳     .సࠪనం ړߖ  ఉపڵࡆం۪ڝంࡓ ڕࠬ  ߘߝ ݟంݡ 
దృࢲद ంޑలߘ ఇࣃफ फࣃށగࡍప ߘహరణ޳ఒక ఉ ߘߝ ߘ एࡏస  ߘߝ ,ం޳ంڕߘఅ ߘ ङ ల࡛ ࣒ݟए ఉనऒ ڵ࡯క  ߘ  ऱܿ
ऒߕफࣆ࢑࠙  ߘ
फޑవృ ڕߕ బܽदڒ ए࣒ݟ రڒ   మ࠾ࡍ  హڕए  ఉం޴ xyz 
ంۨ జడతछࡍڷ అࣾం  ڕߕ బܽदڒ ం ࡅకए  ࣾణం ࡯࢐ڒ.   ఇ޴ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం అߘߝ ߖ z 
ओߦۮ లڕߘంܿߕऒ ంۨ జడతछࡍڷ ޙ࠼అ ,ߘ ం ࡅకए  ࣾణం ఈ ࡓంݟంܽߘߝ ߖ సڴࡍठ ݟܔంۧ࡯ y ix 
फޑబܽद వృڒ ए࣒ݟ రڒ కएࡅ    అࣾం ࡍڷంۨ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘంݟ, ఇకए డ iii   z 
మనం  వృޑफ ए࣒ݟ రڒ एړࡵ ߘ  ంۧ࠭  ࠭࠲ వృޑफ ए࣒ݟ రڒ కएࡅ  छ޳ ߩంڵ࠭ లހࣾ ݡంࡓ    mr   ࡌ
࣋ए छ  ంۧ࠭ށగ   ڴ ࡛
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࢐ङ ఈ ࠾ࡍమ  ޶య࡯ޘ ڕߕ అం݄ ఏࠫ݇ ߗڒ ࣆࡱޘ ڕߕ బܽदڒ సం ࣆషदంڴ ఉందࡏڷ ڕࠬ ߖफ ixix 
ఇ޴ సࡍए   ޴फంࣆ܊࢑భ ڴݡంࡓ ߘ ࡽ
బܽद జడతछڒ ం ࡅకए  ࣾణం ఉం࡯ݞ అ޻  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ix iy 
కएࡅ   ऱࡏࣃ ݡంࡓ  బܽदڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ࡓంࡏࣃ ݡऱ  ࡅకए  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం సࠪనంڴix iy 
ఉంܿం޴,  ఇ޴ ࣋ए छ छ޳ ݡంࡓ సࠪనం ړ ࡛ ए࣋ ݟڕ  సࠪనం అం݄ సࠪనం ࡌ छ mr ix iy 4 ޜ ࡛ mr 
సࠪనం ఇߩओ రణ సమసङ߄ࣃ కࡖమ ߘߝ ݡ फࣃۯ ߘ   ߘ
फޑంۨ   వృࡍڷ  అࣾం ޳ࡶ ఈ అࣾం అࣾం   ߘߝ బܽदڒ ए࣒ݟ రڒ కएࡅ   జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   x y 
एړࡵ ంۧలڕߘం݄ అ޴ మన ߖޑ࢑܋ऒ फޑఒక వృ  ޴फంࣆۯ లభతరంࣆ  फޑవృ  ࠭࠲ ۃంࡍ రڒ  x  ۃంࡍ రڒ
అࣾం అࣾం అࣾం ړࡵए ంۧ࠭ ߘߝ ऴప޵ޒ ऴ࢐యనవసరం ޶ࡶ  వృޑफ ఇపओ ࠭࠲ ۃంࡍ రڒ  ఒక y z ښܽ
వృޑफ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  ࡍߪ फ ࠭ࢡۯ అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  ఈ ࢡఉࣣ  బࣗ ,ߘ
వృޑफ దట ࣋ए࠴ ࠭࠲ ۃంࡍ రڒ छ సనऒ  ࠭ࣃۯ  ࡛ फޑవృ ߖ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  శړ फ ࡅకए  ࣾణం అ࠭࠲ ߖ mr 
పࡍగށంۨన ࠴దܽ ఉ޳హరణ ఇ޴ ࣒ࠪ క݋ 
ए࣋ ߘߝ బܽदڒ छ mr z ߘంۧڵࡆఉప ߖ న࠳సࠪన ڕ ࡛
కएࡅ బܽदڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం మ࠾ࡍ   లంబ అࣾ ޳ࣄम ంతం ࡅకए  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ఏࠫܽ   x y 
జడతछ కएࡅ ణంڝ   ࣾణంࡹ ఇ޴ సమࡐపత ޳छ ࡓ   ࡌ ऱܿ ࣋ए छ సࠪనం 2 ړ ࡛ ix mr 
సࠪనం ࣋ए ړ బܽदڒ छ छࡌసࠪనం,  త ޜݡంࡓ సࠪనం ړ ࡛ త మనం సࠪంతర అࣾం ޳ࣄम ంతం ix iy mr 
సࠪంతర  అࣾం  ޳ࣄम ంతం  అߧ ߖలవబߖߖ޳ ݦ చࡍऐ ంచవలࣄ ఉంܿం޳ࣄ  .޴म ంతం ޜࠋۮం޴  అࡆङ , ఇ޴
సమతల వࣆफ࢓లڕ ࠪऴతࡱۮ ࠲ऱܿࠈ అࡃङ  లంబ అࣾ ޳ࣄम ంతం వڕڒ   ࡵంݞ మధङ వࡍ फతछ  శړߖࡌࡎ 
వࡍ फంۯ ఏకపࣾ ఆకృړޒ వࡍ फంۯ ࠭ం޶ ࣾࠫంచంݟ.  
ऒߕޔࠓయۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ం అం݄  ఆࡹచన ఇ޴ ఘన࠳న޴ అ࠵घ   మనڕ ఏࠫ ࡯࢐ڒ అం݄ ఇߩओ  ݡ
మనڕ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ࡯࢐ڒ  అߖ అڕߘం޳ం   ఇښ ޴ంऴదం అߖ అڕߘం޳ం ఇښ ޴ంऴదం ఇ޻ 
పओۮ ߖంऴదం అښ ంݟ ఇ޴ ऴదవङ కएࡅ ࢓फࣆంऴదం  ఈ వښ ࢢࡌ  ࣊ం.ࠬ  ఇవछ బݟన   ऴదవङ   ంۨࡍڷ ంऴదంښ ࢢࡌ
జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ऴదవङ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంऴదంښ ࢢࡌ  ఒక అࣾం  ڕߕ వࣆफࡅ ࢓కए  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం 
పओۮ ߖనదࣄ࡯ޘ ޴ంۨ ఇࡍڷ ఖࡔ ంతڜ ࡯࢐ڒ ంݟ,  మనం జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ  एړࡵ  ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭
म޳ࣄ  ఈ సࠪంతర అࣾం ޴ంۨ ఇࡍڷ  ంతం ޳छ ओ߮ۮ ޴సࠪనం,   ఇ ړߖ޳ నݟంచబ޴అం ࡌ  l il  ޴
సࠪనం అం݄ ߖ޵ ߘߝऒ  అࣾం అࣃࡱߧ ߖफ నڝߘంߖ޵  ݟऒ  z z ߖఅ ࠹व߯ ܘఇ  ࠹व߯ ܘఇ  ࠹व߯ ߘߝ 
ओߦۮ కएࡅ ࢓फࣆవ  ࡯   ప ऱ࣒   ऴదవङ మధङ ࢐ܽ సࠪనం, ఆ߯ ړࢢࡌ  లంబ ޷రం  ڕߕ మࢁऱ మࢁऱ izi sub z 
పओۮ వछߖ ంݟ, ऴదవङ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ   ంऴదంښ ࢢࡌ  అࣾం ࡍڷంۨ ఈ వࣆफࡅ ࢓కए  జడతछ ం ࡅకए    ࣾణం 
एړࡵ ߘߝ ఆ߯ ,ࣆࡱޘ ڕߕ ంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߖڜ న ࣾణంࣄۯ ߤ߸ ߘߝ   ߘ  ఇతర అࣾం ࡍڷంۨ అ޻ 
వࣆफࡅ ࢓కए  ఇ޴ व߯࠹ అߖ అڕߘం޳ం, ఆ߯ व߯ࡍڷ ࠹ంۨ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం  ښంऴړߖ޳ ish  z z 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ  ऱ అࣾంࢇࢗ  వࣆफࡅ ࢓కए  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం   మ࠾ࡍ ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ  ఈ ࡍߖ भషद 
ఉతओ మధङ ࢐ܽ .޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜफޒ కएࡅ రం޷   ࣋ए छ ࡛ మధङ ओߩఇ  ࡔస ࠾ࡍమ ړࡹ రం޷  ࠭࠲ ݡ
ऒߖ࢐లం݄   అࣿڒ ڕࠬ  పࡍషए ఇకए  ࡯ంۧࡍ డ ښవలం అࣾం మ࠾ࡍ ఇకए డ అࣾం మ࠾ࡍ x y 
గందరߖࡿڿऒ ओߩసం ఇڝ ంచడంࡍ࢐ߖ  फࣃۯ  ࡱహరణ޳ఉ ݡంࡓ ࠭࠲ ݡ  ࡱహరణ޳ఉ ݡంࡓ ࠭࠲ ,࠭
फࣃۯ ࠭  ࠭ంڴ޶ ఒక ఉ޳హరణ ఇ޴ అࣾం ఇ2 ࠑ ޴ ఇࡔ ڕߕ 2 ࠑ ޴ఖ ࡍڷంۨ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం z l l 
न జడతछݠక ߘߝ ,޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ంऴదంښ ఒక అࣾం   .޴న࠳న߄ఈ ऴప ݟంߘ ఒక ۨవర ޴ఇ  ࡯࢐ڒ ం ࡅకएz 
ऒߖހࣾ  గށంۧలڕߘంܿߕऒ కएࡅ  ݭࡌ ޴అ ,ߘ  ఒక ۨవర ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  అࣾం ࡍڷంۨ , అޙ࠼ ఈ 
ठڴࡍస ޒबࣄࡍఅం݄ ప   ࠼ఉంܼ  ڴసࠪంతరం ࡱఅࣿ ݡంࡓ  ఉం݄ ߘߝ ऴప߄నం సࠪనం అߦۮ ߖओ ࠭࠱  ߘ
క࠾ڵ࡯నऒ ࠭ ࣾࠫంచంݟ ࣋ए छ ࡛ न 2  ࣋ए छ ࡛ न 12 అߦۮ ࠭࠲ ߖओ ऒߖ޵ ࠭࠲ ,࠭  ఎకए డ iz ml ml 
एړࡵ ంۧ࠭ అړࡵ ࠭࠲ ߖए ంۧ࠭  ఇ޴ ఉ޳హరణ ఇ޳ ޴छ ए࣋ ࡌ छ ओߩఇ  ޴ంݟయబۯ ࡛  ah ml 2 12 ݡ
ంۨ జడతछࡍڷ ࠹व߯ ڕߕ ం ࡅకए  ࣾణం ࡯࢐ڒ z 
బܽद  జడతछڒ ం ࡅకए  ࣾణం  ࡏࠪࣆ व߯ړ ࠹ సࠪనం మ࠴ ࠾ࡍతफం ऴదవङ  फల మధङi zڕపం ݡంࡓ ఈ ࢢࡌ
ఖల మధङࡔ ݡంࡓ రం޷  ఉనऒ రऴసం ࣋एޔతफం చ࠴ ݡంࡓ రం޷  छ ࡛ 12 ప ऱ࣒ छ޳   m l iz  ml ml 4 ࡌ
࣋ए छ  ޴ంݟయబۯ ࡛
ए࣋ ޴ఇ ޻ఇ ޴బܽद  ఇڒ छ ए࣋ 4 3 1 12 4 ޴ంݟయబۯ ࡛ छ ۪ ఒక అࣾం  ࠭࠲ ޴ఇ 3 ࠑ ࡛ द݀  ఉనऒ  uh ml ml 
కएࡅ ݭࡌ  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ  ࡍߪ  फ ࠭ࣃۯ ఒక అࣾం ఒక ۨవర ڷంޔࢂࢗ ݞం࠭࠲  ޴ ఈ 
ङڕ࡯ڒࡎ म޳ࣄ లంబ అࣾ ޴ఇ ࠭ࣃۯ ߤషࡶ ంతం ࡅకए   కరణ࢒న ధృ࠳లభࣆ ࡮ۧ 
दࢲకܽ  దృࡖబܽद మڒ ంతం మనం మࡗ దృࢲद ంߖޑऒ फࣃۯ  ం, ఇߩओ फޑవృ  ߘߝ ݡ కएࡅ ణంࣾ ۃంࡍ రڒ  వృޑफ రڒ
కएࡅ ణంࣾ ۃంࡍ  జడతछ ం ࡍڷంۨ పࣃ࡯ࢣࡍफ फޑవృ   ߘ फޑహరణ  వృ޳ఉ ۃంࡍ రڒ  ݋ంܐఒక ܼం ۃంࡍ రڒ
फޑంۨ వృࡍڷ    ޴ఉం ۃంࡍ రڒ
फޑవృ ڕߕ బܽदڒ ఉనऒ ݋ంܐంܼ ڕߕ ޴ఇ ,޴ఉం ۃంࡍ రڒ  ࢐ङ సం  సࡔ 
ओߩసం ఇڝ ߖ޵  ࠾ࡍబܽद మڒ ࢐ङ  ࡯࢐ڒ ڕߕ ݡ సం ࢐ङ సం ࡍڷంۨ జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం d i 
ओߩఇ ߘߝ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ऒߕफࣆۯ ࡽడయ ݡ  ࡯࢐ڒ అࣾం ڴలంబం ݡంࡓ  ڕߕ ߘ
బܽद ఒక అࣾం ఇకएڒ డ మࡖక అࣾం ఉంۮ ߘߝ  ࡯ݞపओ వలࣄ ఉంܿంߖ޵ ߘߝ ,޴ऒ  ఇకए డ ఇࣃۨࣇ ࡮फ  ߘ
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అߩۮ ߖओ   ఇݞ࢓޻  ࡯࢐ڒ ޴ 
   ࡯ݞఉం ڴऴగతफ܉ ޜలޑऴۨڣࡔ బܽद మనంڒ
࢐ङ ఐ ښఓ ߤఐర ޴బܽद ఇڒ సం 
म޳ࣄ బܽद  ఉࣣ లంబ అࣾڒ ంతం ޳छ ࡓ ݡంࡓ  ࡌ ऱܿ ࢐ङ సం  ऴదవङ  మనం i ޴సࠪనం ఇ ړߖࣃరऴޔచ ࢢࡌ
ఇపओ సद࡛ࠫ  ߘߝ న޶నంࣄۯ ښܽ  ࣋ए छ ࡛ అం݄ ఏࠫܽ  చޔరऴసం అ޴ߝ  వృޑफ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  mr 
సమతړߖ࡮ లంబంڴ ఉంݦ వృޑफ ర వలయం   జడతछڒ ం ࡅకए  ࣾణం.  
బܽद ఇకएڒ డ ߘߝ ఇߩओ म޳ࣄ లంబ అࣾ ݡ ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۧߘ,  ఈ వృޑफ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  జడతछ ం ࡅకए  
ࣾణం ߘߝ ఈ ܼంܐంࡍڷ ݋ంۨ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ 
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ऒߕఉ ڴ ݋ంܐంܼ ݡ  ߘ
म޳ࣄ సࠪంతర అࣾం ߘߝ  బܽदڒ ంߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ ంۨ   జడతछࡍڷ కం݄ ࣊ం޶ఎం ߘ ం ࡅకए  ࣾణం ڕߕ 
సद࡛ࠫ ޴సࠪనం, ఇ ړߖఒక అࣿ ޴ߝఅ ࠹సࠪనం   ఉ  ړߖ޳ నࣄవలڒ ڕߕ ޴ߝఅ  ࣆࡱޘ  ter right 
࣋ए छ ࡛ न ࠪڴ ࣋ए छ दߵ࣊ ఒక ߘߝ ޴ఇ  ,޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ߖ ࡛  ऴࣃ࢐फ  ߘ
फల మధङڕపం ݡంࡓ బܽद  ఈڒ ࢐ङ ఒక ړߖࡌ޷  సంܿߦ  ޜ ऴదవङ   r ޴ఇ ޴ఉంܿం ࢢࡌ
బܽद ࣋एڒ छ ࡛  r 
ए࣋ ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ न ࠑ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ఇ޴ ఈకछ ఈకछ ړ ࡽ ए࣋  ܿ ܿ ࡽ छ ړఒక ఆస ޴ఇ  ࠑ ࡛ फకర࠳న mr 2 mr m r 3
సమసङ   అߝ అర बం࠭࠲ ࡹ ఇకए డ తࣆۯ  ࡏ࠻फనऒ  సࠪంతర అࣾ ޳ࣄम ంతం ࡓంݟంܽߗ ఉపࣃڵࡆफ ࠭  
म޳ࣄ ݡంࡓ ంޑలߘ ఉపڵࡆంచడం సࡔ 
ऒߖڜ మనం ࡹ޶బܽद ఇంڒ   మߖࡍऒ  ఉ޳హరణలߘ త࢐ࡏత దశࡹ ۫డߕޔࠓऒ ం.
ఈ సమసङ भ޳ۯ వృతంࡌనߩ ߖ࢐ܽ నࣄۯ మనం ࡹ ం  ߘߝ ఈ వృޑफ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ     
झ࡯࠻ۯ ߘߝ న ܼంܐంࡍڷ ݋ంۨ ړࡵए ంۧలڕߘంܿߕऒ म޳ࣄ సࠪంతర అࣾం   ߘ ంߖޑऒ  ߘߝ 
ఉపڵࡆంచగలڝ ߖ޳ ,ߘసం ߘߝ గށంచ࢐  ߖङ సం ࡍڷంۨ వృޑफ కएࡅ ۃంࡍ రڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం 
 ࡯࢐ڝࣆࡱޘ
फޑంۨ వృࡍڷ అࣾం   ࣆࡱޘ  ఏࠫ ڕబܽद మనڒ కएࡅ ۃంࡍ  రڒ  జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం మనࣆࡱޘ ڕ 
లంబంڴ  మధङ అం݄ ఆࣣ మన దగ ࡔస ޙࢀࢗ ݞంڷ ࡹ ठర ఉం޴ ar  
దగ ߕ బܽदڒ ठర అ޴ ࠫసद࡛  ࣋ए छ ࡛  
࢐ङ ߘߝ బܽदڒ సం ࡍڷంۨన జడతछ ం ࡅకए  ఐ అ݋ࠔ డࠬ࠻ష࠱࠮ ߤం݋ ܿ ܿ ࠫసद࡛  ࣋ए छ ࡛  ఇߩओ  ݡ
సओ ߘߝ రज ऒߖހࣾ ۯంڵ࠭  ߘఖࡔ एړࡵ  ంచగల޳ࠡ ߘతघ క ࢐ङ సం  ప ऱ࣒  ऴదవङ  ఖలࡔ సࠪంతర ݡంࡓ ఈ ࢢࡌ
మధङ కएࡅ రం޷   చޔరऴߖࣃऒ   ࣋ए छ छ޳ సం 3ڝ  ࡛ ए࣋ ࡌ छ ऱపڕ ߖߖ޳నࣄۯ  ࠭࠲ ,ࣄۯ ࡛ फంڴ mr mr 
ओߦۮ లం݄, జడతछ ం ࡅకए   ࣾణం   అ޴ߝ జడతछ ం ࡅకए  ࠙వన ࡅకए  ऴభమణ అనۃ࡮ అ࠭࠲ ߖ 
కߕھߘऒ ࠭.  సరళ చలనంࡹ ऴదవङ छࡌత  ࠾ࡍమ ࢢࡌ త ࢑࢑ ࠭࠲ధ వࣆफ࢓ల జడతछ ం ࡅకए ऒߖހࣾ   
एړࡵ ంۧ࠭ మࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍంڕڒ ݡం࡮ۧ  ݞ ࠭ఖङ म޳ࣄ ݡంࡓ న࠳ ంޑలߖܽ࢒ ,࠭ࢡ۫ ݞږ ߘ ఒకܽ 
ప޻ప޻ ఒకܽ అߧ ߖలవబݦ లంబ  అࣾ ޳ࣄम ంతం మ࠾ࡍ సࠪంతర అࣾం ޳ࣄम ంతం లంబ అࣾ ޳ࣄम ంతం 
ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ ࢑.  సమతల వࣆफࡱ࢓ సࠪంతర అࣾం ޳ࣄम ంతం ఏߕ޼ ఏకపࣾ ఆڒరం మ࠾ࡍ పࠪࡍణం 
ࠪऴత࠲ ఉనऒ  వࣆफࡱۮ ڕ࢓ऱܿࠈ అޔ࢓ం޴  మనం జడతछ ం ࡅకए  ࣾణం ࣄ  ࡯࢐ڝࣆࡱޘసदࡱ ࠹ 
సమࡐపంڴ ఉం݄, ఆ వङ వసब ࡅకए  ऴదవङ మధङ ࢢࡌ ళࢗ ఒక అࣾం ࡹ ऱడం  ۧࣆ ࡮లభం మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
త޶పࡍ తరగࣃ۫ ࡹޒफ ࠭  
  ࡏࠬ  బܽदڒ
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