
 ʉणून आज हे सहावे ʩाƥान आहे, काल आʉी काल काय केले याचा सारांश देǻासाठी आʉी   अनुवादाȏक समतोलाची तथाकिथत
 İ̾थती आिण रोटेशनल समतोलाची İ̾थती याबȞल  चचाŊ केली. या संकʙनांचा वापर कŝन चचाŊ केली  काही सम˟ा  आिण या ŮिŢयेत 
आʉाला गुŜȕाकषŊण कŐ ūाची संकʙना  आिण वˑुमान सम˟ेǉा कŐ ūाशी असलेला ȑाचा संबंध देखील आढळून आला. आज आपण 
पुढे चालू ठेवू.  आतापयōत आपण पाहत आहोत की घूणŊन गती काहीसे  रेखीय गती समीकरण 5 सारखीच आहे. Ǜाला रेखीय गतीǉा 
बाबतीत वेग ʉणून ओळखले जाते,  ȑाची भूिमका कोनीय वेग Ȫारे इȑािद Ȫारे घेतली जाते ने रेखीय  Ůवेग d theta dt dt dv 
ने आहे आिण कोणीय Ůवेग ने ओमेगा आहे इ आज आपण पुढे पुढे चालू ठेवू.  िवचारले नाही आʉी िवचारले नाही उलट एकdt dt d 
अितशय महȇाचा Ůʲ  रेखीय गतीǉा बाबतीत तुमǉाकडे वˑुमानाची संकʙना आहे जी Ɋूटनǉा समीकरणात येते  कुठेही  आिण 
कोण रोटेशनल मोशनमȯे रेखीय वˑुमानाची भूिमका घेते आिण ʉणून  आजचा चचőचा िवषय जडȕाचा Ɨण आहे आिण जडȕाचा हा 
िविशʼ ʩाƥान  Ɨण आहे  आिण ȑाऐवजी दोन महȇपूणŊ Ůमेये आहेत आिण मी याला समांतर  आिण लंबवत  Ůवेश Ůमेय ʉणेन  यावर
आपण लƗ कŐ िūत करणार आहोत आिण ʉणून आʉाला आधीच िवचारǻात आलेला Ůʲ ʉणजे वˑुमानाचे अॅनालॉग काय आहे  
सामाɊत: रोटेशनल मोशनमȯे Ȫारे दशŊिवʞा जाणा̴ या वˑुमानाचा लॉग   हा आहे मी याला ʉणून संबोधणार नाही  Ůेरणा हा m a 
एक वेधक Ůʲ आहे जो Ůȑेकाने  िवचारला पािहजे तो अगदी ˢाभािवकपणे येईल आिण ȑाचे उȅर काय आहे हे आपण पाहतो ʉणून  
काल आणखी एक गोʼ आहे जी आपण कठोर शरीराचे िफरणे पािहले होते आिण नंतर येथे  आपण रोटेशनचा िवचार करणार आहोत 
İ̾थर अƗ बȞल जेʬा हे खूप महȕाचे असते  
ȑामुळे एका İ̾थर अƗाबȞलचे रोटेशन  हेच आपण सवŊ संभाʩ िदशेने कडक बॉडीǉा सामाɊ  रोटेशनचा िवचार करणार आहोत.  
Ůगत अɷासासाठी एक िवषय आʉी ȑावर िवचार करणार नाही आिण  मग आमǉाकडे जे आहे ते एक कठोर शरीर आहे असे ed 
ʉणू या हा एक अƗ आहे हा एक İ̾थर अƗ आहे  आिण तुʉी येथे एका कणाचा िवचार करा आिण मग तो एक गोलाकार हालचाल  करत
असेल.  िũǛा ʉणजे या कणाला येथे एक वˑुमान िमळाले आहे असे ʉणू या  मग गतीज ऊजाŊ िफरणा̴या शरीराची गितजri mi k 
उजाŊ मी कॅिपटल ने दशŊवेन हे समान आहे ʉणून हे संपूणŊ शरीर  िभɄ वˑुमान ʉणून पािहले जाऊ शकते  इ. मी एका k m1 m2 
ठरािवक वˑुमानाचा िवचार करत आहे  जे िनिʮत अƗ कŐ ūापासून अंतरावर İ̾थत आहे   ʉणून या िविशʼ वˑूची गतीज ऊजाŊ मी ra 
या सवŊ गितज उजőची बेरीज मानू शकतो  मी लोह दशŊवत नाही  सवŊ कणांवर हे िसƵाǉा बेरजेǉा अȯाŊ बरोबर आहे  वर हा वेगi mi 
काय आहे हा िवरा ओमेगा हा संपूणŊ चौरस लॅɾडा आहे  बरोबर तर अधाŊ ˍेअर ओमेगा Ţॉस आहे आर हा लंब आहे ȑाला mv v ra
गुणा ओमेगा असेल  या कठोर शरीरातील Ůȑेक कणासाठी ओमेगा सारखाच आहे आिण  हे अंतर बदलेल ʉणून हे  ओमेगा a ri 
ˍेअरǉा अȯाŊ समान आहे सामाɊ आहे आिण तुमǉाकडे फƅ आय  माय ˍेअरची बेरीज बाकी आहे आिण हे Ůमाण आहे.  ra 
जडȕाचा Ɨण ʉणून ओळखला जातो ʉणून  कठोर शरीराǉा जडȕाचा Ɨण फƅ उह िसƵा िकंवा िमरा ˍेअरवर समीकरण आहे 
जेथे हे İ̾थर अƗापासूनचे अंतर आहे ʉणून नेहमी तुमǉा शरीराǉा जडȕाǉा Ɨणािवषयी अƗांबȞल बोला.   इतर अƗांबȞल  ra  
ȑाच शरीराǉा जडȕाǉा Ɨणाचा देखील िवचार करा.  
ȑामुळे गोल िकंवा कोणȑाही वˑूǉा जडȕाचा Ɨण काय आहे हे नमूद करǻात काही अथŊ नाही.   तुʉी ʉणाल की तुʉी जो Ůʲ 
िवचारला पािहजे तो आहे की जडȕाचा Ɨण काय आहे  अƗ कŐ ūािवषयीचा एक मुƥ भाग  जो खूप महȕाचा आहे बरोबर ठीक आहे हे 
काहीतरी आहे हे समीकरण आहे उह हे  सहसा Ȫारे दशŊिवले जाते ʉणून माǟाकडे आहे एकूण गतीज ऊजाŊ ओमेगा i k i 
ˍेअरǉा अȯाŊ बरोबर आहे  हे समीकरण आपʞाला याची आठवण कŝन देते की हे काहीतरी आहे  यासारखे काहीतरी आहे. रेखीय 
गतीǉा बाबतीत आपण असे ʉणतो की अधाŊ चौरस आहे ʉणून  जेʬा आपण हे समीकरण पहाल तेʬा लगेच आपʞा मनात घंटा mv 
वाजली पािहजे की  आपण काय आहात?  रेखीय गतीǉा बाबतीत याची तुलना कŝ इİǅतो की गितज ऊजőसाठी अिभʩƅी  अधाŊ mv 
चौरस आहे हे ȑासारखेच आहे आिण आता आपण जडȕाǉा Ɨणाचे काही महȇाचे गुणधमŊ िवचारात घेणार आहोत.   
ȑामुळे पुढील िवषय आहे  चचाŊ ʉणून जडȕाǉा Ɨणाचे गुणधमŊ  हे जडȕाǉा Ɨणाचे Ůतीक आहे , मी ȑाला फƅ Ůथम ʉणतो, ii 
पिहली गोʼ ʉणजे Ɨमˢ गतीज ऊजाŊ आपʞा शरीराǉा जडȕाचा Ɨण  ओमेगावर अवलंबून नाही ʉणजे कोनीय वेग अवलंबून नाही  
मग ते कशावर अवलंबून आहे  वˑुमानावर अवलंबून आहे ते  वˑुमान िवतरणावर अवलंबून आहे असे ʉणǻापेƗा आकार आिण 
आकाराǉा ̊ʼीने वˑुमान िवतरण  ठीक आहे Ůथम गुणधमŊ नंतर दुसरा गुणधमŊ आहे  आिण ते कठोर शरीराचे वैिश̽Ǩ आहे ते i  
एक वैिश̽ǨपूणŊ आहे ते कठोर शरीराǉा  Ůȑेक कठोर शरीराǉा वैिश̽Ǩासाठी अगदी वैिश̽ǨपूणŊ   आहे आिण इतकेच नाही तर 
ŮवेशाबȞल आिण ŮवेशाबȞल देखील एक अƗ देखील आहे  ǛाबȞल ते िफरते  याचा अथŊ आता कठोर शरीर िफरते  जसे वˑुमान हे 
कण िकंवा शरीराǉा जडȕाचे मोजमाप मानले जाते ȑाचŮमाणे जडȕाचा   Ɨण हा रेखीय गतीǉा बाबतीत रोटेशनल जडȕाचा एक 
माप आहे  आपण ȑाला असे ʉणू शकता  हे टŌ ाɌलेशनल जडȕाचे एक माप आहे येथे  ते रोटेशनल मोशनमधील जडȕाचे um 
मोजमाप आहे हे रोटेशनल  मोशनमधील जडȕाचे मोजमाप आहे आिण अहो आधीच सांिगतʞाŮमाणे हे लƗात ठेवणे चांगले आहे की हे 
देखील एक माप आहे ते  वˑुमान आकार आकार िवतरणावर देखील अवलंबून असते  वˑुमानाचे नंतर आणखी एक गुणधमŊ आहे ते असे
ʉणते  की वˑुमान कोणȑाही अƗावर िकंवा कशावरही अवलंबून नाही ʉणून येथे ते अƗांबȞलǉा रोटेशनǉा ˢŝपावर अवलंबून 
असते. मग  हा ʩायाम करणे चांगले आहे जेʬा तुʉाला  कोणतेही भौितक Ůमाण Ůथमच आढळते तेʬा नवीनसाठी ȑाची एकके s  
आिण पįरमाणे िलšन ठेवणे चांगले  आहे चौरसाचे वˑुमान िकती आहेत  l 
ȑामुळे आता मधील युिनट्स िकलोŤाम मीटर आहेत  चौरस आिण लƗात ठेवा हे एक ˋेलर पįरमाण आहे हे एक ˋेलर पįरमाण cg 
आहे जे आपʞाला लƗात ठेवǻाची आवʴकता आहे  पुढे आपण काही िविशʼ वˑंूǉा जडȕाǉा Ɨणाची गणना  कŝ Ǜा 
भौितकशा˓ात आपʞाला वारंवार आढळतात Ůथम  एक पातळ  गोलाकार įरंग  ही पिहली आहे  एक  पातळ वतुŊळाकार įरंग  
ȑामुळे माǟाकडे एक गोलाकार दुवा आहे  ही अगदी सोपी गणना आहे  मग मला सूिचत करणे आवʴक आहे की एका अƗाचा Ůवेश 
कŐ ūातून जात आहे  ʉणून ȑाǉा įरंगची िũǛा आहे  परंतु  आपण असे ʉणूया  की एकूण ही आहे  रोटेशनचा अƗ आिण एकूण r 
वˑुमान तŜण आहे आता मी येथे एक िविशʼ िबंदू घेतो आिण  आपण असे ʉणू की हे वˑुमान आहे आता जडȕाǉा Ɨणाची mi 
ʩाƥा काय आहे तो एक लहान  घटक आहे मी Ɨणाची ʩाƥा घेईन जडȕाचा मीरा वगŊ आहे ʉणून येथे हे उह  
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ȑामुळे  या वतुŊळाकार įरंगवरील Ůȑेक िबंदू हे एक अंतर आहे ʉणून आपण असे ʉणू की वˑुमान घटक चौरस r m um mi i 
आहे  हा वगŊ गुणाŮमाणे आहे बेरीज हे एकूण वˑुमान आहे कण ʉणून हा िमːर ˍेअर आहे  ʉणून हेr mi  summation mi 
या įरंगवर İ̾थत असलेले सवŊ वˑुमान जोडǻािशवाय दुसरे काही नाही आिण  
ȑामुळे  वतुŊळाकार įरंगǉा समतलाला लंब असलेʞा एका समतलात ȑाǉा कŐ ūातून जाणा̴ या एका अƗाबȞलǉा  वतुŊळाकार įरंगचा 
जडȕाचा Ɨण.  महȇाचे ठीक आहे, मी एका अƗाचा िवचार करत  आहे जो वतुŊळाǉा समतलाला लंब असतो आिण तो कŐ ūातूनही जातो 
आिण ʉणून मी तुʉाला सांिगतʞाŮमाणे हा जडȕाचा Ɨण आहे,   आʉी काही उदाहरणे िवचारात घेणार आहोत.  उदाहरण ʉणून  मी 
काही जागा शोधत आहे होय माǟाकडे येथे आहे समजा  माǟाकडे येथे तीन वˑुमान आहेत कदािचत मी हे दोन भाग करेन मी जागा 
वाचवू शकेन  ʉणून माǟाकडे येथे एक िũकोण आहे  ठीक आहे तो एक समतुʞ आहे  िũकोण होय माǟाकडे आहे eral a uh 

समान आिण आहे येथे    िशरोिबंदूवर समान आहे तर मी िवचार करत असलेला अƗ कोणता आहे मी िवचार m1 m m2 m  m3 m 
करत आहे अƗ  ही उंची आहे ʉणून ती एक बाय 2 आहे येथे एक बाय 2 आहे  
ȑामुळे या  िũकोणी लॅिमनाǉा जडȕाचा Ɨण हा लॅिमनार नाही Ɨमˢ या उह िवषुववृȅीय िũकोणाǉा िशरोिबंदूवर İ̾थत या तीन 
वˑुमान तीन वˑुमानांǉा जडȕाचा Ɨण आहे   ʉणून ʉणजे  ʉणजे Ɨण या िविशʼ i altitude i sub altitude 
उंचीबȞल या तीन वˑुमानांचे जडȕ  ते 0 चौरस अिधक इंच आहे अƗापासून ते एक बाय 2 पूणŊ चौरस  अिधक पुɎा m 1 m 2 m3 
आहे यात एक बाय 2 पूणŊ वगाŊचे अंतर आहे ʉणून हे समान आहे  मी मȯे 2 गुणा 2 संपूणŊ वगŊ ʉणून तो चा 2 ने वगŊ आहे  द  a ma 
जडȕाचा Ɨण िनरिनराʨा वˑंूǉा ऊजőचा Ɨण Ǜा आपण िनयिमतपणे  पाहत असतो आिण ȑाचा आपण उपयोग करणार आहोत हा 
रॉडǉा जडȕाचा Ɨण आहे  एकसमान रॉड लॉडŊ ऑफ एकसमान Ţॉस सेƕनचा वˑुमान समान रीतीने िवतरीत केला जातो  ʉणून मी 
िवचार करणार आहे  अƗ जो वˑुमानाǉा मȯभागी जात आहे तो हा अƗ आहे  असे समजा मी याचा िवचार करतो  हे थोǰा वेळाने 
येईल हे थोǰा वेळाने येईल मी काय कŝ मी येथे वˑुमान ठेवीन  माफ करा हा एक वˑुमान नसलेला रॉड आहे माफ करा  ȑाǉा दोन
टोकांना एक वˑुमानहीन रॉड लाइट रॉड आपʞाकडे आिण असे दोन वˑुमान आहेत आिण नंतर  मला याǉा जडȕाǉा m1 m2 
Ɨणाची गणना करायची आहे हे अह तȇतः  ते जवळजवळ यासारखेच आहे  ʉणून या अƗाबȞल जडȕाचा Ɨण मȯे दशŊवतो  आह m l
2 Ȫारे संपूणŊ वगŊ  हे Ȫारे 2 हे अंतर आहे Ȫारे 2 अिधक मȯे पूणŊ वगŊ ʉणून तो दोन ने वगŊ होईल ʉणून हे l l m l 2 m  l 
जवळजवळ सारखेच आहे कारण ही एकच गोʼ आहे  या अंजीर ǉा जडȕ  हे सारखेच िनघाले कारण आपण मधून ure m one 
जाणारा अƗ िवचारात घेत आहोत  आिण ठीक आहे आता रेिडयस ऑफ नावाची संकʙना आहे  , रेिडएशन ऑफ gyration 

असे आहे ʉणून जेʬा तुʉी कोणȑाही जडȕाǉा Ɨणाची गणना करता तेʬा एक गोʼ ˙ʼ  होते  ऑɥेƃ तेथे वˑुमानgyration 
असणार आहे टमŊ टाइʈ उह एक पįरमाण Ǜाची लांबी ˍेअर आहे  तेथे काही समानुपाितक İ̾थरांक असू शकतात तेथे काही वˑू असू
शकतात Ǜा  संƥा असणार आहेत ʉणून मी ȑाला फƅ संƥा ʉणून कॉल करेन आता तुʉी हे हाताळा  संपूणŊ गोʼ ˍेअर  mk 
ʉणून मग  तुʉाला यापैकी Ůȑेक केससाठी ची गणना करावी लागेल मग ला ǉा िũǛा ʉणतात  का याचा अथŊ k k gyration 
काय आहे कʙना आहे की एका िविशʼ िबंदूबȞल  संपूणŊ शरीराचे वˑुमान  आहे  येथे ǉा अंतरावर İ̾थत आहे कारण जेʬाही k 
तुमǉाकडे  जडȕाचा Ɨण चा वगŊ असतो याचा अथŊ असा आहे की तेथे एक वˑुमान आहे जो अƗापासून िकंवा िनिʮत mk m 
िबंदूपासून İ̾थत आहे.  िविशʼ अंतरावर आिण  hoa k 
ȑामुळे जडȕाचा Ɨण एकतर जसा आहे तसा ʩƅ केला  जातो िकंवा ǉा िũǛानुसार आिण आपण सम˟ा पाš आिण gyration 
उदाहरणाथŊ जेʬा  मी ते ˍेअर ʉणून िलिहतो तेʬा ची िũǛा Ȫारे ŝट 2 बरोबर असते ठीक आहे  आता  mk gyration k l 
मी ितस̴ या उदाहरणावर  रॉडǉा जडȕाǉा Ɨणाचा िवचार करेन जो एका टोकाला असलेʞा अƗांबȞल एकसमान रॉड आहे  ʉणून तो 
एकसमान Ţॉस सेƕनचा एकसमान रॉड रॉड आहे ʉणून एक संकʙना आहे  वˑुमान Ůित युिनट लांबी संपूणŊ लांबी  रॉड आहे l 
आपण सांगूया तर  मी काय कŝ मी येथे एका घटकाचा िवचार करेन हे अंतर आहे ठीक आहे  आता हे वˑुमान Ůित x dx  rho 
युिनट लांबी आहे  ते एक िमतीय आहे ʉणून ते Ůित युिनट लांबीचे वˑुमान आहे हे आपण मानतो.  रोटेशनचा अƗ  ठीक आहे ʉणून जर 

हे Ůित युिनट लांबीचे वˑुमान असेल तर एकूण वˑुमान िकती आहे एकूण वˑुमान लांबी गुणा  वˑुमान Ůित एकक लांबी आता rho 
या घटकाǉा जडȕाचा Ɨण हा िविशʼ घटक समान आहे हे आपण ʉणू या की जे काही आहे  येथे वˑुमान ǉा पट आहे  dx  xs 

लहान घटक ǉा अंतरावर İ̾थत आहे आता िकती आहे तो गुणा गुणा चौरस आहे आता मला quare x dm dx rho  x 
जडȕाǉा एकूण Ɨणाची गणना करायची आहे  ʉणून मला ते चौरस  समाकिलत करावे लागेल आिण शेवटी ते समान rho x dx x 
आहे  0  ला या शेवटी हे बरोबर आहे ʉणून मला 0 ते बरोबर  ला Ɛूब मȯे 3 बाय Ɛूब मȯे 3 मȯे x l l rho x l l 
समाकिलत करावे लागेल हे मी तुमचा ǉा वगाŊत 3  ʉणून िलš शकतो  चा वगŊ 3 ने केला तर वगŊ 3 rho l l rho l m ml ml 
हा  लांबीǉा एकसमान रॉडचा जडȕाचा Ɨण आहे एका अƗाबȞल जो एका कानाǉा इंडŐटवर उजवीकडे İ̾थत आहे ȑानंतर पुढील  l 
थोडा वेगाने पुढे जाईल आता आपण रॉडǉा जडȕाǉा Ɨणाची गणना कŝ  मȯभागातून  जाणा̴ या एका अƗाबȞल एकसमान रॉड हा 

बाय 2  हा बाय 2 आहे. ʉणून मी  याला दोन रॉड्सǉा जडȕाचा आह Ɨण ʉणून पाš शकतो Ůȑेक रॉड रॉडǉा शेवटी आहे l l 
ʉणून तो समान आहे  ते पूणŊ वगŊ 3 Ȫारे 2 ʉणून तो चा वगŊ 12  आहे  आʉी um it  is   m  by 2 l l 2 ml phi 

आहोत  आणखी काही वˑंूǉा जडȕाǉा Ɨणाची गणना करǻासाठी मी ही जागा िवभािजत करेन   goi 
ȑामुळे आता  वतुŊळाकार िडˋǉा जडȕाचा Ɨण हा वतुŊळाकार िडˋǉा  जडȕाचा एक वतुŊळाकार िडˋ Ɨण आहे ʉणून 
माǟाकडे वतुŊळाकार िडˋ आहे   
ȑामुळे आता हे कŐ ū  कŐ ū आहे  मी काय मानेन ही िũǛा कॅिपटल आहे ितची िũǛा आहे  ही एका सामाɊ िडˋचा िवचार r ri 
करेल येथे एक कंकणाकृती जागा आहे  जर मी हे ʉणून घेतले तर या कंकणाकृती भागाची Ŝंदी आहे  ʉणून मी जडȕाचा Ɨण r dr 
मानतो  आता याचा पįरघ काय आहे तो 2 आहे  मग Ɨेũफळ आहे  मग याचे वˑुमान िकती आहे हे Ɨेũफळ  pi r  2 pi r dr 
वˑुमान Ůित एकक Ɨेũ आहे हे वˑुमान Ůित एकक Ɨेũ वˑुमान Ůित एकक Ɨेũ वˑुमान आहे  आिण ते  िकती वेळा हे rho 
वˑुमान चौरसाǉा अंतरावर आहे ʉणून मी 2  ǉा बरोबर आहे मी 0 वŝन कॅिपटल वर जाणारा अिवभाǛ r pi rho r rho 

Pru
tor
@
IIT
K



काढू शकतो ʉणून हे  ǉा घात 4 बाय 2 ǉा  बरोबर आहे.  एकूण हे वˑुमान िकती आहे याǉा cubed dr r pi rho r m 
बरोबरीचे का आहे  चकती  Ɨेũाचे वˑुमान Ůित युिनट Ɨेũफळ मȯे ʉणून मी ते वगŊ वगŊ िवभािजत कŝ शकतो pi r pi r rho 
जेʬा येथे गहाळ असेल तेʬा मी वगŊ हे उरलेʞा संǒा िलš शकतो  बरोबर  pi pi r rho m 
ȑामुळे आता आपʞाकडे असे आहे घन िसलŐडरǉा ȑाचŮमाणे तुʉी घन िसलŐडरǉा जडȕाǉा Ɨणाची गणना कŝ शकता  जे मी ते 
करणार नाही घन िसलŐडरǉा  अƗांबȞल  अƗांबȞल अƗांबȞल मȯभागी  जाणा̴ या अƗाबȞल मȯभागी जाणा̴ या अƗाबȞल  
िसिलंडरǉा अƗातून मȯभागी जात आहे हे आपण ठरवू शकतो हे पुɎा 2 चे वगŊ    आहे  अƗ  ठीक आहे आता मी एक लहान घटक 
मानतो तो एक पोकळ िसिलंडर आहे  ȑाला मी वतुŊळाकार पǥी बँड ʉणतो ȑाऐवजी या िसलŐडरवर पडलेला आहे  आता या लांबीची 
लांबी िकती आहे हे 2 आहे कारण िũǛा आहे  आिण नंतर हे ही लांबी Ŝंदी आहे मी घेईन  मग हा पोकळ िसलŐडर हा pi r r dl 
Ɨेũफळाचा आहे  ʉणून Ůित युिनट Ɨेũफळ मी ते Ůित युिनट Ɨेũफळ वˑुमान ʉणून घेईन आिण मी ʉणू की िसलŐडरची ही rho 
उंची हाय आहे  िसलŐडरची लांबी  या पंƅीपेƗा ठीक आहे आिण ही पंƅी चौरसाǉा अंतरावर İ̾थत आहे.   r 
ȑामुळे हे आहे, जर मला हवे असेल तर मला ते समाकिलत करावे लागेल ʉणून जेʬा मी ते समाकिलत करतो तेʬा  मला जे 2 di 
िमळेल ते मी काढू शकतो. बाहेर काढू शकतो पंƅी काढू  शकतो हा घन अिवभाǛ आहे ʉणून 2 घन ri r ddl l pi r rho 

ठीक आहे आता   िसलŐडरǉा िसलŐडर वˑुमानाचे वˑुमान  2 आहे पįरघ मȯे ʉणून  हा 2 l  pi r l rho pi rl rho 
आहे  ʉणून 2 िपवळा मी फॅƃराइज केʞास तो 2 मȯे ˍेअर आहे ʉणून तो  ˍेअर आहे याला pi rl pi rl rho r mr 
मी ʉणतो ȑाच Ůकारे तुʉी िविवध वˑंूǉा जडȕाǉा Ɨणाची गणना कŝ शकता  पण मी  मी एका वˑूǉा जडȕाचा Ɨण करणारm 
आहे मग आपण पुढे  जाऊ  घन गोलाǉा जडȕाचा Ɨण  हा एक महȇाचा पįरमाण आहे जो आपण पुɎा पुɎा वापरत आहोत  
ȑामुळे माǟाकडे  मȯभागी जाणा̴ या अƗाभोवती एक घन गोल आहे  ʉणून मी जे िवचार करतो ते माǟाकडे आहे  
ȑामुळे मला कदािचत याची  गरज नाही  आता मी उम हा एक लहान गोलाकार मानेन  मी एका गोलाचा  िवचार करेन मी िũǛा ǉा r 
गोलाचा िवचार करेन आिण लहान वाढ चा िवचार करेन आिण या भागाचा  िवचार करेन ʉणजे माǟाकडे या लहान गोलाचे dr 
पृʿभागाचे Ɨेũफळ  4 चौरस आहे ʉणून या Ůदेशाचे आकारमान 4 चौरस आहे  आिण या Ůदेशाचे वˑुमान या pi r pi r dr   
Ůदेशाचे वˑुमान आहे  4 चौरस गुणा ही संपूणŊ गोʼ  ǉा अंतरावर आहे ʉणून मला जडȕाचा Ɨण हवा आहे pi r dr rho r 
ʉणून मला एकũ करायचे आहे  हा ˍेअर आहे माफ करा मी िवसरलो बरोबर  r 
ȑामुळे हे 4 ते एकीकरण ची 4 असेल ʉणून ती ची 5 बाय 5 ǉा घात असेल  आिण ǉा गोल pi 4 pi  0 r r r rho 
वˑुमानाचे वˑुमान िकती आहे  गोल  आकारमान 4 बाय 3 Ɛूब वेळा ʉणून  मी हे मȯे िलš शकतो ǉा pi r rho i i 
अटीनुंसार मी हे तीन मीटर  तीन बाय पाच िम. ˍेअर असेल बरं, कŐ ūातून जाणा̴ या अƗांबȞलǉा गोलाǉा ऊजőचा हा Ɨण आहे,  आता 
आपण दोन महȇाǉा Ůमेयांचा िवचार करणार आहोत.  दोन महȇाची Ůमेय आहेत ʉणून ʉणतात जी जडȕ सम˟ांǉा Ɨणाǉा 
गणनेमȯे वारंवार वापरली जातात  एकाला लंब अƗ Ůमेय ʉणतात  हे ɘॅनर  ऑɥेƃ्ससाठी वैध आहे ɘानर ऑɥेƃ्ससाठी वैध आहे
 आʉी Ůमेय सांगतो आिण या ट̪ɗावर पुरावा आवʴक नाही  İƑʼ नाही कोणी  काही Ůगत पुˑकांमधून िशकू शकतो आता ते काय 
ʉणतात ते असे आहे की माǟाकडे एक ɘॅनर ऑɥेƃ आहे Ǜामȯे तीन अƗ  अƗ अƗ आिण अƗ आहेत  मला या ɘॅनर x y z 
ऑɥेƃǉा जडȕाचा Ɨण हवा आहे Ǜाला ɘानरǉा जडȕाचा Ɨण हवा आहे   अƗ बȞलǉा वˑू हे जे ʉणते ȑाǉा बरोबरीचे z 
आहे ɘॅनर ऑɥेƃ मधून जाणा̴ या  लंबावर Ůवेश करǻासाठी तुʉाला िवचार करणे आवʴक आहे मग  हे एक आहे हे दुसरे ix 
आहे चा हा Ɨण  दुस̴या शɨांत या बȞलचा निटŊया  जर मला एखाȨा ɘॅनर ऑɥेƃǉा जडȕाचा Ɨण एखाȨा अƗातून i y 
ऑɥेƃǉा  समतलाला लंब हवा असेल तर दोन लंब िदशांचा िवचार करणे आवʴक आहे  जे शरीरावर असलेʞा या अƗाशी समवतŎ 
आहेत  तर जर मी यातील जडȕाचा Ɨण जाणून घेऊया, हे  सांगूया हे आहे तर मला माहीत आहे, तर मला माहीत आहे i   x z 
बȞलचा जडȕाचा Ɨण ही कʙना आहे ʉणून जडȕाचा Ɨण ʉणजे ɘॅनर बॉडीचा ȑाǉा समतलाला  लंब असलेला अƗ  हा mi   
लंब अƗाशी समवतŎ असलेʞा दोन लंब अƗांबȞलǉा   जडȕाǉा Ɨणाǉा बेरजेएवढा आहे आिण समतल अƗाशी समतल आहे  आिण 
आता आʉी तुʉाला सांिगतʞाŮमाणे पुरावा आवʴक नाही पण तुʉी ते कराल  ȑाचा वापर करा मी  तुʉाला दोन उदाहरणे देईन 
समजा मी एक उदाहरण मानले तर मी वतुŊळाकार िडˋ योƶ मानतो ʉणून माǟाकडे वतुŊळाकार िडˋ आहे  आिण  xyz 
उजवीकडे आहे ʉणून मला अƗ बȞल जडȕाचा Ɨण हवा आहे. मी ʉणालो की हा  जडȕाǉा Ɨणासारखाच आहे पण या z y 
दोघांबȞल जडȕाचा Ɨण मला बरोबर जोडायचा आहे ʉणून जाणून ƽा की वतुŊळाकार चकतीǉा अƗाबȞल जडȕाचा ix izi  z 
Ɨण काय आहे िजथे आपण वतुŊळाकार िडˋǉा आधी गणना केली आहे  आʉी वतुŊळाकार चकतीचे  दोन Ɨण पूणŊ ʉणून चौरस mr 
ʉणून गणना केली आहे ʉणून  मी ʉणालो मला मािहत आहे पण मला मािहत नाही काय आहे  आिण तुʉाला आठवत असेल हाixix 
ʩास समिमतीय आहे तो वतुŊळाचे दोन भाग करतो  ʉणून जडȕाचा Ɨण असावा जडȕाǉा ƗणाŮमाणे ʉणून दोन वेळा   ix iy  

ǉा जडȕाचा Ɨण दोन गुणा  ǉा जडȕाǉा ƗणाŮमाणे आहे,  हे समान आहे ǉा बरोबरीचे चौरस दोनने  याचा अथŊ  ix iy mr ix
समान आहे बरोबर वगाŊने 4 उजवा  आता मी आणखी एक सोपी सम˟ा  करीन.  iy mr 
ȑामुळे मला या अƗ अƗ िकंवा अƗ बȞल वतुŊळाकार चकतीǉा जडȕाǉा Ɨणाची गणना करायची असʞास ते आपले जीवन x y 
सोपे करते आता वतुŊळाकार įरंग आणखी एक उदाहरण  वतुŊळाकार įरंग पुɎा जडȕाचा Ɨण नाही  एक वतुŊळाकार įरंग आʉी गणना 
केली आहे  वतुŊळाकार įरंग  अƗ अƗ अƗ मला सवŊ काही िलिहǻाची गरज नाही  गोलाकार įरंग मला वाटते की आʉी आधीचx y z 
वतुŊळाकार įरंगǉा जडȕाचा Ɨण पूणŊ केला आहे कुठे आहे  कदािचत ही वतुŊळाकार įरंग आधी आʉी िमːर ˍेअर  केले होते  पिहʞा 
उदाहरणात आपण एका पातळ वतुŊळाकार įरंगǉा ऊजőचा Ɨण मानला हा एक वˑुमान कट  आहे ʉणून  मी समान वगाŊचा z mr 
वापर केला तर आपʞाकडे ǉा जडȕाचा Ɨण अिधक  लंब अƗ Ůमेयǉा जडȕाचा Ɨण काय आहे हे समान असले पािहजे x y 
जडȕ कोनाचा Ɨण हा समिमती Ȫारे 2  वेळा समान वगŊ आहे ʉणून बरोबर ˍेअर दोन नेix mr ix is equal to iy mr 
 पुढील आपण समांतर अƗ Ůमेय समांतर अƗ Ůमेय ʉणून ओळखले जाणारे   समांतर अƗ काय आहे यावर चचाŊ करायची आहे  Ůमेय  
ʉणते की  अहो, लंब अƗ Ůमेयाǉा िवपरीत लवादाǉा मुƥ भागास लागू असलेʞा अिनयंिũत आकाराǉा मुƥ भागावर लागू 
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होǻापूवŎ Ɨमˢ आहे  जे केवळ ɘॅनर ऑɥेƃ्ससाठी वैध आहे आिण  तर आपण काय करणार आहोत ही कʙना आहे की ही एक 
ठोस उम आहे  जी आपʞाला हवी आहे ती ʉणजे आता आपʞाला जडȕाǉा Ɨणाचा Ɨण हवा आहे समजा  हे कŐ ū आहे हे कŐ ū आहे 
असे ʉणूया वˑुमानाचे कŐ ū हे आहे  वˑुमानाǉा कŐ ūातून जाणा̴ या अƗाबȞल वˑुमानाǉा कŐ ūािवषयी जडȕाचा Ɨण िदलेला आहे   
मला वˑुचा जडȕाचा Ɨण हवा आहे काही रेषेबȞल आपण ʉणूया की हे  ǒात आहे आपʞाला जडȕाǉा Ɨणाची गणना करायची l 
आहे याला समांतर अƗ Ůमेय ʉणतात काय उȅर िदले आहे  बȞल हे समान आहे मी याला अƗ असे ʉणतो असे समजू l  l z 
याला हे समांतर   अƗ Ůमेय असे ʉणतात.  वˑुǉा   अिधक  वˑुमानाǉा समान आहे मग ȑांǉामधील लंब अंतर  izi sub z 
उजवीकडे मी पुɎा पुɎा सांगतो मला वˑुमानाǉा   मȯभागी जाणा̴ या अƗाबȞल या वˑूचा जडȕाचा Ɨण मािहत आहे,   जर 
एखाȨाला हे जाणून ƽायचे असेल तर मला गणना करायची आहे  Ǜा Ɨणी मी पूणŊ करतो इतर अƗांबȞल समान वˑूचा हे ish  z 
Ůाइम आहे असे ʉणू या, तर Ůाइम बȞल जडȕाचा  Ɨण मȯभागी जाणा̴ या अƗांवŝन जाणा̴ या वˑूǉा जडȕाचा Ɨण   आिण z 
वˑुमानाǉा या िविशʼ गुणाŮमाणे आहे.  ȑांǉामधील अंतराǉा चौरस मधील अंतर आिण ठीक आहे  आता आपʞाला अƗ िनिʮत 
करावा लागेल.   येथे फƅ अƗ आिण येथे अƗ फƅ गोधंळ टाळǻासाठी आʉी दोन उदाहरणे  कŝ आʉी दोन उदाहरणे कŝx y 
 पिहले एक  उदाहरण आधीपासून माहीत आहे,  हा अƗ आहे हा बाय 2 हा बाय 2 आहे मला रेषेबȞल जडȕाचा Ɨण हवा  आहेz l l 
जी एका टोकापासून Ůाइम आहे दुस̴या शɨांत रॉडǉा जडȕाचा Ɨण पाहता  मȯभागी जाणारा एक अƗ मला रॉडǉा जडȕाǉा z 
Ɨणाची गणना करायची  आहे जी रॉडǉा एका टोकातून जात आहे पण हे दोɎी अƗ समांतर  आहेत ही पįरİ̾थती योƶ आहे तर मी 
ʉटले आहे की Ůाइम बरोबर आहे जर  आमǉाकडे होते  आʉी ʉंटले आहे की आʉी गणना केली आहे माफ करा चा वगŊ 2 iz ml 

चा वगŊ 12 आहे Ǜाची आʉी गणना केली होती िजथे आʉी हे मोजले  होते हे उदाहरण आहे हे चा वगŊ 2 12 आहे  आता ml ah ml 
मला जडȕाचा Ɨण Ůाइम बȞल हवा आहे ʉणून  जडȕाचा Ɨण  बȞल Ůाइम समान आहे अिधक  एकूण वˑुमान या z i z iz  
दोन ओळीमंधील अंतर आहे Ȫारे दोन पूणŊ चौरस आहे  चा वगŊ 12 अिधक चा वगŊ 4 आहे तर हे  हे आहे उह हे m l iz ml ml ml
चा वगŊ आहे  आहे 4 12 1 3 4 चौरस बाय 3 हे आʉी केले होते  रॉडǉा जडȕाचा Ɨण एका अƗाभोवती एका टोकातून ml 
जाणा̴ या एका अƗासाठी  ही पुनगŊणना आʉी केली आहे हे लंब अƗ Ůमेयचे अगदी सोपे सȑापन आहे   
ȑामुळे आणखी एक  उदाहरण आʉी  आणखी एक उदाहरण देऊ आʉी ते कŝ आता मी  गोलाकार įरंगǉा जडȕाǉा गोलाकार įरंग
Ɨणाचा    िवचार करेन उदाहरण ˙िशŊकेबȞल  वतुŊळाकार įरंग ʉणजे माǟाकडे वतुŊळाकार įरंग आहे  ठीक  आहे हा ʩास आहे 
माǟाकडे ˙िशŊका आहे  ठीक आहे आिण  यासाठी आता मला गरज आहे  ʩास ʩास बȞल जडȕाचा Ɨण जाणून घेǻासाठी d i 
मी  आȅाच खाली डायल करतो मला दोन लंब अƗांची आवʴकता आहे ʉणून एक अƗ येथे दुसरा अƗ आहे  असे ʉणूया की मला हे 
करायचे आहे मी ते येथे सूिचत करेन जसे की  अह  मी करत नाही  ˨ाची गरज आहे  अरे देवा ʉणून आपण आकृȑांबाबत सावधिगरी 
बाळगली पािहजे  ʉणून हे लोह आहे ठीक आहे ʩास ʉणजे  लंब अƗ Ůमेय Ȫारे  दोन पट ʩास  वˑुमान वगाŊǉा समान आहे हेi i 
आपण आधीच केले आहे ʉणून मी ʩास  ʉणजे चौरस काय आहे  िमːर ˍेअर हा  एका अƗाबȞलǉा वतुŊळाकार įरंगǉा mr 
जडȕाचा Ɨण आहे जो वतुŊळाकार įरंगǉा समतलाला लंब असतो  जो िमːर ˍेअर आहे यावŝन मी मोजत आहे  ʩासाǉा जडȕाचा 
Ɨण  हा िमːर ˍेअर दोनǉा बरोबरीचा आहे  ʉणून येथे मी लंब अƗ Ůमेय वापरला आहे  आता मला या ˙िशŊकेबȞल या वतुŊळाकार 
įरंगǉा जडȕाचा Ɨण मािहत असणे आवʴक आहे ʉणून मी ˙िशŊका  आता मी समांतर अƗ Ůमेय वापरेन कारण मला  कŐ ūािवषयी 
जडȕाचा Ɨण मािहत आहे  हे एका अƗाबȞल समतुʞ आहे जो ter right is the equal to what I want  um 

ˍेअर गामा ˍेअर बाय दोन असेल  हा आहे मी एक पायरी िलहीन ʉणून ते सुमारे ʩास  अिधक वˑुमान असेल या दोन mr i 
ओळीमंधील अंतर आहे  तर चौरस  ʉणजे हे ˍेअर बरोबर 2 अिधक आहे ˍेअर हे ǉा  ˍेअर बाय 3 आहे r r mr mr m r 
ही एक मनोरंजक सम˟ा आहे या अथाŊने आʉी दोɎी वापरत  आहोत हे समांतर अƗ Ůमेय  आहे आʉी येथे करत आहोत  दोɎी 
Ůमेयांचा वापर िठक आहे ʉणून या मȯे आपण  नंतरǉा ट̪ɗावर आणखी काही उदाहरणे पाहणार आहोत या सम˟ेमȯे आपण काय 
केले आहे ते मी पुɎा सांगू या  मला ˙िशŊकेबȞल या वतुŊळाकार įरंगǉा जडȕाचा Ɨण काढायचा  आहे.  समांतर अƗ Ůमेयाचा वापर मी 
कŝ शकतो ȑासाठी मला ʩासाǉा वतुŊळाकार įरंगǉा जडȕाचा Ɨण मािहत असणे आवʴक आहे  Ǜाची आपण गणना केली नाही  
ȑामुळे आपʞाला काय मािहत आहे  आʉाला एका अƗाबȞल वतुŊळाकार įरंगǉा जडȕाचा Ɨण मािहत आहे  लंब  मȯभागातूनar  
जात आहे ठीक आहे ते आहे आमǉाकडे आहे ʉणून माǟाकडे तो िमːर ˍेअर आहे ʉणून बȞलचा ʩासाचा जडȕाचा ah i   
ʩास दोन गुणा ˍेअर आहे  आता मी Ǜा Ɨणी ˙िशŊका पूणŊ करतो ȑा Ɨणाची गणना कŝ शकतो तो Ɨण आहे   या दोन समांतरmr 
रेषांमधील अंतराǉा वगाŊचा िवभेदक ʩास आिण वˑुमान गुणाकार  चौरस 3 साठी चौरस 3 आिण आʉी काय केले याचा mr mr 
सारांश असा आहे की जडȕाचा  Ɨण ही जडȕाǉा Ɨणाची संकʙना आहे.
 रेखीय गतीमȯे वˑुमान आिण  मग आʉी िविवध वˑंूǉा जडȕाǉा Ɨणाची गणना केली आहे आिण आʉी दोन ऐवजी  खूप महȇाची
Ůमेये देखील पािहली आहेत जी वारंवार असतात एक तथाकिथत लंब  अƗ Ůमेय आिण समांतर अƗ Ůमेय वापरते लंब अƗ Ůमेय यासाठी 
वैध आहे  ɘॅनर ऑɥेƃ्स समांतर अƗ Ůमेय कोणȑाही अिनयंिũत आकार आिण आकाराǉा ऑɥेƃसाठी वैध आहे.  आपʞाला a 
ǉा जडȕाचा Ɨण मािहत असणे आवʴक आहे  Ůणाली समिमतीय असʞास ȑा Ůणालीǉा वˑुमानाǉा मȯभागी जाणारा एक अƗ  
खूप सोपे आहे आिण आʉी पुढील वगाŊत पाš.   Pru
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