
చరऐ ܽߝ బܽदڒ కएࡅ రంࡎన శ࠳ంۨన అంశం దృఢ߅సంబం ڕ  సమޝలङ త  
బܽद ఇకएڒ డ ۧ࡮ వరڕ మన దృࢳद దృఢ࠳న శࡌࡎల߯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఉࣣ   దృఢ࠳న శࡌࡎల߯ 
ప࣋ۯߖ శڕफలࡓ ߘంݡ ऴ࢑ ڴࡱߩڸభ܊ంచవచऐ హङࠈ ఒకܽ .࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ  శڕफࡱ ఒకܽ  ߝ޵ऒ  మనం 
झ࡛ࠂ ڴరణం߄ࣃ  ఎڡझ फࣃࡱߧ ߖఅ ݋  అంతర ޳ࡶ ࠭ ठత  శڕफࡱ అࣃࡱߧ ߖफ మనం అంతర ߖߖ޵ ,࠭ ठత శړ फڴ 
ऒߕफࣆۨࣇ ࠭.    అ࢐ߘదం  ޳ࡶ ऴభమణం ఇ޴ మనం ۫ڕࡶ  ,࠭ࣃం݄ మనం పࡍగށంచࡃࠓ శڕफలࡹ 
హङࠈ  ڕవర ࡮ۧ  శڕफࡱ అࡖ߮ ߖए నక߱ښ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,ޙవలం ࢗక द࡛ छ޳  फࣃۨࣇ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ  f ݡ
మన޳ ݋ࡔ  ڕछ కएࡅ ంటం࠱࠴  .ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఉంద ࡌ ओࡏࠪ   శړ फړ సࠪనం మ࠾ࡍ మనڕ dt dp 
కएࡅ ంటం࠱࠴ యނڝ ࠾ࡍమ  ޴ఉం ݞږ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ఉం ݞږ ओࡏࠪ  ए࡛ܼ ߖߖ޵ మనం ߘܿࡔ 
అࣃࡱߧ ߖफ ࠭, ఇ޴  ऴభమణ చలࠈ ړߖߕధङ త వࣕࣆफం޴.  వࣆफ࢓ 
ओߩబܽद ఎڒ ओߩఅ ޾ఉంܿం ݟబࡹ ړߖ࡮రం  బࡎశ ޙݧ झړ࠻ ޳ࡶ ంటం࠱࠴   ݡ లࡔషߤ ऴܼߤझ ߤష࠵ ߤషࡶ 
ధङࣃ మޔ࢓ం޴  మ࠾ࡍ ܼ࡛ए ओߩఇ  ޴ऴభమణ చలనం ఉంܿం  ڕࠬ ڴరణంڒ  లङޝక సమޒంऴ࠻ ࠹సदࣄ ݡ
లङޝక సమޒంऴ࠻ ంࡹ ఉం޴ అߝ ࠙వన ࠪڕ ఉం޴ ఒక శࡎరం ࢑࢑ధ రڒల సమޝలङ త ړంద ఉండవ۪ऐ  
࢑࢑ధ రࡷڒన సమޝలङ తࡹ ఉండవ۪ऐ    ఇߖࡰ  ޴య࡛ ࠱࠴ంటం అ޴ߝ చలన ࣄबࡌంకం,  అం݄ ߖࡰయ࡛ 
అర ߖందݟంటం  సంరऀంచబ࠱࠴ बం, అ޴ ࠪర޶  అߩओ ఆ సందరग ݡ ంނڝ ࡹయ ࠱࠴ంటం  చలన 
కటदవ۪ऐࡍఅ ޴అ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ߩ࢙ࡗమ  ޙ࠼ంకం అࡌबࣄ  , ఇ޴ చలన ࣄबࡌంకం అޙ࠼ ఏࠫ ۯయవ۪ऐ   
ऒߕఉ ڵ࡯క ࠭࠲ ࠭  మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఇ߯ࠉ ޴ ప࣋ۯߖ అߖऒ  శڕफల ޑ࠴फ ऒߖ  
ړफల శڕక శߝఅ  ޴फంࣆۨࣇ फ ఒక ࢗక द࡛  ody 
ఉనऒ ߯ߖ޳బܽद ఒకڒ घڴࣄ  ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ  లం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ం޴ i  n
ङ࡮ޝక సమޒంऴ࠻ బܽदڒ ऒߖఅ ࣋ۯߖరం߯ పࡎశ  ړߖ  శڕफల వङ వసब 0ړ సࠪనంڴ ఉంߖ޵ ࡯ݞऒ   ࡏࠬ 
అ࢐ߘద సమޝలङ ం అంܼࡏ 
ऒߝ޵  బܽदڒ లङޝ࢐ద సమߘష అ࠙ࡍఈ ప ࡏࠬ  ం అࣆࡱߧ ߖफߕऒ छࡌత ,ࡔస ࡏ త ݈ 0 అߘߝ ޙ࠼ ఇకए డ 
ऴࣆ࢐फߕऒ ߯ ࠹సदࣄ అం݄  ޴ఇ ,ޙ࠼ంకం అࡌबࣄ చలన ,ߘ  ప࢑࢑ ࣋ۯߖధ ࣃद ऱࡹ࢐ܽ ࡱ ڡ  ఎߖऒ  సࠪనంl ړ࢐ܽ 
అ߯ߖ޳ ߝ ఆ߄రపݟ ఉంܿంߕࣆ  ޴ऒ ऒߝ޵  లङޝऴభమణ సమ ࡏࠬ  ం అంܼࡏ  సࡔ 
కएࡅ దܽ సࠬకరణం࠴ బܽदڒ  అర बం ఏࠫܽ  ࠴దܽ సࠬకరణం ࡅకए  అర बం ߘߝ ऴࣃ࢐फ ఇకए  ߘ డ ࠴దܽ 
సࠬకరణం ࡅకए  అర बం ࡏڷफం۪ڝంݟ ఇڒࢗ ޴द࡛ సࠬకరణం 
 द࡛ సࠬకరణంڒࢗ ޴బܽद ఇڒ
ऒߖబܽद అڒ ऒߖతफం  అ࠴ లڴ࠙    శڕफߕࣆ ࡱऒ  సࠪనం x ړ
కएࡅ గం࠙ ޴ߝబܽद అڒ  శړ फ మߘߝ  ࠾ࡍ   అߖऒ  శڕफల߯ సంऴగࣕࣆफనऒ టऱޙ࠼ ఇړ0  ޴ సࠪనంfi x ith 
అ࢑ ޻ధంڴ అߖऒ ऒߖఅ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ  0 ࡱڴ࠙  ओߩఇ  ࡱڴ࠙  ऒߕࣆ ݡ అర ߖ޵ సࠪనం ړ बం y z 
ఏࠫటం݄, ܼ࡛ए  అڒࢗ ޴ߝद࡛  మࢁऱ   అߖऒ  ܼ࡛ए  ల ࡅకए  అߖऒ ए࡛ܼ  ࠾ࡍతफం  మ࠴ ల ݋ంߜం߱ڒ   ల x 0
కएࡅ  అߖऒ ऒߖఅ ࠾ࡍతफం   మ࠴ లڴ࠙  फޑ࠴  సࠪనం  ܼ࡛ए ړߖ  ల ࡅకए y 0 ࠾ࡍమ  ࡱ ݋ంߜం߱ڒ  z 
ఇకए డ ڒ ߘߝం߱ߜం݋ సం܉थ ࠪనంࡹ ऴࣆ࢐फߕऒ थ܉సం ݋ంߜం߱ڒ ࡱހసࠬకర  ݡంࡓ ఈ ߘ ࠪనం  ࡹ 
ఉߕऒ  ࠼
కࢗ బܽदڒ द࡛  లߘ ऴ࡯࠻࢐झ న అవసరం ޶ࡶ 
ऱߦڝ ڕబܽद  మనڒ ङޙం.  ఒక ऴప޳ంڕߘఅ ߖఅ ޴య ఉంړऴపऴ ࡛ߕ క పࣄࡍबߦڒ ޒऱ  coplanar  ࡱफڕశ  ࡛ߕ
మࣄ ࠾ࡍసद࠹ సమޝలङ ం ړంద ఉందߩۮ ߖओ సమసङ ࡽనलన࠱ݧ ݀ ޴ం, ఇ޳ంڕ  అڜ ߖందࡏ అంܼࡏ,  
࠭ఖङ ంڴ సమసङ ऒߖఅం݄ అ ࡽనलన࠱ݧ ݀   శڕफࡱ  పࣆۯ ߖफߕऒ ߮  అం݄ ࠼ ऱߤ అۮ ߖపओ ంݟ, ఆ߯ 2d xy 
అ࢐ߘద సమޝలङ ం  ڝసం ఏࠫ జޔڷࡏంړ0  ޴ సࠪనం  అం݄ 2 షరࡱޔ అం݄ 2 షరࡱޔ ࠭ఖङ ంڴ f5 
ఇڴ࠙ ޴ల ࠴తफం అం݄   0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ శڕफల ࠴తफం ߕࣆऒ  సࠪనం x  y ړ
߮  ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ  ࡱޔషర ݡంࡓ  ߤఎ࣊ ޴బܽद ఇڒ ऱڕ ߤ లంబంڴ ఉం޴ ݦశ ڝసం tially 2d 
۪ అࣾం  ,࡯ڒతࢗ द݀  ऴభమణ చలనం ఉండ޶ 
 tau f1 f1 f2  ޴ఉంܿం ࠲ంۨ ఒక అࣾం ݈ ࠪऴతࡍڷ అࣾం ݦఉం ڴలంబం ڕల ࠾ࡍమ ޴ߝబܽद అڒ
అదృశङ మޔ࢓ం޴  
ఖङ࠭ ࠲ऴతࠪ ࡱޔషర ݡ࠮ వలంښ ޴బܽद ఇڒ పओۮ ߖఅ  ښफతం ఓࣆऴప  ,న࢑࠳ ం࠭࠲ ,ݟ ఒక ࠭ఖङ  న࠳
ऒߕڕࣆޓ  ړࡹగణࡍప ߘࣆښ ࠭   అߖऒ  చరऐ ऒߕफࣆۯ ߖరం߯ పࡎఈ శ ࡱ యߖ అڕߘం޳ం అ࢑ 
అదృశङ మ࠻ङ ओߩఇ ࠼ పओۮ ࡏࠬ ݡ వ۪ऐ ఈ ܼ࡛ए ߘߝ    లߘ  గށంచߕޔࠓऒ ړߖࡌࡎశ   ړߖ࡮࠮  ఇతర  ߘ
ऴభమణ చలనం ఉంݦ అవڒశం ఉం޳ అం݄ ڒరణం ޶ࡶ అߖ సࠪ߄నం   ߩ࢙ݟڕ అ޴ equilibria rg  
 ߘߝ ޳ࡶ ޳ంޔ࢓టࠈऱࡱۮ ޴అ ޳ࡶ ޳ంޔ࢓టࠈऱࡱۮ ޴అ ޳ంޔ࢓టࠈऱࡱۮ  ޴అ ޳ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ
ऒߖ࡮࠮ ऐࡍࠪ  నటऱ࠮ ޙ࠼లం ࠪరऐ బݟంࣃ۫ ࡏࠬ  ޾ࡶ ޾फ లభం cࣆ లభంࣆ ࡮ۧ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡏ
एړࡵ  ంڕߕ ߩ ఇకए డ ࠮లం ఉం޴  మ࠾ࡍ శڕफలࡹ ఒకܽ ఇ޴ శړ फ ఇకए డ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ a  b 
 f f ݢంࡓ ఈ ݟంڝफం۪ࡏڷ  ޴ఉంܿం  ޴ఇ ߯ߖ޵ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ఒక జంట నటన ޴ఇ ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ
సࠪంతరంڴ ఉం࡯ݞ  అం݄ ఈ ࡓంݡ పంڕफߗڒ  ࡱ వङ ऱࡹశ޴ కࡔޒ  ఇ޴ ޴छ  అ޴ߝ కࣆࡱफం޴  ఇࣃ ޴ब నం ࢗక द࡛

ఒకܽ  ఈ ڒࢗद࡛ ࣃ ߘब నం ࢗక द࡛   అࣃࡱߧ ߖफ కࢗ ڴ࢑ధం ޻అ ࡏ द࡛ बࣃ  నం ࢗక द࡛  r va r1 r2  
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ఏరओ ߖ  రం߯ జంటࡎన శ࠳న࣒ ఒక దృఢ࠳ ࠾ࡍమ ࡱफڕశ ݡంࡓ బܽद ఈڒ फࣃࡏ   f f ࠼
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ఈ జంట జంట   ࠭࠲  ݟంచంޒమߘఅ ݡ  జంట ࣾణం ࡅకए ऒߖހࣾ  एړࡵ  ంచంݟ  ఇ޴ 
జంట ࡅకए  ࣾణం ఏࠫܽ  ࠳న࣒ ޜ ऴۯ ࣒ڒయబݟన శړ फޜ ऴۯ ࣒ڒయబݟం޴,  ఆ߯  ఈ 2ޜ ߖ ऴ࣒ڒ r1  f1 r f
ఇకए ޴फ అ࣋ۯ ړశ ݦ फ  ࠳న࣒ f 
ఇకए ߘߝ  బܽदڒ డ ࠳న࣒ ఎࠆ మ࠾ࡍ  ఎࠆ అߖ ऴ࢐యږడ޶, ఇ޴ ఏߗڒ ޶ڒ ޵  ఇకए డ ఇ޻ జޔڷࡏం޴ ఇ޴
ఉ࠹ ఈ పࠪࡍణం  ఎంత అం݄ ࠳న࣒ ޜ ߖ కߧ࡯ అޔ࢓ంߘ ޣ ޴ం࠳ ݟన࣒ ऴࠜޒజం  r2 r1 f r2 r 1  s 

ఇ޴ అࠗ ऴ࣒ڒ ఎړ ࠆ సࠪనం oab 
 ޴फంࣆߧ۫ రణ గణన߄ࣃ బܽद ఈڒ
కएࡅ జంట  ࡏࠬ బܽदڒ ऒߖހࣾ  एړࡵ ࡏࠬ  ంۨనߩओ సछ ݟంߘ లం࠮ ఆ ݡ తంऴతంڴ ఉండߕޔࠓऒ ࡏࠬ  ࡏ
మࢁऱ ఏ ߖ࡮࠮ऒ  ఎం۪ߕڕऒ  అ޴ జంట ࡅకए  ࣾణం  ऴ࣒ڒ ఎࠆ  సࡔ ab 
లङޝ࢐ద సమߘబܽद ఈ అڒ ం ࠮లం ࡅకए बࣃ  నం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿందۮ ࠭࠲ ߖపओ గలం  
లङޝऴభమణ సమ ݟ࢐ద ࣾࠫంచంߘబܽद అڒ ం ఆݟ అ޴ ఏࠫ݇ ࡏڷफం۪ڝంݟ, అ࠮ ޴లం ࡅకए बࣃ  నంޜ 
సంబంధం ڕࡶంݞ ఉంܿం޴  
ࡍߖ బܽद ఒకڒ भషद శࡎరం ړంద ఉం݄   ࡍߖ भషद ڝఆࡍ नࣄ ݋ߝసदړ ࠹ సంబం߅ంۨ ऴభమణ సమޝలङ ం ఆ߯ ࠬࡏ  
ऒߖ࡮࠮  ࠪరऐ డం మߖ޳ ࠾ࡍऒ  ۫డంݟ,  అ޴    సం޻శం అڼ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ సࡔ ఇߩओ  ࠭࠲ ݡ
࢑࢑ధ ࣆښలࡷ࢒ ߘనంతڴ పࡍగࣃށफ फࣃۯ ߘߝ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ࣆښ దܽ࠴  ࠭ ऒߖ޵ ࡏࠬ ߘ  ఒక రక࠳న 
దృࢲद ంతంڴ పࡍగށంచవ۪ऐ ऒߖ޵ ߘߝ  ޳ࡶ   ఒక దృࢲद ంతంڴ పࡍగࣃށफ  ߘߝ ڴ ݭࡌ ఒక ޴అం݄  ఇ ߘ
࠙࢑ంۯ ऴߦథࠫక ࠙వనల࢑ ߘవࣃࡍफ ఇకए  ޴ఉం ڕࠬ ࠾ࡍమ  ߘ డ వదभ ఉనऒ నऒۨ ޴ంऴదం  ఇښ     e c ޴
ఇ޴ అࣾ޷ ࡮ࡌరం ఇߖ࠿ ޴߷ం ࡅకए  ఏకݭࡌ ޒࡎ  ऴߤࣾ࣊ ࣒ڒ ఇߩओ ఇకए ࠭࠲ ݡ డ నటన మ࠾ࡍ 
నటన ఉం޴ అ࠭ޑࠋۮ ߖ  
ࡍߖ బܽद ఈڒ भషद ࡓ ݭࡌంݡ శڕफలࡹ ڕబݟ ఉంܿం޴  ఇకए డ  ఇߩओ ए࡛ܼ ࡹశ޴ ఈ ޴ఇ ,޳ఉం ߕ޼ఏ ݡ  f ߘ 
ऴ߮ࣆߧࡔफం޴  ఈ శړ फ ఈ ޴శࡹ ܼ࡛ए ࢙ ڡऱڒ ంܾ࠻ ޴ఇ  ޴फంࣆߧࡔऴ߮ ߘ  సవङ ޴ఇ  ޴ఉంܿం ڴ ࣒  ࡹశ޴
  ޴फంࣆۯ भ޶ర ߗంܽݟంࡓ
ऒߕࣆ ݈ బܽदڒ లङޝऴభమణ సమ  ޴సࠪనం అం݄ అ ړ0  ݈ ߗڒ సࠪనం ړ ం ړంద ఉం޴ 
లङޝऴభమణ సమ ޴బܽद  ఇڒ ం ړంద ఉం޴  మڴࣄ ࠾ࡍघ  శڕफ࠴ ࡱతफం శڕफࡱ  ݇టࡽ ఫ࡛ ڕ సࠪనం f 
ࣾࠫంచం࠴  ݟతफంړ సࠪనం 0ړ సࠪనం ࢐ ,޶ڒసफړߖ࢐ ఇړ ޴ సࠪనం  సओ షदంڴ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ f  2f
ఇ޴ ఒక సందరग ం ఎకए డ ऴభమణ సమޝలङ ం ړంద ఉం޴ అߘ࢓  అ࢐ߘద సమޝలङ ం ࡍڷంۨ ఏࠫܽ ޶ڒ  
ఇ޴ ऴపࣃరం޶ࡶ ࡹ ఇߩओ गࡌఈ ఇతర సంద  ࠭࠲ ݡ ऒߖ   పࡍగࣃށफ ࠭  ఈ ఇతర సందరग ం  ఇ࡮ ఉంܿం޴  
ఇ ݭࡌ  మ࠾ࡍ ఈ ۨవరࡹ ఒక శړ फ ఉం޴ ఇڼ࡮ మࡗ శړ फ ఉంߖߕ                                                               ޴ऒ         
                           ࠭   ఈ సందరग ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޴  ఉࣣ ڴࣄघ  అޑ࠴  ޴ߝफ   f5 f సࠪనం 0 అ࢑ ړߖ
వङ ऒߕఉ ࡹశ޴ కࡔޒ  ࠼
అదృశङ ޴బܽद అڒ మޔ࢓ం޴  అޙ࠼ ܼ࡛ए  ల ࠴తफం ܼ࡛ए फޑ࠴   తफం࠴ ࣋ۯߖప ߯ߖ޳ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ
ܼ࡛ए  ఎంత.  ړߖ޵ సంబం߅ంۨ  ఇ޴ ఈ ޴శࡹ ܼ࡛ए ࢙ ڡऱڒ ంܾ࠻ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ   ,޴ఉంܿం ࡹశ޴ ࣒
ఇ࠻ ޴ంܾ ڒऱڡ ࢙ ړశ ޒऴప ޴ఇ ,޴ఉంܿం ࡹశ޴  ܘ फࡓ  ړ ऱܿ ܼ࡛ए  ఉంܿం2 ޴
  ޶ڒ సࠪనం ړ  0 ޴బܽद ఇڒ
కएࡅ ࠹సदࣄ బܽदڒ  అ࢐ߘద సమޝలङ ం ࡍڷంۨ ఏࠫܽ ఇ޴ అ࢐ߘద సమޝలङ ం ړంద ఉం޴  అࣄ ޙ࠼సद࠹ 
కएࡅ  ऴభమణ సమޝలङ ం  ࢑ష࣋ڜߖ࠻फ , ఇۯ ݋݄ࡖ ޴యబడ޶  మ࠾ࡍ అ࡮ంܽ   పࣄࡍबߖޒ శࡎరంࡹ ऴܼߤ 
ఆࣣ, ఇకए ߤష࠵ ࡽऱషన࣋   .ࡏఅంܼ ߖఅ ޒबࣄࡍప  ߖࡶ డ ߘߝ  అ࢐ߘద సమޝలङ తࡹ  అޙ࠼ అ޴ ఒక ࡍߖ भషद 
۪ అࣾం  ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ द݀ సछ ߝߖ޵ , ޴ంޔڷࡏޒ  చऑ फࣃࡱߧ ߖన ऴభమణం అ࠳ ङޙమనం ఒక ऴప  ,ࡔస  ࡏ క
సందࡌग ऒߖ फࣃ۫  య సమసङࡶڒ ߝߖ޵ ࠭  అࣃࡱߧ ߖफ  ߖऴతం అࣇ లހࣾ ߝߖ޵  యంࡶڒ రణ߄ࣃ  ࡏ
फࣃࡱߧ  ޙ࠼అ , ޴ంޔ࢓రంభం అߦऴ ࡹ ݋ం࠱࡯ఎ ࡮ۧ ݞږ ࡹరంభ దశߦऴ ࡹలࢡఠߦ  ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ , ࡏ
లङޝ࢐ద సమߘఅ  ߖߖ޵ ࠭࠲ ం  మ࠾ࡍ ऴభమణ ڝణం ߘంݟ చࡍऐ फࣃ ࠭, 
ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ వ࡛࡯   రణ߄ࣃ ంܽ࡮ࠬ ߘߝ  బܽदڒ ఉనऒ ࠹ऴక ࡽߺ ڕࠬ  ߘ టऱ޳ࡶ  ݋࢛ߧ ࡏࠬ ߖߖ޵ ,ޙ࠼ 
फࣃࡱߧ ߖఅ ࠹ऴక ࡽߺ ఇకए ݟబࡹ ړߖ޵ ࠾ࡍమ  ࡏ డ ఒక శړ फ ఉం޴  ఈ ޷రం   మ࠾ࡍ ఈ ޷రం   ఈ t1 d2
లవవ۪ऐߧ ߖఅ   ࢐࢟ ࡏࠬ ߖ ݋ం࠼ߦ ݭ࢙ݟ फతం ఈࣆऴప ࡔస  ݟయంۯ ࡽڒ ڴ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘ ݋ం࠼ߦ .  b 

ऴదవङ  ible ࢢࡌ
బܽद ఆదరजڒ एڕతޒయం అࡶڒ  వ ऴదవङ   ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖࢢࡌ
ऒߕޔࠓఉండ ࡱफڕశ ݡంࡓ బܽदڒ ړఒక శ ࠼ फ ఇకए డ మࡖక శړ फ పࣆۯ  ߖफం޴, ఇ޴ ఒక ࣾߖހऒ  కڵ࡯ f2 
ఉంܿం޴,  ఇ޴ ఒక ࣾߖހऒ  తڵ ठࣆफం޴, ఇ޴ ఇ࡮ంܽ ࣾߖހऒ  ऴ߮ࣆߧࡔफం޴ ۨవరڕ ఇ޴ అޔ࢓ం޴  అకए డ 
एڕత ޴࣋ۯ ࡏࠬ ڴరణం߄ࣃ  బܽदڒ వ ࠹ݩ ఈ ࣊ࣾߠ ߘ ߤడ࠹ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖڴ࠙ ఈ ,ࡏ फࣃࡱߧ ߖఅ ݭࡹ  ࡏ
ओߩఅ  ࡏఅంܼ ߖడం అࡹ ޴ఇ ࠹ఉ ݭࡹ ݭࡹ  ఈ ऴపయతऒ ݡ ం  అం݄ ఏࠫ݇ ࣆࡱޘफంࡏࠬ ޴ ఏࠫ a to y 
फࣃۯ అకए ࡏࠬ ݟడం۫ ࡗ డ ఉߕऒ ఇకए  ࢓ࡏఒక బ  ࡌ డ ఎతफడం ޳ࡶ తర࡯ంచడం అవసరం  ࠬڜ ࡏంత శړ फ߯  
ఇకए డ కృۯ ࢳయవలࣄ ఉంࡏࠬ ,޴  వࡍ फంపܑయߕޔࠓऒ ओߩఇ ࡔస ࡏ ఇకए   ޴ఉం  ݡ డ శڕफࡱ పࣆۯߖफߕऒ  ࠼
ࡍߖ బܽद ఈڒ भషद  సమయంࡹ ऴపޒచరङ  ఉంܿంࡽߺ .޴ ऴక࠹ వదभ ఉనऒ  స࡛߱ द  ఇڒࢗ ޴द࡛ పࠪࡍణం  
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ఉనऒ ࡹగం࠙ ޶ం࠭  ޴ߝఅ ߤࣾ࠻ࡍ ߖࡹ ࠹ऴక ࡽߺ బܽदڒ  స࡛߱ द ࡅకए  స࡛߱ द   ߤࣾ࠻ࡍ సࡔ 
లङޝ࢐ద సమߘబܽद అڒ త  ڝసం అ࢐ߘద సమޝలङ ం ڝసం మనڕ  ఈ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ   ప ऱ࣒  r f1 f2  
ఇߩओ ऒߕంܿڕࣆޓ ࡱހࣾ ݡ ओߩఇ ,࠼ తపओ ࡱफڕశ ݡ࠮ ݡ ऒߕफࣆۯ ߖప ڴࡍసߖ  ఆ߯  f1 f2 ,࠼
ऴపޒచరङ ړఒక శ ݞږ  फ రకంڴ  ఉంړࡹ  .޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అ࢐ߘద సమޝలङ ంࡹ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ d f1 d1  
ఉࣣ అࡏࠬ ߖ ఇߩओ फࣃ۫ ݡ తపओ ޴ఇ ,ࡏ f2 ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ړ  ڴࡍసߖ d2
లङޝऴభమణ సమ ޴బܽद ఇڒ త ڝసం ࠬࡏ ఈ షరߘޔ కڵ࡯ ఉߕऒ లङޝ࢐ద సమߘఅ  ࡏ ం ڝసం ࠬࡏ ఈ 
పࣄࡍबߖޒ కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ  ݟంߘ ߖ޵ ࠾ࡍమ ࡏ  ࡏయగలۯ 
ڡणࠏబܽद ఈ  ఆڒ द అసझ పओޒ ࡱ డం ޶ࡶ, ఇ޴ సమޝలङ ంࡹ ఉం޴, ఇ޴ ఇޒ ࡮రగడం ޳ࡶ ޶ࡶ ఇ࡮ 
ऒߕޔݡయబۯ भ޶కܽ రڜߖ޳ఒక ࡱހࣾ ݡంࡓ ఈ  ޴ంޜڷࡏޒ  ࠼
छ޳ ڕమన ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ छ޳   ޴ఉం ࡌ ऒߝ޵ ందړ  సࠪనం ࡌ  f1 f2  d2 d1ߖజనం అࡆక ऴపޒంऴ࠻ 
फࣃࡱߧ ఆదరज ޴ఏ ڕఉం݄ మన ڴ޴దभ߭ ࡮ۧ కం݄  ,ࡏ ంڴ ఉంܿం޾ ۫డంݟ,   ఈ సమ࡮ޝङ ऒߖ  f1 f2 
 చన d  2ࡹఅం݄ ఆ  ޴దभ߭ ࡮ۧ ࡯ݞరం ఉం޷ ఈ ڕమన ړߖݞంచڵࣃనڜ
నऒۨ ࡮ۧ  బܽदڒ ऐࢡߦ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ తङ ङࠈ  టߤࡷ ࡎ ఇڝ ݋ߩ ߤసం ఓښ ఇంڵత܉थ నం అߘభవ ښంऴదం   d1
ఇߩओ छޑࡏڷ ࠭࠲ ݡ కర लణ ښంऴదం అߝ ࠙వన అߖऒ  సమ࠻లޑࡏڷ ࡹछ కర लణ ښంऴదం ࡅకए  ࠙వనړࡹ  
फࡿࢗ ࠭.  ࠬ వదभ ࡛ڒ ޳ࡶ ڡࠋ ݋ߠ न ࡛ࠓ न ఉనऒ టऱޙ࠼, ऴపޒ ఒకए ऒߖ޵ ࡐ ऒߖ޳   ,భవంߘన అڵ࡯యగۯ   ఒక 
ࡍߖ भషद ࠼ߦంࡹ ݋ ఒక ࡍߖ भషद ࠼ߦంࡹ ݋ ఉంచవ۪ऐ , ఇకए డ ఒకڴ࢓ࡱߖ   ࡏ ప दܿڝవ۪ऐ   ఇ޴ ఎ࡮  
జޔڷࡏం޴ 
చరङޒన వదभ ऴపڜ   బܽदڒ  ఉంܿం޴ ఈ చరङ फࣃࡱߧ ߖఅ ࠼ۯ మనం ߘ ࠭  ఈ ۨ एܼ చరङޒఈ ऴప ࡹ  సफకంߩ 
కएࡅ కएࡅ ߘ࢓ࡏతफం బ࠴  లङޔసమ ߘ࢓ࡏతफం బ࠴  ం  ࣆۯफంߩ  ޴సफకం ࡅకए   mg  ޳ࡶ ࡽయࡍܾ࠱ 
లङޝ࢐ద సమߘఅ ڡࠋ ݋ߠ ,  ࡽయࡍܾ࠱ ߖࡹసफకంߩ ంࡹ ఉం޴ 
లङޝ࢐ద సమߘఅ ޴బܽद అڒ ం   ړంద  ఉం޴ అߦۮ ߖओ లङޝऴభమణ సమ ݞږ ޴అ ,࡯ ం ړంద ఉం޴.  ఇకए డ 
నܽంࡏ࢐ ۯ ఇ࡮ వంڵ ఉండవ۪ऐ ఉండవ۪ऐ ڵవం ࡮ఇ ޳ࡶ  ,  ఇ޴ జరగ޶   rces 
లङޔఅసమ ޴బܽद అڒ న ܼ࡛ए࠳  వలऱ ޶ڒ , ఒకܽ ఉం݄ అ޴ వంڵ ఉంܿం޴ 
छޑࡏڷ  బܽदڒ కర लణ ښంऴదం అం݄ ఇߩओ छޑࡏڷ  ࠭࠲ ݡ కర लణ ښంऴదం అߧ ߖలవబߖ ߖߖ޳ ݦరछ ۨంచంݟ  

छޑࡏڷ కర लణ ښంऴదం ఉం޴ అం݄ శࡎర ޑࡏڷछ కర लణ ښంऴదం߯  ఉనऒ తफం ܼ࡛ए࠴     అం݄ శڕफల cg 
రం߯ ఉనऒࡎశ ڴరణంڒ తफం ܼ࡛ए࠴  ओߩۮ ߖఅ ڴఒక ऴ ݡڕవ࠾      m2g న࢑ࡷద࠴ ߕ޼ࡔం.  మ޳ంڕ
ఉߕऒ  ࠼
ङࠈ   అ࢑  ڴరణంڒ फలڕ࢑࢑ధ శ  బܽदڒ झߤࡵ  అ࠼ޑ࢓ 
బܽद ܼ࡛एڒ  ఐ߯ࡍ సమघ షڕ ߤ సࠪనం 
ࡍߖ ఈ ޴బܽद ఇڒ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ऴదవङ తछ ࠾ࡍమ ࢢࡌ రణం ڒరణం݄޳ ڴ వࢗ ߤక द࡛  సߕࣆ  .ࡔऒ  r ړ
సࠪన࠳న ޑࡏڷछ కర लణ, శࡎరం ࡅకए छޑࡏڷ  కర लణ ښంऴదం అం݄ శࡎరం߯ ఉనऒ छޑࡏڷ తफం࠴  కర लణ  ܼ࡛ए
ऒߕࣆ  
छޑࡏڷ ޴బܽद ఇڒ కర लణ ښంऴదం ࡅకए రछߖ  చనం ࠴తफం  ޑࡏڷछ కర लణ ܼ࡛ए  శࡎరం߯ ܽంۃ AC  
తపओ  g ࠼ఉంܼ  ڴకܽ లంబంڜߖ޳ఒక ࠾ࡍమ ࡍ ఆࣣ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ0 ڴࡍసߖ
బܽद తపओڒ సమघ ࡹఈ దశ ޳ࡶ ޴ఉంܿం ࡯ڵࠫ ڕࠬ ڴࡍసߖ షߕࣆ ߤऒ ऴదవङ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  mi ࢢࡌ
࢑ంచవ۪ऐ࠙ ߖసࠪనం అ ړߖ޳ంऴښ ऴదవङ ߗڒ . రछߖ ࢢࡌ చనం ࡅకए ऒߖހࠪࡍఈ ప  ,޶ࡶ फࡏڷ ంऴదంښ   
తफం ऴదవङ࠴ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜࢢࡌ , అ࠮  ޙ࠼లం అ޴ߝ ऴదవङ కएࡅ రంࡎలం శ࠮ ,ఉం݄ ڴంऴదంښ ړࢢࡌ  
ऴదవङ కएࡅ రంࡎశ   .޴ంޔࡏࠪ ڴ࢑ధం ޻అ ޴ఉం݄ అ ڴంऴదంښ ړࢢࡌ  అߩओ  ޴ంޔࡏࠪ ࡮ښఒ ޴అ ݡ
అం݄.  ऴదవङ ޴ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ छޑࡏڷ ࠾ࡍంऴదం మښ ࢢࡌ కర लణ ښంऴదం ࡓంݢ ఒ࢑ ښధంڴ 
छޑࡏڷ ޒࡎరం  ఏకࡎశ  ࠼ޑࡏࠪ కర लణ इऴࡹ ړߖޑబݟ ఉం݄ ऴదవङ ओߩంऴదం  ఇښ ࢢࡌ छޑࡏڷ ޒࡎఏక ݡ కర लణ 
इऴతంޑࡏڷ ࡹछ కర लణ ښంऴߖ޳ऒ  ఉం݄   g g  ޕࡏࠪ ڕ࢓޶ంࠉ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ ఒక ߩ࢙ࡗఉం݄   , మ ࡯߱ 
అࠉ ޴ంޙࢀࢗ ڕ࢓޶ అߩओ ऴదవङ ݡ छޑࡏڷ ࠾ࡍంऴదం మښ ࢢࡌ కర लణ ښంऴదం  ఇߩओ ళࢗ ړ࡯పࡹ ݡ ऱవ޶भ ఎ࡮  
శࡎరం ࡅకए छޑࡏڷ  కర लణ ښంऴదం ߕ  ݟ దగ ठర ࡛ڒ न ࡛ࠓ न ޳ࡶ ఏߕ޼ ఉందڝߘంݟ మޑࡏڷ ߘߝ ࠾ࡍछ కర लణ 
ऒߖ޳ంऴښ  కߕھߘలڕߘంܿߕऒ  ߘ
ऒߖ޵ ࡏࠬ  నం߄࢑ న࠳కށࠪߦऴ ࡮ۧ ޴బܽद  ఇڒ ࡍߖ  भషद ࠼ߦంߘ ݋ంݟ స࣊ओ ంࡍߖ ࣄۯ ݭ भషद ࠼ߦం݋ 
స࣊ओ ݟంߘ ం࣋ۯ ݭफ అ޴ మࢁऱ ۧ࡮ ऴށࠪߦక࠳న޴. ఈ ࠼ߦం݋ ఒక 
 ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ఈ ޴ఇ ޙ࠼అ  ޴फంࣆۯ ߖప ܿߦ ޜߖ޵ ࢓ࡏతफం   బ࠴  బܽदڒ
ओߩబܽद  ఇڒ ऒߖ޳ ߖڜࣆޓ ࠉ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ښఇం ࡏࠬ ݡ  మࢁऱ స࣊ओ ంۯ ݭయంݟ  అ࠵घ  ڴ࢑ధం ఈ  ࡏࠬ 
ఉంۨనߩओ ऒߖࡌࡎతफం శ࠴ ఈ ࡏࠬ   .޴फంࣆۯ ߖప ޜߖ޵ ࢓ࡏబ ߖ޳ ݡ  ంۨࡍڷ ࠉ ࢓޶ంࠉ 
పࡍషए ओߩంۨనࡍ फࣃࡱక ࡱफڕ࢑࢑ధ పం  ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ,ݡ యࡏࠬ ߖ కھߘంܼߘߝ ,ࡏ ఇకए డ మࡖక 
ऒߕఉ ڵ࡯క ݋ం࠼ߦ ऒߖ޵ ࠾ࡍమ ߘ  c  ݟయంۯ 
छޑࡏڷ ޴బܽद ఇڒ కర लణ ښంऴదం 
కएࡅ రంࡎశ ޴బܽद ఇڒ  సࡏࠬ ,ࡔ ఒక ߄ࣃరణ సమసङ షएࡍప ߘ दࢲదృ ۯంࡍ ంߖޑऒ   cg ࠭࠲ 
फࣃ޴ం߰ࡐ ࠭ మߖ޵ ࡏࠬ  ࠾ࡍऒ  ఒక ఉ޳హరణڴ పࡍగށంచగల ࢑࢑ధ ߜڒझ ࡍవ ߘद లߵ पࣃफ ࠭.  అڴ ޴ b 
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ఉం޴  ఇకए డ ߧవ݋ ఉం޴  ఇకए డ ߧవ݋ ఉం޴ ఇకए డ ఒక ߧవ݋ ఉం޴, ఇకए డ ߤࣾ࠻ࡍ ఉంܿంద޴ߝ k1 k2 
సओ షदంڴ ఉం޴,  ఇ޴ ఇ޴ r1 r2  r2 
 r1 r2 r2 ޴ఇ ޴బܽद ఇڒ
కएࡅ రంࡎశ ߘߝ బܽदڒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ  cg  ߘ
फ߭ࡏڷ ߖఅ ࢓ࡏబ  ࢓ࡏఈ బ  ޴ంޔठڷత  ࢓ࡏఉࣣ బ ޴బܽद ఇڒ दܿڝంݟ ऴదవङ ࡓ ࢢࡌ ऱܿ బ࢓ࡏ అం݄ g 
छޑࡏڷ కర लణ వలన వۯऐ  ऴదవङ ࡓ ࢢࡌ ऱܿ తछ రణం ఇ4 ޴  అߩओ ࡍߖ ఈ ޴ఉం ࢓ࡏక బࡖమ ڕߕ ݡ भషद p 
ओߩۮ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ޴వదभ  ఇ ݋ం࠼ߦ ࡓ ޴ఇ ޴ఇ ޴ఉం  ࢓ࡏం, బ޳ంڕ ऱܿ అޙ࠼ p w1 w1 w1  q1 6 g 
ఇߩओ ऒߕڕߘ࢐లڝࣆޓ  ڴ࢑ధం ఏ ࡏࠬ ࡱफ అం۪ޒక ޳ࡶ ࡱ ݋వ߯  ࠾ࡍమ  ݡ    సమసङ ऒߖڜ ࡹ  k1 k2
ఇవछ ࡱలతڜ బݞन एࡖ߮ ߖऱ అࡏంܾࠬట࣊ 70 ޴ߝఅ  ߘߝ ,࠼ ంܼߘ, అࡅ ݭࡌ ࢑కए  ߰డ࢓,  ఆ߯  అۃڴ ab 
छޑࡏڷ ޴బܽद ఇڒ కర लణ ښంऴదం 35 ࣊ంܾࠬటࡏऱ  ߩ࢙ݟڕ మ࠾ࡍ ࣊ంܾࠬటࡏऱ అߖ ఇవछ బݟం޴  ap  30 
బܽद సओڒ షदంڴ ఐ޶ ࣊ంܾࠬటࡏऱ ఉంܿం޴,  అߩओ ࡍߖ ڕమన ݡ भషद ࡯࢐ڒ ࡱࡌ޷ ఆࣣ ఈ pg ak1 kk1  
అ1 ڒ అం݄ ఏࠫܽ మ࠾ࡍ అړ ޴ߝ సࠪనం అం݄ కޒफ ఉనऒ  ऴప޻శం  అం۪10 ࡱ ࣊ంܾࠬటࡏऱ  ak1 bk2
సࠪనం k1 g k2 g  k1 g k 2 g ړ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ޴ߝఅ  ࣆࡱޘ ఏࠫ ڕబܽद మనڒ
లङޝ࢐ద సమߘफతం అࣆऱ ऴపࡏన࣒ 10 25  ࣊ంܾࠬట࠳ బܽद 35ڒ ంࡹ ఉం޴ 
 r1 r2 ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕफలڕశ ࣋ۯߖప ړ޴ంړऴ ࠾ࡍమ  ࡱफڕశ ࣋ۯߖప ړ߯ బܽदڒ
లङޝ࢐దం  సమߘబܽद అڒ ం  అం݄ వߤ పऱ࣒ చరङޒऴప ݡంࡓ  ݡంࡓ  తపओ ࡱ ప  ڴࡍసߖ ऱ࣒ r r w 1 w ړ  
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  
బܽद  పڒ ऱ࣒  సࠪనం 6 r 1 r 2  w w 4 ړ1 
फࣃۯ ߘߝ ޙ࠼ఒక సࠬకరణం  అ ޴ఇ ࡔబܽद 10 సڒ లङޝऴభమణ సమ  ߘ द࡮ݥ   g g ࡱހࣾ ంۨࡍڷ సంڝ 
ओߩంۨ ఇࡍڷ యడంޓ ంܿనऒڕࣆޓ ࡱހࣾ  ݡ ऱܿ ۯ ࡽࠋࡶయంݟ,  ఇߩओ సవङ ޴అ ݡ  ޴ఉంܿం ࡹశ޴
అޙ࠼ ఇ࠻ ޴ంܾ  ڒऱڡ ࢙ w1 ߘలހࣾ ࠭࠲ ంۨ߅సంబం ړ ݋ం࠼ߦ  ࠾ࡍమ   ޴ఉంܿం ࡹ ܘ
   ంܼ࠭ڕࣆޓ
 ޴ంޔڷࡏޒ ࡹశ޴ ఈ  ޴బܽद ఇڒ
రం  ప޷ న࣒࠳ బܽदڒ ऱ࣒ ओߩఇ  ړ ݟంߘ ݟంߘ  ఈ పऱ࣒ ݡ   ఇకए డ ఒక ړ࠻ दంۃ  ఉం޴r1 k1g  r2 r2 k2g w1 

 తफం 0  w1 pg࠴ తफం࠴ లހࣾ తफం࠴
బܽद మనం సంఖङڒ లߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయవ۪ऐ  ఇ޴  ࠬటర ऱ0.25 ࡹ ऴ0.25  ڴ ࠬటࡏऱ ښవలం  k 2 p 1 g 
ఇకए డ 5 ࣊ంܾࠬటࡏऱ ࣊ంܾࠬటࡏऱ p 1 g 5 
ऒߖހసࠬకర ࡏࠬ  ऱࡏటࠬ 0.05 ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ  ߰ం࠳ ࡏޑ޶న࣒ ړ సࠪనం  ఖۨऐ తంڴ r1 r2 1.2   g
ओߦۮ లం݄ ߖ࠿ ߘߝటऱߘ ऴ࠻࢐లڕߘం݄ ఉంۧߘߝ ࡯ ఇకए డ ߙङ టߤ లߘ ऴ࡯࠻࢐ మڜ  ࠾ࡍంۮం 
ओߩఇ ݟంߘ లހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ޴యం ఉం࠲తం ऴపށం  అంకగۮంڜ  r r ࠾ࡍమ ߤవ ࡏࠬ  ݟయంۯ ݦ
एړࡵ ࡏࠬ ߖఒకܽ అ ݡంࡓ   ఉం݄ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ڕߕ ޴ߝఅ ݡంࡓ ంచవ۪ऐ  r one r r ݡంࡓ  
ఒకܽ ࠬࡏ అకए డ ߘంࡓ ݟంݡ వߤ పదڜం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࡓంݡ ఆ߯  ߙङ టࡱ ߤ మ࠾ࡍ  r r1  54.88 r2 
ङߙ  నߩ࢙ݟڕ టړ ߤ సࠪనం 43.12
న సమసङ࠳బܽद ఈ రకڒ లۯ ߘయడం ۧࣆ ࡮లభం 
झ࡯࠻ۯ ࡏࠬ బܽदڒ ంద࡮ऱ  ఆࣣ ޶ండڷࠈ  
న సమసङ࠳ఈ రక ࡏࠬ బܽदڒ లۯ  ߘయవలࣄంద࡮ऱ ङࠈ సంڝ ల࡮బ  ࠲యడం ࠪऴతࡌ   झߖࡵ ంۃ 
సࠬకరࡱހ మ࠾ࡍ ۪కए ల ڝసం ࠈङ झߖࡵ ంۃ సࠬకరހలߘ ऴ࢐యంݟ  అ࢑ అ࢐ߘద సమޝలङ  ޒबࣄ 
మ࠾ࡍ ऴభమణ సమޝలङ ओߩऴ࢐࣋ట ࡏࠬ  ߖޒबࣄ  నऒڕࣆޓ ࡏࠬ   ݡ ओߩ ంۨ చరऐࡍڷ ݋ం࠼ߦ నڵత   ݡ ࡱ
జర࡯ߦ   ఇకए డ ࠬ ࠊజగށతం మࡍంత సరళంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఇߩओ दࢲఒక దృ ࠭࠲ ݡ ంߖޑऒ  మࡖక 
సమసङ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘ ల సమసङڒ࢑࢑ధ ర ڼݟఅ ޻ప ޻ప ࡹࣾࡎప ߗڒ  ࠭ ऒߕఉ ࡱ  ࡱ࠻࢑ష ࢑࢑ధ  ࠼
అడగవ۪ऐ  ఒకܽ ۮߖऐ న సమసङ दࢲదృ ߘߝ ߖߖ޵  ంతంࣃࡱߧ ڴफ ఒక సమసङ  ޳ࡶ  ߘ సమసङ ߖߖ޳   ڴ
పࡍగށంచవ۪ऐ ऐۮߖ फతంࣆऴప ڕహరణ޳ఉ ޳ࡶ  న సమసङ   ఏరओ  ޴ంݟ
ऐۮߖ ڕߕ  ޴డ ఉంڿ ڕߕ ޴ఉం ࡮ఇ ޒबࣄࡍబܽद పڒ న ఉం޴ ఇకए డ ఇۮߖ ޴ऐ న ۮߖऐ న ڿడ మృ࢙޶న޴ ab  
అڿ ޙ࠼డ మృ࢙޶న޴ అߝ  ޙ࠼ల గڴڕࡏ ఉం޴, ఇݞږ  ޴ గڴڕࡏ ఉంܿం޴ ఇࣇ ݞږ ޴घ  ڴ ޠ
ఉంܿం޴  
फࣃࡱߧ  ߖఅ ߘߝ ߖ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ फࣃࡱߧ ߖఅ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ޴ఇ ,ߘ  d c c  ߘ
ओߩఇ  ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ߖప ړ޴ంړऴ ړࡹ ࢓ࡏబܽद బڒ దట  ࣊ए࠴ ఏࠫܽ మనం ࡱफڕ࢑࢑ధ శ ݡ  m ࡮ۧ ࣄڶ ۶
సओ షदంۨࣇ ڴంۧ࡯  ఆ తࡌछ త ܼ࡛ए  ల ޴శలݞږ ߘ  ఇߩओ సओ ࡮ۧ ݡ షदంۨࣇ ڴంۧ࡯ ఎం޶కం݄ ڿడ 
 ޴ఉం ڴߩߘߘ
బܽद ఇకएڒ డ ऴపޒచరङ  ఉంܿంߖ޵  ,޴ऒ फࣃࡱߧ ߖఅ ߘߝ  ऒߖڜ  ߘ  n2 cn2 ߖఅ ڕ޶ఎం ޴ల వలऱ ఇހరڒ 
फࣃऴగࣕ ࡏࠬ . ࡏ
ऐۮߖ  న ఇߩओ కలపవ۪ऐ ڴఒకܽ ࡹߖ޳ఒక ߘफలڕశ ݡంࡓ ఈ  ݡ  అం݄ ߖ޵ ߘߝऒ సओ ࡮ۧ  షदంڴ 
  ޶ࡶ ంచడంۨࣇ

Pru
tor
@
IIT
K



ࡍߖ ޴బܽद  ఇڒ भషदంڴ ఉంܿం޴  ࣾࠫంచంߖ޵ ߘߝ ݟऒ ړఈ శ  ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ  फ ఉతओ ओߩన࠼फ  అޒ  ݡ
సమޝలङ త ڝసం ߖ޵ ߘߝऒ  ఉతओ ओߩనࣄۯ फޒ ࡍߖ ఒక అ࢑  ݡ भషद ࠼ߦం݋ వదभ తపओ క కࣃࡱफ  డनۮ ޴అ ,ߘ
फࣃࡱߧ ߖఅ ڕ޶ఎం ڿ ߘߝ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ޶ڒ ऴతంۨڣࡔ ఆ సందరग ,  ߘ ంࡏ࢐ ࡹ అకए డ ఎంڕ޶ 
కలࡏ࢐   ࡯࢐ అۯ ࡮యక߱ޙ  ఏࠫ జޔڷࡏం޾ అకए డ   ࡏ࢐ కڕࣆࡱం݄, ఈ ࡍߖ भషद ࠉంڕ࢓޶ 
సంబం߅ంۨన అߖऒ   ܼ࡛ए ऒߕࣆ  ࡱ   ࠼ఉంܼ ڴ
లङޝऴభమణ సమ  ڴజంߖ ޴బܽद ఇڒ ం ړంద ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇړ   ݞږ ޴ంద ఉంܿం޴ 
फࣃ۫ ߘ࢓డ߰ ښఈ ఓ ࠭࠲  బܽदڒ ࠭.  ఈ ߖހڝऒ ऐۮߖ ݟలవంߧ ߖఅ ܼޓ  న ࣄۯన ߖހڝऒ  ab w ܼޓ  
న ఉనऒߩ࢙ݟڕ కएࡅ ݭࡌ అం݄ ఏࠫܽ ړߖ܉ߖ ޙ࠼అ ࡹణంڝ ణం ఏڝ నࣄۯ ޜలߝ   ల ࠬద  f f޳ߦ 
కएࡅ లߝ ऱࠂ  కएࡅ ߤࣾ࠻ࡍ ࡛  ऴపޒచరङ కएࡅ   ऴపޒచరङ  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ సࡔ ఇߩओ  ߖߖ޳ మనం ݡ
వరए भ޳ۯ ݋࢓ ం  ఇ޴ అ࢐ߘద సమޝలङ ం మ࠾ࡍ ऴభమణ సమޝలङ ం ړంద ఉం޴  
లङޝ࢐ద సమߘబܽद అڒ ం అߖऒ  శڕफల ڴࣄघ ऒߖఅ  ޴फంࣆۨࣇ ߘ  శڕफల ڴࣄघ ऒߕࣆ   ڴ޴డవ࠮  ,సࠪనం ړ
ప࣋ۯߖ శڕफࡱ ఏ࢑ అం݄  మనࡓ ڕంݡ రڒల శڕफࡱ ఉంܼ࠼ 
 శ޴ ࢓ࡱߖ  ޴ఒకܽ   ఒకܽ ఉంܿం ࡹశ޴  జ సࠪంతరޒऀ ڕబܽद మనڒ
ऒߖఅ ࠾ࡍఉంܼ࠭  మ ڵ࡯క ڴࡱހసࠬకర ݡంࡓ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ కएࡅ  కएࡅ తफం࠴  ऒߕࣆ    fy x 

ऒߕࣆ ऒߕࣆ సࠪనం ړ ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ࡱफڕశ ݡంࡓ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ  జ f uh uhޒऀ ࠼
సࠪంతర ޴శࡹ ఉనऒ  శڕफࡱ అ޴ ప࣋ۯߖ ఒక శړ फ  మࡖక శړ फ ఉం޴, అ࢑  వదभ ప࣋ۯߖ ఘర लణ శړ फ   n2  a b f 
ऐۮߖ ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ వలంښ  ంۨࡍڷ फలڕశ ࣋ۯߖప ࡹశ޴ సࠪనం ړ బܽदڒ న బ࢓ࡏ అం݄  f  n2 y uh 
छޑࡏڷ కర लణ ښంऴదంࡹ పۯ ߖయడం మ࠾ࡍ  ఈ ࡍߖ भషद ࠉం࢓޶ వదभ   ऴపޒచరङ n1 mg ߖసࠪనం అ ړ 
ఖङ࠭ ݡంࡓ .޴फంࣆۨࣇ ङ࡮ޝ࢐ద సమߘఅ ޑనదంࣄۯ మనం  ࡱހన సࠬకర࠳ ऒߖ  ఉపڵࡆంచడం 
ࠪऴత޶ڒ ࠲  ఇߩओ లङޝऴభమణ సమ ݡ ం  
ऒߖబܽद అڒ  ܼ࡛ए  ల ࠴తफం ఇߘߝ ޴ ఏ ࠼ߦంړࡵ ߖ ݋ए ంۧలڕߘంܿߕऒ 0 ڴసࠪనం ړ ంۨࡍڷ ߖ޳ ߠ
ఉం࡯ݞ మࡍڷ  ߘߝ ࠾ࡍంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕంܿڕߘలݞ  b ࠾ࡍమ ߘ
ओߦۮ ߘߝ బܽदڒ లڕߘంܿߕऒ కర ܼ࡛एߖ ంۨࡍڷ ݋ం࠼ߦ  ߘ  b ߖ ݋ం࠼ߦ నࣄవలڒ ڕࠬ ࡱ 
ఎం۪ڝవ۪ऐ  ఇ޴  జޔڷࡏం޴ అߩओ కएࡅ రంࡎశ ޴ంޔ࢓ऴభమణం అ ޴ఇ ݡ  బ࢓ࡏ   సవङ  ఈ uh ࡹశ޴
అపసవङ ߖߖ޳ ఈ ޙ࠼అ ޴ంޔڷࡏޒ ࡹశ޴  వङ ओߩޒ ࡹశ޴ కࡔޒ  n2  ޴ంޔ
ࡍߖ బܽद ఈڒ भషद ࠼ߦంߘ ݋ంݟ లంబంߦ ڴదంړࡹ అ޴ ఈ ߰డޜ2 ࠑ ࢓   సࠪనంڴ mg mg  ah l 
ఉంܿంڴܼޓ ߝ࣌  ޴ ఈ ߰డڴܼޓ ߤ࣌ ڴܼޓ ߤ࣌  ࢓ ఎߕࣆ  ܼޓ ߤ࣌ ࡽऒ  సࠪనం ړ
फࣃۯ भ޶ర ߖ ఈ ߘߝ సࠪనం ޴ఉంܿం ڕߕ బܽदڒ ఇపओ ޴ఇ  ߘ ఇకए ښܽ డ ޜ సࠪనమڕߕ ߖ n2 n2 f
छ޳ 2 ޴అ  ࣆࡱޘ ओߩఇ  ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ړࡹܼޓ ݋ڝ ࡌ mg  ࣆࡱޘ ڕߕ అం݄ ఏࠫ݇ ڕߕ ݡ n1 n2
అం݄ ఏࠫ݇ ࣆࡱޘ ڕߕ 
ړతफం శ࠴  ߘߝ బܽदڒ फ అం݄ ړ సࠪనం f n2
ړతफం శ࠴ బܽदڒ फ అం݄ ࠴తफం   శړ फ అం݄  ࢐సफړߖ࢐ ఇ޴ ऴపޒచరङ ऐۮߖ  న ޳ߦల ࠬద ఉనऒ  ah ޴ల  ఇߝ 
కएࡅ    వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.  ࣋ए छ ࡛ न అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ न  1 ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ   छ ए࣋ ۯ 4 ߖܼޓ ࡛ छ ࡛ mg 
యడం తపओۯ  మࡖకܽ ߖ  .޶ڒ వర ठ࠮లం4 ڴ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ బలం ޴ఇ ݟంచంڵ࠙ ޜ2 ܼޓ ࡛  mg cos 
పࠪࡍణం,  ࠬࡏ ఏ ޴శڜ ࡹంۮం గణన ۯయవ۪ऐ    శړ फ   ޴శ  ఈ ࡍߖ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ఇړߖ޻ ޴ అڷߘణంڴ 
ఉంܿం޳ ߖ޳ ޾छ ړశ ࡌ फ ఇవछ బޔݡంڜ   ߘߝ ,޴ంత ߮ࡏ ߭ दܼ  ,࡯
ړబܽद శڒ फ ࡅకए శ   చరङ޴  కएࡅ  చరङޒశ ऴప࢐హ ऴప޴ నࡕశ స޴  కएࡅ   ऴపޒచరङ కएࡅ    ణం rڝ శ  ఈ޴ 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ఒ޴ڜ   ߖࠐभ܉ ڴङ ంచవ۪ऐށగ ݞږ ݟంߘ ޒࠫ  మ࠾ࡍ  ఇߩओ   ah ࡗమ ࠭࠲  ݡ
ఉ޳హరణߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ  ఇߩओ फࣃ࡯ࢣࡍప ࡍࣃࡗమ ߖߖ޵ ࠭࠲ ݡ రణ సమసङ߄ࣃ ࠭ ऱࡹ  ఒకܽ  
ऐۮߖ న సమసङ  మࡖక ߄ࣃరణ  సమసङ ऱࠈ ࡎ࠙ న ఒకڵࡍޒߩవం ࡏࠬ     ߖߖ޵ ࠭࠲ ఉంచడం వలన ߘ ڡ
फࣃࡱߧ ࠭ ࢑ࠪనం ఈ రక࠳న సమసङ ల࠭࠲  ߘ వంڵࡍޒߩన ࢑ࠪనం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  మ࠾ࡍ  ࣾࠫంచంݟ 
ऱࠈ  ߖߖ޳ ߘߝ ऱࠈ ఉంۨన ࡹ࢑ࠪనం నڵࡍޒߩవం ߕ޼ఏ ޳ࡶ ڡ झڡ  అࣃࡱߧ ߖफ  రణ߄ࣃ కࡖమ ޴ఇ ,ߘ
సమసङ సమసङ ߘߝ ڴ फࣃۯ ߘߝ  ߗڒ ޶ࡶ వడంࠓऴ࢐య ߘ ङࡌڒ वసफࢡ కޒࠥ ߖ޳  ߘ లయం ࡅకए  కޒࠥ 
फࣃवࢡ ऒߖ  ఇ࡮ వࡍ पంచంߕ ,ݟ దగ ठర వంڵࡍޒߩన  ࢑ࠪనం ఉం޴   ఇܼޓ ޴ మߕ ࠾ࡍ దగ ठర ࠈऱ  ,ࡏఉంۧ ߖ ڡ
అࠈ  ޴ऱ కएࡅ ڡ  ఎޔफ మࠈ ࠾ࡍऱ కएࡅ  ڡ  ߰డࠈ ޳ࡶ ࢓ऱ కएࡅ ڡ  ఒక ࢙ߩ అࣃࡱߧ ߖफ   k b ,ࡔస ޙ࠼అ  ࡏ
బޑࡏڷ ࢓ࡏछ కర लణ ښంऴదం ߘంݟ పࣆۯ ߖफం޴, ఇ޴ అޔ࢓ం޴,  ఇڜ ߘߝ ޴ంۮం తڵ ठࣃफ  mg ࠾ࡍమ  ߘ
షएࡍప ࡹశల޴ ݡంࡓ ߖߖ޵ ంచవ۪ऐࡍ ,  ఇܼޓ ࣒ڒ ޴  మ࠾ࡍ ఇ޴ అޔ࢓ంܼޓ ߤ࣌  ޴ ఇߤ࣌ ޴ mg mg 
ओߩఇ  ,ࡔస  ޴ఉం ࡹܼޓ ࡍߖ ఈ ࡏࠬ ݡ भషद వంڵࡍޒߩన ࢑ࠪనం ۪ द݀ పओޒ  వ۪ऐ  అڕߘం޳ం.  ఇߩओ  mj ݡ
పओޒ ߘߝ గలߘߝ  ߘ వంڵࡍޒߩన ߮ऱޒ ߖ ߤపओ గలߘ అۮ ߖపओ వछߖ ంݟ   అం݄  ࠂऱ ఉనऒ ࡹ ࡛ ऱࠈ   mg ړ޴ంړऴ ڡ
పࣄۯ ߖనߩओ ంచవ۪ऐ߭ ߘܼޓ ࡽڵం࠻ ݡ   ऴపޒచరङ  రణ߄ࣃ ఉం݄ ޕڷࡏޒ ߘߝ  ޴फంࣆۯ ߖప ݞږ 
ऴపޒచరङ  ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఉంܿం޴   ఈ సమయంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޴, ఈ ࠈऱ ࡍ޽ ڡ ऱ߱ ओߩన࠼ ऱࠈ ఈ ݡ   ڡ
ࡍ޽ ऱ߱   రణం߄ࣃ    ޴ంޔ
ࡍߖ ఒక  ࡏࠬ బܽदڒ भషद ࠉంڕࡏۯ ڕ࢓޶నऒ ओߩ  n ࡏఉంܼ ߝޕڷࡏޒ ఈ ࡏࠬ ݡ
ऒߖࡌ޷  బܽद ఈڒ फࣃࡱߧ ߖరం అ޷ ఈ ࠭࠲  ऒߖ޵ ࠭  ఉతओ  xi ޴फంࣆۯ फޒ
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రం సओ޷ ఈ  ࡏࠬ బܽदڒ షदంڕࣆࡱޘ ڴంܼߖ޵  ߘߝ   ࡏऒ  అࣃࡱߧ ߖफ  x ߘ
కएࡅ బܽदڒ  దరࣆڣफ ࠼ߦం݋  ఈ పంړ फ ߘంݟ ఈ పంړ फ ࢙ޔࡏࠪ ڕߩం޴ మ࠾ࡍ సڴࡍठ ఈ ࡍߖ भషद   n n 
ఉనऒ ڴసࠪనం ޜߩ࢙ ओߩ ࡍ޽ రంࡎశ ݡ ऱ߱ ओߩఇ  ޴ంޔ న సమసङ࠳ఈ రక ݡ యవ۪ऐۯ ࡱ ऒߖ޵ ߘߝ    ఇ࡮  
फࣃࡱߧ फࣃࡱߧ ڴ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘߝ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ  ߘ फࣃࡱߧ ڴ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘ फࣃࡱߧ ߖఅ  ߘ  b ޙఅం ߘ
ओߩఇ ڕߕ ऱ࡮ందࣄవలڒ ݡ ऱࠈ  ऒߕఉ ࡱރరߏ ݡంࡓ ړ ڡ ऱࠈ   ఒకܽ  ࠼ రవ۪ऐ܉ ړ޴ంړऴ ڡ , అ࢐ߘద చలనం 
ऱࠈ    ޴ంޔ߱ࡍ܉ ړ޴ంړऴ ڡ
లङޝ࢐ద సమߘబܽद ఒకܽ అڒ घڴࣄ  లङޝ࢐ద సమߘసం అڝ  ం ڝసం ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ    సమޝలङ घڴࣄ   f 
తపओ ओߩఅ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ0 ڴࡍసߖ లङޝऴభమణ సమ ݡ ం ఇ޽ ޴ర ऱడం ࠪڕ ఇషदం ޶ࡶ  
ࡍߖ ऱࢇࢗ ߘߝ బܽदڒ भషद ࠼ߦంࡍڷ ݋ంۨ ڝࣆޓ ߘߝగలࡍڷ  ߘంۨ ࢐ڝࣆޓలం݄ ఇࣄ  ޴ఐړ సࠪనంڴ c 
ఉంࡍڷ ߖ޵ ࡯ݞంۨ చరऐ ओߩఇ  ࡯ڴజర ࡱ లङޝ࢐ద సమߘఅ ݡ ం ࡍڷంۨ ఏࠫܽ అం݄  ߖ޳ అర बం ఏࠫܽ 
అం݄ ࠴దܽ ऀޒజ సࠪంతర శڕफࡱ అం݄ ఏࠫܽ  ࢑࢑ధ ऀޒజ సࠪంతర శڕफࡱ అం݄ ఏޒऀ  ࢑జ 
సࠪంతరంڴ ఉంܼ࠼.  ఈ ࠈऱ ఇకए ࡹ ڡ డ ఘర लణ శړ फ ఉం޴ f  
బܽद ఈ తపओڒ ړక శڛఏ ࣋ۯ ߖప ࡹశ޴ ఈ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޵ ڴࡍసߖ फ ఇ޻  ఈ  ޴శࡹ   ఈ ޴శࡹ పߖ f 
 mg sin theta ޴फంࣆۯ
ओߩసࠪనం, అ  ڕܼޓ ߤ࣌  బܽद అం݄ڒ  సࠪనం,  f mg n n mg ڕܼޓ ࣒ڒ ޴ߝసࠪనం  అ ړߖ޵ ݡ
ఇߩओ  ంۨ cࡍڷ ݋ం࠼ߦ ఈ ޴ఉంܿం  ڴసࠪనం ړߖ޵ ޴ంۨ ఏࠫܽ, ఇࡍڷ చనలࡹంۨన ఆࡍڷ ߖ޳ ݡ
ܼ࡛ए  ఉంܿం޴ అం݄ అం݄ ړࡹ ఇ޴ తపओ c n x r ݞږ ࠾ࡍమ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ڴࡍసߖ f 
సృࢳदంచޜࠓం޴  ܼ࡛ए ఇకए ݟంߘ   డ ߘంࡓ ݟంݡ లంబం޷ ڴరం వరڕ ఉంܿం޴  f h 
ओߩఎ ڡం࡯ వڷఎ   ݟంߘ ݡంࡓ ఈ ݟంߘ లހసࠬకర ݡ࠮ బܽद ఈڒ  మనం eq ޾ంޔڷࡏజ ݡ
చࡍऐ ంచవ۪ऐ    ఎߧ݇ ښऱంڕࡶ ۃంݞ ߮ऱ࣒   న࢑ࡷద࠴ 
సమసङ ࡱޔबࣄࡍ࢑࢑ధ ప ంܽ࡮బܽद అڒ  ࣊షߘ ߤ చࡍऐ फࣃ ధనङ .࠼  ࡱ޳࢐
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