
కࡱހ మ࠾ࡍ దృఢ࠳న చలన వङ వసबల ࡅకए  ࢑࢑ధ ఉ޳హరణࡱ మ࠾ࡍ  అܿవంܽ సమసङ లߘ 
అధङ యనం ۯయښ ړߖݞంऴద ࠭ఖङ న ࠙వన  ऴదవङ࠳ కएࡅ ంऴదంښ ࢢࡌ  ࠙వన అ࠭࠲ ߖ ऴగࣕంۧ࠭, ߖనऒ  
चࡿࢗ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ړߖݞऴగࣕంచ ࠭࠲ ,  ࠭ڴࣃ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ࠭࠲ ࠭ మښ ࠭࠲ ࠾ࡍంऴదం 
కएࡅ  ࢘గం ࡅకए  ࠙వనߘ పࡍచయం ࠭ࣃۯ. ऴదవङ ऴదవङ ڴ࢑ధం ޻అ  ࢢࡌ కएࡅ ంऴదంښ ࢢࡌ  తछ రణం ఈ 
नݞऴప࢘శ߭టदబ ࡱవన࠙ ݡంࡓ ఒక సందరग ࠭࠲ ࢐తࡏత ࠾ࡍమ  ࠼ ంݞږ ࡹ చࡍऐ ంۧ࠭ బࣗళ-కణah 
వङ వసब ࡅకए  సరళ࠳న ࡓంݡ  కణ వङ వసबࡹ చలనం ࢘ۯ ࡏయబݟన ښ ޳ࡶంऴదం ࡅకए  కద࡯కڴ 
࢑భ܊ంచబݟం޴. ऴదవङ న ऴదవङ࠳ऴప࠙వవంత  ޳ࡶ చలనం ࣾ߮ࣃ కܽࡖమ ࠾ࡍమ  ࢢࡌ కएࡅ ࢢࡌ  ࠙వన అߖ
फࣃࡱߧ కణ వङ ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡏ వసब ࡅకए  వङ వసब ࡅకए ړశ ޒతफం గ࠴  फړࡵ ߖए ంۧ࠭,  అߩओ  ఈ ݡ
కణ వङ ݡంࡓ వసब ࡅకए  ఈ గޒ శړ फ  ڒవ۪ऐ న࠭࠲ ߖ ऴగࣕంۧ࠭. ऴదవङ  ࠾ࡍమ ڴణంڷߘఅ ړߖ޳ంऴښ ࢢࡌ
తڵ ठన ऴదవङ ڵత ࠾ࡍమ ࡔస ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴణంڷߘఅ ړࢢࡌ ठన ऴదవङ  ޜగం࢘ ࣾ߮ࣃ  ࢢࡌ
నऒޔڷࡏޒ ऱܿ కࣆߧߖफం޴  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఉనऒ  ࢑షయం, ߖనऒ ల వङހక ࠭࠲  వసबలߘ v v 
అధङ యనం ۯయړߖݞ ࠭ంࡿࢗ ڕ޶ऱ ࠭ మ࠾ࡍ కހల  వङ వసबల ࢑షయం࠱࠴ ࡹంటం ړ࠻झ లࡔషߤ 
࠙వనߘ ఎ߄ࣃ ࡮రނకࣃࡍफ ࠭  వంܽ ߖڜऒ  అదనߩ ࠙వనڕࠪ ࡱ అవసరమ࠭࠲ ߖ ऴగࣕంۧ࠭  
ऴదవङ .࠭ࣃۯ చయంࡍప ߘవన࠙ ࠭࠲ బܽदڒ కएࡅ ంऴదంښ ࢢࡌ  ࢘గం, ऴదవङ కएࡅ ంऴదంښ ࢢࡌ  తछ రణం 
ړఆస ࡮ۧ ࠭࠲  ంۨࡍڷ ࢐ܽ నࡷద࠴ फకర࠳న ఉ޳హరణڴ పࡍగށంۧ࠭, ࡓంݡ కణ వङ వసब ࡅకए  
సందరग ంࡹ అ޴ ఎޔڷࣃ ࡮ం޴  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ కణ వङ వసब ࡅకए  చలనం ߘߝ పࣃ࡯ࢣࡍफ నߖ 
అڕߘం޳ం  గޒ శړ फ ఈ ࠴తफం గޒ శړ फࡓ ߖం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభ܊ంచవ۪ऐ , ఒకܽ  ऴదవङ కएࡅ ంऴదంښ ࢢࡌ  గޒ 
శړ फړ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ తڵ ठన ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ  గޒ శړ फړ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴  తڵ ठన
ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ  ࢘గం ఎంత అం݄ అ޴ మధङ  v v ڕలހక ݡంࡓ ఇ࢑ ݡంࡓ ࠾ࡍగం ఒకܽ  మ࢘ ࣾ߮ࣃ 
సంబం߅ంۨన ࢘ࡱڴ మ࠾ࡍ ఈ ܌ࡗ మనం  కހల వङ వసबల ऴభమణ చలߖߕऒ  అధङ యనం ۯయړߖݞ 
࠭ంࡿࢗ ڕ޶फ ࠭. కހల వङ వసबలࡹ అ޴  సछ చऑ వ۪ऐڒ ࢐దంߘన అ࠳ సछ ޴అ ޳ࡶ  చऑ  న ऴభమణం࠳
వ۪ऐڒ వ۪ऐڒ ݢంࡓ ޳ࡶ   
ऒߖߕబܽद ఆࣣ  , ऴభమణ చలڒ  ఎ࡮ ఎࡗ޶ए పओۮ ߘߝ ࡹ࢐ గڵ࡯న޴ మనڕ అవసరం మܽߝ ࠾ࡍ అంశంࡹ 
మన࡯ऒ  మనం సనऒ దमం  ࢗ ࡯࢐ڝࣆۯక द࡛  ఉతओ ऒߕޔࠓంచށగࡍప ߖफޒ ࠭ మనࡓ ڕంࢗ ݡక द࡛ झ  ఉనऒ ओߩ  ahݡ

మ࠾ࡍ ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛ झ  మధङ  ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द ఏࠫܽ అం݄ మనڕ ఈ ڒࢗद࡛ ఉతओ   య a bނڝ ࠾ࡍమ ࡱफޔ
࢘గం అవసరం  , ఒక శࡎరం అࣾం ۪ द݀  ڴణంڷߘఅ  ړߖ޳ ,޴ఉంܿం ࢓޶ంࠉ ޒऴప ߯ߖ޳ ,ం݄ޔڷࡏޒ 
.޴య ࢘గం ఉంܿంނڝ
ఈ శࡎరం߯ ऴపࠉ ޒంނڝ ݞږ ࢓޶య తछ రߖހऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴  
ऒ࡯మన ޜలޔపదभ ࠾ࡍమ ࡱ࢑࢑ధ ࠙వన ڴऴకమం ࠭࠲ బܽदڒ  మనం సనऒ దमం ڕࣆۯంܿߕऒ మࡏࠬ ߖ 
ऴగࣕࣃफ ࠭  , కࡱހ మ࠾ࡍ దృఢ࠳న కద࡯కల వङ వసबలޜ వङ వహࡍంۧ࡯ మ࠾ࡍ  సࡔ 
ऒߖڴ࢘ యނڝ బܽद ఈڒ  ఒࢗ ڴ࠲క द࡛  మނڝ ࠾ࡍయ ޳छ फࣃۨࣇ ڴరణం߄ࣃ ࡌ తछ .ࡏ రణం  ߄ࣃరణంڴ 
ఆ࡮औ थ܉క సంށࠪߦऴ ࡮ۧ ఇ࢑ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ ޜ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡱߕࠪ झ࡯࠻ۯ ంۮంڜ మనం ݡ   
ఉంܿం޴, ఇ޴ గށతం అࡏࠬ ߖ అڝߘవ۪ऐ ఉంۨన ڴ߅ߖޒऴప ߘߝ ߗڒ  ऱܿ ߕ ޶ڒ ఉపߕङ   నడంޒ ࡹలࣃ
కߗసం ఈ ࣃब క సమసङޒࠥ भ޶భయపడవ  ړߖޑށగ ߕߞࡹ࠼ లߘ అధङ యనం ۯయࡏࠬ ړߖݞ వۯऐ  గߖޑށऒ
ఒక ࣃధనంڴ పࡍగށంచంݟ మ࠴ ࠾ࡍదట మన వదभ ڒࢗद࡛ ఉతओ फࣃࠚల ࡱफޔ  ݡంࡓ వదभ ߕ  ޶ఆ ࠭ం ,࠼
కࢗ द࡛ ऒߕఉ ࡱ  యߖ అڕߘం޳ం. మ࠾ࡍ ఇంతڕ ࠭ంࡏࠬ ޶  ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛  ల మధङ ఉతओ ݋ݞ   फ a bޒ
అߧ ߖలవబߖ޳ ݦऒ ఉతओ ݋ݞ  फࣃࡱߧ ߖफ అޒ కࢗ ݡంࡓ ߖߖ޵ ,ࡏ द࡛ झ కएࡅ  ఉతओ ݋ݞ  ఉతओ ݋ݞ फޒ  ߖफ అޒ
फࣃࡱߧ రछߖ ڴࠉ  ݋ݞ ߖߖ޵ ,ࡏ ۨంచబޔݡం޴ అࡅ ޴కए ङݡࠪ  ల࣒ ڕ సࠪనం. ڒࢗद࡛ ࡅకए  ߰డ࢓  a 
కएࡅ द࡛ڒࢗ  ߰డ࢓ కం݄ ࡓ ऱܿ ࡓ ऱܿ ࢐ܽ మధङ ऒߖހڝ   ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛ झ   ఇߩओ  రణ b߄ࣃ ఒక ړߖ޵ ݡ
ఉ޳హరణ ఆࣣ  ఒక శړ फ ఒక కణం߯ పࣆۯߖफందڕߘం޳ం, ࡛ࠂझ కࢗ  द࡛  ఒక కణం߯ పࣆۯ ߖफందߖ అڕߘం޳ం .
झ࡛ࠂ ऒߘद࡛ నڒࢗ  పओۮ  వछߖ ంݟ మ࠾ࡍ అ޴ ఒక ۨనऒ बࣃ రం޷  నऴభంశం ޳छ  ߖఅ ޴ంޔࡱ޶క ࡌ
పओۮ వछߖ ంݟ అߩओ ړఈ కణం߯ శ ݡ फ ࣋ۯ పߖ  ۨనऒ  అనంత࠳న ࣃब నऴభంశం క࡯޴ంచడంࡹ ఉం޴ ds  f 

ओߩఅ ݟڕ ऒߖހమనం ఈ క ݡ  మన ߘంݟ తరࣆ࡯फߕऒ ࠭ ఒక ࡍߖ भషद ࠉంߘ ࢓޶ంࡍߖ ݟ भషद dot ds  
పओۮ ࠉ ڕ࢓޶ంࠉ ంݟ,  అߩओ ړకణం߯ శ ݡ फ ޳छ సమऴగ ۪కए ߖప ࣋ۯ ࡌ లߘ ޜంݟ వరڕ d f a b 
ఇంܽऴۯ ݋ڼయంݟ 
ओߩఇ ࡱ࠻࢑ష బܽद ఈڒ फࣃߧߖక ڕࠬ ݡ  ࠼
కࢗ  ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ द࡛  ల మధङ ఉతओ ݋ݞ  ऒߕफࢂࢗ ړफޒ ࠭  ࣋ए ए࣋ ޴ణం అࠪࡍప ࡛࡮ కࢗ ޴ఇ ޶ڒ ࡛࡮ द࡛  
ఒక సంఖङ ޴ఇ ޶ڒ  అޔ࢓ం޴ ఇߩओ కࢗ ݡంࡓ  మనం ݡ द࡛  ల మధङ కࢗ  द࡛  ఉతओ ऒߖ޳ ݦలవబߧ ߖफ అޒ  
పࡍగణߕޔࠓڝࣆޓ ړࡹऒ ం ఇ޴ ఇߖ ࡮రछ ۨంచబݟంڒࢗ ڕߕ  ,޴द࡛ ఉందߖ అڕߘం޳ం ڕߕ ఇ࡮ంܽ ah 
కࢗ द࡛  ఉం޴  ࣾࠫంచంݟ  ఇࢗ ޴క द࡛ కࢗ ࡽܽ࡯  द࡛  ఇ޴ ۨనऒ కࢗ  द࡛  అకए డ ۫డంݟ ఈ ࢗక द࡛  మࢗ ࠾ࡍక द࡛  a b a 

అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉండ࢓, అڜ ࢑ంత ߖހڝऒ  తࣃۯ ࡏ࠻फ   b ڴలంబం ڴరణం߄ࣃ  అ࢑ ,࠼
ఉంܼ࠼ 
 ޶ࡶ నవసరంڝࣆޓ ڴ࢑ధం ఆ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ
द࡛ మధङڒࢗ బܽदڒ కࢗ ࠾ࡍణం మڝ  द࡛  అܼޓ  ޴ߝ అߩओ కࢗ ݡంࡓ ఈ ݡ द࡛  ల మధङ  ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द మࡖక a b 
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కࢗ द࡛ छ޳  కࢗ ޴ఇ  ,޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ द࡛  మ࠾ࡍ అࢗ ڼ࡮క द࡛  c a b ޴ఉంܿం ڴలంబం ڔంܽݟంࡓ 
కࢗ  బܽद ఈڒ द࡛ కࢗ ࠾ࡍమ ڴभ޴ڜ  द࡛ छ޳  ఏరओ ࡌ నऒۨ .޴ఉంܿం ڴలంబం ړߖ࡮న సమతݟ  a  ࠉ 
ࡔߖࢡ޴ ړߖ޳ మనం ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబۨࣇ ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ भశం ࡯࠻ۯ మ࠾ࡍ ఇంࡹ޶ ఏࠫ ఉంߘߝ ޾ 
࢑వࣃࡍफ ओߩఇ  ߘ एࣇऴ ޒۯ ݟڕ ڕమన ݡ కएࡅ   ࠙వన ఏࠫܽ అߘߝ ߖ ఇకए డ ࢑వࣃࡍफ एࣇऴ ޒۯ ݟڕ  ߘ  
అం݄ ఏࠫ݇  ߘߝ కڵ࡯ ఉߕऒ एࣇంܽ ऴ࡮ం ఇ޳ంڕߘఅ ߘ  ఒక ऴࣇए కएࡅ     నڜ 
एࣇऴ ࡏࠬ ߖܽ࢒ బܽदڒ  అం۪ࡱ అࣃࡱߧ ߖफ एࣇऴ ޒۯ ݟڕ  ࠾ࡍమ ࡏ కएࡅ  झߜڒ   ah ,޴ఉంܿం ࡮द ఇߵ
ఇࡅ ޴కए छࡌత ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߘశ޴  త  ࠬڕ ఇ޴ ఉం޴ ޴छ ऒߖ࠻࢑ష ޻అ ࡹశ޴  ऒߕफࣆۨࣇ   a ߘ
ఇకए  ߘߝ ړߖ܉ߖ एࣇఒక ऴ ݦ ओߩటڼࡍޒ ړ ݟంߘ ࡏࠬ ߗڒ ߘయగలڶ ߘ एࣇऴ ݡ  ࠭ంࢗ ڕ޶ళऱవలࣄన a b
ओߩఇ ࡹశ޴ ऒߖޑऴۨڣࡔ ݡ ړ  ऱషदతరం  ۯయదల۪޶ࡶڝ.
 ݟళऱంࢗ ڕ޶ం࠭ ړ߯ 
फࣃۨࣇ ࡮ఇ ߖޒबࣄࡍబܽद ఈ పڒ ओߩఇ ,ࡏ एࣇऴ ޒۯ ݟڕ ݡ  అం݄ ఏࠫܽ  , ఈ మధङ  ߕߞࡹశ޴ ఏ ࡱ࢘ 
۫పగలదۮ ߖపओ ంݟ, ఇ޴ڜ ޴भڴ  సࡔ అࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢗక द࡛  అం݄ ఇ࡮ۧ ޴ కషदం ࠬߖ޵ ࡏऒ  ఈ 
ఇకए ޴ߝఅ ࡯ంۧऀ࢒  తफం࠴ డ ఒక ࠉం࢓޶ మ࠾ࡍ అ޴ ఏ޾ ఒక ޴శޜߩ۫ ࡹం޴ ఈ ڒࢗद࡛ ޴ڜभࠉ ڴ ng 
ంܽ మధङݟంࡓ బܽद  ఈڒ ओߩఇ ߘߝ ణంڝ    ڴܼޓ ంతڜ ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ߝఅ ߘޑమడ ࡮ఎ ߖߖ޳ ݡ
ఉంܿంړࠉ ޴ ऴࣇए ओߩటڼࡍޒ ڕవర ݟంߘ ࡏࠬ ࠾ࡍమ  ࡯ڴࣃ ڕ޶ం࠭ ړ߯  एࣇऴ ݡ  మࡍంత a b 
࠭ంޔڷࣃ ڕ޶ంޒۯ ݟڕ  ߝߖ޵ ,޴ ऴࣇए  అࣃࡱߧ ߖफ एࣇऴ ޒۯ ంద ఎడమړ ࠬ ࡏ ఉండవ۪ऐ ݞږ   ߖ޳ ,
दࣃ ఈ ࠭࠲  ࠾ࡍంచ࠭ మޒంۨ ࠭࠲ ంۨࡍڷ ండ࡛ न కߜछ నलߘ ߤ అߘసࣆࡍफం޴ 
కࢗ ݡంࡓ బܽद ఈڒ द࡛ झ మధङ ڴभ޴ڜ ࠾ࡍమ ڴभ޴ڜ   ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द  ࢗక द࡛ కࢗ ݟంߘ  द࡛ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ a b a b 
ఆࢗ ࠆక द࡛ झ࡯ంۧۨࣇ ߘߝ ఈ ऴభమణం ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ  ړࡹܼޓ ߤࣄ  న ࢗక द࡛  పߖހࠪࡍऒ  b ۯంۨࣇ 
ఇకए  .ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖశ అ޴ డ ఒక ڒࢗ ݋ߖ࠿द࡛ ఉంచంݟ 
కࢗ ݋ߖ࠿ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ޴బܽद ఇڒ द࡛  అం݄  అޒۯ ݟڕ ޴ ऴࣇए కएࡅ   సంऴపߖ࠻޳ऒ  అߘసࣆࡍफం޴ 
మ࠾ࡍ సࡔ  ఇ޴ ఇߩओ ओߩఇ ,ࡏంܼڕࣆޓ ࡮ఎ ߘܼޓ ࡽڵం࠻ ఈ ࡏࠬ ݡ  ࡮ఎ ߘܼޓ ఈ ࡏࠬ ݡ
ऒߖހڝ  ࡏంܼڕࣆޓ  బܽद ఇߩओ ఆࣣ మధङ ݡ  మݟ 180 ܼޓ ࠾ࡍऴڶల కం݄ తڕए వڴ ఉండవ۪ऐ  en a b 
एڕల కం݄ ఎڶऴݟ 180 ܼޓ ޳ࡶ వڴ ఉండవ۪ऐ एڕల కం݄ తڶऴݟ ఒక ఎనࠢ ޴ߝఅ ܼޓ ޳ࡶ  వ ఉనऒ   ۨనऒ  
छ޳ ణంڝ   ޴ంޔݡబڝࣆޓ ܼޓ  ࡌ
ओߩనࣄ࡯క ࡱफڕపం ݡంࡓ బܽदڒ కܽ వङࡖమ ࠾ࡍమ ܼޓ  ఒకܽ ࡱހڝ ݡంࡓ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ࡏࠬ ݡ  కంࡔޒ
ओߩఎలऱ ߖߖ޻ ࡏࠬ బܽदڒ एڕల కం݄ తڶऴݟ 180 ݢ వ ఉంݦ ۨనऒ  ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ ߝంܼరڕࣆޓ ڴణంڝ 
ఉంܿం޴, ఇ޴  ఇߩओ झߜڒ ݡ కࢗ द ఆࣣ ఈߵ द࡛  ఉతओ కࢗ ݡంࡓ  फޒ द࡛  ల మధङ  ࢑࢑ధ సంऴప࠻޳లߘ కڵ࡯ 
ఉంܿం޴. ࣾࠫంచం࢑࢑ ݟధ లࣾ࢑࢑ ࡱހధ లࣾ࠴  ࡱހదట ఒకܽ ऴࠉ ࣒ڒ ऴࠉ ࣒ڒ ऴޜ ࣒ڒ సࠪనం ࠉ ,޶ڒ 
ऴڕࣆޓ  ࣒ڒంܿߕऒ రߖ అڕߘం޳ం ऴࠉ ࡏࠬ ߘ  ࣒ڒ ऴڕࣆޓ ࣒ڒనऒ ओߩ  b ޶ڒ సࠪనం ړఎ ࣒ڒऴ ࠉ ݡ
 a a a ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ న࣒࠳ ంబంࠉޒऴప ,  ߝڴ࡮ ࣒ڒऴ ࠉ న࣒࠳ .޴ఉంܿం ࡹరठంࠪ ࡔ࢘ ޴బܽद ఇڒ
కࢗ द࡛  ంబం అం݄b b ah a b  b aࠉޒన݄ऱ, ऴపࣄۯ ࣒ڒన࣒ ऴ࠳ ޜ న࣒࠳ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ న࣒࠳ 
ఏࠫܽ  అࡏࠬ ߖ ఇߩओ మघࠫ ݡ ऒ࡯ ओߧఒ ࡏࠬ  ం۪ڝవ۪ऐ  ऴపࠉޒంబం ړంద ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द  అڼ࡮ ఉంܿం޴, n 
ఇ޴ ఇߩओ ओࡏࠪ ݡ ࡎపߦऴ ܋ఈ ߤఆࣣ వ ,޴ఉంܿం ݞంڕࡶ  द అ޴ߝ థ࡛ न ऴߦపࡎ द  అం݄ ऴ࣒ڒ అం݄ ఏࠫܽ, a 
ఎం޶కం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ   కం݄ ࠭ంڝ ޶ణం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ 
కࢗ ߕ޼బܽद ఏڒ द࡛ కएࡅ   ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ 
ओߩబܽद ఇڒ फࣃమనం వ ݡ ࠭. అࣣ  ڝఆࡍ नࣄ ݋ߝసदࡅ ࠹కए కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛ झ వదभ ఉం݄ ఇకए ߕ  డ ఇ޴ ij  k 
అߩۮ ߖओ కࢗ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࡹܽ࢒ ,ం޳ంڕ द࡛ झ  మధङ  ఉనऒ కࢗ ݋ߖ࠿  ఇ࢑ ࡱڶऴݟ ణం 90ڝ  द࡛ झ  
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ऒߖڜ ݟంڝफం۪ࡏڷ ࠹సदࣄ  కࢗ ݋ߖ࠿ ߤࣾࡓݧ  ޴ऱ ఇࡏࣃ द࡛  i jk x y ࡹశ޴ ܿߦ ޜ 
మڒࢗ ݋ߖ࠿ ࠾ࡍद࡛ ܿߦ ޜ ߤࣾࡓݧ ܿߦ ޜ ఎڡझ   z ޴ంޔݡంచబڵࡆఉప ݞږ ڴ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ 
అܿవంܽ కߜछ నलݞږ ߤ ఉం޴, 
బܽद వङڒ छࡔ࢘  ࡱफڕ ओߩంۨనڵࡆఉప ߘలޑښసం ࡏ  ,ࡏޑ࢓రڷ ړߖࡿڿగందర ࡏࠬ ݡ
అం݄ ఏࠫ݇ ۫డవ۪ऐ ࠾ ܐ ݋ݞ ߘߝ ࡏࠬ బܽदڒ సछ ݋ݞ ڡ݄ . యంۧలకంڴ అ޴ అޔ࢓ం޴  i j k 
 j k i i ii i ࣒ڒఅం݄ ऴ ࣒ڒసࠪనం అం݄ ऴ ݋ݞ ڴ࢑ధం ޻అ ޴ఉంܿం ڴయంڔచऴ ޴బܽद ఇڒ
ऒߕࣆ ޴అ  ޴ఏ ޴నݟయబۯ  అం݄ ఏࢗ ߕ޼క द࡛ కएࡅ   ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द ޳నంతట అ޻ 
కࢗ ݡ࠮ బܽदڒ द࡛ झ   ఉߕऒ घࠫޛ ࠼ ఉతओ ޴  ࡱफޔ
ందవ۪ऐ߰ ڵࡍޒ ࡏࠬ బܽदڒ   ం lize ah j i޳ంڕߘఅ ߖంܼరڕࣆޓ ࣒ڒऴ ࡏࠬ ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ ࡹ࢐ܽ 
ఖۨऐ ޴ం݄ అڕࣆޓ ࣒ڒऴ ࡏࠬ తంࢗ ݋ߖ࠿ ڴక द࡛   అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ऴ޳ ࣒ڒछ కࢗ ݦంచబۨࣇ ࡌ द࡛ , ఇ޴ j j 
࡛ߦ ࣒ڒऴ  ࡏࠬ ߗڒ ,޴ఉంܿం ࡹశ޴ లంబ ړంܽݟంࡓ द ڕࣆޓంܿߕऒ వङ ࡏ  శ޴ కࡔޒ
छ޳ फࣄబܽद ఈ ఆڒ  k  ࡍస ࡔన࣒ స࠳ ޴ఇ ࡌ
ఉతओ ݋ݞ బܽद ఇ࢑ڒ కएࡅ फలޔ  ࢑࢑ధ లࣾࡱހ ఇߩओ ऒߕޔݡంచబڵࡆఉప ڴ࢑సफృతం ݡ  aߖఅ ߘߝ , ࠼
ओߧۮ నߩओ ओߧۮ ߖఅ ݟంచంࠫࣾ ݡ నߩओ थ܉  రణ߄ࣃ ݡ పక ࣇऴతం ఉం޴ పऱ࣒  a  axi plus ah ayj  ah 

మࢗ ࠾ࡍక द࡛  ఇవߗऒ ࡎڒ  दࣄయߤ సం܉थ ࠪనంࡹ ఉߕऒ  azk b ࠼
झ࠹݅ ݋ంߜం߱ڒ బܽदڒ   ప ऱ࣒ झ࠹݅ ݋ంߜం߱ڒ    ప ऱ࣒ झ࠹݅ ݋ంߜం߱ڒ   అߩओ   x  i y j z k b ࣒ڒऴ ݡ
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అ޴ ఒక ߷ࡏघ थ܉ న࠳ఒక రక ޴ఇ ޴ంޔݡంచబށగ ڴ࡮ పకశړ फ ఇ޴ ఒక ݟటࡍघ  ijkax  ayazbxbydz ݋ంߜ
एړࡵ ࡮ఎ ࡏࠬ फࣃ పओۮ ڕࠬ దట࠴ ߘߝ ࡗ ऒߕޔࠓ ࠫ ట࡛ݟ ,ߘ  ߕ޼ఏ ޳ࡶ సࡏन వݡఅ ߕ޼ఏ  ߖ ݋ంߜ
छ޳ సࡏవ ࢓ࡱߖ ంచవచऐࡍ࢑సफ ࡌ थ܉ వలంښ ޴ఇ ߗڒ ,ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ పకశړ फ ࠪऴతߖ޵ ࡏࠬ ,࠲ऒ  ఇకए డ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ,ࡏࡶయۯ   ఎలऱߩओ छ޳ సࡏదܽ వ࠴ ݢ  న ࠪరठం. ఒక࠳ఒక రక ړߖݞవڝफం۪ࡏڷ ޴ఇ ࡯࠻ۯ ࡌ
పదभࡏڷ ߘߝ ޒफం۪ڝవړߖݞ  ఈ ڒల࠹ మ࠾ࡍ ఈ అݡन వࡏసߘ వࣃ࢘࡯޴फ  ߘ
घࡍటݟ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ   ,ࡏޑ߱࡯ڵࠫ ޜ ݋ంߜ
ओߩఇ ࡏࠬ ړߖ܉ߖ న࣒࠳ ޙ࠼అ  ܘ࠻ࠑ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ऒߕफࣆۯ ఏࠫ ݡ ఇకए ߘߝ ࡗ డ ఏࠫ aydz j 
फࣃ࢘ߧࡍۮ ߠࢡۯ   ߘ
ऒߖڴ࠙ ండవࡓ ߘߝ ߘయగల࢘ࣄޓ ߘߝ బܽदڒ  ऴ࢐యߕޔࠓऒ  ߘ
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ  ߘంܼڕࣆޓ ڴ ݋ం࠱࡯ఎ ݭࡰ 
ओߩనࣄۯ ࡮అ ߘߝ ࠾ࡍమ ࡯࠻࢘࡯޴వ ߘ ࠹లڒ ఈ  ߘߝ బܽदڒ  ߘߝ ,࡯࠻࢘࡯޴వ ߘసࡏन వݡఈ అ ݡ
అࣄۯ ࡮నߩओ ࡓ న࣒࠳ ޴ంޔ࢓అ ࡯డनھ ړࡹ ޴ఇ ߘޑఉం۪ ߘफࡏڷ న࣒࠳  ߘߝ ݡ ऱܿ ఒకܽ bz bx 
న࣒   ప࠳ బܽदڒ ऱ࣒   axbz  azbx ݋ంߜం߱ڒ ࣒࡮ 
 ޴ఇ  ࡯ڴర߭ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯࠻࢘࡯޴వ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ ఈ ߘߝ ࡯࠻ۯ  ఏࠫ ߘߝ సంڝ గం࠙ ࡍబܽद ۨవڒ
छ޳ ࡯డनھ एړࡵ ڴ࢑ధం ఈ ࡏࠬ ࡔన࣒ స࠳ ࡌ ంۧ࡯ మࡏࠬ  ࠾ࡍ ఇߩ ࡯࠻ۯ ࡮సफڒల ߘంݟ bxey  
అܿవంܽ ࢑࢑ధ సమసङ లۯ ߘయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ  ఇߩओ  ߘంܼڕࣆޓ హరణ޳రణ ఉ߄ࣃ ఒక ߘߝ ݡ
మ࠾ࡍ  ऴ࣒ڒ ऴ߱డڡ द ࡅకए  ࠭ఖङ फࣃࡍ࢑వ ߖफࣄన ఆ࠳ ఇపओ ࠭࠲ ޴ఇ ,ߘ ओߦۮ ښܽ   ڴహరణ޳ఒక ఉ ߗڒ ,࠭
కࢗ ݡంࡓ ߘߝ ఆࣣ ݡంࡓ ߘߝ दర ऱڕࣆޓ ߘంܼߘ అڕߘం޳ం ఒక ࢗక द࡛  ఆࣣ ఒకܽ ࢗక द࡛   ప ऱ࣒  ݀ a is i j 
 ప ऱ࣒   ऴޓ ఆ߯ ࢗక द࡛  ఏࡓ ߕ޼ంࢗ ݡక द࡛  లߘ ఏకపࣾంڝࣆޓ ڴవ۪ऐ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ప  ݡ࠮  ऱ࣒  k b i i j ڷࡱߕ 

ఏࡓ ߕ޼ంࢗ ݡక द࡛  లڝࣆޓ ߘంݟ k  
एړࡵ అం݄ ఏࠫ݇ ࣒ڒऴ ߘߝ బܽदڒ ంۧలڕߘంܿߕऒ లభం ఆ߯ ࠙గం ఇకएࣆ ࡮ۧ ޴ఇ ߘ డ ఒకܽ b  ijk 
కएࡅ ݡ࠮ ఈ  ݡంࡓ ఇకए ࡯࠻ࡌ ࡱڴ࠙  డ ࡓంݡ࠮ ݡ మڷࡱߕ ࠾ࡍ  ऴపࣆफతం ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛  biࡱ 
ఒకڜߖ޳కܽ లంబంࡶ ڴవࡏࠬ ߖ ऴగࣕంۧరߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  i ݡంࡓ ݟంߘ ڷࡱߕ ऱࡏࣃ ޴ఇ  ,ߘ
ఎ޴ࠫߖ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࠫޛघ పऱ࣒ ޴ పऱ࣒ ࡏన࣒ ఆ࠳ ڷࡱߕ ࡏన࣒ ఆ࠳ ڷࡱߕ  ݟంߘ న࣒࠳   j k 
ऐࡌࠪ ڴࡱ ࡛ࠂ న࣒࠳ ݡ࠮ ߘ द࡛ڒࢗ ޴फంࣆవ ړࡹ ݋ߖ࠿  k  ࡏ
ओߩఅ ߘߝ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ పऱ࣒ ޴ఇ ݡ కࢗ ࠉ ࣒ڒऴ ޴న࣒ ఇ࠳ ݀  द࡛   ఇߩओ फࣃۯ ఏࠫ ߘߝ ݡ  j k ߘߝ ߘ
కࢗ ݡంࡓ ڕࠬ द࡛ ఉనऒ ࡱ  ओߩ  ab  c c ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴݟڕ द࡛ڒࢗ ޴ఇ ޴ఇ ࠉ ޴కܽ ఇࡖఒకܽ మ ݡ
కࢗ द࡛  ఎం޶కం݄ ࢗక द࡛   మࡓ ࠾ࡍంݟంܽڔ లంబంڴ ఉంܿంߝߖ޵ ,޴ మన ߖరछ చనం ޔࠋۮం޴ c a b 
మనం త޳ۯ ڥߖभ ం 
కࢗ ݡంࡓ  ߘߝ బܽदڒ द࡛ ఉనऒ ڴలంబం ࡱ  ओߩ एړࡵ ߖ ݋ݞ ݡ फࣃ ఉతओ ݋ݞ ߘ c a ,޴ంޔ߱ ݞంڕంచߧߖफ కޒ
అ޴ సࡕన࠳  ,ߕ޻న࣒ ఐ పऱ࣒ भ޳۫ న࣒࠳ ܐ ݀  ం ޜ ۪కए ऒߕఉ ࡱ  k  a ߘߝ ,࠼
బܽद  పڒ ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ऴڕࣆޓ ޓంܼߘ i j k 
పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ޴బܽद ఇڒ ऒߕࣆ ޴ఇ ޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ న࣒࠳  ࡛ࠂ   
కࢗ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ द࡛ झ  మ࠾ࡍ కڵ࡯  ఉనऒ ओߩ ڡऴ߰డ ࣒ڒऴ ߘߝ ݡ द ߘ గށంۨనߩओ  a b ࡹణంڝ ఏ అ࢑ ݡ
సओ అ࢑ ߕࣄۯ షदంڴ కࣃߧߖफ ఇకए ࠼ డ ఇకए డ అߩओ  a b  ޴ఉంܿం ڴలంబం ڔంܽݟంࡓ ޴అ ݡ
కए۪ ޜ द࡛ڒࢗ బܽदڒ కࢗ న ఈݟయబ࢘ ࡱ द࡛ ऒߕࣆ   అࢗ ޙ࠼క द࡛ కए۪ ޜ  ఉనऒ ࡱ కࢗ  द࡛ ऒߕࣆ  ݞږ   సࡔ b 
ణङߩߞ ࡹన గణనల࠳ఈ రక ࡏࠬ బܽदڒ ం ߅ࣃంచగలࡌ  ? ऴށࠪߦక ߦఠङ ओߩఇ ࡔస ࠾ࡍమ ࡱڒసफߩ మనం ݡ
ఈ ڒࢗद࡛ ఉతओ ओߩఇ ࡛ࣃ ࠭ࣃۯ చయంࡍప ڕ޶ఎం ߖफޒ  యނڝ యނڝ ࠾ࡍయ ࢘గం మނڝ ޴ఇ  ݡ
తछ రߖހऒ  అధङ యనం ۯయడం మన ߖޑ࢑܋ऒ అధङ ߘల࠻࢑ష ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ లభతరంࣆ  యనం 
కࢗ ఈ ړߖݞయۯ द࡛  ఉతओ   ధనంࣃ న࠳లږߘఅ ࡮ۧ फޒ
फࣃۯ ࡮ఎ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ भ޳۫ ࠵ ం  ࠭࠲ దృఢ࠳న ఆࣣ దృఢ࠳న వࣆफࡅ ࢓కए  కద࡯కߘ అధङ యనం 
ऒߕޔࠓయۯ మࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, 
కएࡅ రంࡎన శ࠳ంۨ దృఢࡍڷ అࣾం  ࠭࠲ బܽदڒ  కద࡯కߘ పࡍగށంచߕޔࠓऒ  ߘ
ऒߖޑऴۨڣࡔ న మంۨ࠳కޔసࣜ  ߘߝ బܽदڒ   ࡯࠻ڶ 
 ޴అࣾం ఉం ڕߕ బܽदڒ
ओߩۮ ߖߖ޵ బܽदڒ ओߩఅ ޴ంޜڷࡏޒ ంۨన అࣾంࡍڷ ߖ޳ ం޳ంڕ ऒߖ޵  ߘߝ ݡ फࣃڶ ߘదभࣆ ڷరం ࡔ࢘   ߖఅ ߘ
ऒߕफࣆ࢑࠙ ߘߝ फࣃࡍ࢑వ ఏࠫ݇ ޴ఇ ࡹషంࠫߖ ఒక  ߘߝ ,ߘ ఇకए ߘߝ  ,ߘ డ ఒక ࠼ߦంߖ ݋  
పࡍగށంచߕޔࠓऒ ऒߕޔࠓంచށగࡍప ߘ ݋ం࠼ߦ ఒక ߘߝ ,ߘ  ߘ ݋ం࠼ߦ ఒక ߘߝ ,ߘ
పࡍగށంచߕޔࠓऒ फࣃޒమߘఅ ڕߕ ߘߝ ,ߘ  x y x ޴అࣾం ఇ ޴ఇ ݟఅࣾం ࣾࠫంచం ޴ఇ ޴అࣾం  ఉం ߘ
అࣾం ఇ޴ అࣾం z 
ఇకए  ߘߝ లం࠮ ऱࡱ࢑ ంۨన߅సంబం ړߖఈ అࣿ ڼࡍޒ రంࡎన శ࠳దృఢ ޴ంۨ ఇࡍڷ  బܽद ఈ అࣾంڒ డ 
फనऒࣆۯ ओߩఇ ࡔస ݟంచంށగࡍప ڴ ݋ం࠼ߦ ޴ నऒޔڷࡏޒ రంࡎన శ࠳దృఢ ޴అ ݡ ओߩ  ఈ  కణం ఒక p p ݡ
వృతफం ࡅకए ओߩۮ ߖఅ ޴ంޔࡱ޶న߯ కڜ  ఇకए ߘߝ ,ం޳ంڕ డ ۨࣇంۨన޴ వృతफం ࡅకए  ߘనڜ 
ఠङߦ  ڴరణం߄ࣃ ऱࣃ ࡏ࢐ ࡹలڒసफߩ  फࣃۨࣇ ޜనऱࡷ न݋  ޴వృతफం అం۪  ఇ ڷ࢑ࠪనం ఈ రం ఒక ޴ఇ ࡔస ࡏ
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࢐సफړߖ࢐ ఇకए డ ࢑ࠪనంࡹ ఉంߘߝ ,޴ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ ఇߩओ फࣃࡱߧ ߖఅ ݡ ओߩనڵࡍޒ ڴभ޴ڜ  ޴అ ,ߘ  c ݡ
అ࠴ ޴తफం ࡮ݥद बࣃ యނڝ ܼޓ  నऴభంశం ࡮ݥद   ܼޓ 
 p ࠹व߯ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ
छ޳ బܽदڒ ओߩన࡯޴క ړ ࠹व߯ ݟంߘ కణం ࡌ बࣃ యނڝ  ݡ నऴభంశం ࡽݥद అޔ࢓ం޴ ఒక ࡮ݥ ࣎ ܼޓद  ah p p 
बࣃ యނڝ ܼޓ నऴభంశం  
झࣆమన ࠬ ߘథࠫక ࠙వనలߦఈ ऴ ࡏࠬ బܽदڒ సओ ࡹ షदంڴ ߰ం࡯޳,  ఇࣄ ޴बర అࣾం అం݄ ఇࣄ ޴बర అࣾం అߖ 
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ంޜڷࡏޒ రంࡎన శ࠳ఈ దృఢ  ,ݟంڝफం۪ࡏڷ అం݄ ࡱڒసफߩ  ڴరణం߄ࣃ ޴ఈ ࠙వన ఉం ݡ
द࡮ݥ  మనం ߗڒ ࡏڝపܽदం۪ ڴంۨ ߭దभࡍڷ ߖ޳  సమయం ࡮ݥद द࡮ݥ ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ࡹ  అంతరం  కం݄ t t 
ऒߕफࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖల࢐లߧ ߖణం అڝ య  ࢘గం  సగܿނڝ  మం߯ సగܿࡌ࢑ . ߘ

ఈ ࡍߖ भషद ࣃब నం ߘంݟ व߯࠹ మ࠾ࡍ సంబం߅త ނڝయ ࣃब నऴభంశం  ࡮ݥद  p p  ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ڕܼޓ 
ఈ ࡛ࠓ न ڕ లంబంڴ ఉనऒ  ࢑ࠪనంࡹ ఈ ࢑ష࠻లߗऒ  జߕޔڷࡏऒ యࡏڷ ߖफం۪ڝంߘ ߯ ࡏࠬ  ,ݟంݟ 
۫డవ۪ऐ  సࡔ ఇ࡮ݥ ޴द छ޳  द࡮ݥ ࡌ छ޳ ܼޓ  ఇవछ ࡌ బݟం޴  ఇߩओ द࡮ݥ ࡏంܼڕࣆޓ ࡏࠬ ݡ  t ߖܼޓ 
द࡮ݥ छ޳  द࡮ݥ ࡌ ऒߕࣆ ݟయంۯ ޒࠫࡍప ڴ  ङڕ࡯ڒ ఈ ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ ల࣒  ࠙వనࡱ ఈ రక࠳న t t 
సమసङ లߘ అర बం ڝࣆۯవ࡮ۧ ړߖݞ అవసరం, ఇ޴  సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ࡅ ܼޓకए  ఉతओ నऒ ం ޳छ  ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴ ఇߤ సदం݄ߖయ࣒  ఇߤ సदం݄ߖయ࣒ ࠻ంڷङ ల࡛ ܾࣄ࡮ࢗ అߧ ߖలవబ޴ݦ  ఒڴ࠲ ఈ ࢘ߖڴऒ  
 ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖణం అࠪࡍद࡛ పڒࢗ
 ޴య ࢘గం ఉంܿంނڝ  బܽदڒ
కएࡅ ڴ࠲బܽद ఒڒ   శ ఏࠫܽ޴ 
బܽद ఖۨऐڒ తంߦۮ ڴओ లం݄ ߘߝ ఇ࡮ ऴ࡯࠻࢐ పࠪࡍణం ࠪऴత࠲ 
ओߩఇ ߘ࢓అం݄  అ ڴ࠲శ ఒ޴ ࡔశ స޴  ڴ࠲బܽद ఒڒ కం݄޶ఎం ࡏఊࣕంۨ ఉంܼ ޾ంޔࠓఏࠫ జరగ ࡏࠬ ݡ
ऴభమణం  ఒక ࢑ࠪనంࡹ జޔڷࡏం޴ 
ࡔߖ ߘశ޴ ڴ࠲బܽद ఒڒ भ࣋ࢢफ  అ޴ ఆࣣ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, అޒۯ ݟڕ ޴ ऴࣇए  ఏ޴ అࡔߖ ߖ भࢢంచబޔݡం޴ 
ओߩబܽद ఎڒ एࣇऴ ޒۯ ݟڕ ߖ޳ ݡ   ఆࣣ ఇ޴ ఎంత సࡕన޴ 
ओߧޒ ࡮ఇ ࡏࠬ  ࠾ࡍశ మ޴ ޴బܽद ఇڒ నߩओ एࣇऴ ޒۯ ݟڕ ݡ  ऴపࣆफతం ߯న ࠭ంޔڷࣃ ڕ޶ం࠭࠲ ޴ 
ఆࣣ  ߖࡰయ࡛ ߖࡰ ܾࣄ࡮ࢗయ࡛ ܾࣄ࡮ࢗ ఎకए డ ఉండޔࠓం޾ సంబంధం ఏࠫܽ ఇకए డ  ఇࡍߖ ޴ भషद ࠉం࢓޶ p
వదभ ܼంߖܐलయڴ ࡽ ఉంܿం޴, ఇࡍߖ ޴ भషद ࠼ߦంࡹ ݋ ఉంܿం޴,  ఇړߖ޳ ޴ ܼంߖܐलయڴ ࡽ ఉంܿం޴ 
ఇߩओ ࡍߖ ఈ  ࡯޳ం߰ ߘల߄࢑࢑ధ సంబం మనం ݡ भషद వృతफం ࠪऴత࢑ ߖߖ޳ ߘߝ ࠲సफࡍంపܑࣃफ  ah ߘ
మߘ ߯ ࡏࠬ  ࠾ࡍంࣆ۫ ݟफనऒ ओߩ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖణ అࣾ࢒ అऴగ ޴ఇ ݡ   ఈ ࢐ङ రࣃ बం ߘߝ ఈ ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ

द࡮ݥ ޴ణం ఉంܿంڝ ఒక ࡹతफం࠴ ఈ ڕߕ ࠾ࡍమ  ߘంܼڕࣆޓ ڴ  ఇړߖ܉ߖ ޴ ఇంࡹ޶ r t  ds 
 ޴ంޜࡏۯ
झ࠹݅ బܽदڒ द࡮ݥ  द࡮ݥ అం݄ ܼޓ   r s  
द࡮ݥ బܽदڒ छ޳ ܼޓ  द࡮ݥ ࡌ द࡮ݥ  छ޳  द࡮ݥ ࡌ द࡮ݥ  छ޳  द࡮ݥ ࡌ  ఇߩओ द࡮ݥ ޒࠫࡍప ݡ  t, t s, t t ah t  
పߕࣆ ߖޒࠫࡍऒ द࡮ݥ  ऒߕࣆ ڴ࡮   t r d dt ޴ంޔࡏࠪ ڴܼޓ ړࡹ ఈ సంబంధం ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ
छ޳ द࡮ݥ కం݄޶య࡛ ࢘గం ఎంߖࡰ ޴ߝసࠪనం అ  ړ ࡌ बࣃ   నऴభంశం d dt dt s 
ओߩంۨనށగࡍప  ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ ڴ࠲క సంబంధం ఒށࠪߦऴ  ޴ఇ ޴ంޔ࢓అ ޴బܽद ఇڒ  ఒక v r v ݡ
వృతफం ࢗంట ఒక కణం ࡅకए  కద࡯క మ࠾ࡍ ऴపࣆफతం మనం ߖߖ޵ పࡍగށంۧ࡯  అం݄ ڒࢗद࡛ ఒڴ࠲ అ޴ߝ v 
కࢗ द࡛  వృతफం ڴ࡮ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ మనం ࢙ߘ ߩంࣆ۫ ݟफߕऒ ࠭  మ࠾ࡍ ఇࣄ ޴बర అࣾం 
ࡍߖ ఒక ߘߝ  బܽदڒ भషद ࠉంࣃ࢑࠙ ڴ࢓޶फ  o c p ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ݋ం࠼ߦ ޻ఇ ߘ
కएࡅ ڡࡹ࢘ య࡛ߖࡰ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ  ޴బܽद ఇڒ కएࡅ య ࢘గంނڝ ޴శ ఇ޴   ah ࠭࠲ ߘల࠻࢑ష శ,  ఈ޴ 
ऴపࣆफతం పࡍషए   ޴మంۨ ࠾ࡍంۧ࠭ మࡍ
ऒߕޔࠓరۯ ࡹ ݋ం࠼ߦ ఈ ߘߝ బܽदڒ  ,  ݟంచంࠫࣾ  ߘ
बࣃ ޴లం ఇ࠮ ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ నం ࢗక द࡛ ऒߝ޵  फࣃࡱߧ ڴరణం߄ࣃ   फࣃࡱߧ ڴలంబం ޳ࡶ ࡏ  r ޴ఇ ࡏ
ఇకए  ݞږ డ ߘంݟ ఇకए కࢗ ړݟ द࡛  ఒక ڒࢗद࡛ ߘߝ పߖހࠪࡍऒ ऒߕफࣆۨࣇ    ߩ࢙ݟڕ ࠾ࡍమ ߘ
ओߩబܽद మనం ఇڒ ऒߕफࣆށగࡍప ߖ ఆ࡛ ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ ݡ ࠭ ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ ఆ࡛  ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ ఒڴ࠲ ఇకए డ ఉం޴ r 
ఇకए డ ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ ఆ࡛ ఒڴ࠲ ऴࣄۯ ࣒ڒన݄ऱ ఈ ڒࢗद࡛ ఈ ڒࢗद࡛ మ࠾ࡍ ఈ ࢗక द࡛  ah  oc ah ڴసࠪనం ޜ 
ఉంܿం޴ 
కࢗ బܽदڒ द࡛  ప ऱ࣒ కࢗ  द࡛   oc cp 
కࢗ ఈ ޴ంޔ࢓అ ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ  ޴బܽद ఇڒ द࡛  ఉతओ ङࠌदࣄवݟ फޒ ܽ࢟  అం݄ ఈ ऴޜ ࣒ڒ ఈ ऴ࣒ڒ పऱ࣒  ఈ  ప ऱ࣒  oc 
ఒޜڴ࠲ ऴۯ ࣒ڒయబݟంޜ ޴ ऴۯ ࣒ڒయబݟందࡏࠬ  ߖ గమߖంచవ۪ऐ  ఒࡅ ڴ࠲కए శ cp޴ ࠾ࡍశ మ޴  oc 
ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ 
అదృశङ ޴బܽद  ఇڒ మޔ࢓ం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ం޴ 
r  cp ڴలంబం ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ ݟసࠪనం  ۫డం ړ ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ ޴ఉంܿం ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ ڕబܽद మనڒ cp 
ఉంܿం޴ ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ అڕ ݋ࠓ ޴ߝ లంబంڴ ఉంܿం޴ ఒڴ࠲ మࢗ ߧࣄ ࠾ࡍక द࡛  మ࠾ࡍ  మ࠾ࡍ c p h 
ఉనऒ ڴలంబం ړߖ޵ కࢗ  द࡛  ఏࠫܽ అڼ࡮ ఇ޴ ఈ ࢗక द࡛   సࡔ 
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కࢗ ڴ࠲ఒ ߧࣄ ࣒ڒऴ ڴ࠲బܽद ఈ ఒڒ द࡛ కࢗ  ࣄ ڼ࡮అ ړ  द࡛ ऒߖ޵ ߘߝ ߖఅ ޴ఉంܿం ڴలంబం ڕ   వృతంࡌనߩ 
फࣃۯ కࢗ .ߘ द࡛ కࢗ ޳ࡶ  द࡛ కएࡅ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴలంబం ڕశల޴ ݡంࡓ శ  ఈ޴   cp ڴ࠲ఒ  ࠾ࡍశ మ޴ 
మ࠾ࡍ లంబంڴ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ లంబంڴ ఉంܿం޴ cp 
ఉతओ ݋ݞ ߘߝ  బܽदڒ నऒڕࣆޓ ߖफޒ ओߩ కएࡅ ڴ࠲ఒ ߘߝ ݡ ङݡࠪ  ల࣒ ࡅ ߘకए ङݡࠪ  ల࣒ ړࡹ cp 
కएࡅ .ߘంܼڕࣆޓ  బలం ࡅకए  ߰డ࢓ ఏߗڒ ޵  లంబం޳ࡶ ڴ లంబంࡱߧ ڴవబޔݡం޴  cp cp r 
 ޴ఈ సంబంధం ఉం ڕబܽद మనڒ
ओߩఇ ࣒ڒऴ ڴ࠲బܽद ఒڒ  సࠪనం  r  v ړ ݡ
ऒڵࠪ ఏࠫܽ ޴నࣄۯ ࣒ڒऴ ڴ࠲సం మనం ఒڝ బܽद సంబంధంڒ ङ݀ ఉనऒ ڴలంబం ڴ࠲ఒ ݭ కࢗ   द࡛  మ࠾ࡍ 
వృޑफ   ޴ంట ఉంܿంࢗ ݋ంܐంܼ ړߖ
 య ࢘గంp vڥࡔ  ޻అ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘశ޴ ࠾ࡍణం మࠪࡍప ޻య࡛ ࢘గం అߖࡰ య࡛ ࢘గం వదभߖࡰ బܽदڒ
ఏࠫ݇ మనం ۫࠭ࢡ. ఒࡅ ڴ࠲కए కएࡅ య࡛ ࢘గంߖࡰ   పࠪࡍణం  ఇకए డ ۫పబݟన గణన ఒڴ࠲ r 
మߖࡰ ࠾ࡍయ࡛ ࢘గం మ࠾ࡍ ఒڕڴ࠲ లంబంڴ ఉంܿం޴ r  
కࢗ బܽदڒ द࡛ కࢗ ࣒ڒऴ ڴ࠲న ఒݟయబۯ ࣒ڒऴ ޜ  द࡛  ఒࢗ ڴ࠲క द࡛ క߱వ۪ऐڒ ఒక ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ   r 
࢑ష࠻ల࡮ۧ ߘ కݎనం߄࢑ ࣋۫ ڴనం ܉ ߗڒङ అంతర ڕమన ޒࠫ भృࢳदߖ ఇࣆफం޴  , మనం ఏࠫ ࠵ࢡۯ మࢁऱ 
మࢁऱ ۮపओ వछߖ ంݟ, ࠭ంڴ޶  ఒక కణం ࡅకए  సछ చऑ फޑన వృ࠳ ऒߖߕర చలڒ  పࡍగࣃށफ ࠭, ఆ߯ ఒړ ڴ࠲ r v
సࠪనం అߧ۫ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ అం݄ ߄ࣃరణం޴࣋ۯ ڴ అߩओ फࣃށగࡍప ࠭࠲ ݡ ࠭  ఇకए డ మనం ࡓంݡ 
కࢗ द࡛ झ  ఒࢗ ڴ࠲క द࡛  మ࠾ࡍ ఆ࡛ ࢗక द࡛ ڡऴ߰డ ࣒ڒऴ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߖ  द ߘ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭  
మ࠾ࡍ అࣄۯ ࡮నߩओ కࢗ ఆ࡛ ࣒ڒऴ ڴ࠲ఈ ఒ ݡ द࡛  ఒڴ࠲ ऴࢗ ߧࣄ ࣒ڒక द࡛  ߖ޳ ࠾ࡍమ  ߖసࠪనమ ޜ 
పࠪࡍణం మనڒ ڕవలࣄనߩओ ओߩఎ ߘߝ ߖదڒ ޴నࡕస ޴ఇ ݡ फࣃۯ ݡ ఇకए ߘ డ ڴࡏ࠱ठ ఒక అڷݡ ii 
ఇకए ߘߝ ,࡯࠻ࡌ డ  ࣃۯफ  ߘ
ओߩబܽद ఇڒ కࢗ ߧࣄ ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ  ޴ణం అవసరం ఇࠪࡍప ߖ޵ ڕߕ ,సࠪనం ړڴ࠲ఒ ߧࣄ ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ ݡ द࡛ , ఇ޴ 
ఒ࠹݅ ڴ࠲ ల ࠪߝڴࡍ޴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ లంబంڴ ఉంܿం޴ 
కࢗ ࣒ڒऴ ڴ࠲బܽद ఒڒ द࡛   లంబంڴ ఉంܿం޴ ఒڴ࠲ మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ ࡓంݟంܽڔ మߖ޳ ࠾ࡍ పࠪࡍణం  r 
ఒ޳ ڴ࠲छ ఇవछ ڴలంబం ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ వదभ సࡍए  p ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ࡽलయߖܐంܼ ڕ ࡽ
ࡍڷ ߖలݞఉం ࡮ښఒ ݢంࡓ మనం  ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ फంۨ, ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ ఆࣣ ఒڴ࠲ ऴޜ ࣒ڒ సࠪనమߖ r 
ऴࣃ࢐फ ࠭. సࡔ ఇߩओ फࣃڵࡆఉప ߘల࠻࢑ష ࠭࠲ ݡ ࠭  r  b 
۪ बర అࣾంࣄ బܽदڒ द݀ ऒߖबర అࣿࣄ ࡏࠬ ڕ޶ంڼࡍޒ   కڵ࡯ ఉం݄ ఒ޴ ڴ࠲శ ࠪర޶ మ࠾ࡍ ఒ޴ ڴ࠲శߘ 
పओޒ డం ఎలऱߩओ छ޳ ࡱటన࢘ࠒ ݢ  ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ڴ࠲ఒ  ޴ంޔݡపబ۫ ࡹరణ  ऴభమణం߄ࣃ ࡌ
రవ۪ऐࠪ ړ ݋ం࠼ߦ య తछނڝ న࢑ࡷద࠴  రణం  త޶పࡍ ࠙వన ނڝయ అࣾం ఒ޳ ڴ࠲छ  d dt ߘߝ  ࡌ
ऒߕޔࢂࢗ ڕ द࡛ڒࢗ య ࢘గంނڝ య తछނڝ ޴ంۨ అ߅సంబం ڕ द࡛ڒࢗ య ࢘గంނڝ ޴అ ߘ రణం ڝసం 
औ࡮న  ఆݟంచబ࠼ܼښ ऒߖڜ ڕసࠪనం, మన  ڕమన  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ  ࠭ఖङ  v ࡱ߄న సంబం࠳
ఉߕऒ ङࡃరంభమߦऴ ݟంߘ  అ࢑ ,࠼ ऒߖڜ   ࠭ఖङ  v r ڕڴ࠲ఒ ޴ఉంܼ࠭, ఇ ڵ࡯క ߘల߄న సంబం࠳
సࠪనం,  ࠭࠲ ఈ సంబం߄ల࡮ۧ ߘ కݎన࠳న ఉతओ నऒ ం ۯయ࠭, ڕࠬ  ࠭࠲ ߗڒ ఇࣃफ న࠭࠲ ߖ 
फࣃߧࡐߖ ࠭ ఒక ࢐దన u 
 సࠪనం v r ޜڴ࠲యడం ఒۯ ంۨ ࠡదం߅సంబం ړߖ࡮ڒ ߖలߩ࢙ ݡంࡓ  అం݄ ڕబܽद మనڒ
छ޳ పడం వలऱ۫  ݞޙ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ంۨ߅సంబం ړ బܽदڒ छ޳ ࠭ޑ޶మనం ఏࠫ ߰ం ࡌ t ړ ࡌ dt dt  dr 
సࠪనం ࡏࣃऱ ఒڴ࠲ పऱ࣒   మ࠾ࡍ కߖހऒ నऒޔࡱ޶క ߯ߖ޵ ړߖ࢐సफ࢐ ݟంڝफం۪ࡏڷ  ం޶న ߘߝ ఈ  dt 
దృఢ࠳న శߖࡌࡎऒ  ࠪऴత࠲ ऴ࡯࠻࢐ 
ఆࣣ తపओ ޴బܽद ఇڒ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇ޴ ࣾࠫంచంݟ dt ah dr by dt 0 
छ޳ ߘߝ బܽदڒ ప  ࡌ ऱ࣒  ఒڴ࠲ అߝ ఇతర పߖ޳ऒ  dt  r d ޶ࡶ సం ࠪరడంڝ రంࡎన శ࠳దృఢ  .࡯ంۧݟܔ 
औ࡮వలం ఆښ ޴బܽद ఇڒ   అ޴ߝ ఆ࡮औ  అޙ࠼ ఆ࡮औ  అ޴ߝ మ޶ڒ ࠬࡔ, ఆ࡮औ  ఆ࡮औ  అ޴ߝ r d omega dt 
కࢗ द࡛  ఆ࡮औ కएࡅ   పࠪࡍణం అޙ࠼ ఇߩओ झړ࠻  ߘߝ ݡ లࡔషߤ అߧ ߖలవబݦ పߖހࠪࡍऒ  పࡍగణړࡹ 
ࡍߖ  య࡛ ࢘గంߖࡰ ,ࣆࡱޘ ڕࠬ ޴ఇ ࡹశ޴ ࡽलయߖܐంܼ  ߘంܼڕࣆޓ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ܼంߖܐलయࡽ సࡍए  ࡽ
b 
छ޳ ߘߝ బܽदڒ ࠪ ంۨࡍڷ ࡌ ऱܼ డగలߘ  dt dv 
छ޳ బܽदڒ దగ ߕ సࠪనం అం݄ ړߖ޳ ࡌ ठర ఆ࡮औ   ఉం޴, అߖߖ޳ ߘߝ ߘ࢓ ۫పగల࠭࠲ ߗڒ ߘ dt dt r 
फࣃۯ ࠭ ఇڒࢗ ޴द࡛ అۨࣇ  ߖంచంݟ వదभ ఉనऒ  ఈ ࢗక द࡛  ఆ࡮औ  ऴޜ  ࣒ڒ ఉంܿంڒࢗ  ޴द࡛ ఆ࡮औ  ऴ࣒ڒ ah r  
కࢗ द࡛  ఆ࡛ ڜ ࡏࠬ ڴంۮం ఒߧओ ంచవలࣄ ఉంܿం޴ మ࠭࠲  ࠾ࡍ ఇߩओ फࣃ޴అం ߘబదमతޔࣜ ڕࠬ ݡ ࠭, 
పङࡐࣃ ࡏࠬ  బܽदڒ తలߘ ఉపڵࡆంۨనటऱߖڜ ޙ࠼ऒ ऒߖ޵ ऱࡏࣃ  ߱లऐ డం ۧࣆ ࡮లభం అߘߝ ߖ 
फࣃۨࣇ दࣃ ࣒ڒऴ ࡯࠻ۯ ڥߖత ߖڴ࠲ఒ  ࠭࠲ ޙ࠼అ ,ߘ ࡛  ఇߩओ ऒߖ޳ࡔ࢘ ߘߝ ݡ झړ࠻ ࡽయݟࡔ  లࡔషߤv 
झړ࠻ ࡽయݟࡔ లࡔషߤ అࣃࡱߧ ߖफ ࡍߖ ఒక ߖߖ޵  దట మనం࠴ ߘ भషद వృతफం ࡅకए  చలనం ߘంݟ మనڕ 
फࣃށగ ߖసࡱޘ ࠭, ఈ తछ రణం  ޳छ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न అం݄ ఏࠫܽ ఒ࠴ ڴ࠲తफం ޳छ ए࣋ ࡌ छ ࡛ न అޙ࠼ r v vr r 
ఇړ ޴ సࠪనం ఒ࠹݅ ڴ࠲झ  ఒ݋ࡕ  ڴ࠲ ఇࠏ ޴ట࡛ ݋ࡕ ఇతర ࠪరठం  ఒ࠹݅ ڴ࠲झ  ఆ࡛ ఒڴ࠲ r 
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ పङࡐࣃ  ࣆࡱޘ ڕߕ ߖఆࣣ అ ݡ త ޳छ ఇకए ߘߝ  ऱ అం݄ ఏࠫ݇ࢁమ ࡌ డ ऴࣃ࢐फ  ar ࡏࠬ ߘ
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కࢗ द࡛ छ޳  అం݄ ఏࠫܽ ar r omega r ڴ࠲ఆ࡛ ఒ ޴ంݟయబۯ ࣒ڒऴ  ڴ࠲సࠪనం ఒ ړ܋లߕࠑ ࡏడగల۫ ࡌ
 द࡛ omega a rڒࢗ న޴ం߰ ݟంߘ ࣒ڒऴ ڴ࠲ణం  ఓࠪࡍఈ ప ړߖ܉ߖ

चࢁమ ߘߝ ,  ࡔస  ޴ంݟయబۯ ࣒ڒऴ ڴ࠲ఒ ޜ द࡛ڒࢗ ޴బܽद ఇڒ  ఒక ࢐దన ఇࣃफ  r ࡽయݟࡔ ߖߖ޵ ߘߝ ,ߘ
झړ࠻ లࡔషࡐࣃ  ڴ ߤపङ త ޳छ झ࠹݅ ڴ࠲ఒ ࡌ  అߖ ऴ࢐యగలߘ ఈ ނڝయ ࢘గం మ࠾ࡍ r omega 
ܼంߖܐलయړ࠻ ࡽझ లࡔష࢘ࡍݥ ߤషߤ లޜ  అ࢑޻ధంߖ޵ ߘߝ ڴऒ  ఈ ڒࢗद࡛ పࠪࡍణంڴ ऴ࢐యగలߘߝ ߘ ఇ޴ 
ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ ఒڴ࠲ ऴ࣒ڒ ఆ࡛ ࡮ంࠈन  సࡔ  
झړ࠻ ࡽलయߖܐంܼ ޴బܽद ఇڒ లࡔషߤ ఈ ޴శࡹ ఉంܿం޴, అݟࡔ  ޙ࠼యࡽ తछ రణం ఈ ޴శࡹ మݟڕ ࠾ࡍ 
కరङ࣏ ߘߝ ࡱࢲࠫߖ   ࡔస ښఓ  ࡹ తफం ݅మ࡛࠴ ޴న ఉంܿంߩ࢙ వంతంڴ ఇߩओ ఇకए ݡ 1340 ߘగలࡌ ړݟ
ఆࣣ ࠭࠲ మࡍంత ࠭ంࡿࢗ ڕ޶फ ࠭  
ओߩబܽद ఇڒ झڡనࠫݧ న࠳దృఢ ࠭࠲ ࠲ऴతࠪ ݡ అధङ ߘ  యనం ࣆۯफߕऒ  ޶ం࠭ڕఇంత  ࠭࠲ ,࠭
అధङ యనం ࣄۯ ఉండవ۪ऐ , ఇࡓ ڕࠬ ޴ంހڝ ݡలࡹ కణం ࡅకए  కద࡯కߘ పࡍచయం ࣄۯం޴  
۪ ࢓फࣆకణం ఒక వ ښన ఒ࠳బܽद సరళڒ द݀ ङࡏࣇ  ޴అ ,޴ంޔڷࡏޒ  ۪ ߖ द݀  ऴగࣔࢗ ࡱళऱడం వంܽ޴ 
 h ړߖ࢐సफ࢐ ࡱ߄మనం ఈ  సంబం ݟంߘ ߖ޳ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߘల߄సం సంబంڝ ߖ޳ బܽद మనంڒ
దృఢ࠳న ݧనࠫڡझ  లభంࣆ ࡮ۧ ऴశదम వࣕంచడం ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࣄ࡯క ޜ 
ओߩబܽद ఇڒ ࡍߦ ߤనल࠱ݧ  ࡹ ߤష࠵ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ  ߘߝ ݡ दకࡹ ࡽ కޔࡱ޶నऒ  కߖހऒ  పࡍగࣆށफߕऒ   ߘ
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ కڵ࡯ ఉߕऒ ంత ࣏లభङڜ ߘߝ అࣾం ޴ఇ ߘ ం ڝసం ڕࣆޓంܼߘ అࣾం x y 
 ࢓޶ంࠉ ఒక ޴బܽद ఇڒ
बࣃ శ޴ ޴బܽद  ఇڒ నం ࢗక द࡛  r ࣆࡱޘ 
 శ  r޴ బܽदڒ
ओߩఇ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ܿߦ ޜߖ޵ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ బܽदڒ ఇకए ߘߝ ݡ డ ࡓం޴ ݡశలߘ కڵ࡯ ఉండగలߘ er  
ఇߩओ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం ఇߩओ ऒߕఉ ߘߝ ݡ फޑవృ ߘ ࡍఆڝ ర ధృవڒ नߧ ڴࡱ ݋ߝలవబߖ࢐ܽ ݦ r  
ఉపڵࡆంచడం ۧࣆ ࡮లభం  , ߘߝ ఇకए డ లంబంڴ ऴࣄۯ ߵݞనߩओ ࡍఆڝ ݡ नړ ݋ߝ సࠪనం,  ఈ x x 
పࠪࡍణం ܼޓ ࣒ڒ  మ࠾ࡍ అܼޓ ߤࣄ ޙ࠼  ఎం޶కం݄ ఇ޴ ܼޓ ޴శ ߦ ܼޓ ࣒ڒపం ܼޓ ఇ޴ xr y r 
ओߩఇ  ࠾ࡍలభం మࣆ ࡮ۧ కएࡅ द࡛ڒࢗ ఈ ߖ द࡛ڒࢗ ఈ ߘߝ ݡ  పࠪࡍణం  అߖ పࡍగ࣋ށफ, ښవలం ڕߕ ah 1 x
 ఉంࢗ ݋ߖ࠿ ܼޓ ࣒ڒ ޴క द࡛ ओߩసࠪనం, అ ړ   సࠪనం y ړ࢐ܽ నࡷద࠴ ܼޓ ߤࣄ ݡ
దగ ߕ బܽदڒ ठర అ࡮ంܽ ࢗక द࡛  ఉం޴ 
छ޳  బܽदڒ ठڴࡍణం సࠪࡍల ప࠻द࡛ సమڒࢗ సࠪనం ࡌ  dr d r ݟڕ द࡛ڒࢗ 
దగ ߕ బܽदڒ ठర ఇ࠹݅ ޴झ కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛   ప ऱ࣒ झ࠹݅   ఇݟࡔ ޴య޴ ࡽశࡹ dr by dt  r r der by dt  
కࢗ ݋ߖ࠿ द࡛ కएࡅ  एړࡵ ߘߝ  ߕ޻నࡕస ޴ఇ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠹݅  ంۧ࡯झ న అవసరం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ah 
फࣃࡱߧ ߖఅ ݋ݞ అం݄ మనం ࠑ ޴ ࣆࡱޘ ڕߕ ޴లభం ఆࣣ ఇࣆ ࡮ۧ  dr by dt  dr dt r r ݋ݞ ࠭
ఈ ۪కए ޴फంࣆۨࣇ దܽ ఉతओ࠴  నऒ ం  ఒక ఉతओ ऒߕ ऒߖ थ܉క సంށࠪߦऴ ࡮ۧ ऱࢁమ ޴ఇ ޴फంࣆۨࣇ  ࠪనం 
మ࠾ࡍ 
झ࠹݅ ݋ݞ ޴బܽद ఇڒ  ఈ పߖހࠪࡍऒ ఇకए ߘߝ  డ కڵ࡯ ఉߕऒ పऱ࣒ ߘ  ऱ r er  r dr by dti dtiࡏࣃ 
छ޳ एړࡵ ࡌ ంۧ࡯ d  er 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ߧۮओ న ऱܿڒࢗ ݋ߖ࠿ ߕ ڴद࡛ అࣆࡱޘ ڕߕ ߖ er 
కࢗ ݋ߖ࠿ బܽद  ఈڒ द࡛ ऱ తపओࡏࣃ ܼޓ  ࣒ڒ కం݄ ܼޓ ࣒ڒ   మ࠹݅ ޶ڒ ࠬࡔझ  ఎڡझ  ܿߦ ޜ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ 
ఈ పऱ࣒ झ࠹݅ ܼޓ ߤࣄ    ࠀ ݋ߖ࠿ 
झڡఎ ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳ ࠆఆ ܽݟ ࠑ ݟబܽद ఐڒ  ప ऱ࣒  फ er࣋۫ ߖ द࡛ڒࢗ ఈ ࡏࠬ ,సࠪనం ڕܼޓ ఐ ܼޓ ࣒ڒ  
ఇߩओ झ࠹݅ ݡ   ఆࣣ వ࢟ܽ࢘ࡍݥ ࠹݅ ߤ ఉందߘߝ ߖ మࡍऐ झ࠹݅ ܼޓ ࣒ڒ  ఈ ߘ࠻߱  ޻అ ߘ ݋ݞ ܼޓ 
࢑ధంڴ ఇకए డ ऴߘߝ  ࡯࠻࢐ ࠡదం ఆࣣ ࠳న࣒ ࠹݅ ܼޓ ߤࣄझ ओߩఇ ݋ݞ ܼޓ   द࡛ ఏంܽ ఈ wh enڒࢗ ఈ ݡ
కࢗ ఈ ݟడం۫  ߖ द࡛ڒࢗ द࡛  ఈ ڒࢗद࡛ ړ లంబంڴ ఉంܿంߘߝ ,޴  మధङ ఉతओ ݋ݞ   ऐerۯం݄, ఆ߯ వڕࣆޓ ߖफޒ
కࢗ द࡛ ࡓ 0  ܼޓ ߤࣄ ܼޓ ࣒ڒ న࣒࠳  ऱܿ ݋ݞ ܼޓ పऱ࣒ झ࠹݅ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤࣄ   ݋ݞ ܼޓ 
ऐۯవ ڴతం࡯ఫ ߖ޳ ࠾ࡍబܽद  మڒ కࢗ  द࡛  మధङ ఉతओ ݋ݞ  ऒߕࣆ फޒ  er 
కࢗ బܽद ఈڒ द࡛  ఇ ࡅ ܼޓకए ఒక ࠪర ࣋۫ ߘల࠻࢑ష ޴శ,  ఇ޴  ठం 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ఉߕऒ ऐࡍऴ࢐యడం మ ߘߝ ߘ  ah I have here dr by  dt ࡐఎవ ߘ࠻߱
గమߖంచ޶ࡶ  ఈ ࠹݅ ࠑझ ఇకए ߘߝ ܼޓ ఇ ݋ݞ ܼޓ ࠑ  డ ఉం۪ߖڜ  ߘޑऒ  ࣏ందరङ  dr dt r dr dt 
ఇకए ߘߝ ࡱߕధࣃ డ ఉం۪ߘޑ 
ऒߖ࡮సब ߘߝ బܽदڒ  సం޴ߦం۪ڕంܼߘ,  దయ݋ݞ ܼޓ ݋ݞ ܼޓ ࣄۯ అం݄ ఏࠫ݇ ࡏڷफం۪ڝంߖ޳ ݟ 
కएࡅ छ޳ ణంࠪࡍయ ࢘గం పނڝ  ఇకए  ࡌ డ మనం ఇߩओ ए࣒ݟ ߘߝ అం݄ ࠭ࡶ ࡹక࡯న కద࠳దృఢ ݡ  dt ߖ 
కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ ࡍߖ ఒక  ߘߝ ࠾ࡍమ ݡ भషद ࣃब నం࠼ߦ ࡹంߖ ݋ కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ बࣃ ߖ޳ ݡ నం ࢗక द࡛  అޙ࠼ ఈ r 

 rrr r 0 ݋ݞ  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕ ݋ݞ
ऒߕࣆ ݋ݞ బܽदڒ  సం r iw r vڝ రంࡎన శ࠳మనం దృఢ ڴరణం߄ࣃ ߖܽ࢒  ,సࠪనం ࠲ऴతࠪ ړ ݋ݞ ܼޓ 
ऒߕࣆ ߖߖ޵  అࣃࡱߧ ߖफ झ࠹݅ ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ ߖߖ޵ ڴరణం߄ࣃ ߖߖ޵ ,࠭  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  పऱ࣒  er 
ఇ޴  ఇߩओ  రం  e rࡎకం݄ శ޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  రంࡎన శ࠳దృఢ  ܼޓ య ࠙గంނڝ ల࠻గ సమ࢘ ݡ
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ओߩటڼࡍޒ ࡍߖ మనం ఒక ݞږ ݡ भషद ࠉంࡹ࢓޶ ఉߕऒ ࠭ 
 r ޶బܽद ఈ ࠪరڒ
ऒߕࣆ ړߖࡌࡎన శ࠳దృఢ ޴బܽद ఇڒ ఖङ࠭ ڕర చలనం మనࡎన శ࠳దృఢ ߗڒ  , ޴ఉంܿం ڵ࡯న సంబంధం క࠳
ఇߕࣆ ޴ऒ  ࠪऴత࠲ మనڕ  సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అܼޓ ޴ߝ ఇ ޜܼޓ సࠪనం మܼޓ ࠾ࡍ v v vv v 
అ޴ߝ ఆ࡛ ఒڴ࠲ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ,  ఆࣣ ఆ࡛ ݋ݞ ܼޤ ఆ࡛ అం݄ అߘ࢓ ఆ࡛ ݋ݞ ܼޓ ݋ݞ ܼޤ ఒڴ࠲ 
झ࠹݅  ఇ ܼޓ  ఇߩओ ऒߕࣆ ݋ݞ సం ఆ࡛ڝ రంࡎన శ࠳దృఢ ޴ఆࣣ ఇ ݡ  అంښ޶ ఈ సంబంధం  ఇకए డ ߘంݟ 
వ ݟంߘ ڴ࠲ఒ ޳ࡶ फ࣎ ం޴ ఇߩओ फࣃ܊࢑భ  ంతࡍమ ߖߖ޳ ߘߝ ݡ  ఆ సबలం ހ࠲లऴకڒ ڕߕ ߘ࢓ఓࣣ అ ߘ
ओߩఅ  ࡔస  ࡯࢐ڒ ओߩఇ ࡔం۪ సڵࣃనڜ ݡ झړ࠻ ߘߝ ݡ లࡔషړ࠻  ߤझ లࡔష޳ ߤछ dt dv ߖసࠪనం అ ړ ࡌ
एړࡵ फࣃ छ޳ ޴ఇ  ߘ छ޳ ޴ఇ ޴ంޔ࢓అ ڴ࠲ఒ  ࡌ ఇకए ޴ంޔ࢓అ ࡌ డ ߘంݟ d r d d dtf 
ऴߦరంభమޔ࢓ం݋ݞ ޴  ప ऱ࣒  r er r theta dot  r theta dot e theta  
ऒߖ޵ ߘߝ ,޴ఉంܿం ڴదట࠴ ޴బܽद ఇڒ फࣃۯ ࡏ࢘  ప  ݋ݞ ࡽࠋడ ړࡍ࢐ ,ߘ ऱ࣒  ఉంܿం޴, ఆ߯ ߘߝ  ఈ r er 

ప  ߘޑఉం۪ ڴ ڴबరంࣄ ߘ ݋ݞ ऱ࣒  త޶ప޳ ࡍछ పऱ࣒ ܼޓ ఇ ݋ݞ ܼޓ ࡌ   సమࡹ࠻ऱ  r d d er dr dt r 
ऒߖ޵ ߘߝ ऒߕफࣆۯ ࡏ࢘  झ࠹݅ ݋ݞ ࡽࠋడ ܼޓ ߘߝ ߘ  ఇ ܼޓ పऱ࣒   ఓښ ߰ంߘޑ޶ 
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ڝ ܼޓసం ఈ ఎڡझ  ऴ߭షߖ ߤ కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߖ޵ ߘߝ ,ߘ  ऴ࢐యనపओ సओ ࡮ۧ ޴ఇ ڔܽ షदంڴ 
ఉం࠳ ޴న࣒  ܼޓ ߤࣄ ఎڡझ  ప ऱ࣒  ࡔఐ  స ܼޓ ࣒ڒ 
సࠪనం ఈ పదం అకए ړ ࡽࠋడ ޴బܽद ఇڒ డ ݋ݞ ఇߤ ఆࠆ ఉంܿం޴ అ࠭࠲ ߖ r dot er  r dt e r 
ఇకए డ ړࡵए ంۧ࠭ ࠹݅ ܼޓझ పऱ࣒ ݋ݞ ܼޓ    ఈܘ ࣾࠫంచంݟ ఈܘ e dr by dt v ah dr by dt r 
కࢗ ݋ߖ࠿ ܼޓ ఇ ݋ݞ ܼޓ ݋ݞ द࡛   ऴࢗ ݋ڼక द࡛ ऐࡍమ ߘߝ  ఇకए ߘ࠻߱ ప ݦ ऱ࣒  ఇకए డ ߕ దగ ठర డࡽࠋ r 
పऱ࣒ ޴ఉం ܼޓ ݋ݞ ࡽࠋడ ܼޓ ޳ࡶ ݋ݞ   ఈ ޳छ కएࡅ ܼޓ ࠆఆ ࡌ  సమయం ఉతओ నऒ ం e d dt e 
ఏࠫܽ, ఇ࠳ ޴న࣒ ړܼޓ ߤࣄ సࠪనం,  ࣋ۯ ࡏ࢘ ߖܼޓ ߤࣄ ߘߝफ ࣾࠫంచంܼޓ ࣒ڒ ߘߝ ,ݟ ఎڡझ  ప ऱ࣒  న࣒࠳ 
झ࠹݅  ܼޓ ߘޑ޶ం߰ ߖ ߤࣄ झ࠹݅ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿   ఆࣣ ݋ݞ ܼޓ ట࡛घ  y ޴ ܼޓ ޴ߝఅ ߤ࣌ ంబ࡛࠱ࡍ 
ఫంࣾߤ అ޴ߝ సమయం ࡅకए   ta ߅࢑ 
झڡ࠻ ܼޓ ࣒ڒ ޴फ అ࣋࢘ࣄޓ ߘफࡏڷ న࣒࠳ ఈ ߘߝ ,  ࡯࢐ࡌ ݋ݞ ܼޓ బܽदڒ  అం݄ ఏࠫ݇ మనࣆࡱޘ ڕ, 
झڡఎ ܼޓ ࣒ڒ ڕߕ  ప ऱ࣒  ޴న࣒  ఉంܿం࠳ ఐ ܼޓ ߤࣄ 
ఈకछ ܘఈ ܼޓ ఇ ޴సంబంధం ఉంܿం ܼޓ ݟ ࠑ ݟ ڕߕ బܽदڒ ఈకछ ܘఈ  ܿ ࡽ  ڕߕ ࠹న࣒ ఉ࠳ ܿ ࡽ
 ޴࢑ఆ࡛ ఉంܿం ݋ݞ ܼޓ న࣒࠳  ఎ࡛ ݋ݞ ܼޤ న࣒࠳ న࣒ అࣣ࠳
ఇకए ڕߕ బܽदڒ డ ࠳న࣒ ݋ݞ ܼޤ ఉం޴  
ఇకए ߘߝ బܽदڒ డ ఉߕऒ ए࣋ ݋ݞ ܼޤ న࣒ ఆ࡛࠳  ݋ݞ ࡽࠋఆ࡛ డ ߘ छ झ࠹݅ ࡛  ఎ࠹࠻ ࡍ ఈ పߖ޳ऒ  క ऱࠉख ంۃ
ऒߕफࣆۯ ఇకए ߘߝ ఈ పదం ఆ߯ ࠾ࡍమ ߘ డ  ప ऱ࣒  కڵ࡯ ఉంܼ޳ࡶ ߘ ఈ ࡓంݡ ఈ ࡓంݡ పࡱ޳ ఒక݄ ߘߝ 

ప  ݋ݞ ࡽࠋడ ܼޓ ऱ࣒ ऒߕఉ ࡹశ޴ ఈ ݢంࡓ ݋ݞ ܼޓ ݋ݞ ݀   r r r ߘ ݋ݞ ࡽࠋఆ డ ࡏࠬ  ఉࣣ  ࠼
फࣃ۫ ऒߕࣆ ࡏ  
झړ࠻ ࡽయݟࡔ ߘߝ ߖߖ޵ బܽदڒ లࡔషߤ అࣃࡱߧ ߖफ పऱ࣒ ࡛ࡔఆ ޴ఆࣣ ఇ ࡽయݟࡔ  ޴ఇ ,ߘ  ఎ ܼޓ  ఇ ܼޓ 
झړ࠻ బܽदڒ లࡔషݟࡔ ࡹ ߤయڒ ࡽం߱ߜంࡱ ݋ మ࠾ࡍ ఆࣣ  ڒ ܼޓం߱ߜంࡓ ࡱ ݋ంݢ ఉంܼ࠼ 
ओߩబܽद ఇڒ झڡ߸ ړݠࠈ న࠳దృఢ ࡏࠬ ݡ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖందݟయబۯ   r ࡏ
फࣃۯ ߘߝ బܽदڒ  ߕ అం݄ ࡯ݞఉం ڵ࡯క ߘ࢓޶ంࠉ ߕ޼రం߯ ఏࡎన శ࠳దృఢ ޳ࡶ  రంࡎన శ࠳దృఢ ߘ
ఉ޻भశङ ం ఇ޴ శࡎరం  
झړ࠻ ࡽయݟࡔ ߘߝ బܽदڒ లࡔషߤ కڵ࡯ ఉంܼ࠳  ߘన࣒ ݋ݞ ܼޓ ࣋ए छ ࡛ न మނڝ  ࠾ࡍయ తछ రణం r 
సࠪనం మࢁऱ ఇܼޓ ޳ࡶ  0 ޴ డ݋ݞ ࡽࠋ అޔ࢓ం޴ 
సओ ࡮ۧ ޾ఏࠫ ఉంܿం ړߖހరం߯ ఒక కࡎన శ࠳దృఢ ݟంߘ ߖ޵ బܽदڒ షदంࣆࡱޘ  ڴफంݟࡔ ޴యࡽ ࢘గం 
झړ࠻ ߗڒ ޶ࡶ झړ࠻ ࡽయݟࡔ ޙ࠼అ ݋ంݥ లࡔషߤ ఉంܿం޴, అړ࠻  ޙ࠼झ లࡔషڝ ߤసం ࡱڴ࠙ ܼޓ r 
 ࠼ఉంܼ ݢంࡓ
एړࡵ ߘలހࠪࡍఈ ప  ࠭࠲ ߩࡔ బܽदڒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ఫޑ࡯లޜ అࡽܐ ࢑ అ޳۫ ޾ࡶ ࡆޑ࢓भ ం 
ధనङ ڕࠬ  బܽदڒ   ࡱ޳࢐
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