
 ௌகள்கள் மற்௥ம் ௳ைறப்பான இயக்கத்ொன் பல்ேவ௥ எ௄த்ௌக்காட௄்கள்  மற்௥ம்   
இத்தைகய ஼க்கல்கைள ஆய்௵ ெசய்வதற்கான ைமய ௚க்ழயமான  க௠த்தாக்கம் ெவஶஜன 
ைமயம் என்ற   க௠த்தாக்கம் என்பைத நாங்கள் உணரந்்ேதாம். ெவஶஜனத்ொன்  அேதேபான்௥ 
ெவஶஜன ைமயத்ொன் ௚௄க்கம்  இந்த இரண்௄ க௠த்ௌக்க௬ம் அ௣௚கப்ப௄த்தப்பட்டன   
ௌகள் அைமப்௖  ௌகள் அைமப்௔ல் 

ெவஶஜனத்ொன்  ——————————————————————————————————————————————————————————————  
மற்௥ம் மற்ெறான்௥ சார௖் இயக்கம் அல்லௌ  பய௑ள்ள ெவஶஜனத்ொன் க௠த்ௌ என 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த இரண்௄ ௌகள் அைமப்௔ன் அைமப்௔ன் ெமாத்த இயக்க 
ஆற்றைலக் கணக்ழட௄்  இந்த இரண்௄ ௌகள்கள்   அைமப்௔ன் இயக்க ஆற்றல் இ௠க்கலாம் 
என்பைத நாங்கள் உணரந்்ேதாம்.   ெவஶஜன ைமயத்ொற்ஶத் ெதாடர௖்ைடயதாகப் ௔ரித்ௌ  , 
ஶைறக்கப்பட்ட ெவஶஜனத்ௌடன் ெதாடர௖்ைடயதாகப் ௔ரித்ௌ சரி , ஶைறக்கப்பட்ட மா ேபால் 
ேதான்௥ம்  ஆனௌ  ஒன்௥க்ஶம் இரண்ூற்ஶம் இைடேய உள்ள சார௖் ேவகத்ௌடன் ss v v 
ாழல்ழறௌ, ௔ன்னர ்ேநற்௥  நாங்கள் ௌகள்களின் அைமப்௖கைளப் பூக்க ேம௩ம்   
ெதாடரந்்ேதாம், ேம௩ம் ௌகள்களின் அைமப்௖களின் ௳ஷயத்ொல் உந்தம்  ௚௄க்கம் என்ற 
க௠த்ைத எவ்வா௥ ெபாௌைமப்ப௄த்ௌவௌ ேபான்ற ஼ல ஷ௄தல் க௠த்ௌக்கள் ேதைவ  என்பைத
உணரந்்ேதாம்   ெவஶஜன ைமயத்ொன் ேவகம் என்ற க௠த்ைத நாங்கள் 
அ௣௚கப்ப௄த்ொ௜௠ந்ேதாம், ெவஶஜன ைமயத்ொன் ௚௄க்கம்  ேபான்றவற்ைற நாங்கள் 
௘க௵ம் ாவார஼யமான உதாரணமாகக் க௠ொேனாம் இரண்௄ ௌகள் அைமப்௔ன் ௳ஷயத்ொல் 
அௌ எவ்வா௥ ெசல்ழறௌ  மற்௥ம் அௌ இந்த இரண்௄ ௌகள் அைமப்௔ன் இயக்கமாக மா௣யௌ  
நான்  இயக்க ஆற்றைலப் பாரக்்ழேறன், இந்த ெமாத்த இயக்க ஆற்றைல இரண்௄ பஶொகளாகப்
௔ரிக்கலாம்.   ஒன்௥   மற்௥ம் இரண்ூற்ஶ இைடேய உள்ள சார௖் ேவகம்  இைவ இரண்௄ v v 
ௌகள்க௬டன் ெதாடர௖்ைடய ேவகங்கள். இன்௥ நாம் ேம௩ம்  ஆய்௵க்ஶ ெசல்ழேறாம்.  
ௌகள்களின் அைமப்௖களின் ாழற்஼ இயக்கம் ௌகள்களின் அைமப்௖களின் ௳ஷயத்ொல் 
நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள்   அௌ  ்ய ெமா௯ெபயரப்்பாக இ௠க்கலாம் அல்லௌ அௌ 
்ய்ைமயான ாழற்஼யாக இ௠க்கலாம் அல்லௌ இரண்௄ம் இ௠க்கலாம் எனேவ ாழ௩ம் 
இயக்கத்ைத எவ்வா௥ ைகயாள்வௌ என்பைத நான் ஷ௥வௌ நமக்ஶத் ேதைவ,  ேம௩ம் நாம் 
நம்ைமத் தயாரப்௄த்ொக் ெகாள்ள ேவண்௄ம்  இன்ைறய தைலப்௔ல் நாம் இரண்௄  
ொைசயனவாளிகைளக் க௠த்ொல் ெகாள்ளப் ேபாழேறாம், இௌ இரண்௄ ெவக்டரக்ைளக் 
ெகாண்ூ௠க்ஶம்ேபாௌ  , இந்த இரண்௄ ெவக்டரக்௬க்ஶம் இைடேய உள்ள ஶ௥க்ஶ தயாரிப்௖ 
என்னெவன்றால், இந்த ொைசயன் தயாரிப்௖கள் மற்௥ம் ேகாணத்  ொைச௳டங்கள் ஒ௠ உடல் 
ஒ௠ அசை்சப் பற்௣ ாழற்௣னால், அௌ இ௠க்ஶம்  அொல் உள்ள ஒவ்ெவா௠ ௖ள்ளி௞ம் ஒ௠  
ேகாணத் ொைசேவகத்ைதக் ெகாண்ூ௠க்ஶம், அதற்ேகற்ப அௌ இந்த உட௧ல் உள்ள ஒவ்ெவா௠ 
௖ள்ளி௞ம் ேகாண ௚௄க்கம் ெகாண்ூ௠க்ஶம்.  எனேவ, ௌகள்கள் மற்௥ம் ௳ைறப்பான இயக்க 
அைமப்௖கைளக் ைகயாள்வொல்    பல்ேவ௥ க௠த்ௌகள் மற்௥ம் வ௯௚ைறக௬டன் நாங்கள் 
பூப்பூயாக நம்ைமச ்஼த்தப்ப௄த்ொக் ெகாள்ழேறாம் என்பைத நீங்கள் ௖ரிந்ௌெகாள்ழேறாம். 
இந்த ேகாணத் ொைசேவகம் ெபாௌவாக ஒேமகா ெவக்டரால் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் ேகாண 
௚௄க்கம்  ெபாௌவாக ஆல்பாவால் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ இைவ ௘க௵ம் நிைலயான ஶ௣௝௄கள் 
மற்௥ம் இப்ேபாௌ நாம் ெகாஞ்சம் ெசய்ய  ேவண்௄ம்   இௌ கணிதம் என்௥ நீங்கள் h  
நிைனக்கலாம் ஆனால் இௌ  நான் எனௌ ௳ரி௵ைரகளில் ொ௠ம்பத் ொ௠ம்பச ்ெசால்வௌ ேபால் 
இல்ைல  ஶைறந்தபடச்ம் இந்த அள௳லாவௌ கணிதத்ைதப் பற்௣ பயப்பட ேவண்டாம் எந்த 
கணிதத்ைத நீங்கள் சந்ொக்ழ௤ரக்ேளா                                                                 .  எனேவ ௚த௧ல் 
எங்களிடம் ெவக்டார ்தயாரிப்௖கள் ழைடக்ஶம் அதற்ஶ  ௚ன்   என்னிடம் இரண்௄ ெவக்டரக்ள் 
உள்ளன என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் மற்௥ம் ௚ன்௖  இந்த இரண்௄ ொைசயன்க௬க்ஶ a b 
இைடேய உள்ள ௖ள்ளி தயாரிப்௖ என அைழக்கப்ப௄வைத நீங்கள் பாரத்்ொ௠ப்௕ரக்ள்  டாட ்
தயாரிப்௖ என்௥ அைழக்கப்ப௄ம்  இரண்௄ ொைசயன்களின் ௖ள்ளி தயாரிப்௖ இௌ ஒ௠ 
௖ள்ளியாக வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ என்பௌ இன் மா௄லஸஓக்ஶ சமம்,  இௌ ொைசயன் ஒ௠ b a 
மடங்ஶ நீளம் ொைசயன் மடங்ஶ நீளம் ஆஶம், இந்த இரண்௄ ொைசயன்க௬ம்  இப்ேபாௌ b 
இதற்ஶ ஒ௠ எளிய உதாரணம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.  ஒ௠ ௳ைச ஒ௠ ௌகள் ௙ௌ 
ெசயல்ப௄ழறௌ என்௥ ெசால்லலாம், ௳ைச ொைசயன் ஒ௠ ௌகள் ௙ௌ ெசயல்ப௄ழறௌ,  இௌ 
௳ைச ொைசயன் என்௥ நான் ெசால்ழேறன், ௔ன்னர ்அௌ ஒ௠ ஼௣ய ்ர இடப்ெபயரச்஼் ௛லம் 
நகரழ்றௌ ௔றஶ இந்த இல் உள்ள ௳ைசயால் ெசய்யப்ப௄ம் ேவைலையச ்ெசால்லலாம்.ds  pa 

என்பௌ ஼௣ய ௚ூ௳௧ இடப்ெபயரச்஼்ைய நகரத்்ௌவொல் உள்ளௌ  rticle  f dot ds  
சரியாக ௔றஶ இந்த ௌகைள ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளிைய ஶ௣ப்௔ட்ட   ௖ள்ளிக்ஶ நகரத்்ௌழேறாம்  

ஆக இந்த ௳ஷயங்கைள நீங்கள் இப்ேபாௌ பாரத்்ொ௠ப்௕ரக்ள்  எனேவ இரண்௄   b  
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ொைசயன்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ௖ள்ளி தயாரிப்௖  ஒ௠ அள௳டல் அள௵ அதன் ஒ௠ அள௳டல் 
அௌ ஒ௠ ொைசயன் அல்ல அௌ ஒ௠ எண்ணாக இ௠க்ஶம். இப்ேபாௌ நாம்  ொைசயன் என 
அைழக்கப்ப௄வைதக் க௠த்ொல் ெகாள்ளப் ேபாழேறாம்.  தயாரிப்௖ இரண்௄ ொைசயன்க௬க்ஶ 
இைடேய இௌ இப்பூ வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ,  என்னிடம் ஒ௠ ெவக்டார ்உள்ளௌ என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் ஆ  என்னிடம் இௌ ேபான்ற ஒ௠ ொைசயன் உள்ளௌ  மன்னிக்க௵ம்  இௌ 
ெவக்டர ்஼௣ய ொைசயன் இௌ ஼௣ய ெவக்டார ் இங்ேக பாரக்்க௵ம் இந்த ொைசயன் மற்௥ம் b a 
ொைசயன் அைவ ஒன்௥க்ெகான்௥ ெசங்ஶத்தாக இல்ைல ஼ல ேகாணங்கள் ெசங்ஶத்தாக b  
இ௠க்கலாம்  ெபாௌவாக நாம் அைத அப்பூ எ௄த்ௌக்ெகாள்ள ேவண்ூயொல்ைல, எனேவ 
ொைசயன் மற்௥ம் ெவக்டார ் இைடேய உள்ள ேகாணம்  ஆஶம், ௔ன்னர ்இந்த  a b theta 
இரண்௄ ொைசயன்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ஶ௥க்ஶ தயாரிப்௖ மற்ெறா௠ ொைசயன் ௛லம் c  
ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ.  ொைசயன் மற்௥ம் ொைசயன் ஆழய இரண்ூற்ஶம் ெசங்ஶத்தாக a b 
எனேவ இந்த  ொைசயன் இந்த ெவக்டார ்஼௣ய மற்௥ம் ெவக்டார ்஼௣ய ஆழயவற்றால் a b   
உ௠வாக்கப்படட் ௳மானத்ொற்ஶ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ,  எனேவ இௌ இவ்வா௥ 
ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, அதற்ஶ ஒ௠  ொைசைய ெகா௄க்க ேவண்௄ம் , அௌ என்ன என்பைத நான் 
௳ளக்ஶழேறன்.  இொல்  இப்ேபாௌ வலௌ ைக ொ௠ஶ என்பதன் க௠த்ௌ   என்ன என்பௌ நமக்ஶத் 
ேதைவ   இந்த  அசா் வலௌ ைக௜ல் ொ௠ஶ க௠த்ௌ இந்த மாொரி இௌ ேபான்ற ஒ௠ ொைசைய 
ஶ௣க்ழறௌ என்௥ நிைனக்ழேறன், ௔ன்னர ் நீங்கள் உண்ைம௜ல் உண்ைம௜ல் நான் 
உண்ைம௜ல்  ஒ௠ ொ௠ஶ இ௱க்க ேவண்௄ம் ஆனால் நான் உண்ைம௜ல் ஒ௠ ொ௠ஶ இ௱க்க 
௚ூ௞ம் என்௥ நிைனக்ழேறன் ஆனால் நான் ௳௠ம்ப௳ல்ைல  வைரபடத்ைத ஼க்கலாக்க,  
இப்ேபாௌ நீங்கள் இ௧௠ந்ௌ க்ஶ ாழ௩ம்   ேபாௌ  ொ௠ஶ ௚ன்ேனாக்ழ ௚ன்ேனற ேவண்௄ம்a b 
   ொ௠ஶ ேமல்ேநாக்ழ ௚ன்ேனற ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ிழ்நிைல  இப்பூக் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ
வலௌ ைக ொ௠ஶ  சரி இப்ேபாௌ நாம் ெசால்லலாம்  இந்த ந௄௳ரல் எந்தத் ொைச௜௩ம் 
ாடூ்க்காட்ட ௚ூ௞ம், இௌ  ெகாஞ்சம்   சரி என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, ௔ன்னர ்இந்த ொைசயன் 
என்பௌ ௘க௵ம் அம்சத்ைதக் ஶ௣க்ஶம்            ௳ஷயத்ைத நீங்கள் பாரக்்க ேவண்௄ம்  
௳ஷயத்ைத இங்ேக ாடூ்க்காட௄்ழறௌ. ஼௣ய எனேவ  இந்த இரண்ூற்ஶம் இைடேய உள்ள b 
ேகாணம் ஼ல   ோட்டாவாஶம்  நீங்கள் இ௧௠ந்ௌ வைர ாழ௩ம் ொ௠ஶ ேம௩ம் a b  
௚ன்ேன௥ழறௌ   வலௌ ைக ஸ்க்௡ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, உங்கள்  வழ் இடௌ ைக ொ௠ஶம் 
இ௠க்கலாம், அைதப் பற்௣ நாங்கள் கவைலப்பட  மாட்ேடாம்,   இந்த நிைலயான மாநாடை்டப் 
௔ன்பற்௥ேவாம், எனேவ இந்த இரண்௄ ொைசயன்க௬க்ஶம் இைட௜லான ஶ௥க்ஶ தயாரிப்௖  
஼௣ௌ  மற்௥ம் ஼௣ய என்பௌ ெவக்டரின் மா௄லஸ்  b a in the modulus of vector b of 

மற்௥ம் இந்தச ்ாழற்஼யானௌ ொைச௜ன் ொைசையக் ஶ௣க்ஶம் என்பைத sin theta  
நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம். அதன் ொைசயன்  அளைவக் ஶ௣க்க, நான் இங்ேக ஒ௠ ௟னிட் 
ெவக்டைர ைவப்ேபன், எனேவ இௌ  வௌ  ௟னிட் ெவக்டர ்என்பௌ ௟னிட் ெவக்டார ்என்பௌ   e 
இௌ வலௌ ைக ொ௠ஶ கன்ெவன்ஷைனப் ௔ன்பற்௥ழறௌ மற்௥ம் சரி  இப்ேபாௌ இந்த ேகாண 
ோட்டாைவ எப்பூ எ௄த்ௌக்ெகாள்வௌ   இந்த ோட்டாைவ எப்பூ எ௄ப்பௌ  இப்ேபாௌ ஆ மற்௥ம் 
௔  ோட்டா௵க்ஶ இைடேய உள்ள ேகாணத்ைதப் ெபா௥த்ௌ ஶைறவாக இ௠க்கலாம்  180 ூழரிக்ஶ 
ேமல் அல்லௌ ோட்டா  180 ூழரிக்ஶ அொகமாக இ௠க்கலாம்  எொெரொர ்ஒன்௥ எனேவ நீங்கள் 
எப்ெபா௱ௌம்  180 ூழரிக்ஶம் ஶைறவான ஼௣ய ேகாணமாக எைத எ௄த்ௌக் ெகாள்௴ரக்ள் 
என்பைதப் ெபா௥த்தௌ                    இரண்௄ ொைசயன்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள இந்த ெவக்டார ்
தயாரிப்௖           இரண்௄ ொைசயன்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள க௠த்ௌ இௌதான்  அைவ ௚த௧ல் 
ெவவ்ேவ௥ மர௖கைளக் ெகாண்௄ள்ளன ஒன்௥ மன்னிக்க௵ம் பல்ேவ௥ பண்௖கள் பல்ேவ௥ 
பண்௖கள்  ௚த௧ல் ஒன்௥  ழராஸ் என்பௌ ழராைஸப்  ேபான்றௌ அல்ல, ஒ௠ ஶ௥க்ஶ ஒ௠ b b 
ஶ௥க்ஶ எ௄ப்பதாக ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் அௌ ழராஸ் ஆக இ௠க்காௌ  , நீங்கள் b b a   b 
க்ராஸ் ஒ௠ ௧௠ந்ௌ க்ஶ மற்ெறா௠ வ௯௜ல் ாழ௩ம் ேபாௌ இௌ  க்ராஸ் b a minu  sb a 
இைவேய   ௔ரொப௧ப்௖ ைமனஸ் க்ஶம், ெவக்டார ் ைமனஸ் க்ஶம் ெசல்ழறௌ, ௔றஶ a a b b ah

என்பௌ ைமனஸ் க்ஶ ைமனஸ் க்ஶ ெசல்ழறௌ,   எனேவ ௔ரொப௧ப்௖ வழ்  a cross b a b 
ஶ௥க்ஶ தயாரிப்௖  அப்பூேய உள்ளௌ  இப்ேபாௌ மாறாமல் உள்ளௌ ஆ ஒன் ஈ௻யான ெசாத்ௌ 
௛ன்றாவௌ  ெசாத்ௌ என்பௌ ஶ௥க்ஶ என்றால் ஏெனனில்  ேகாணம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம்a 
                       அௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠ப்பதற்ஶ  ௚ன்,                                                                           
அதனால் அௌ அத௑டன் உள்ள எந்த  ெவக்டரின் ஶ௥க்ஶ தயாரிப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம்.  ஒ௠ 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ அைமப்௔ன் ொைசயன்கள் என்னிடம் இ௠ந்தால், இௌ என்௥ ij  k 
ெசால்லலாம், இைவ ஒவ்ெவான்௣ற்ஶம் இைடேய உள்ள ேகாணம் 90 ூழரி இந்த  ொைசயன்கள்  
௟னிட் ெவக்டரக்ள் எனேவ இைதத்தான் நீங்கள் அைழக்ழ௤ரக்ள் அைமப்௖ ஼ல i jk 
ேநரங்களில் இைத நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள்  ொைச௜ல் அலஶ ொைசயன்  ொைச௜ல் x y 
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௟னிட் ெவக்டராக௵ம், ொைச௜ல் ௟னிட் ெவக்டராக௵ம்         ௟னிட் ெவக்டராகப்   z   
பயன்ப௄த்தப்ப௄ழறௌ,       ெவவ்ேவ௥ ஶ௣௝௄கைளப் பயன்ப௄த்ௌம்ேபாௌ நீங்கள் 
ஶழப்பமைடய ேவண்௄ம்,  
அதனால் நான் என்ன ெசய்ழேறன் என்பைத நீங்கள் பாரக்்கலாம் நீங்கள் ஐ tj i dot j 
தானாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழ௤ரக்ள் அௌ எனேவ அௌ ாழற்஼யானௌ அேத ேபால் k  j dot k 
சமம் என்ன நான் ழராஸ் ஐ கடக்கப்பட்டௌ என்ன  அௌ எந்த ொைசயன்களின் ஶ௥க்ஶ i ii i 
தயாரிப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம்  எனேவ ௛ன்௥ ொைசயன்கள் உள்ளன  ஒன்பௌ தயாரிப்௖கள் உள்ளன
, அவற்௣ல் இரண்௄ மட௄்ேம நீங்கள் ழராஸ் ஐ எ௄க்ழ௤ரக்ள் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் j j 
ழராஸ் ஐ  எ௄த்தால் அௌ ௟னிட்  ெவக்டராக இ௠க்ஶம்   ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄ம் ொைசயன்j cross 

அௌ இரண்ூற்ஶம் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம்.  நீங்கள்  எொர ்ொைச௜ல் ஶ௥க்ஶ பஶொைய i 
எ௄க்ழ௤ரக்ள் எனேவ இந்த ெசாத்ொன் ௛லம் இௌ ைமனஸ் ேக சரி சரி  எனேவ இைவ டாட்  
தயாரிப்௖களின் பல்ேவ௥ பண்௖கள் ஆஶம், அைவ ௳ரிவாகப்  பயன்ப௄த்தப்ப௄ம்   இப்ேபாௌ 
ெபாௌவான ஆ நிைன௶ட்டல் ித்ொரம் உள்ளௌ.  மன்னிக்க௵ம் ௔ளஸ் axi plus ah ayj azk 
மற்௥ம் க்ஶ சமம் இைவ அைனத்ௌம் காரட்்௃஼யன் ஶ௣௝டூ்ல் உள்ளன, எனேவ vector b x  
ஷ௥ ௚ைறகள் ஷட்டல் ஷ௥ ௚ைறகள் ஷட்டல் ஷ௥ ௚ைறகள் ௔ன்னர ்ஒ௠ ஶ௥க்ஶi y j z k 

இௌ ஒ௠ ித்ொரம் இ௠ப்பதால் கணக்ழடப்ப௄ழறௌ இௌ நிைனவாற்றல் ஒ௠ நிரண்யம் b  a  
ெசய்௞ம்  நீங்கள் எப்பூ கணக்ழடப் ேபாழ௤ரக்ள் என்பைத ௚த௧ல் ijkax   ayazbxbydz 
உங்க௬க்ஶத் ெதரி௳க்ழேறன்  எந்த வரிைச அல்லௌ எந்த ெந௄வரிைச௜௩ம் நிரண்௜ப்பைத 
௳ரி௵ப௄த்த ௚ூ௞ம் என்பைத நீங்கள் அ௣௴ரக்ள், ஆனால் இௌ ஒ௠ நிைன௶ட்டல் மட௄்ேம, 
அைத நீங்கள்  ெசய்ய ௚ூயாௌ. நிைன௳ல் ெகாள்வதற்கான ஒ௠ வ௯௚ைறைய நிைன௳ல் 
ைவத்ௌக் ெகாள்வதற்ஶ இௌ ஒ௠ வைகயான வ௯ நான்  எனேவ இந்த ெந௄வரிைச மற்௥ம் இந்த
வரிைசைய   ௳ட௄் ெவளிேய௥ங்கள்
                                                                                
                                                                                
                                                                               உண்ைம௜ல் நீ என்ன ெசய்ழறாய்? நான் இங்ேக 
இந்த காரியத்ைத என்ன ெசய்ேதன்  
அதனால் நான் இரண்டாவௌ  ஷ௥கைள எ௱தப் ேபாழேறன், எனேவ நான் இைத ௨ட் உ௥ப்பாக
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன்  எனேவ இந்த ெந௄வரிைசைய நான் ௳ட௄்௳ட ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்
இந்த வரிைசைய நான் ௳ட௄்௳ட ேவண்௄ம், அைதச ்ெசய்௞ம்ேபாௌ  ேபா௄ேவன்  ஒ௠ 
க௯த்தல் ஶ௣ இௌ ைமனஸ் ௚ைற ஒன்௥ ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ ைமனஸ்  bz bx axbz  azbx  
௔ளஸ் இழப்௖ ஷ௥ எனேவ கைட஼ ஷ௥க்ஶ  நான் என்ன ெசய்ய ேவண்௄ம்   நான் இந்த 
ெந௄வரிைசைய ௳ட௄் ெவளிேயற ேவண்௄ம்  இௌ வளர ேவண்௄ம்  அௌ ஆக இ௠க்ஶம்  axb y

சரி இப்பூத்தான் நீங்கள் கணக்ழ௄ழ௤ரக்ள்,  எனேவ நீங்கள் minus bxey  
௖த்தகங்களி௧௠ந்ௌ இௌேபான்ற பல்ேவ௥ ஼க்கல்கைளச ்ெசய்ய ௚யற்஼க்க ேவண்௄ம்   
இப்ேபாௌ நான் ஒ௠ எளிய உதாரணத்ைத எ௄த்ௌ   ஶ௥க்ஶத் தயாரிப்௔ன் ௚க்ழயமான 
பண்௖கைள ௳ளக்ஶழேறன், அைத நாங்கள் ஏற்கனேவ ஷ௣௞ள்ேளாம், ஆனால் ஒ௠ 
எ௄த்ௌக்காட௄்  நான் இரண்ைட எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.  ஆ, நான்
இரண்௄ ொைசயன்கைள எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன் ஒன்௥ ெவக்டர ்ஆ ஒ௠ ொைசயன் ஐ ஷட்டல் a 
இரண்௄ ேஜ ஷட்டல்  ௛ன்௥ ேக, ௔ன்னர ் ொைசயன் நான் தன்னிசை்சயாக எ௄க்கலாம் b 
ஏேத௑ம் இரண்௄ ொைசயன்கள் இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ ஷட்டல் நான்ஶ எந்த இரண்௄ i j k  
ெவக்டாரக்ைள௞ம் எ௄க்கலாம், 
அதனால் என்ன கணக்ழட ேவண்௄ம்  ஒ௠ ஶ௥க்ஶ இௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ மற்௥ம் b  ijk 
௔ன்னர ்ஷ௥ ஒன்௥ இங்ேக இரண்௄  இௌ ௛ன்௥ இ௠ ஷ௥களின் ஷ௥கள் இரண்௄ ௛ன்௥ 
மற்௥ம் நான்ஶ இங்ேக எ௱த ேவண்௄ம் இரண்௄ ௛ன்௥ மற்௥ம் நான்ஶ  இந்த இரண்௄ 
ொைசயன்க௬ம்  ஒன்௥க்ெகான்௥ ெசங்ஶத்தாக இல்ைல என்பைத நீங்கள் 
௖ரிந்ௌெகாள்ழ௤ரக்ள்   இப்ேபாௌ இௌ இ௠க்ஶம்  ெப௠க்கல் நான்ழ௧௠ந்ௌ இரண்௄ எட௄் i 
எட௄் க௯த்தல் ஒன்பௌ ஷட்டல் இ௧௠ந்ௌ  நான்ஶ க௯த்தல் ஆ௥ நான்ஶ க௯த்தல் ஆ௥ j 
ஷட்டல் அலஶ ொைசயன் ஆக ௛ன்௥ க௯த்தல் நான்ஶ  எனேவ இௌ ைமனஸ் ௔ன்னர ்k  k i 
இௌ ஷட்டல் இரண்௄ க௯த்தல் இௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶ ொைசயன்  இப்ேபாௌ என்ன  என்னிடம் j k b  
இரண்௄ ொைசயன்கள் இ௠க்ஶம்ேபாௌ ஒன்௥  மற்ெறான்௥ என்௥ நான் ெசால்வௌ ேபால் b 
ெசய்ேவன்.  எங்கள் வைரயைற என்ன ெசால்ழறௌ  சரிபாரப்்ேபாம் எனேவ  இரண்௄ 
ொைசயன்கள் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ௖ள்ளி ஐ கணக்ழ௄ேவன் ௖ள்ளி தயாரிப்௖ c a 
மைறந்ௌ ேபாக ேவண்௄மா அௌ சரியா என்பைத சரிபாரப்்ேபாம்  ைமனஸ் ௔ளஸ் ௅ i j 
ைமனஸ் ௖ள்ளி௜டப்பட்ட நான் எனேவ ஷட்டல் இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ எனேவ k  a i j  k 
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இௌ ைமனஸ் ஒன்௥ ஷட்டல் நான்ஶ  க௯த்தல் ௛ன்றாக இ௠க்ஶம் அௌ ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ 
நான்  இரண்௄ ொைசயன்கள் மற்௥ம் ஐக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் ேபாௌ அைவ எந்தக் a b 
ேகாணத்ைத உ௠வாக்ழனா௩ம்  நான் இங்ேக என்ற ஶ௥க்ஶ உற்பத்ொையக் b  
கணக்ழ௄ம்ேபாௌ அௌ இரண்ூற்ஶம் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம்.  ஒ௠ ொைசயன் ௖ள்ளி௜டப்பட்ட 
இந்த ெவக்டார ்ௗஜ்௷யமாஶம், இௌ ொைசயன் ௖ள்ளி௜டப்பட்ட  ெவக்ட௠ம் ௗஜ்௷யமாஶம், b 
எனேவ நீங்கள் நிைலயான பாடப்௖த்தகங்களி௧௠ந்ௌ பல்ேவ௥   ஼க்கல்கைளச ்ெசய்வதன் 
௛லம் இௌேபான்ற கணக்வ௄களில் ேதரச்஼் ெபற ேவண்௄ம்  , சரி இப்ேபாௌ ஏன் இைத 
அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம்  ெவக்டார ்தயாரிப்௖ ஐயா இப்ேபாௌ  இௌ எங்கள் எல்  ேகாண ேவகம் 
மற்௥ம் ேகாண ௚௄க்கம் ஆழயவற்ைறப் பூப்பௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ என்றால்,   இந்த 
ெவக்டார ்தயாரிப்௖ இந்த ௳ஷயங்கைளப் பூக்க ௘க௵ம் வசொயான க௠௳யாக இ௠ந்தால், 
அைத எப்பூச ்ெசய்ழேறாம்   என்பைதப் பாரப்்ேபாம்.  எனேவ நான் ஒ௠ அசை்சப் பற்௣ய 
ொடமான உட௧ன் இயக்கத்ைதக் க௠த்ொல்  ெகாள்ளப் ேபாழேறன், எனக்ஶ ஒ௠ நல்ல 
வைரபடத்ைத வைரய ேவண்௄ம்,  எனேவ என்னிடம் ஒ௠ அசா் உள்ளௌ, இௌ ாழ௩ம் அசா் 
என்௥ ெசால்லலாம், ஆஹா  நான் இைத ேவ௥ ௳தமாக வைரேவன்  வண்ண ாண்ணாம்௖  அௌ 
என்ன என்பைத ஒ௠ நி௘டத்ொல் ௳ளக்ஶழேறன்  நான் இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளிையக் க௠த்ொல் 
ெகாள்ளப் ேபாழேறன்,  நான் ஒ௠ ௖ள்ளிையக் க௠த்ொல் ெகாள்ளப் ேபாழேறன், நான் ஒ௠ 
௖ள்ளிையக் க௠த்ொல் ெகாள்ளப் ேபாழேறன், நான் ஒ௠ ௖ள்ளிையக் க௠த்ொல் ெகாள்ளப் 
ேபாழேறன், நான் எனக்ஶ அசை்ச ைவக்ழேறன்  இௌ அசா் மன்னிக்க௵ம் இௌ அசா்  இௌ x y x
அசா் இௌ அசா் எனேவ இந்த அசை்சப் பற்௣ இௌ இந்த அச஼்ன்  ேதாற்றம் உடல் ாழ௩ம் z 
இந்த  ௌகள் ஒ௠ இன் ௚ைன௜ல் நக௠ம்  நான் இங்ஶ ஶ௣ப்௔ட்டௌ ெபாௌவாக ஒ௠ p ci rcle 
வட்டத்ொன் ௚ைன ஆஶம்  அௌ ஼௣ௌ ாழ௩ம் ேபாௌ அௌ ஒ௠ அள௵ ெசல்ழறௌ ெடல்டா ோட்டா 
ேகாண இடப்ெபயரச்஼் ெடல்டா ோட்டா  எனேவ இந்த ௖ள்ளி ௔ைரம் ஆஶம், எனேவ ௌகள் p p 
இ௧௠ந்ௌ ௚தன்ைமக்ஶ நக௠ம் ேபாௌ ேகாண இடப்ெபயரச்஼் ெடல்டா ோட்டா எனேவ p  
ெடல்டா ோட்டா ேகாண இடப்ெபயரச்஼்  எனேவ  இந்த அூப்பைடக் க௠த்ௌக்கைள உங்கள் 
மனொல் ௘கத் ெதளிவாகப் ெபற ேவண்௄ம்,   இௌ நிைலயான அசா் என்பைத நிைன௳ல் 
ெகாள்ள௵ம்.  அைதப் பற்௣ ஆனால் நான் நிைனக்ழேறன் நாம் சராசரி  ேகாண  ேவகம்  சராசரி
ேகாணம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ம் இைடெவளி ெடல்டா இைடெவளி௜ல் ெடல்டா ேநரத்ொல் t t 
நிைன௳ல் ெடல்டா  எல்ைலயற்ற ஶ௣௝௄ ேநரம் ெடல்டா ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ நகரழ்றௌ.  t t 
இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட நிைல௜ல் இ௠ந்ௌ ௔ைரம் மற்௥ம் ெதாடர௖்ைடய ேகாண இடப்ெபயர௵்  p 
ெடல்டா ோட்டா மற்௥ம் இைவ அைனத்ௌம்  இந்த பலைகக்ஶ ெசங்ஶத்தாக ஒ௠ ௳மானத்ொல் 
நடக்ழறௌ என்பைத நிைன௳ல்  ெகாள்௬ங்கள்  நீங்கள் ேமேல இ௠ந்ௌ பாரக்்கலாம் சரி இௌ 
ெடல்டா ூ ௛லம் ெடல்டா ோட்டாவால் ெகா௄க்கப்படட்ௌ  இப்ேபாௌ நீங்கள் வரம்ைப 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழ௤ரக்ள்  delta theta by delta t as delta t tending to zero this 

ேபான்ற  ஼க்கல்கைளப் ௖ரிந்ௌெகாள்வதற்ஶ  க௠த்ௌக்கள் ௘க௵ம்   அவ஼யம்     calculus   
ேநரத்ைதப் ெபா௥த்ௌ ோட்டா௳ன் வ௯த்ேதான்றலால் ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, இௌதான் உடனூ  
உடனூ ேகாண ேவகம் என அைழக்கப்ப௄ழறௌ  ஒேமகா இைத நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள்  
ொைசேவகம் என்பௌ ஒ௠ ொைசயன் அள௵, எனேவ அௌ  ேகாண ேவகமாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
ஒேமகா௳ன் ொைச என்ன என்பைத  நான் இவ்வா௥ எ௱த ேவண்௄ம் இௌ அள௵ மட௄்ேம, 
எனேவ  ஒேமகா௳ன் ொைச ஓேக ஓேக ொைச௜ல் உள்ளௌ  ஆம் இப்ேபாௌ நீங்கள் என்ன 
௟ழத்ொ௠ப்௕ரக்ள்  ஒ௠ ௳மானத்ொல் ாழற்஼ நடப்பதால் அௌ நடக்கப் ேபாழறௌ,  எனேவ 
ஒேமகா ொைசயானௌ ஆல் ஶ௣ப்௔டப்பட்டால்  அௌ ஶ௣ப்௔டப்ப௄ம்  வலௌ ைக ஸ்க்௡ என்றால்
என்ன, 
அதனால் அதன் வலௌ ைக  ொ௠ஶ   என்றால் இௌ எவ்வள௵ சரியானௌ ,  இௌதான் ொைச,  
எனேவ நீங்கள் இப்பூச ்ாழற்௥ம்ேபாௌ வலௌ ைக ொ௠ஶ இப்ேபாௌ ேமேல ௚ன்ேன௥ம்   
ேநரியல் ொைசேவகமாக இ௠க்கப் ேபாழறௌ ேநரியல் ேவகம்  இங்ேக இ௠க்ஶம் இௌ ஶ௣ப்௔ட்ட 
௖ள்ளி௜ல் ெதா௄நிைலயாக இ௠க்ஶம் அௌ ஶ௣ப்௔ட்ட   ௖ள்ளி௜ல் இ௠க்ஶம்  ௖ள்ளி௜ல் p 
இ௠க்ஶம் அௌ இப்ேபாௌ அதற்ஶத் ெதா௄நிைலயாக இ௠க்ஶம் நாம் பல்ேவ௥ உற௵கைளப் 
ெபற ேவண்௄ம்  ஆ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட வட்டம் மட௄்ம் நான் ெசய்ேவன்  இைதப் ெப௠க்ழ இங்ேக 
வைரய௵ம்.  நீங்கள் ேம௧௠ந்ௌ பாரக்்ஶம்ேபாௌ இௌ தான் ஼றந்த காட஼் என்பைத நீங்கள் 
பாரக்்கலாம்  இந்த ஆரம் நான் இந்த ஆரத்ைத ஆக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன்  மற்௥ம் எனக்ஶ r 
ஒ௠ ேகாணம் இ௠க்ஶம் இந்த அள௵ இந்த ெடல்டா ூ  இௌ உண்ைம௜ல் இத௑டன் இைணழறௌ
எனேவ ௚ைற ெடல்டா ோட்டா என்பௌ ெடல்டா ஆக ெடல்டா ோட்டாைவ ெடல்டா ஆல் r s  t 
ெடல்டா ஆல் ெடல்டா ஆல் ெடல்டா இப்ேபாௌ வரம்௖ ஆ  ெடல்டா ஆக வரம்௖ t t t t 
ௗஜ்௷யமாக ெடல்டா ூ இந்த உறைவ ௗஜ்௷யமாக்ஶழறௌ ஆக ஆழ௳௄ம்  ஆல் r dt heta dt
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என்பௌ ஆல் என்பௌ ேநரியல் ேவகம், ஏெனனில் ெடல்டா என்பௌ இடப்ெபயரச்஼் dt  dt s 
எனேவ இௌ ஆக இ௠க்ஶம் நிைலயான உற௵ இௌ க்ஶ சமம் ஆஶம் இப்ேபாௌ v  r omega , v 
நாம் இைத க௠த்ொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம்  எப்பூ ஒ௠ ொைசயன் ஒேமகா என்பௌ ொைசயன் v 
ேதாற்றம் ஒ௠ வட்டம் ேபான்றௌ, ஏெனனில் நாம் பக்கத்ொ௧௠ந்ௌ பாரக்்ழேறாம்  , இௌ 
நிைலயான அசா்,  நான் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளியாக க௠ௌழேறன் இௌ ௖ள்ளி இௌதான் o c 
௖ள்ளி எனேவ  அௌ இ௠க்கப் ேபாழறௌ  ஆ இௌ ேநரியல் ொைசேவகத்ொன் ொைச இௌ ேகாண p 
ொைசேவகத்ொன் ொைச  இவற்ைற நாங்கள் சரிெசய்ௌள்ேளாம்  ஆஹா இன்௑ம் ஼றப்பாக  
எனேவ நான் இந்த ௖ள்ளி௜ல் ேசரப் ேபாழேறன்  மன்னிக்க௵ம்  இௌேவ ௖ள்ளி ேதாற்றம் 
இௌதான் நிைல  ொைசயன் இௌ ெபாௌவாக அ௣யப்ப௄வௌ அல்லௌ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ r  
இௌ௵ம் ஒ௠  ொைசயன் இங்ழ௠ந்ௌ இங்ேக வைர இௌ ஒ௠ ொைசயன் நான் அள௵ மற்௥ம் வலௌ 
ஶ௣ப்ைபக் ஶ௣க்ழேறன்  எனேவ இப்ேபாௌ நாம் ஒேமகா ழராஸ் ஆர ்என்௥ க௠ௌழேறாம் 
ஒேமகா ழராஸ் ஆர ் ஒேமகா ழராஸ் ஒேமகா இங்ேக உள்ளௌ  என்பௌ அவர ் r re omega cross

என்பௌ உடன்  ஒேமகா க்ராஸ் ெசய்யப்பட்டைதப்   ேபான்றௌ.  இந்த r  ah   oc   ah oc 
ஐ உடன் கடக்கப்பட்டௌ  ஒேமகா௳ன் ொைச௞ம் இன் ொைச௞ம் ஒன்௥தான் plus omega cp oc 

என்பைத நீங்கள் கவனிக்ழ௤ரக்ள், எனேவ  இௌ மைறந்ௌ௳௄ம், இதற்ஶச ்ெசன்௥ ௗஜ்௷யமாக 
மா௥ம், எனேவ ஒேமகா ழராஸ் என்பௌ ஒேமகா ழராஸ் ஼௔க்ஶ சமம்  ஒேமகா ழராஸ் r  
஼௔ையப் பாரக்்க௵ம்  ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ ஒேமகா ழராஸ் என்பௌ ஒேமகா மற்௥ம் ஼௔ c p 
ெவக்ட௠க்ஶ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ மற்௥ம்   இதற்ஶ  ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் ொைசயன் எௌ, 
அத்ௌடன் இௌ இந்த ெவக்டார ் சரி, இைத ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன் இந்த ஒேமகா ழராஸ் ஼௔  v 
ஒேமகா ொைசய௑க்ஶ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ  ெவக்டைரப் ேபாலேவ இப்ேபாௌ எங்களிடம் c  
ஒ௠ ொைசயன் அல்லௌ ொைசயன் ொைச உள்ளௌ  இௌ இந்த இரண்௄ ொைசக௬க்ஶம் 
ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ இௌ இன் ொைச மற்௥ம்  ஒேமகா மற்௥ம் ெசங்ஶத்தாக cp cp 
இ௠ப்பதால் இௌ  ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ ெசங்ஶத்தாக இ௠ப்பதால்  நான் டாட ்தயாரிப்ைப 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், நான் ஼௔௜ன் மா௄ல௻ல் ஒேமகா௳ன் மா௄லைஸப் ெப௥ேவன், இௌ 
ஒன்௥ம் இல்ைல, ஆனால்  இௌதான் ஼௔௜ன் ஼௔ வ௧ைம௜ன் நீளம்  இௌ ஆர ்ெசங்ஶத்தாக  
அல்லௌ ெசங்ஶத்தாக அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ எங்க௬க்ஶ இந்த ெதாடர௖் உள்ளௌ  
ஒேமகா ழராஸ் இப்ேபாௌ க்ஶ சமம், எனேவ நாம் என்ன ெசய்ேதாம் என்பௌ ஒேமகா r v 
ழராஸ் ஒ௠  ெவக்டார ்அள௵ ஒேமகா ெசங்ஶத்தாக மற்௥ம் வட்டத்ொன் ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ  
எனேவ ேநரியல் ொைசேவகம் இல் உள்ள ேநரியல் ேவகம் அேத அள௵ உள்ளௌ  மற்௥ம் p v 
ொைச அௌேவ  ேநரியல் ொைசேவகம் என்ன என்௥ பாரத்்ேதாம் ஒேமகா௳ன் ேநரியல் 
ொைசேவகத்ொன் அள௵ என்ன  என்பௌ இங்ேக காட்டப்பட௄்ள்ள கணக்வ௄ ஒேமகா மற்௥ம் r 
ேநரியல் ொைசேவகம் மற்௥ம் ஒேமகா௵க்ஶ ெசங்ஶத்தாக இ௠ப்பதால் ஒேமகா ஶ௥க்ஶ r  
ொைசயன் ஒேமகா கடக்கப்படட்ௌ என்௥ ெசால்ழேறாம்.  ெவக்ட௠டன் என்பௌ ெவக்ட௠க்ஶச ்r 
சமம்  ேம௩ம் இௌ ௳ஷயங்கைளப் பாரப்்பதற்ஶ ௘க௵ம் கூனமான வ௯யாக இ௠க்காௌ. 
ஆனால் வூவ௳யல் நமக்ஶ ஒ௠ ௎ண்ண௣ைவத் த௠ழறௌ   நாம்  என்ன ெசய்ேதாம் என்பைத 
௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன்  ௚த௧ல் ஒ௠ ௌகளின் ்ய வட்ட இயக்கத்ைதக் க௠த்ொல் t 
ெகாள்ழேறாம்,  ௔றஶ க்ஶ சமம் என்பைதக் காட்ூேனாம், அௌதான் வழக்கமாகச ்r omega v 
ெசய்யப்ப௄ழறௌ, ௔றஶ  க௠த்ொல் ெகாள்ழேறாம்   இங்ேக இரண்௄ ொைசயன்களான ஒேமகா 
ெவக்டைர௞ம்  ெவக்டைர௞ம் எ௄த்ௌ ஶ௥க்ஶ உற்பத்ொையக் க௠த்ொல்  ெகாள்ழேறாம்   r 
அைதச ்ெசய்௞ம்ேபாௌ  இந்த ஒேமகா ழராஸ் ொைசயன் ஒேமகா ழராஸ் ஼௔ ெவக்டைரப் r 
ேபான்றௌ என்பைத நாங்கள் உணரழ்ேறாம், ேம௩ம்  இௌ சரியாக இல்ைல என்௥ நாம் 
௳௠ம்௖ம் ேபாௌ, நான் இங்ேக ஒ௠ பூைய ஼றப்பாக எ௱த ேவண்ூ௜௠க்ஶம் ேபாௌ நான்  
அைத இங்ேக ெசய்ேவன், எனேவ இப்ேபாௌ ஒேமகா ழராஸ் ஼௔ ஒேமகா௵க்ஶ சமம்  எனக்ஶ 
இதன் அள௵ ேதைவ இௌ  ஒேமகா ழராஸ் ஼௔ ெவக்டார ்இௌ ஒேமகா ேநரங்கள் அல்லௌ 
ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ எனேவ ஒேமகா ஶ௥க்ஶ  ொைசயன் ஒேமகா மற்௥ம்  ெவக்டார ் ஆழய r 
இரண்ூற்ஶம் ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ மற்௥ம் அதன் அள௵  ஒேமகா ெசங்ஶத்தாக 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ மற்௥ம் இௌ ொைச௜ல் ெதா௄நிைல௜ல் உள்ளௌ  ௖ள்ளி௜ல் உள்ள p 
வட்டம் இொ௧௠ந்ௌ  இரண்௄ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத அைடயாளம் 
கண்௄, ஒேமகா ழராஸ் என்பௌம், என்பௌம்  சரி என்௥ எ௱ௌேவாம்.  r ah omega cross r b 
நீங்கள் ஒ௠ நிைலயான அசா் மற்௥ம் ஒேமகா ொைசைய ாழற்றப் ேபாழ௤ரக்ள் என்றால் 
ஒேமகா மாறாௌ. ெபாௌவாக   ாழற்஼௜ல் ஒேமகா கடை்ட ௳ரலால் காட்டப்ப௄ம்.  ஒேமகா 
௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ ௖ள்ளிக்ஶ மாறலாம்  .
 ேகாணத் ொைசேவக ொைசயன் ேநரத்ைதப் ெபா௥த்ௌ அைத ேவ௥ப௄த்ௌங்கள்   இௌ ேகாண 
௚௄க்கத்ொற்காக ஒௌக்கப்படட் ஆல்பா௵க்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம்   என்பௌ ஆர ்v 
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ஒேமகா௳ற்ஶச ்சமம்     அந்த ேநரத்ொல் ௛லம் ெப௥வௌ  ௚ைற ஒேமகா dt dv dr by dt 
௔ளஸஓக்ஶ சமம்  மற்௥ம் ௌகள் உண்ைம௜ல் நகரழ்றௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள், 
எனேவ நான் இந்த  ொடமான உடல் ஐ மட௄்ேம எ௱த ேவண்௄ம்  எனேவ இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல t 
இௌ தான் மன்னிக்க௵ம் ஆல் 0 ஆஶம், எனேவ நான் மற்ற ெசால்ைல dr by dt ah dr  dt 
ேசரக்்க ேவண்௄ம்  இௌ ஒ௠ ொடமான உட௩க்காக மாறாௌ, எனேவ r plus d omega by dt 
இௌ ெவ௥மேன என்பௌ ஆல்பா ஆஶம், அங்ஶ ஆல்பா என்பௌ r  alpha  d omega dt 
எௌ௵௘ல்ைல   ெவக்டார ்ஆல்பா௳ன் அள௵   நான் ெதா௄ ொைச௜ல் ௚௄க்கம் என்௥ 
அ௣யப்ப௄ம் அளைவக் க௠ௌழேறன்   இௌ ேநரியல் ொைசேவகம்  என்பௌ உங்க௬க்ஶத் 
ெதரி௞ம்  ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளி௜ல் வட்டம் எனேவ நான் ௛லம் ஐப் பற்௣ ேபசலாம்  b dt dv 
எனேவ சமம் அௌதான் என்னிடம் உள்ளௌ ஆம்,  நான் அைதக் காட்டலாம், dv by dt r alpha 
ஆனால் இௌ ஒ௠ ொைசயன் என்பைத நாங்கள் ஶ௣ப்௔௄ேவாம்.   உடன் ஆல்பா ழராஸ் ஆக r 
இ௠  ஶ௥க்ஶ ொைசயன்  என்பௌ  நீங்கள் ெகாஞ்சம் நம்பைவக்க ேவண்௄ம்,r r 
                                                                                
            அைத ஒப்௔ட௄்ப் பாரப்்பௌ  ஼ல சமயங்களில் நீங்கள் ஒப்௖ைமகைளப் 
பயன்ப௄த்ொனால் வாழ்க்ைக எளிதானௌ என்பைத மட௄்ேம நான் ஶ௣ப்௔௄ழேறன், ஆனால்  v
ஒேமகா ழராஸ்  ஸ்டார ்என்பைத நாங்கள் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம்.  ேரூயல்  ௚௄க்கம் ேரூயல் 
௚௄க்கம் என்௥ ேவ௥ எைதயாவௌ அைழக்க௵ம் ௚த௧ல்  நாம்   இைத ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட 
வட்டத்ொன் இயக்கத்ொ௧௠ந்ௌ கணக்ழ௄ேவாம், இந்த ௚௄க்கம்  ஆல் ஸ்ெகாயர ்ஆஶம்   r v 
ஸ்ெகாயர ்ஆல் ஒேமகா ௚௱ ஸ்ெகாயர ்ஆல் ஆர ்ஓேக இௌ ஆர ்ஒேமகா ைடம்ஸ் ஒேமகா  vr 
சரி.  ஒேமகா ைடம்ஸ் ஆர ்ஒேமகாைவ ஒப்௔௄வௌ ஼றந்தௌ, எனேவ இௌ ஒேமகா என்௥ 
எனக்ஶத் ெதரி௞ம்,  ௙ண்௄ம் என்றால் என்ன என்பைத  நான் இங்ேக எ௱தலாம்.ar 
ெவக்டார ் என்பௌ ைபனால௷ ஒேமகா   என்பைத நீங்கள் பாரக்்க ௚ூ௞ம்  ar  r omega r 

உண்ைம௜ல் இந்த அள௵  என்பௌ இ௧௠ந்ௌ ெபறப்பட்ட ஒ௠ omega a omega cross  r 
ொைசயன், எனேவ இௌ உடன் ஒேமகா கடக்கப்பட்டௌ  சரி  ௙ண்௄ம் ஒ௠ வாதத்ைத r vector 
த௠ழேறன் இைத நான் ஒேமகா ைடம்ஸ் என ேரூயல் ௚௄க்கம் என எ௱தலாம்  r omega  
இந்த ேகாண ேவகம் மற்௥ம் ெதா௄நிைல ௚௄க்கம் வ௯த்ேதான்றல்கள்  இைதப் ேபாலேவ 
இைத இந்த ொைசயன் அள௵ என என்னால் எ௱த ௚ூ௞ம்  என்னால் இௌ ஒேமகா ழராஸ் 
ஒேமகா ழராஸ் ஆர ்லாம்ப்டாவாக   இ௠க்கலாம், எனேவ இௌ ெதா௄நிைல ௚௄க்கம்  இந்த 
ொைச௜ல் இ௠க்ஶம்  ,   ேரூயல் ௚௄க்கம் இந்த ொைச௜௩ம் வலௌ௖றத்ொ௩ம் இ௠க்ஶம்  ௚௱ 
ேநரத்ொ௩ம்  ஓ சரி  1340 நி௘டங்கள் நான் வசொயாக இங்ேக வரலாம்  ஆ, நாங்கள் ேம௩ம் 
ெதாடரே்வாம்  எனேவ இப்ேபாௌ நாங்கள் கூனமான இயக்க௳யைலப் பற்௣  ௚ன்ேப பூத்ௌ 
வ௠ழேறாம்        இௌ உங்க௬க்ஶ இரண்௄ பரிமாணங்களில் உள்ள ௌகளின் இயக்கம் 
அ௣௚கப்ப௄த்தப்பட்டௌ  எனேவ ஒ௠ எளிய ஒற்ைறத் ௌகள் ஒ௠ ெபா௠ைளச ்ாற்௣ச ்ெசல்ல 
௚ூ௞ம், அௌ ழரகங்கள் ிரியைனச ்ாற்௣ வ௠வௌ ேபான்ற ஒன்௥,  எனேவ அதற்கான 
உற௵கைளப் ெப௥ேவாம், அொ௧௠ந்ௌ இந்த   உற௵கள் உண்ைம௜ல் கூனமான 
இயக்க௳ய௩டன் எவ்வா௥ ெசல்ழன்றன என்பைதக் காண்ேபாம்   , இௌ உங்க௬க்ஶத் 
ேதைவயானௌ ௘க௵ம் எளிைமயானௌ.  கவனத்ௌடன் இ௠க்க ேவண்௄ம்,  எனேவ இப்ேபாௌ   
இ௠ பரிமாண இயக்கத்ொல் பரிமாணத்  ௌகளில் நக௠ம் ஒ௠ ௌகள் என நான் க௠ௌழேறன் சரி, 
அதனால் நான் இங்ேக இ௠க்ழேறன் இௌ அசா்  ஼ல வசொக்காக அசா் எ௄க்ஶம், எனேவx si y 
இௌ ஒ௠ ௖ள்ளி  இௌ ொைச நிைல ொைசயன் எனேவ ொைச  எனேவ அலஶ ொைசயன் r r er 
இப்பூ இ௠க்ஶம்  இைத ேசரத்்ௌ இப்ேபாௌ நான் இங்ேக இரண்௄ ொைசகைள௞ம் ைவத்ொ௠க்க 
௚ூ௞ம் என்ன நடக்ழறௌ என்௥ பாரப்்ேபாம் சமம்  இப்ேபாௌ நான் ஒ௠ வட்ட ௌ௠வ r  
ஆயத்ெதாைல௵கள் என அைழக்கப்ப௄வைதப் பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறன்   இௌ என்ன x 
என்பௌ ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶ சமம் நான் ெசங்ஶத்தாக இங்ேக  இறக்ஶம்ேபாௌ இந்த அள௵ x xr
காஸ் ோட்டா  மற்௥ம் அேதசமயம் என்பௌ ஏெனனில் இௌ  ோட்டா ொைச y r sin theta,  cos 

இௌ ௘க௵ம் எளிைமயானௌ மற்௥ம்  சரி இப்ேபாௌ இந்த ெவக்டைர ஆஹா theta sin theta 
இந்த ெவக்டரின் அள௵ 1 என்௥ நான் க௠ொனால், எனக்ஶ உள்ளௌ காஸ் ோட்டா ௟னிட் x  
ெவக்ட௠க்ஶ சமம், என்பௌ ஼ன் ோட்டா ேபான்றவற்௥க்ஶ சமம்.  என்னிடம் இௌ ேபான்ற ஒ௠ y 
ெவக்டார ்உள்ளௌ எனேவ என்பௌ ெவக்டார ்ேநரங்களின் அள௳ற்ஶ சமம் d  r by dr 
ேநரத்்ொயான ொைசயன் சரியானௌ, எனேவ இௌ ௚ைற ௟னிட் ெவக்டார ் ௔ளஸ் dr by dt  r r
ைடம்ஸ் இௌ ௟னிட்  ெவக்டரின் ஆ ேநர வ௯த்ேதான்றல் ஆஶம் ேரூயல் ொைச  der by dt  
அௌ சரியா  அைதத்தான் நான் கணக்ழட ேவண்௄ம் மற்௥ம் இௌ ௘க௵ம் எளிைமயானௌ 
ஆஹா இௌ எனக்ஶ என்பைத நான் அ௣ேவன்  , என்பைத நாம் டாட் dr by dt   dr by dt r 
என்௥ அைழப்ேபாம் டாட் இந்த ௖ள்ளி ௚தல் வ௯த்ேதான்றைலக் ஶ௣க்ழறௌ  ஒ௠ r 

Pru
tor
@
IIT
K



வ௯த்ேதான்றல் இௌ வ௯த்ேதான்றைலக் ஶ௣க்ழறௌ  ௙ண்௄ம் ௘க௵ம் நிைலயான ஶ௣௝டாக 
உள்ளௌ, எனேவ இௌ ௖ள்ளி ௚ைறகள் இந்த அள௵தான் இங்ேக என்னிடம் உள்ளௌ r er  
ேம௩ம் ௚ைற ஐக் கணக்ழட ேவண்௄ம் ஐ ௛லம் கணக்ழட r dr by dti d  er dti 
ேவண்௄ம், எனேவ நான் இங்ஶ ெசான்னௌ ேபால் எனௌ  அலஶ ெவக்டைர நான் அ௣ேவன்.  cos 
theta times ex  this unit vector is the cos theta times ex ex unit vector with 

எனேவ என்பௌ this plus sin theta times unit phi  dt of er minus sin theta ex 
க்ஶ சமம்.  ஆஹா, ஒ௠ ௚ைற வ௯த்ேதான்றல் உள்ளௌ என்பைத plus  cos theta ey theta 

நான் மறந்ௌ௳ட்ேடன், நான் ஆ ைமனஸ் பாவம்  ோட்டா ைடம்ஸ்  ோட்டா டாட ்ஐ ேவ௥ப௄த்ௌம் 
ேபாௌ இந்த காஸ் ோட்டா ைடம்ஸ் ோட்டா  டாட்ைட இங்ேக எ௱த ேவண்௄ம், இப்ேபாௌ இௌ என்ன
ெவக்டார ்  இந்த ெவக்டைரப்  பா௠ங்கள் இந்த ொைசயன் இந்த ெவக்ட௠க்ஶ ெசங்ஶத்தாக 
இ௠ந்தால்                                                                                                                                 .  எர ்மற்௥ம் 
அதன் ௳ைளவாக வ௠ம் ெவக்ட௠க்ஶ இைடேய உள்ள ௖ள்ளி தயாரிப்ைப எ௄த்ௌக் 
ெகாள்௬ங்கள், அௌ ைமனஸ் காஸ் ோட்டா ஼ன் ோட்டா  0 மடங்ஶ ோட்டா டாட ்௔ளஸ் ஼ன் ோட்டா 
காஸ் ோட்டா மடங்ஶ ோட்டா டாட ்எனேவ  எர ்மற்௥ம் அதன் ௳ைளவாக வ௠ம் ெவக்ட௠க்ஶ 
இைடேய உள்ள ௖ள்ளி தயாரிப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம் எனேவ இந்த ொைசயன் ொைச  இௌ e theta  
௳ஷயங்கைளப் பாரப்்பதற்கான ஒ௠ வ௯யாஶம், 
அதனால் நான் இங்ேக இ௠க்ழேறன் நான் இங்ேக இ௠க்ழேறன் மன்னிக்க௵ம் ah dr by dt  
யா௠ம் கவனிக்க௳ல்ைல என்௥ எ௱த மறந்ௌ௳ட்ேடன்  இந்த என்பௌ மடங்ஶ dr by dt r dr 

நான் அைத இங்ேக ைவத்ொ௠ப்ேபன்  ஼ல அழஶசாதனப் by dt is theta dot e theta 
ெபா௠டக்ள், நான் இடத்ைதப் ெப௥வதற்ஶ நான் ெசய்ய ேவண்ூயைவ,  ோட்டா டாட ்ோட்டா டாட ்
என்றால் என்ன என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம்.   ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட நிைல௜ல் ஒ௠ ௖ள்ளிைய 
ைவத்ொ௠ங்கள், அதன் நிைல ொைசயன் ஆஶம், ௔றஶ இந்த ௖ள்ளிக்ஶ என்ன நடக்ஶம்  r rrr 
என்பௌ ௖ள்ளி 0 எனேவ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் மட௄்ேம இ௠க்ஶம் ோட்டா ௖ள்ளிக்ஶ சமம் r r i  v r 
இைவ இைவகைளத்தான் ெபாௌவாக நாம் அைழக்ழேறாம் ௳ைறப்பான உடல் மரபே௳ல் 
ௗஜ்௷யம்  என்பைத நாம்  இௌ ேரூயல் ஷ௥ ேநரங்கள் என்௥ அைழக்ழேறாம், ேம௩ம் இௌral 
ேவக ேநரங்களின் ேகாணக் ஷ௥ ோட்டா  இப்ேபாௌ ஒ௠ ொடமான உடல் நிைலயானௌ, e r 
ஏெனனில் உடல்   ாழ௩ம் ேபாௌ ஷட நாம் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளி௜ல் இ௠ப்பதால்  இந்த r 
மாறாௌ எனேவ  ௳ைறப்பான உட௩க்ஶ இௌ ௗஜ்௷யம்  ஆனால் ொடமான உடல் இயக்கம் 
நமக்ஶ ௚க்ழயமான ெதாடர௖் உள்ளௌ இௌ ௗஜ்௷யமாஶம்.  dot r is yeah r theta dot 

ௗஜ்யம் theta dot is omega times e theta  now ah this is for rigid body r dot  
அதனால்தான் இந்த  உற௵   இங்ழ௠ந்ௌ வ௠ழறௌ அல்லௌ ஒேமகா இப்ேபாௌ இைத ேம௩ம் 
ேவ௥ப௄த்ொக் காட௄்ழேறன்  ஆ ஆமாம் எனக்ஶ காலப்ேபாக்ழல் அந்த இடம் ேதைவ  சரி  
௔றஶ ெதாடர௵ம் சரி இப்ேபாௌ நான் ௚௄க்கம்  ௚௄க்கம் ௛லம் க்ஶ சமம் இௌ  ஆல்dt dv dt 

ஆக இ௠க்ஶம்  இௌ ஆல் ூூஎஃப் இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶம் டாட் எர ்௔ளஸ் d r omega d d r 
ஆர ்ோட்டா டாட ் ஆர ்ோட்டா டாட ்இ ோட்டா  எனேவ இௌ  ௚த௧ல் இைத ேவ௥ப௄த்ௌழேறன் 
அவரக்ள் ட௖ள் டாட் எர ்௔ளஸ் இல்ைல என்றால் நான்  ேவ௥ப௄த்ொக் காட௄்ழேறன் இந்தw  r 
ஆர ்டாடை்ட ூூூ ௛லம் ூூூ  ௛லம் ூூ ப்ளஸ் அ௄த்த ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ
ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ூ ப்ளஸ்  ஆர ்௚ைற நான் ேவ௥ப௄த்ௌம் ேபாௌ எனக்ஶ ோட்டா ட௖ள் டாட் 
ைடம்ஸ் மற்௥ம் ோட்டா ௔ளஸ்  ஓேக ழைடக்ஶம்  ோட்டா௵க்கான இந்த ெவளிப்பா௄ இங்ேக நான்
எ௱தா௳ட்டா௩ம், அௌ ௘க௵ம் ெதளிவாக இ௠ந்தௌ  .
நாங்கள் இங்ேக என்பௌ மன்னிக்க௵ம் e theta times  theta dot plus dr by dt v ah dr 

என்பௌ ெபரிய ெவக்டைர நான் இங்ேக by dt r dot theta dot e theta unit vector  
மறந்ௌ௳ட்ேடன், இங்ேக என்னிடம் ட௖ள் டாட் அல்லௌ ோட்டா ட௖ள் டாட் ோட்டா ௔ளஸ் r e 
உள்ளௌ  ோட்டா௳ன்  இந்த ஆல் இன் ேநர வ௯த்ேதான்றல் என்ன என்பௌ ைமனஸ் ஼ன் e d dt 
ோட்டா௵க்ஶச ்சமம்  மன்னிக்க௵ம், நான் பாவம் ோட்டாைவ ேவ௥ப௄த்ொனால், நான் காஸ் ோட்டா
எக்ஸ் மற்௥ம் ைமனஸ் ஼ன் ோட்டாைவப் ெப௥ேவன்  ைடம்ஸ் ௟னிட் ெவக்டார ் ைடம்ஸ் ஆ y 
ோட்டா டாட ்ெடரம்் ைசன் என்பௌ ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் ெசயல்பாடாஶம்  என்பௌ theta theta  
ேநரத்ொன் ெசயல்பா௄ எனேவ ோட்டா ௖ள்ளி   இந்த ைமனஸ் அைடயாளத்ைத நீக்ழனால் , காஸ் 
ோட்டா ஆக்ஸ் என்றால் என்ன என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்   ைமனஸ் உம் என்னிடம் ைமனஸ் 
ஆ ைமனஸ் ோட்டா டாட ்எர ் ைமனஸ் ோட்டா டாட ்௳ஆர ்இ௠க்ஶம், எனேவ என்னிடம் இங்ேக 
ைமனஸ் ோட்டா டாட ்எர ்உள்ளௌ,  எனேவ இங்ேக ஆர ்ட௖ள் டாட்  ைமனஸ் ஆர ்ோட்டா டாட ்
ஸ்ெகாயர ்ைடம்ஸ் ஈரி ஆம் ழளப்௔ங் இந்த காலத்ைத௞ம் இந்த காலத்ைத௞ம் நான் இங்ேக 
ைவத்ொ௠ப்ேபன்.  ௔ளஸ் அல்லௌ இௌ இரண்௄ம் இந்த இரண்௄ ெசாற்கள்  ஒன்௥தான் எனக்ஶ r
ோட்டா ட௖ள் டாட்  ப்ளஸ் ௅ ஆர ்டாட் ோட்டா டாட ்இரண்௄ம்  இந்த ொைச௜ல் உள்ளன, ஆர ்ட௖ள் 
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டாட் ௗஜ்௷யமாக இ௠ப்பைத நீங்கள் பாரப்்௕ரக்ள்  இைத நான் இப்பூ அைழப்ேபன்  ேரூயல் 
௚௄க்கம்  இௌ ேரூயல் ஆ இௌ அேரர ்௔ளஸ் ஏ ோட்டா  இ ோட்டா எனேவ ௚௄க்கம்  ேரூயல் 
ஷ௥கள் மற்௥ம் ஆ  ோட்டா ஷ௥கள் இரண்ைட௞ம்   ெகாண்ூ௠க்ஶம்  ொடமான உடல் 
அைதத்தான் நான் ெசால்ழேறன் அௌ ேபா  எனேவ நான் ேரூயல் ௚௄க்கம்  ைமனஸ் dy  r 
ோட்டா ௖ள்ளிக்ஶ  சமம் மற்௥ம் ேகாண ௚௄க்கம் ௙ண்௄ம் சமம் இௌ 0  அல்லௌ ோட்டா 
இரடை்டப் ௖ள்ளியாக இ௠க்ஶம், எனேவ இொ௧௠ந்ௌ ஒ௠ ொடமான உட௧ல் ௌகள் எௌ௵௘ல்ைல  
என்பௌ ெதளிவாழறௌ.  ேவகம் ஆனால் ௳பத்ௌ ஆனால் ேரூயல் ௚௄க்கம் இ௠க்ஶம் 
அேதசமயம்  இரண்௄ம் மற்௥ம் ஷ௥க௬ம் இ௠க்ஶம்  ௚௄க்கத்ொற்ஶ சரி  எனேவ r theta 
நாைள  இந்த அளைவக் கணக்ழட௄் அைவ ௚ூ௵க௬டன் ெஜல் ெசய்ழறதா என்பைதப் 
பாரப்்ேபாம்  நன்௣. 
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