
ङߕఉప ܽߝ సం࠭࠲ ࡹ ऴప࠙వం మڜݱ ࠾ࡍనడం వంܽ సమసङ లߘ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭,  అం݄ మనం
నऒޔࡱ޶క ޜంత ࢘గంڜ  శߖࡌࡎऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ మߩۮ ߖओ పओۮ ߖం అ޳ంڕ ంݟ మ࠾ࡍ మన2 ڕవ v 1 i 
శࡎరం  ఉం޴, అ޴ ࢘గంޜ కޔࡱ޶ం޴  ఈ శࡱࡌࡎ ఒకڜߖ޳కܽ కߕޔࡱ޶ऒ  v two y ఆ߯  అ࢑ ,࠼
ఒకڜߖ޳కܽ ޑకడం, ఇ޴ శࡎరం ఒకܽ ఇ޴ శࡎరం ࡓంݡ  ఒకڜߖ޳కܽ ޑకడం మߝ޵ ࠾ࡍऒ  మనం ऴప࠙వం 
అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ ऴప࠙వం  తࡌछ త శࡱࡌࡎ మࢁऱ ࠼ޑ߱ݟ࢑ 
बࣃ బܽद ఈڒ ऒߖߕ  మనం మ࠾ࡍ   అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  ऴప࠙వం తࡌछ త ࣃब నం ࠭࠲ సࠗ ऴࣄए i f ߖ दߵ
ఉపࣃڵࡆफ ࠭, 
బܽद మన వదभ  ఉనऒڒ ࢑ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ శࡎర ऴదవङ  కܽ ऴప࠙వం m mڜߖ޳ఒక  ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࢢࡌ
छࡌऴప࠙వం త ࠾ࡍమ ࠼ޑߩ۫ త క࠼ޑࡱ޶  మ࠾ࡍ ఈ ऴప࠙ߖ࢐ऒ ల  మధङࡌࡎశ ݡంࡓ   ߖనడం అڜݱ 
फࣃࡱߧ ݞږ    .ࡏ
మనం అర ࡹޒతరగ ܽߝ బܽदڒ बం ޴ߝڕࣆۯ ఏࠫటం݄, శࡱࡌࡎ ఒకڜߖ޳కܽ ڕࡏۯంܿߕऒ యߖ మనڕ 
కएࡅ फ, ఈ ऴప࠙వం࣋࡯ޘ झڡߖڒ࠱    ఒకڜߖ޳కܽ ࢘ߖڴऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఒకܽ మࡖకܽ ࢘ߖڴऒ  కڵ࡯ v 
ఉంܿంࡓ ޴ంߘߝ ݡ ఈ శࡌࡎలߘ ఉపڵࡆంۯ ۨవڴ࢘ ࡍలߘ కھߘనగల࠭ వ  ڡߖڒ࠱झ  v  e ࡱయࠪߖ 

ఇకए ࠾ࡍమ ޴ࡃࠓబܽद మనం ۫డڒ డ మనం ऴగࣕం޴ۯ ఏࠫటం݄   ఈ సమసङ లߘ పࡍషए  ړߖݞంచࡍ
మనం ఉపڵࡆంۯ ऴ߮రణ ࠱࠴ంటం ࣇऴతం ఒకܽ 
ऒߖమనం ऴప࠙࢐ ޴ఇ ,޴ంޔݡ࢑షయం ऴగࣕంచబ బܽद ఈ  ऴప࠙వం ఒకڒ  వࡎ ठకࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ  
ऴగࣕࣆफం޴.  ఈ ऴప࠙వం  ۧ࡮ తڕए వ వङ వࡹ߅ జޔڷࡏం޴  మڒ ړݟړޑ ࠾ࡍరణమࡃङ  ऴప࠙వ  శڕफࡱ 
߭దभ࢑ 
ऒߖబܽद ऴప࠙࢐ڒ   తࣾణ  ఉऴ޻క శړ फڴ పࡍగށంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ   మనం ۯయࢩ࢑ ࡃࠓ ऱషణ    శࡎరం ࡅకए  
ࢩ࢑ ऱషణ ࠪऴత࠲ అޔ࢓ం޴. ऴప࠙ړߖ࢐ ࠭ం޶ అం݄ ߘߝ కڵ࡯ ఉనऒ बࣃ  నం  ऴప࠙వం కం݄ ࠭ం޶ ऴప࠙వం 
फࣃۨࣇ సంڝ फ ऴప࠙వంࣆంద࠭ ޳ࡶ ࠭  మ࠭࠲  ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉనऒ बࣃ  నం  ߖڒ ޳ࡶऔ గࡔషڝ ߤసం సࠗ ऴࣄए  दߵ

फࣃڵࡆఉప ߖ ࠭  ऴప࠙వం ۧ࡮ ۨనऒ फనऒࣆమనం ఊࣕ ߖఅ  ޴ बࣃ లࡌࡎశ ޴ నం  ࠪర޶ అం݄ ఈ f   
ऴప࠙వం సమయంࡹ ఒక శࡎరం వࣆफనऒ ओߩ ओߩనړޑ ߖߖ޳కࡖమ  ݡ ࢩ࢑ ߖޒबࣄ ఈ ࠭࠲ ݡ ऱࣆࢳफߕऒ ࠭  n 
बࣃ లࡌࡎశ ݡంࡓ ఈ  ࡹవలం ऴప࠙వం సమయంښ నం ࠪర޶ 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖڜ మనం ݡ రछߖ ߘలޔࠫࡌߦ  ۨంచంݟ మ࠾ࡍ  ఈ ࢩ࢑ ऱషణ޳۫ ߘभ ం  మనం ߝڜݱ 
సమయంࡹ శࡎరం ఒకܽ మ࠾ࡍ శࡎరం ࡓంݟంܽࣆڶ ߖफߕऒ ం.   మనం ߖరछ ۨంచగ޴ڼ࡯ అ޴ߝ శࡌࡎల t 
కएࡅ   ܼంܐం݋ ߮ऱߤ 
ओߩనړޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱࡌࡎబܽद శڒ फࣃۨࣇ ߖమనం అ ߖ ݋ంܐంܼ ڕలࡌࡎశ  ݡంࡓ ఈ ݡ ࠭ మ࠾ࡍ t 
ࢩ࢑ ݡంࡓ మనం ࡹ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ ऱషణ ࣄۯనߩओ ړఒక పం  ޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ݡ फ అࢩ࢑ ݟ ޴ ऱషణ అޙ࠼ d t  3

ఒక ࢑ࠪనం అޔ࢓ం޴ ߗڒ ,޴छ ࢩ࢑ యޓࠫ ऱషణ࠭࠲  ࡹ ఒకڜߖ޳కܽ ړޑన ࡓంݡ శࡌࡎలࣃ۫  ߘफ ࠭   t 
మ࠾ࡍ ఈ  శࡌࡎలڕ ܼంܐంࣃڶ ߖ ݋फ ࠭ మߝߖ޵ ࠾ࡍ మనం  ޴శࣃࡱߧ ڴफ ࠭ మࡹࠬ ߖߖ޵ ࠾ࡍ t i 
ऴపޒ ఒకए కएࡅ  ߖߖ޵ ࠭࠲ .ݟంచంۨࡹఆ ߖఅ ࡯ڴࣃ  ڕ޶ం࠭ ڴܽࣇ ࡮ۧ ړߖݞంద߰ ޴ࡍప޶త ࡏ  i 
फࣃࡱߧ ߖఅ ߤࡷ ࠭  mpact 
 ڴలంబం ړ ߤऱ߮ ݋ంܐఈ ܼం  ࠾ࡍలకం మڔ ࡮ۧ ࡹనడంھߘక ߘ ߤऱ߮ ݋ంܐంܼ ࡱࢡఅం ݡంࡓ బܽद ఈڒ
ఉం߄ࣃ ݦరణ ࢑ࠪనం 
फࣃڶ ڴలంబం ڕ फ࣋ࡱߧ  ߖమనం అ ߖߖ޵ బܽदڒ ࠭ మړ ߝߖ޳  ࠾ࡍ లంబంࣃࡱߧ ڴफ ࠭  ऴప࠙వ t t  t 
एࡖ߮ ڴఖࡔ ంܼࡏ మڝ ߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍసం  అߝ ۨ ऒࣔ ऒߖ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ  సమసङ లߘ nn 
పࡍషए फࣃऴగࣕ ࠭࠲ ߖలకమڔ ࡮ۧ ޴ఇ ړߖݞంచࡍ ࠭  అం݄ మనࡓ ڕంݡ ऴప࠙వవంత࠳న శࡱࡌࡎ 
ఉనऒ ओߩ फࣃࡱߧ ߖఅ ߤऱ߮ ݋ంܐమనం ܼం ݡ ࡍڷ మనం ޳ࡶ ࠭ फంచగల࠭  ߖߖ޵ సంపరए  ࢑ࠪనం అߖ 
కएࡅ ऴప࠙వం  ࠾ࡍమ ݟలవంߧ ओߩఇ  ࡹఖࡔ  ऒߖڜ ࡹల࠻࢑ష ఈ ݡ ంܽࢩ࢑ ߖ ऱࢳంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, 
మనం ࠪ ऱܼ డࡃࠓ  ऴప࠙వం అߗऒ ऒߖࣆ  త࠳న ऴప࠙వంۨࣇ ڴంచబడ࠼ޑ మߖࣆ ࠾ࡍऒ తంڴ ऴప࠙వం 
అం݄ ऴప࠙వం శړ फ అ࠭࠲ ߖ అర बం ߕڕࣆۯऒ ࠭  ऴపޒ శࡎరం߯  ڴݟ࢑ݟ࢑  ऴప࠙వ ࡔఖ ࢗంబݟ ఉంܿం޴, అ޴
ఈ ࡔఖ ࢗంట పऱ࣒ ऒߖࣆ   ޙ࠼అ  ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘశ޴ ߕ޼న࣒ ఏ࠳ ޳ࡶ  త ऴప࠙వంޜ ఇంڡߦ द ࡛ࠂझ  ంటࢗ 
ఉంܿం޴, అం݄  ఈ శࡎరం ఈ శߖࡌࡎऒ అర ߖఅ ߤऱ߮ ݋ంܐంܼ ޴ఇ  ޙ࠼నటऱړޑ  बం  ఇ޴ ऴప࠙వ ࡔఖ 
ړశ ߝڜݱ బܽदڒ फ ऴప࠙వం ࡅకए ऒߖࡌࡎఈ శ ߘߝ అం݄ ,޴ఉంܿం  ࠲ంట ࠪऴతࢗ ఖࡔ   ۫࣋फ అ޴ మృ࢙޶న 
ऴప࠙వం అޙ࠼,  శࡎరం߯ ߝڜݱ శړ फ ఈ ޴శࡹ ఉంܿం޴ మࡓ ݠࠈ ࡽڒ ࠾ࡍంݡ  ఈ సంపరए  సమయంࡹ  
 ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ߩంڵ࠭
ړశ ߝڜݱ  బܽदڒ फ ࢗంట ఉంܿం޴ n 
ړశ ߝڜݱ బܽदڒ फ  ࢗంట ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ n 
फࣃࡱߧ ߖన ऴప࠙వం అ࢙޶మృ ڕ޶ఎం ߖߖ޳ సం మనంڝ న ऴప࠙వం࢙޶బܽद  మృڒ ࠭ ఎం޶కం݄ 
ܼంܐం݋ ߮ऱࡹ ߤ శړ फ ఉండ޶  మ࠾ࡍ ܼంܐం݋ ߮ऱݟߧࡌ ߤ ఉనऒ  ۲ట ఉంܿం޴   ఇంڡߦ द ޳ࡶ ఇంప࡯झ ࢟ 
झ࡛ࠂ  ऴప࠙వం ࡔఖ ࢗంట ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ܼంܐం݋ ߮ऱࡹ ߤ ఎܿవంܽ శړ फ ఉండ޶ 
घࣇ  ߘబܽद  ఈ ऴప࠙࢐లڒ ڡߦఇం ޠ द ࣃࡱߧ ڴफ ࠭ మ࠭࠲  ࠾ࡍ   ࠪ ऱܼ  ࡹ޶ఇం ࠲ऴతࠪ ࡱऴప࠙࢐ ݦ
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ऒߖࣆ తంڴ ఉంܼ࠼. అ࠭࠲ ޙ࠼ ఇపओ ओߧۮ ښܽ న ऱܿ  ఐ మ࠾ࡍ అం݄ ఏࠫ݇ ऴ࠭ࢡ࢐ మ࠾ࡍ fi fi 
అ޴ߝ ऴߨ ఇంڡߦ द ߖڒऔ గࡔషࣆۨࣇ ߤफం޴  ࣒߱द ఇంڡߦ द అ࠼న అߖऒ  పހࠪࡍలࣆۨࣇ ߘफం޴, ఇߩओ  f ݡ
ऒߖ޳ప ࡗమ ࠭࠲ రछߖ  ۨంۧ࠭   మࡓ ࠾ࡍంݡ ఒకܽ ఐ అڜݱ ޴ߝనړߖݞ ࠭ం޶ ఉనऒ  v 1 i v iv 
శࡎరం ࡅకए  ࢘గం ఒకܽ  మࡓ ࠾ࡍంݡ అ޴ߝ ऴప࠙ړߖ࢐ ࠭ం޶ శࡎరం ࡅకए  ࢘గం  v i 
బܽद ऴపతङڒ ࣾంڜݱ ޳ࡶ ڴనړߖݞ తల ఒకܽ అޙ࠼ ఒకܽ అޙ࠼  మ࠾ࡍ ఈ v i  v one i v two i 
కࢗ द࡛ झ ఉనऒ  ࠲ऴతࠪ ࡹశ޴  టऱڜݱ ,ޙ࠼నడం ݟړޑ ڴࡏߝ  ࠬద తల అۮ ߖపओ బޔݡం޴, n 
నऒڜݱ బܽद మనంڒ రߖ ࡮ఎ ߖఅ ޳ఉం ڴࡏߝ ޳ࡶ   ޳ पࣃ࠼फ ࠭ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  న ࠪరठం࠳లభࣆ ړߖݞయۯ 
ऴݞ  ܼంܐం݋ ߮ऱ޴ ޳ࡶ ߤశߖ ߘర प࠼ంచంݟ మࣄڶ ࡏࠬ ࠾ࡍన తࡌछ త ړ లంబంڴ ఉంݦ   t t t  n 
ంట ఉం݄ v one i v two i v two iࢗ  ఒక ࠙గం ߕ޼ఏ ࡹ ޳ࡶ ޳ࡶ ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘశ޴ t cv 

మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ ऴప࠙వం  ऴపతङ ,޶ڒ   ࣾంڴ ఉండ޳ࡶ ޶ తల߯ ఉండ޶ మ1 ࠭࠲ ࠾ࡍ i v 2 i  
అ࡮ంܽ ऴప࠙࢐లڴࡱ࢐  ߘ ఉంݦ ऴప࠙ࡱ࢐ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭, అం݄ ߖ޵ ࠭࠲ऒ రߖ  प࠼ంۧ࠭ మ࠾ࡍ  
ఇߩओ ࠪ ంۨࡍڷ ల ऴప࠙వంࡌࡎశ ݡంࡓ మనం ݡ ऱܼ రߖ ݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠭ݞ प࠼ం۪ߕڕऒ ࠭  ऴపతङ ࣾ 
ఘర ޒఅం݄ ఏࠫܽ   అం݄ ऴప  ݟړޑ తల߯ ޳ࡶ  ݟړޑ लణ సమసङ  అ޴ ऴపతङ   y ou ޳ࡶ నడంڜݱ  ࣾ
ఏటڜݱ ࡱ࢐నऒ  సందరग ం ڒవ۪ऐ రణ సమసङ߄ࣃ ఒక ޳ࡶ  भ޳۫ మనం ࡹ ం  ߄ࣃరణంڴ సమసङ  రంࡎశ  ࡹ
కएࡅ  ऴߦరంభ ࢘గం ࡓంݡ ࠬ ఒకܽ మࡓ ࠬ ࠾ࡍంࡅ ݡకए  ఒక ऴߦరంభ ࢘గం ఇవछ బޔݡం޴  మ࠾ࡍ 
తࡌछ త మనڕ ఇవछ బޔݡం޴  ఈ శࡱࡌࡎ ऴప࠙వం ۫࠼ޑߩ మ࠾ࡍ అ࢑ ऴప࠙వం తࡌछ త ࢀࢗऱ߱  ࠼ޑ
మ࠭࠲ ࠾ࡍ  మߖ ࠾ࡍ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭ v one f v two f
ऒߕఉ ࡱࡌࡎశ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ फࣃవ ړࡹऴప࠙వం అ࢑ ࠼ ఇవछ   ࡱޔबࣄࡍరంభ  పߦऴ ࠼ బݟన࢑ మనం v 

మߖ ࠾ࡍ క࡯ߕھߘ one f v 2 f
ओߩబܽद ఇڒ ࢩ࢑ రణ߄ࣃ ంۨ ఒకࡍڷ లࡌࡎమనం  ఈ శ  ࡯࠻ۯ ఏࠫ ݡ ऱషణ  ޳ۯभ ం   
भ޳ڶ ڴకంࣄబܽद మనం ࠪనڒ ం, మనڕ ఒక శࡎరం ఇ࡮ వ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ మనࡓ ڕంݡ శࡎరం ఉం޴ అߖ 
ओߩۮ మనం ఇకए ࠾ࡍం  మ޳ంڕ డ ۫ߧన ࢑ధంڜݱ ڴనడం ఇ޴ తల߯ తల  ڴࡱ࢐ ఉనऒ కएࡅ ݟړޑ   
ఉ޳హరణڜ ߘంۮం తࡌछ త పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭, 
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖࡌࡎఈ శ ݡ  కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߖࡌࡎశ ݡంࡓ రం ఒకܽࡎశ ࡹసమయం ߝڜݱ ,࠭  ऴప࠙࢑తం 
ऒߖ޵ మనం  ޴ఇ  ޴फంࣆۯ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡽఇంܽऴగ ࡹࠓ    ఒకܽ అ࢑ ޻ధంߘߝ ڴ శࡎరం fdt dy 
ओߩనࣄ۫ ߖంܽݟంࡓ  fd t ڕ޶ఎం ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ړ ࡽన࣒ ఇంܽऴగ࠳ ࡱऴ߮రణ ݡంࡓ రం߯ࡎశ ݡ
శࡎరం߯ ఈ ऴ߮రణ ࡓం࠳ ݡన࣒  ఇంܽऴగࡽ అం݄ శࡎరం ఒకܽ మ࠾ࡍ శࡎరం ࡓంݟంܽ మధङ  చరङ  fdt 
మ࠾ࡍ ऴపޒచరङ   సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ  వङ  కంࡔޒ
झࡽరం߯  ఇంపࡎదట శ࠴ మనం ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړన࣒ ఐ࠳ ݡంࡓ రం߯ ऴ߮రణࡎబܽद శڒ  ంటం࠱࠴ 
ऒߖޑऴࣇ  వࡍ फంపܑ࣋फ ఒకܽ   
ఉనऒ ڕరం߯ మనࡎబܽद శڒ ద࠴  ࠾ࡍమ ߖߖ޳ ࠭࠲ ߖफందࣆۯ ߖప ޴ऴ߮రణ ఇ ޻ఇ ޴ ऱ݇  ంటం i࠱࠴ 
ओߩసࠪనం అ ړ ంటం࠱࠴ ڴవరۨ  ࠾ࡍమ  ࠭ޑߩ۫ झࡽఇంప  ݡ  m one v one i m one v one f
ओ߮ۮ  ڕऴతం మనࣇ ంటం࠱࠴ झࡽఇంప   ޴   మనం m one v one i ܿߦ  ޜ ڕࠪ ऴతంࣇ ంటం࠱࠴ 
సࡕన ࡏڷफ࡯࢐ڝࣆޓ ޜझ న ݋ߜ ఇంపࡽझ ऴ߮రణ m one v one f ߖߖ޵  ޳ࡶ సࠪనం ړ ޴फంࣆయܑ࡯ޘ ߖ 
అ࠱࠴ ޴ߝంటࡏࠪ ࡹ ࠹ओ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖసࠪనం అ ڕ  
ओߩఇ  ޴ంޔڷࡏజ ړߖࡌࡎశ ޴బܽद ఇڒ  ޴నࣄ࡯ޘ ڕమన ޙ࠼నడం అڜݱ ڴࡏߝ ޳ࡶ నడంڜݱ ఈ ऴప࠙వం ݡ

ఒక ࢗ ߘߝంట ࠪऴత࠲  ఉߕऒ  v  n ߘ
फࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ࠭  అ࣋ۯ ࡮फ, ࠭ం޴ ڴ޶శ ޴శ ऀޒజ సࠪంతరం࡯ߦ۫ ڴ  మ࠾ࡍ n n v 1 i 
అ޴ߝ మనం కھߘనऒ ओߩఇ  .0 ݋ంߜం߱ڒ ݋ంܐంܼ ࡹ ఉం݄ అం݄ ࠲ऴతࠪ ࡹߖ޳  v 1 i ݞږ ऴ߮రణ ݡ

 n ޴ంޔߩ۫ ऴప࠙వం ڴ߹ࣃ  ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ఉంܿం ࠲ంట ࠪऴతࢗ
  nv 1 f ࠼ఉంܼ ࠲ంట ࠪऴతࢗ ݢంࡓ బܽद  ఈڒ
నऒڜݱ ఒక తల ޴ఉం݄ అ ࠲ంట ࠪऴతࢗ బܽदڒ  సందరग ం అం݄  వࡅ ߤకए  ࠙గం  v 1  i n v i t 
ऒߕࣆ నऒھߘమనం క ࠾ࡍసࠪనం మ ړ పऱ࣒ ޴అ ޴ఉంܿం ࣄ࡯క  ݞږ ऴ߮రణ ޴ వ۪ऐڒ న࣒࠳ ޳ࡶ   n 
కएࡅ  ࠾ࡍమ ޴ంట ఉంܿంࢗ  ݞږ బܽदڒ  ࠙గం ߕࣆऒ  సࠪనం v one f n v one f t ړ
ओߩనడం  ఇڜݱ  ޴ڼࡍఒక తల߯ జ  ޴బܽद ఇڒ   ఉం݄ ڴࡱనడం ఏట࢐ڜݱ  ఉం݄ ڴࡱనడం ఏట࢐ڜݱ ݡ
అం݄ మనڕ  ఇ޴ శࡎరం ఒకܽ ఇ޴ శࡎరం ࡓంݡ మ࠾ࡍ శࡎరం ఒకܽ   ࡅకए  ࢘గం  ఇߩओ  ऴప࠙వం ݡ
సమయంۨڣࡔ  ࡹऴߖޑऒ ओߩశ అ޴ ޴శ ఇ޴  .ݟంڝߘఉంద ࡹణంڝ ఒక ޴फ  ఇ࣋ڶ  నऒھߘమనం క ݡ  t n ޴
నࣄڶ ߘߝ ऱܿ ߖ޵   ߘࣃڶ  ߘߝऒ ऐࡌࠪ ړ  v 1 i  ߘ
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ రం  1ࡎశ ݡ  ऴߦరంభ ࢘ߖڴऒ  మనం ఒకܽߖ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఇంࡹ޶ ࠙గం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ v n 
ऒߕࣆ ࡱڴ࠙ ݡంࡓ ओߩఇ  ࠾ࡍమ ޴ంޔߩ۫ ऴప࠙వం ڴࡱ࢐ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࢓ڒ సࠪనం ړ  ߘߝ   ݡ
హޔݍफڴ బߖ࡮ऒ  ۫࣋फ  ऴ߮రణ  శړ फ ࢗంట ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ n 
కएࡅ రంࡎబܽद శڒ కएࡅ ంటం࠱࠴   ࠙గం ࡍڷంۨ ߘߝ ఏࠫ ۮపओ గలߘ ࠙గం  ࠪర޶ ఎం޶కం݄ t t 
అ޴ ఎంڕ޶ ࠪర޶ ఎం޶కం݄  శࡎరం߯ ऴ߮రణ ࢗంట ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ n 
फࣃऴ࢐ ߖఅ ࡽయࢳߗఇ ߘߝ ޴޻ం߰ ߘߝ బܽदڒ  v one t v one t ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡽనࠀ  ޴ఇ ,ߘ
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కएࡅ బܽद ࢘గంڒ  ܼంߖܐलయڒ ࡽం߱ߜం݋  అం݄ ఈ ڒం߱ߜం݋ అం݄  ߖ޵ ߘߝऒ  v 1 t v ޴ఇ ޴फ  ఇ࣋ڶ 
శࡎరం ࡅకए  ܼంߖܐलయڒ ࡽం߱ߜం1 ݋  ఏ޴ అߕ࠼ ఇంڡߦ द తࡌछ త ऴߦరంభ  ࠙గం  ࢘గం 1 ni 

ܼంߖܐलయڒ ࡽం߱ߜం݋ అڼ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఇంڡߦ द ఏటڴࡱ࢐ ఉం݄   ߖࣆऒ త࠳న ऴప࠙వం 
࢑షయం࠭࠲ ࡹ ऴࣄ࢐న޴ ఇ޻, అߩओ ऴపతङ  ݞږ ޴ఇ ړߖ܉ߖ సࠪనం ړ ݡ ࣾంڴ v one ti v one tf
ఉంܿంߗڒ ݟړޑ  ޴ ఒక ࡹ  ऴపతङ ऒߕࣆ ޴ߝఅ ݟړޑ ࣾ  సࠪనం  hedo nal v one ti ړ
ऒߕࣆ  ݞږ బܽद ఒకڒ  v tf ࠼ޑ࢓न అࡽࣟ ړ݀ ݠࠈ  ࡱ࢐దన ޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
झࡽన࣒ ఇంప࠳ ߘߝ సంڝ ݡంࡓ రంࡎబܽद శڒ ఇకए ޴ఇ ,ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ  డ పࣆۯߖफంߘߝ ޴  ऴ߮రణ శࡎరం 
ఒక߯ߖ޳ పࣆۯ ߖफం࠳ ߯݀ ݠࠈ  ޴న࣒ ఆ߯ మనࡓ ڕంݡ ఉం޴ ऴߦరంభ ࢘గం  అ޴ߝ ix v i v two f 
ۨవࡍ ࢘గం 
 n t ࠲ంట ࠪऴతࢗ  ߖ޳ ۯంࠚల ڕశ ऴ߮రణ మన޴ ޴శ, ఇ޴ ޴అం݄ ऴ߮రణ  ఇ ޴ంޔڷࡏऱ ఏࠫ జࢁబܽद మڒ
ఉంܿం޴  ऴߦరంభ అࣾరం ړ సࠪనం మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ࠙࠼ޑࡏࠪ ࡱڴ v two t v two tf 
ओߩబܽद ఇڒ ओߩనࣄऴ࢐ ߘలހమనం సࠬకర  ݡ ऴపతङ  ޴అ ݡ  మనం ڴ޶ం࠭ ޙ࠼࢑ంۨనటऱ࠙ ߖఅ ݟړޑ ࣾ
ఒక ऴపతङ भ޳۫ ߖݟړޑ ࣾ ం ,  అం݄ మనం పࡍషए ओߩంۨనࡍ అర ߖఅ ࢑ߖయ࡯ޘ ڕమన ݡ बం.  ࢗంట ఉనऒ   n f
మ࠾ࡍ ఇߩओ ऴపతङ   ݡ  v two  f t ,࢓ࡶ ࡱ ݋ంߜం߱ڒ ࡹݟړޑ ࣾ
ऒߕఉ ࠾ࡍమ ࢑ߖయ࡯ޘ  ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ కएࡅ రంࡎఒక శ ߘߝ ࠾ࡍమ ࠼  v one f v two f 
సࠬకరހలߘ ऴ࢐࣋फ మనڕ ఏ޴ ఉంܿం޴  ఇ޴ శࡎరం ఒకܽ  ఇߖ޳ ޴ ఆ߯ v one im one v one i  t 
ంచడం  ఇకएށ࠻ऴప ޜ డ ఒక ఆకࣄघ క శړ फ ఉం޴ ఇ࠳ ࡮న࣒ ఇంప࡯झ झ࡛ࠂ  ࢟    సࠪనం m one v one fv 
ఒకܽ ࣄ࡯ޘ ࣆࡱޘ ڕߕన ऴ߮రణ ࡯ޘయړߖ܉ߖ ޶ ఈ  ऴ߮రణ   ݞږ ࣋ए  m one  i  ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡛࡮
 ޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ࡹశ޴
 n v ޴ߖయ࡯ޘ ݞږ ࠆఎ ߤవ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࠲ంట ࠪऴతࢗ ޴फ   అࡏڷ द࡛ڒࢗ  ࡯࠻࢘ࣄޓ ߘߝ బܽदڒ
ऒߕఉ ࢑ߖయ࡯ޘ ݡంࡓ బܽदڒ  ࠼
ऒߖހబܽद మనం  ఈ సࠬకరڒ  ఇߩओ ऒߕफࣆసం ऴ࢐ڝ ݀ ݠࠈ ߤఇ ݀ ݠࠈ ݡ ࠭, ఈ ࢑ధంڴ ऴ߮ࡔపణ ఉంܿం޴

ద࠴ ࠭࠲  ݋ࡵ ݀ ݠࠈ ࠾ࡍమ  ݀ ڕబܽद మనڒ ऱ݇  ఇ࡮ కߕޔࡱ޶ऒ మߦۮ ߖओ ࠭ m 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߕంܿڕࣆޓ ڴశ޴ ߩంڵ࠭ లږߘࣃ  ߖߖ޵ ࠭࠲ ݡ ࠭ 
కएࡅ ݡంࡓ రంࡎబܽद శڒ  ऴߦరంభ ࠱࠴ంటం  ࠳న࣒ ݀ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  అࡓ ࠬ ޴ߝంࡓ ݡంړݡ m v y i  v 
సࠪనం అߖऒ फࣃమనం  ఊࣕ ߖ࢐ܽ ߖయ࡯ޘ  ం  ږߘࣃల ޴శࡹ  ఇߩओ  fޒۯ ݟڕ ߘలހఈ సࠬకర ߘߝ ݡ

 n v two f ޶య࡯ޘ ݞږ फ࣋ށగ ߘలހఈ సࠬకర ߘߝ  ښ޶అం ࠾ࡍమ ߘࢡऴ࢐ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ߘ
ओߩబܽद ఇڒ ओߩనࣄ۫ ߘలހఈ సࠬకర ࡏࠬ  ݡ ఇపओ ߘߝ ޴ఇ  ݡ   ޴ఒకܽ ఉం ޴ߖయ࡯ޘ ڕసహ  మన ښܽ

 i v v ࠲ऴతࠪ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ࢑ߖయ࡯ޘ ޴ݩ࠮ ࠆఎ ݀ ࠾ࡍమ ࠆఎ ߤవ ޴ߖయ࡯ޘ ޴ండవࡓ
ఉߕऒ   ࠼
బܽद   అం݄ మనం ఒక సࠬకరణం ۨనऒڒ అర ߖఅ ޴ बం ߖ޵ऒ  ऴ࢐యړߖݞ మనం ࠱࠴ంటం  సࠬకరߖހऒ  n 
फࣃऴ࢐  ࡹశ޴  ࠼ఉంܼ ࣄ࡯క ࡱࡌࡎశ ݡంࡓ  ࠭
వङ ߝڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߘలࡌࡎశ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ߘలࡌࡎశ ࠭࠲ బܽदڒ వసबߘ పࡍగࣃށफ ࠭, 
ङޑऴప ޴ఇ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߧ࡯క  ߘలࡌࡎశ ݡంࡓ ࠭࠲  ޴బܽद ఇڒ ࠪऒ య ߄࢑నం, అߩओ నऒھߘమనం క ݡ ޴
ऴߦరంభ ࠱࠴ంటం  
ࠪ ంۨࡍڷ ࣆښ ఒక ࠭࠲ బܽदڒ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ ఇ޴ ఒకܽ ߘߝ ఇ޴ వ फ࣎ ం޴  మ࠾ࡍ ఈ v v two i 
శࡱࡌࡎ  ఒకڜߖ޳కܽ త࠼࡮ڵ, ఆ߯ అߝ޵ ࢑ऒ फࣃࡱߧ ڴశ޴ ߩంڵ࠭ లږߘࣃ  ࠭ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ v 1 f 

అ࠳ ࢑ߝన࣒ ࡏڷफޜ  ఏߕ޼ వ࣋फ ږߘࣃ ܿߦ ޜలం࢑࠙ ڴంచవ۪ऐ  ,  అం݄   అ࠳ ޴న࣒ ࡹ v 2 f n
ఉంܿం޴  n 
 న࣒ n m v i࠳ ఒకܽ ߤవ ޴ऴ࢐࣋फ, ఇ ߘంటం࠱࠴ రంభߦऴ ܿߦ ޜశ޴ ߧ࡯క ߘలࡌࡎశ ݡంࡓ బܽद మనంڒ

 m v i  n ߘసం ఆ ऴ߮రణڝ లࡌࡎశ ݡంࡓ సంڝ లࡌࡎశ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ంట ఉంܿంࢗ ޴ఇ ݡంࡓ ݡంࡓ
కߧ࡯ ఉం۪ޔం޴ వङ వసब  ړ సࠪనం  ఎం޶కం݄ శࡎరం߯ ఒకܽ  శࡎరం߯ ࠳న࣒ ࡅకए  ऴ߮రణ ze ro  i i 
ओߩంۨనݟܔ ߖంܽݟంࡓ ఈ ࡏࠬ ऒߕࣆ ݡ  సࠪనం ړ
ఉనऒ ࡹశ޴ బܽदڒ ంటం తపओ࠱࠴ లࡌࡎశ ݡంࡓ    కం݄ ఎܿవంܽ ऴ߮రణ n޶ఎం ࡯ݞసంరऀంచబ ڴࡍసߖ
 ޶ࡶ
ఈకछ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ఒకܽ  ޴फంࣆࠚఏࠫ ల ڕబܽद మనڒ  m v i  m two v i is m one v one f ړ ࡽ
 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఇښ ޴వలం ఒక సࠬకరణం మࡓ ࠾ࡍం࡯ޘ ݡయ࢑ߖ ఉߕऒ   m two v two f ࠼
ऒߕఉ ࠾ࡍమ ࢑ߖయ࡯ޘ ݡంࡓ బܽद  ఇ࢑ڒ  ఒక సࠬకరణం  ࠼
ఈ సమసङ ڴరణం߄ࣃ బܽद   మనంڒ ऱࡹ  ఒక సࠬకరణం ۨనऒ  యడంۯ   ࡮ఇ ࡏࠬ .ఉంܼ࠭  ڴ޴
ऴߦరంࠚంచంݟ  పࠪࡍణం  మ࠾ࡍ ఈ పࠪࡍణం  అߩ ޴ߝనࡏదमరణ ࡅకए  y ࠭࠲ ࠾ࡍణకం మڷ 
ఉపڵࡆంۯ ۨహऒ ం అం݄ e 
రణ   వङ߄ࣃ ࡆఉంܼ ࡮ఎ ࡱ࠻࢑ష ڴపరం  ࠭࠲ బܽदڒ ڔ फకరణ పరంڴ ࠪ ऱܼ  e ڼࣃ మనం ߗڒ ,࠭ޑݡ
ࠪ ంۨࡍڷ ݟړޑ ऱܼ ओߩనݟ అర ߖ޵  ݡ बం  ߘߝ ఇߩओ నऒޔࠓంచࡍ࢑వ ݡ ࡍߪ   వࡱ࢑  फߦ ޳ࡶ ڼࣃ ڴऱ  e ڡदࣄ
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ऒߕࣆ ޴ఉంܿం ڴఒకܽ ړߖݞనڜݱ నऒڜݱ అం݄ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  తࡌछ త ࡓంݡ శࡱࡌࡎ  ఒښ e 
࢘గంޜ కߕࣆ .࠼ޑࡱ޶ऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ऒߖ޳ఈ ప  ݡ  ࢑వࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ࡏࠬ ߗڒ e e 
ࠪ ంۨࡍڷ ݟړޑ ڼࣃ ࡹݟړޑ ڼࣃ ,ఏࠫటం݄ ޴ڼ࡯నగھߘక ݞږ ऱܼ ओߩనݟ e ݦఉం ڴణంڷߘఅ ړ   ݡ
ఒకޜߖ޳  సࠪనం అ޴ߝ గޒ శړ फ అۮ ߖపओ  ࠾ࡍమ ޶ం࠭ ړߖݞనڜݱ ࣄ࡯క ࡱࡌࡎశ ݡంࡓ సࠪనం ړߖݞ
తࡌछ త ఒక  వङ వసबڴ సంరऀంచబడ࠼ޑ, 
కएࡅ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  అర बం మ࠾ࡍ గށత ࢡवసफపర࠳న ۨڕए లࣃ۫ ߘफ   ah  ࢑ڼࣃ ݟړޑ  ߗڒ  ,࠭
ړశ ޒగ ,ޙ࠼నటऱڒ फ  తࡌछ త ܽߜڛ  ݟړޑ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڜݱ  ޴నړߖݞ ࠭ంࡓ ޶ంݡ శࡌࡎల ࡅకए  c
శړ फ  మ࠾ࡍ ఈ అదనࡹڝ  ޳ࡶ ߩओ ړన శ࠼ फ ڼࣃ రࣕత ࡹݟړޑ ఉనऒ ओࡹڝ  ړన శ࠼ फ ࡓంݡ శࡌࡎల ࡅకए  
ధछ అంతర ޳ࡶ ߖ ठత శړ फڴ ࠪరऐ బడవ۪ऐ  మࣄ  ࠾ࡍबࣃޒब పకతڴݟ࢘ ࡹ కߧߖంచవ۪ऐ ړశ ޒగ ݟړޑ   फ 
సంరऀంచబడ޶  మ࠾ࡍ ఈ ࡹڝओ ړన శ࠼ फ  ࡹݟړޑ ڼࣃ ఈ ࡹߦࡐऱ వ۪ऐࡌ  , గޒ శړ फ ࡹڝओ  ޴అ ,޶ࡶ
సంరऀంచబޔݡం޴  ఇߩओ ओߧۮ మనం ݡ న ऱܿ ࡍߪ फڴ అࣄबర ݟړޑ అ޴ߝ  మనం ࠪ ऱܼ న సందరगݟ ం e 
అం݄ ఏࠫ݇ ࢑వࡍంచڕంݞ ఒక ߕࣆऒ फࣃۯ ఏࠫ ޴సࠪనం  த்ொல் ఇ ړ  అం݄ ఏࠫ݇ e e ߘ
࢑వࡍంచڕంݞ అం݄ ఏࠫ݇ ࢑ ߘߝవࡍంచڕంݞ అం݄ ఏࠫ݇ ࢑వࡍంచڕంݞ అం݄ ߘߝ                e e e 
               மானத்ைத అࡍߪ ޴ फڴ  అࣄबర ݟړޑ అړ0 ޙ࠼ సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ e v  ࡹఈ సమయం ࠾ࡍమ ݡ

మ޴ ࠾ࡍశ 1 f v 2 f in  n 
కएࡅ ݀ ࢑ ࠾ࡍమ ࠆఎ ߤబܽद వڒ కएࡅ రంࡎశ ޴ߝఅ ࠆఎ ߤफ  ఈ వ࣋۫ ߘ ݋ంߜం߱ڒ   ࢘గం ఒకv f n v 
࣒߱द ऴప࠙వం ࡓంݡ అ޴ߝ శࡎరం ࡅకए  ࢘గం ࡓంݡ ࣒߱द  ऴప࠙వం ޴శࡹ ఇ࢑ సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ  ఇv f n ݡ
ఉనऒ ओߩ ऒߕࣆ  ݡ ఈకछ ܘఈ ߤసࠪనం ఆ߯ వ ړ  v fnn com  ponent of  v one f n ܿ ࡽ
छࡌऴప࠙వం త ࠭࠲ అం݄ ݀ ࠆఆ ݋ంߜం߱ڒ త ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭  ఈ ࢘గం ڒం߱ߜంࡓ ࡱ ݋ంݢ v ff 
సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇ޴ అߕࣆ ޴ߝऒ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ  అం݄ e  ࡯࠻ۯ ߖప ࡮మనం ఎ  ݡ
ఏࠫܽ  ఇ ߩ ޳ࡶనࡏదमరణ ࡅకए ओߧۮ ࠭࠲ ޴ఇ ࠾ࡍణకం  మڷ  న ऱܿ అ࢑࠙ߘక పࠪࡍణం ఇڕࠬ ޴ 
ఇవछ బޔݡం޴  ఇ޴ ऴప࠙వం ఎవࡍ మధङ  ఉం޴ అࡓ ߝంݡ ఉపࡍత࡮ల߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ
ఇ  అߖ ऴ߄࢑ ࢐࣋నం సࠪనంڴ ఉంܿంߖ޵ ,޴ऒ అర ڴࠈ  बం ߖڝࣆۯవछ ంݟ ఇ࠳  ޴న࣒ ࠴దట ఈ  ࢑భజన 
కएࡅ ऒߖڴ࢘ ࣾ߮ࣃ  भ޳ంۨ ऴ࢐ڵ࠙ ޜగం࢘ ࣾ߮ࣃ  ߩన߄࢑  ం, ߖ޵ऒ  ఎࡹ࠻ۯ ࡮ అర बం ڕࣆۯం޳ం   ߖ޵ऒ  
ఎࡹ࠻ۯ ࡮ అర बం ڕࣆۯం޳ం, మనం ࢘ࡏ మ߄࢑ ࠾ࡍనం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ओߩటݦ ऒߖ޵  దట࠴ ݡ  ࡮ۧ 
ओߩۮ ڴऴగతफ܉  , ం޳ంڕ
ओߩदనܽ߭ۨݟ࢑ ࡱࡌࡎ࢑భజన అం݄ శ బܽदڒ   ݡ
 ޴ߝ࢑భజన అ   వడం   అం݄ࡌ ࣄ࡯క ࡱࡌࡎసం శڝ ࣆښ నࣄۯ ߘߝ నం అం݄߄࢑  ߤషࡔప࣊  ޴బܽद ఇڒ
ఎలऱߩओ ڡߦद ఇం࣒߱ ݢ द మ࠾ࡍ  అऴ߱۶ ऴߨ ఇంڡߦ द 
అర ߖనం అ߄࢑ ࠾ࡍయడం మۯ ࡏ࢘ బܽद మనంڒ बం.  ࢑షయం  ࡏ࢘ ࠭࠲ మ߄࢑ ࠾ࡍనం ࡍڷంۨ 
ࠪ ऱܼ ओߩటݦ అర ߖనం అ߄࢑ ࠾ࡍమ ࡏ࢘  ݡ बం, ࠭࠲ ఒకڜߖ޳కܽ ऴప࠙࢑తం ࠼ߦ ࣋ۯంటऱ ࢘ڴల ࡅకए  n
࠙గం ࡍڷంۨ ࠪऴత࠲ ࠪ ऱܼ    ,࠭ޑݡ
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ࠼ߦంߖࠉ ݋ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ 
ࠪ ߘߝ బܽदڒ ऱܼ ओߩటݦ ऒߕफࣆ۫ ߘߝ ݡ  vanvbn  ߘ
 బܽद ࠙గం nڒ
ఇకए ޴శ ఇ޴ ޴బܽद ఇڒ డ పࡍచ࠻ల ࠉం࢓޶  మ࠾ࡍ t n va vb 
ࠪ ߘߝ ంۨࡍڷ ణకంڷ ࠾ࡍమ ߤ࢐ బܽदڒ ऱܼ ओߩనݟ  vbn ߘలڴ࢘ న߄࢑ ࠾ࡍ࢑భజన మ ڕߕ అ࢑ ݡ
అంࣃ޴फ సందరग ۯం޴వߘఅ ߘలݠࠈ   .࠼ ంࡹ ࠪ ऱܼ డటం  అړ ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޴ߝ va v1 vb v 
छࡌసࠪనం, త ړݡంࡓ త ࠭࠲   ऴభమణం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ओߩనݟ   va v ڴసࠪనం ړఒకܽ ړߖࡌࡎతफం శ࠴  ݡ
ఉండక߱వ۪ऐ కएࡅ ߤషࡔప࣊ ݡంࡓ ఒక ޴ߝफతం అࣆऴప ߗڒ   చరऐ  అం݄ ࠀ  ߤ࢐ ߘߝనࡽ va  v vb v 
ࠪ ంۨࡍڷ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠪ ంۨࡍڷ అऴ߱۶ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ ऱܼ ओߩటݦ  ంۨࡍڷ ࡽయࢳߗఇ ߤ࢐  ݡ
ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ओߩఇ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ߘ ఇకए ߘߝ  ݡ డ ऴࣄ࢐న మࡗ పదం ఉంࣾ߮ࣃ ޴ ࢘గం vbn 
ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ అర ݞږ  बం  ڕࣆۯం޳ం  ࢑భజన ࡅకए ऒߖڴ࢘ ࣾ߮ࣃ    మనం అర बం ڕࣆۯం޳ం 
छࡌऴప࠙వం త ޴ఇ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ݋ం࠼ߦ ޴బܽद ఇڒ త ࠪऴత࠲ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠭࠲ ࠾ࡍ a b  
ओߧۮ న޴  ࣒߱द ఇంڡߦ द ఇ޴ ޴శ అޙ࠼ ऴపږߘࣃ ޵ޒలంڴ ఉంܿంద࠭࠲ ߖ ఊࣕంۧ࠭  n 
ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ࢑భజన  ߘߝ ݡ ࠪ ంۨࡍڷ  గం࢘ ࣾ߮ࣃ  ऱܼ డంݟ, అߩओ ࠪ ߘߝ ݡ ऱܼ నऒޔݡ  va  ޴
ۨవࡍ ࠙గం ࠳న࣒  ۨవࡍ ࠙గం ࡍڷంۨ మనం అర बం ڕࣆۯం޳ం ࣾ߮ࣃ ࢘గం ఎలऱߩओ  న࣒ n vb n va࠳ ݢ

అర ߖన࣒ అ࠳ ޳ࡶ बం ڕࣆۯం޳ం vb  vb v 
ऒߕڕࣆޓ ڴదట࠴ ߘߝ బܽदڒ ,ఊࣕంۧ࠭ ࠭࠲ ߘశ޴  ࠾ࡍల మږߘࣃ  ࠼ఉంܼ ݢంࡓ ࡱڴ࢘ ఈ ߘ
ఎం޶కం݄ ޴ ࢐ܽశࡱ మన࡯ޘ ڕయ࢓ 
కएࡅ ࢑భజన  బܽदڒ   ళంvafn vbfnڿంۨ ఎܿవంܽ గందరࡍڷ ߖ޵  ,޴న࣒ ࠙గం ఉంܿం࠳   గం࢘ ࣾ߮ࣃ 
ఉండږడ޶ 
ࣾ߮ࣃ ࠭࠲ ࠾ࡍమ మޒఅం ࢐ܽ ࠾ࡍమ  ࡱڴ࠙  .రణం߄ࣃ ంటऱ࠼ߦ ߩం޴సంऴప ݡంࡓ గం࢘ ߖ޳ బܽदڒ
࢘గం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ అం݄ ࡹ࢐ܽ ࠭࠲ ఒక࠴  ߖߖ޳దܽ ࡓండవ తࡌछ త ڕࣆޓంܼ࠭ 
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మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡏڷफߘ ఉం۪࠭ޑ 
కएࡅ ࢑భజన ޴బܽद ఇڒ ओߩన ࢘గం  ఇڛࡏ۪  న సమసङࣄۯ  మనం ݡ भ޳۫ సంڝ  ం,  అం݄   మనڕ rel  
ఉనऒ  సమసङ వ ޜ ࣒ࠪ ࣒ࠪ ڕసం అం݄ మనڝ  फ࣎ ంޜ   ޴ ఇ޴ m 1 v 1 i m 2  v 2 i v 1  f 
 v 2 f ޶య࡯ޘ ޴ఇ ޶య࡯ޘ
ओߩబܽद ఇڒ ఇకए ݡ డ మనం  ࢑భజన  ࡅకए ऒߖڴ࢘ ࣾ߮ࣃ   ऴ޳࢐भ ం ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ అߖ v f v f 
ऴ࠭ࣃ࢐ ఇߩओ ऒߖڴ࢘ ࣾ߮ࣃ  ߩన߄࢑ మనం ݡ  ऴ޳࢐भ ం  ఇߩओ కएࡅ నం߄࢑ ݡ  కం݄޶గం ఎం࢘ ࣾ߮ࣃ 
మనం  ࠴దܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ࣊కߘలࡹ ఒకܽ ߕڕࣆޓऒ ऒߖ࠻࢑ష ޻అ ࠭࠲   ࠭  అߘసࣃࡍफ ࠭ 
फࣃऴ࢐ ߖదట  ఒకܽ అ࠴ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ఇ޴ ఒకߖ޳ ࢘గం ࡅకए  లv iږߘࣃ ޴ఇ ࠾ࡍరణ ࠙గం మ߄ࣃ 

 n  ޴ఉంܿం ࡹశ޴
फࣃऴ࢐ ڴఒకܽ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ छࡌత ߘߝ ࠭ త ఒక ࠳న࣒ ࡏڷफߘ ߭టदంݟ ఎం޶కం݄ ఇࣾ߮ࣃ ޴ v i  
࢘గం  ఆ߯ ڝ 2 ݠࠈసం ߄ࣃరణ ޴శ߄࢑  ࡹనం ࡅకए  ࢘గం ఎంత అం݄ అ࠳ ޴న࣒ v 2  i 
సओ ޴అ ,޴फంࣆన࣒ వ࠳ న࣒࠳ ڕߕ బܽदڒ షदంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం ߖ޵ऒ ओߩనࣄۯ   v 1 i v 2  ݡ
ۨవర࠭࠲ ڴ  అߖ ऴࣃ࢐फ కएࡅ  ࠭ ऒߖసࠪనం ऴకࠪ ړߖڴ࢘ ࣾ߮ࣃ న࣒࠳  కएࡅ నం߄࢑      e sep ࣾ߮ࣃ 
࢘గం࣋ڵ࠙ ޜफ  ఇߩओ  e ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ݡ
 ޴࢑భజన ࢘గం ఉం  ڕబܽद మనڒ
 v ࠭ޑఉం۪ ڴ న࣒࠳ మనం  ఒకܽ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ
 v f v f ݡంࡓ న࣒࠳ ࢑భజన ࢘గం ఒకܽ బܽदڒ
 న࣒ v f v f  v i v࠳ న࣒࠳ ఒకܽ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ޜగం࢘ ࣾ߮ࣃ లߕ߄࢑ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽद ఒకܽڒ
 i ݡంࡓ
ప  ߤవ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ ఇڕࠪ ޴ ఇవछ బݟం࠳ ޴న࣒ ޴శࡹ v i  v 2 i v 2 y  n 
ఉం޴ మߖ޵  ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  ఇపओ एړࡵ   ښܽ ంۧ࠭ 
బܽद ఇకएڒ డ ߘంݟ ఏࠫܽ  మనం ߰ం޴޻   ప ऱ࣒ e v 1 i v i v f v f ړ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ  फ࣋ށڷ ݀ 
సࠪనం, ఇకए డ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఒక ࡓం࢑࠙ ڴ ࢟ܽ܊ߦ ݢంచబݞन  v f v f ࠼
ంۨన సమసङࠚరంߦబܽद  మనం ऴڒ   ంۨڵࡆణకం ఉపڷ దमరణࡏనߩ ޴फంࣆࠚల ڕమన ޴ఇ ڕ
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  కڵ࡯ ఉనऒ  తࡌछ త ఇߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ݡ  ऴ޳࢐भ ం  మన సࠬకరణం m one v one i  
ంటం  ప࠱࠴ రంభߦऴ ޴ఇ ݡంࡓ న࣒࠳ ऱ࣒  m two v i m one v one f m  two v ޴ఇ ޙ࠼అ  ݡంࡓ 
మన వదभ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖހండవ సࠬకరࡓ ۯంݟܔ ࠭࠲ ړߖ޳ ݡ फࣃݟܔ   న࣒ e v f࠳ ݡంࡓ  ࠭

ప  ݡంࡓ ߖ ऱ࣒  ఒకܽ࢑ ޜభ܊ంۧࡏ vo  ne f v i v  
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖ߄ండవ సంబంࡓ ڕమన ޴ఇ ݡ  ఇࣆफం޴  మనࡓ ڕంݡ సࠬకరހల సࠬకరణం ఒక సࠬకరణం 
ऒߕఉ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࢑ߖయ࡯ޘ ݡంࡓ ڕమన ࠾ࡍమ ݡంࡓ  v f v f ࠼
  ޴ఈ సంబంధం ఉం ڕయగలం అం݄ మనۯ బܽद  మనం ఏࠫڒ
బܽद ఇకएڒ డ ߘంݟ మనం ऴ࢐యగ޴ڼ࡯ ఈ࣒ ఈకछ ప   ړ ࡽ ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱࡏࣃ  ऱ࣒  v two f v one f e v i v 
వߤ ఇ޴ సࠬకరణం సంఖङ వۨऐ ݟంߘ ݡంࡓ  ం޴ మߖߖ޵ ࠾ࡍ మనం ఒకߖߖ޳ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ i 
ఒకࡹߖ޳ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయవ۪ऐ   
ప   ޴फంࣆࠚల ڕబܽद మనڒ ऱ࣒  m one v one i minus m two v two i  m one v one f m ݡంࡓ 
ࡓ ऱܿ ఒక  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ऒߖ޵ మనం ݡ  పࣄۯ ߖనߩओ v f ev two y e  v 1 iڕమన ݡ
ఏࠫ లࣆࠚफం޴  మనం   ڴݟ࢑ݟ࢑ ప࣋ۯ ߖफ ఈ వङ ڔ फకరణలࣆ ߘలభతరం ࣃۯफ ࠭, మనڕ అ޴ߝ v 1 f m 

ࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ ڕసࠪనం, ఆ߯ మన ړ ऱܿ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ ऱࡏࣃ  ऱ࣒  one  v one i m v i e v y e  
పऱ࣒ ߤవ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ऱ ఒకܽࡏࣃ  ݀ మ࠾ࡍ ݀ ఎࠆ సࠪనం ఒక పࡌङ యం  ఒకܽ v i m m v m v i
 ప ऱ࣒ ऱ ఒకܽ  పࡏࣃ  ऱ࣒ ఒకܽ పऱ࣒ ߘߝ ݡంࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ऱࡏࣃ   e v i e v i m v m m ޜݡంࡓ 
घࡏ߷ ఈ  ࡏయۯ ࡏࠬ  ࢓ంۧڵ࠙ झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ߘల࡮ న అవసరం ࡏࠬ ,޶ࡶ ఈ సࠬకరހలߘ 
వࡍ फంపܑయంݟ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ఆࣣ ࢑࢑ధ రڒల సమసङ లߘ పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ , ఇߩओ  ࡮ۧ ࡏࠬ ݡ
సరࢁకరణలߘ ߰ంࡏޑ޶  ఓࣣ ࠬࡏ ఈ సమసङ లߘ పࡍషए ओߩంۨనࡍ   ࠼ఉంܼ ࡱకరణࢁసర ࡮ۧ ڕࠬ ݡ
 సࠪనం m  m m m ړ݀ ఒకܽ ޙ࠼సࠪనం  అ ړ݀ ఒకܽ ڕహరణ޳ఉ ࠼ఉంܼ ࡱకరణࢁక  సరߝఅ ڕࠬ
అޙ࠼  అߩओ   m m two ڴసࠪనం ࠾ࡍఒకܽ మ ݡంࡓ వలంښ  ڕࠬ ࠼ޑ࢓రమ޷ ࡹరంࣔ ఇ࢑ ݡ
ఉంܼ࠼ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ࡏޑ޶ం߰ ݡంࡓ ࡹరంࣔ ࡏࠬ బܽदڒ  సࣃۯ ࡍफ ओߩఅ  ࡏ  ంۨࡍڷ ࣆښ ݟړޑ ڼࣃ ࡏࠬ ݡ
ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ  సࠪనం e ړߖ޳ఒక ޴ߝఉంۨన అ ࡏࠬ  ,
  సࠪనం   e ړఉం݄ ఒకܽ ݟړޑ ڼࣃ ڕࠬ బܽदڒ
ప  ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  ఒకܽ ߘߝ ఇࡓ ޴ంݡ ఒకܽ అޔ࢓ం޴  v i v v plus v two 

ऱߦ ޴అ ࠾ࡍమ న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  i m two v two i ޙ࠼అ  ݟړޑ बరࣄఅ ڴफࡍߪ ޳ࡶ ݟړޑ ڡदࣄ
t e 2  ࡏޑ޶న࣒ ߰ం࠳ ࡏࠬ సࠪనం ړ0 ޙఉంۨ ߖ సࠪనం ఉం݄ ړ0 ޙఉంۨ ࡏࠬ m 1 v 1 i  m v 2 

మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ అޔ࢓ం޴ i m one v i m two v 
फࣃۯ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖ޵  ࠭  ߰ందంݟ  మ࢐ ࠾ࡍసफߦ ڕࠬ ړߖ࢐ऱ ఉనऒ ݟړޑ ڡदࣄ ओߩ   ڴࡏߝ ࡏࠬ ݡ
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छښంటం ఈ࠱࠴ షߖ ߤ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ అకए డ  ࠬ వదभ ఉనऒ  ऴߦథࠫక సࠬకరణం  m 1 v 1 i
ओߩన࣒ ఇ࠳  m 2 v 2 i ࡱࡌࡎశ ݡంࡓ ݡ
బܽद  ఈ సందరगڒ ంڜݱ ࡹనऒ  తࡌछ త  ࡓంࡱڴ࢘ ݡ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ 
బܽद  ఒకܽ పऱ࣒ڒ  సࠪనం m m v v f ݢంࡓ ఒకܽ ޳ࡶ ݡంࡓ  ऱࡏࣃ ݡంࡓ 
एࢲࡍప ࠾ࡍ࢑తం  సࠬకరణం మ܋ ړߖ܉ߖ ࡹ࢑షయం ݟړޑ बరࣄబܽद అڒ  ݡంࡓ  లభంࣆ ࡮ۧ ڴల పరంࡌ
శࡱࡌࡎ ఒకڜߖ޳కܽ కలపడం ࠬ࣋ۯ ࡏద࡮ऱ  సࡕన సంޑښలޜ ऴߦరంభ ࠱࠴ంటం ڝࣆޓవడం ࠪऴత࠲  
మన࠳ ڕన࣒ ࡏڷफ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ࡓంߘߝ ݡ వङ ऒߕఉ  ࡹశ޴ కࡔޒ  v ࡹశ޴  ښఒ ࡱࡌࡎశ ݡంࡓ   ߘ
కޕࡱ޶ ఉం݄, ఇ޴ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ  ޴ݦఉం ڴफ   సࠪనంࡏڷ    ఒక m m v f v f ޳ࡶ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ 
అం݄ ࡓంݢ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ 
ऱߦ ڴࡏߝ  ޴బܽद ఇڒ ࡍߪ बరࣄఅ ޳ࡶ ݟړޑ ڡदࣄ फڴ అࣄबరత ڝ ݟړޑసం ࠬࡏ  ఇబख ం޴ పడڕంڴࡏߝ ݞ   ࠬ 
సࠪߕ߄లߘ ߰ంࣄࡎ ࡏޑ޶द݀ ङ షࡶࡍ ߤషࡅ ߤకए ओߩऴ࢐యడం  ఇ ߖ ݋యంࢳ߹ఎڝ   ఏࠫ ڕࠬ ߘߝ ݡ
ओߦۮ ߠంచగలߧ۫ ఈకछ ܘఇ ఈ ߘ ఐ ࣋ए ߤవ ߤవ ࠬ ࠆࣔ  ߤవ ܿ ࡽ छ ࡛ ప ऱ࣒ ఐ ࣋ए ݀ ࢑ ݀ ࠬ ࠆࣔ  छ ࡛ v 
ఈకछ ए࣋ ࠆఎ ߤవ ߤవ ࠬ ࠆࣔ ܘఈ ړ ࡽ छ ࡛  ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠭࠲    v v ݡంࡓ ࠬ సగం ړߖݞనڜݱ తల߯ ࠭ࣃۯ ݦ
ए࣋ ݡంࡓ छ ࡛ మߖ޵  ࠾ࡍऒ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ڴండవ సࠬకరణంࡓ   f e  ݡంࡓ ంచడం కం݄  ఈڵࡆఉప ߖ 
సࠬకరࡱހ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼   ఇߩओ ऒߖ࠻࢑ష కࡖమ ࡏࠬ ݡ  కھߘంܼࡏ ఇߦ ࡮ۧ ޴ఠङ  ࡹలڒసफߩ 
 ࡏ࢐ ంۨࡍڷ ߖప ࣋ۯ ࡏ࢐ ,࢑గల ࠪరठం࡯ޘ ࣋ۯ ߘలߘప ࣋ۯ ࡏ࢐ ࠾ࡍమ  ޴ంޔݡయబۯ
ࠪ ऱܼ ࢩ࢑ ఈ  ࡏంܼڕݡ ऱషణ ࣄۯ ࠭࠲న  ఈ ࢩ࢑ ऱషణڜݱ ࠭࠲ ߘనడం߯  ࣄۯన ఈ ࢩ࢑ ऱషణ v two y 
ऒߕࣆ  ޴ంޔݡయబۯ ࢑ంۨ࠙ ߖసࠪనం అ ړ
అర ߖ޵ బܽदڒ बం  అߖऒ ంܽ࠴ ࡹదܽ޴ ఒక సందరग ం ڒవ۪ऐ  టदడం v 1ڜ ޜߖ޵ ߘߝ ߖޒబం ࡶ޴క ޜ  
మړ0 ࠾ࡍ సࠪనం  అߖ సओ షदంߦۮ ڴओ లం݄   ఇ޴ పࡍషए నऒޔݡంచబࡍ  సందరग ం ߘߝ ߗڒ v 2 y v 2 

నపओڒ సࠪనం ړ మనం ࠪరऐ  ڴ࢑ధం నࣄۯ మనం  ڔܽ వ۪ऐ , మనం ࠪࡏओ యవ۪ऐۯ  झߤࡓఫࡍ    ऴ0  ࡱ ࠹߿
మ࠾ࡍ ऴߖࡹ ࠹߿ చలߖߕऒ  v two i ࠭ޑࡱ޶క ޜన ࢘గం࠳बరࣄ   
నऒޔࡱ޶క ޜగం࢘ ࡹ ࠹߿బܽद మనం   ఈ ऴڒ  ऴߖࡹ ࠹߿ చలߖߕऒ  అధङ యనం ࣋ۯफ  ࡓంݡ v two i v i 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ ఒకܽړ సࠪనం  ࠳ ߘߝన࣒ ړ సࠪనం అߘޑ࢓ v v 1 i  v 2 i
ऐࡌࠪ  ߖ ࡹ ࠹߿తफ ऴڜ ࡏࠬ బܽदڒ జనం  v 1 iࡆऴప ߖ޵ ޙ࠼సࠪనం అ ړ న࣒࠳   ࡯ v 1 i v 2 i v2y 
0 అޔ࢓ం޴ .
ఇߩओ ऴపశऒ ڼݟఅ ࡏࠬ  ݡ  ఏࠫటం݄, ఈ ࡍఫߤࡓझ  ऴߙ ࡹ ࠹߿ङ టߖ ߤయమం ఉంܿం޴ అ޴ߝ ऴపశऒ   ࡮ۧ 
एࡍޑ కంڴ ఉంߙ , ޴ङ టߖ ߤయమం అ࠭࠲ ޙ࠼ ఈ సంక࡮ओ ओߦۮ నం߄సࠪ ړߖ ङߙ కం݄޶ఎం ࡯ టߤ 
యమం  జడతछߖ ङߙ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔऱࡱۮ ࠲ऴతࠪ ࡹ ࠹߿చన ऴࣇ  టߤ చ दܼ ऒߖ  ఎకए డ 
ఉపࣆڵࡆफߕऒ झߤషࡶࡍ ంటం࠱࠴ ऴ߮రణ  ࠭࠲  ࠭ ङߙ ࡹ  టߖ ߤయࠪߖऒ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭ 
ङߙ బܽदڒ టߖ ߤయమం ࡱۮऱܿࠈ అޙ࠼  ࠪ సࠬకరࡱހ ఇߩओ ङߙ ࠼ޑ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ݡ టߖ ߤయమం 
ऒߖڴ࢘ న࠳बరࣄ నం  మనం߄సࠪ ړߖ޳ߝఅ   ޳ࡶ ޳ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ  కڵ࡯ ఉనऒ  ऴࡍڷ  ࠹߿ంۨ 
ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ం  
ఒక  జడతछ ݞږ ࠹߿బܽद.  ఈ ऴڒ  చऴటం 
ङߙ బܽदڒ టߖ ߤయమం ࡱۮऱܿࠈ అޔ࢓ం޴  ఇߩओ ऒߖڜ ڼ࡯మనం ۫డగ ݡ  ࡱ࠻࢑ష రణ߄ࣃ 
ఉ޳హరణߕࣆ  ڕऒ ऒߕफࣆ۫ ߖ ࠹߿న ऴ࠼సࠪనం అ ړ మۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ సࠪన ऴదవङ  v two y ࢢࡌ
గల ࡓంݡ శࡌࡎల మధङ भ޳۫ ߖݟړޑ ڼࣃ ڴࡱ࢐  ం  
 సࠪనం ݡంࡓ ࠬ ࠾ࡍరం ఒక  ࠬ ఒకܽ మࡎశ ޴బܽद ఇڒ
  ࡯࠻ڶ ࡹణంࠪࡍప ښఒ ߖ࢐ܽ ߘߝ  ࡯࠻ڶ ߘߝ ࢡబܽद బࣗڒ
ऒߕఉ ݡంࡓ ݠࠈ ࠾ࡍరం ఒకܽ మࡎశ ڕబܽद మనڒ ऒߖࡌࡎశ  అ࢑ ,࠼  v ޴కడం ఒకܽ ࢘గం ఒకܽ ఇޑ 
ܼంܐం݋ ߮ऱߤ  ఇ߄ࣃ ޴రణ ࢑ࠪనం  ఇ޴ ఏటݟړޑ ࡱ࢐ ఎం޶కం݄ మనం ऴ࢐࣋फ ఇߩओ  v  one t ݡ
ऒߕࣆ మనం సࠪన ऴదవङ ࠾ࡍమ  ޶ڒ సࠪనం ړ ఉనऒ ࢢࡌ  శࡌࡎల ࡍڷ ݟړޑ ڼࣃంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ 
మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ కएࡅ ݡంࡓ    ऴߦరంభ ࢘గం ఉనऒ  ऴࡹ ࠹߿ ऴࣆ࢐फߕऒ ऒߕࣆ ࠭  సࠪనం v ړ
ओߩబܽद ఇڒ ړమనం శ ݡ फ పࡍరࣾణ సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐࣋फ మనڕ లࠚం޴ۯ   సగం ࠬ వߤ ఒక చޔరऴసం సగం ࠬv 
ఒకܽ ޳ࡶ సగం ࠬ వߤ ఒకܽ అ޳ࡌ ߖभ ం v 
ఒక ࣋ए  ࠭ޑఉం۪ ߖఅ ߤసగం ࠬ వ ݞږ బܽद మనంڒ छ ࡛ ప ऱ࣒  సగం ࠬ ࡓంࡓ ݡంݡ ࣋ए छ ࡛  i  v f v f 
ఇ޴ వࣆफం޴ ఒకܽړ సࠪనం మ࠾ࡍ  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠪనం e m m 
ए࣋ ߤరऴసం వޔఒకܽ చ  ޴ۯంࠚల ڕమన ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ भ޶ర  బܽद అ࢑ڒ छ ࡛ ప ऱ࣒  v i v f v 
ए࣋ ݡంࡓ छ  సࠪనం f ޜ ࡛
ړబܽद శڒ फ పࡍరࣾణ ߘంݟ  ఈ సందరग ంࡹ  ఇ޴ ఒకܽ ߘߝ తࡌछ త వߤ ࣋ए छ నऒڜݱ ࡛  తࡌछ త ఇߩओ  v v i ݡ
సࠪనం అޙ࠼  మ࠾ࡍ అࡓ ࢑ߝంݠࠈ ݡల ࡅకए  ఒకܽ  v one f v two f ࡽࠈ అం݄ ,ࡱڴ࢘ ݡంࡓ 
ఇޜࢂࢗ ࡮ందߖ అڕߘం޳ం   ఇ޴ ఒక అߩओ ओߩత  ޴ఇ ړߖ܉ߖ ఏࠫటం݄ ޴నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ  vv  f 
ࠪరठం  అߖ నߘऒ  మࢁऱ ڶయߖవछ ంݟ ఎం޶కం݄ అ޴ ఖۨऐ తంڴ పۯ ߖయ޶  ఎం޶కం݄ వߤ ࣋ए छ ࡛ v i v 
వߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ࡛ అం݄ ఈ ࡱߦࡐ ݡ࠮  ఆࣣ  లంబڝణ ऴࠜޒజం v f 

Pru
tor
@
IIT
K



ఒక ࣋ए ޙ࠼ఒక అ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ छ ࡛  మࡓ ࠾ࡍంݡ ࣋ए छ ࡛ ఈ v i v f v f v f 
ए࣋ ߤతफం వ࠴ ࡹంܽݟంࡓ छ  సࠪనం v i ړ ࡛
v  f v f ,࡯ݞఉం ڴలంబం ړ ݡంࡓ  ޴ߝజం అం݄ అం݄ ఒక అࠜޒణ ऴڝ లంబ   ޴బܽद  ఇڒ
బܽद మనం ఇకएڒ డ ߘంݟ ߰ందగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄ ࡓంࡱڴ࢘  ݡ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ   ఒకڜߖ޳కܽ v v  
లంబంڴ ఉం࡯ݞ ࣒߱द ఇంڡߦ द 
ऴప࠙వం ఉం݄  సࠪన ऴదవङ ڼࣃ బܽदڒ కएࡅ ࢢࡌ ఇకए ࠭࠲  ऴప࠙వం ఉం݄ ݦఉం ڴࡱ࢐ లࡌࡎశ ݡంࡓ  డ 
ڡߦఆ ࣒߱द ఇం ޴నߧ۫ द  ఈ ࡓంࡱڴ࢘ ݡ మ࠾ࡍ  ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉం࡯ݞ v 1 f v 2 f 
వ۪ऐڝࣆޓ ࡏఒక ࡱߩంڵ࠭  న࠳࢑ధ బܽद ఈڒ  మ࠾ࡍ ఒకࡏ ఇకए డ ߰ందగలࡏ, 
ओߩబܽद ఇڒ ఘర  ࠾ࡍమనం ऴప࠙వం మ ݡ लణల పࡍరࣾణ చటदం ࡅకए  ऴߦథࠫక ࣇऴޑల࠭ࢡ۫ ߘ,   
ఇߩओ भ޳۫ ࢑షయం కࡖమ ݡ ం  మ࠾ࡍ ۨవ࢑ ࡍషయం ߘߝ ఈ సࠬకరހలߦ۫ ࡹలڕߘంܿߕऒ   ,ߘ
శࡎరం ۧ࡮ ߭దभڴ޴ ఉం݄, అం݄ ࡓంݡ ఒకܽ కం݄ ۧ࡮ ߭దभ޴  ఒక࢘ళ కం݄ m  2 m m m two m one 
ంܽ సందరग࡮ఇ ڕమన ޙ࠼అ ޴దभ߭ ࡮ۧ ం ఎకए డ ఉంܿం޴  ఈ సందరग ంࡹ  శࡎరం ఉనऒ ओߩ  ݡంࡓ   ݡ
అం݄ శࡎరం ࡓంڒ ࠫࠝ ݡవ۪ऐ  అం݄ మనం ࠝࠫ ఉపࡍతలం߯ బం࢑ ߖޒసరడం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ   ࠭ޑݡ
ఇߩओ ఇకए ݡ డ మనం   ఈ సࠬకరހలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం. ఇ޴ ఇߩओ  ޴దभ߭ ࡮ۧ  ݡంࡓ రంࡎశ ݡ
ఏࠫటం݄   ఈ సందరग  ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ ం వۨऐ నߩओ డ࡮ऱ  మనڕ ఈ సంబంߖ߄ऒ  కڵ࡯ ఉండߖవछ ంݟ, ఇ޴ 
फࣃۯ ߘߝ भ޳ߧ۫ ߖసࠪనమ ړߖ޳  ߘ ం   ఇ޴ ఒక శړߖࡌࡎ ఒకܽ ఒకܽ ࠳ ߘߝన࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ m v m v 
పऱ࣒ ߘߝ ݡంࡓ పऱ࣒ ߘߝ ݡంࡓ   ఒకܽ ߘߝ  వߤ పऱ࣒  ev ev  m m ߘంۧڵ࠙ ޜ݀ 
ओߩబܽद ఇڒ ङߙ ߖ ޴࣋ۯ మనం ݡ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంڵ࠙ ޜݡంచడ࠲  rh m   
బܽद మనం ఇకएڒ డ ߰ం޴޻ ఒకܽړ ݀ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ m m v i v y evݡంࡓ  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ 

 ప ऱ࣒  వߘ ߤ ఒకܽ ޳छ పऱ࣒ ݡంࡓ ࡌ  వ޳ ߤछ  i   ev m m m ޴దभ߭ ࡮ۧ ݀ ࠾ࡍమ ߘంۧڵ࠙ ࡌ
నऒۨ ࡮ۧ బܽद ఈ  పదం ఒకܽڒ   సంఖङ  అޔ࢓ంߖ ߖߖ޵ ,޴ర ऱࣾ ङ ం ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మనం  m m two 
߰ం޴޻ సࠪనం   ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒ v1 f v 2 i e v 2 i e v 1 i v 2 i 0 ړ  ࠾ࡍమ ڕ న࣒࠳ ऱࡏࣃ 
సࠪనం అޙ࠼ మనం ߰ం޴޻  అࡏࣃ ޴ߝऱ ࠳న࣒  v 1 f e v 1 i 
ओߩన࡯ڵతలం߯ తࡍఉప ࠫࠝ ޒఒక  బం ޙ࠼సࠪనం అ ړఅం݄ 0  ޙ࠼బܽद అڒ  v 2 v 2 i ࡮అ ݡ
ఉంܿంࡓ   ޴ంڝ ݡసం సࠬకరణం వదभ, అࡓ ޴ంࡅ ݡకए  v f v i ޴ంޔ࢓సࠪనం అ  ړ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ ڴసࠪనం ړ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ  అࡏڝ  ޙ࠼झ v two f v i ޴అ ࡹ
పࡌछ కएࡅ ݡంࡓ  సࠪనం ޴ంޔ࢓అ ޙక߱ࡶ ޶ࡶ  న࣒ v two f v i࠳ 
ऱ ఇకएࢁమ ߘలހబܽद  ఈ సࠬకరڒ డ ఒకࡏ ఎ࡮ పۯ ߖయగలߖ޵ ,ߘࢡۯ ߘߝ ,ࡏऒ छ޳ ݡంࡓ ࠬ   ంۨ܊࢑భ ࡌ
ऒߕڕࣆޓ ࠭  
ందవ۪ऐ߰ ڼ࡮ఇ ߘల߄బܽद మన సంబంڒ  మ࠾ࡍ త޶పࡍ తరగࡹޒ మనం ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ   ࠵
۫డంݟ  ఈ సమసङ లߖڜ ࡹऒ ంܽࡹ  ఒښ కణంݟ࠭ ޜపݟ ఉనऒ ऒߖڜ   సమసङ ల࢑࢑  ࠭࠲ ࡹధ పదमޔల 
పదमޔలߘ ఉపࣃڵࡆफ ړశ ࠪ ࠭࠲ ,࠭ फ పࡍరࣾణ గޒ శړ फ  మ࠾ࡍ సం࠙వङ  శړ फ ఇతర శڕफల ޳छ  ړߖప ࣋ۯ ࡌ
సࠪనం అ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.  ऴߦరంభ ࠱࠴ంటం  ప ऱ࣒  ఇంపࡽझ  అంޒమ ࠱࠴ంటړ ࠹ ఎ࡮ సࠪనం మ࠾ࡍ
ࡍߦ ࡽంగࣄ ޜక࠼కల ܽ࢒  दకڡߖڒ࠱ ࡽझ ړసం ࡹ  ऱషद సమసङ లߘ పࡍషए  ࡮ఎ ߖ࢐ܽ  ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ
ఉపࣃڵࡆफ ࠭   అࣃۯ ࠭࠲ ޻फ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ ఒక ࠙గం ࡅకए झڡߖڒ࠱    icle  ޴फంࣆޘ అంతం ڕ 
మߖڜ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  ఉ޳హరణࣄۯ ࡱన తࡌछ త ఉపߕङ फࣃۯ ఏࠫ   ڴసం࠙࢑తం ࡹలࣃ ం   అ࢑ߝ ऴభమణం 
కएࡅ  సమసङ   ࠼ఉంܼ ڴࡱ
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