
గత తరగ࠭࠲ ࡹޒ పࣄۯ ߖన పߖ మ࠾ࡍ గޒ శړ फ ࡅకए  ࠙వనߘ ఈ  ࠭ࣃ۫ ܌ࡗ, పߖ శړ फ ޳ࣄम ంతం 
మ࠾ࡍ సం࠙వङ    శړ फ ࡅకए  ࠙వన  మ࠾ࡍ ఇ࠻ ޴ంऴޒక శړ फ మ࠾ࡍ సమ࠻ల పࡍరࣾణ ࣇऴతం అߖ 
ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ ऴతంࣇ ఈ  ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړߖݞవࡱߧ  సమࡹ࠻ऱ  మనం ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨనߩओ   ݡ
మనం ܉ऴగతफڴ  ఉండవలࣄ ఉంܿం޴  
ړశ ߖదట ప࠴ బܽद మనంڒ फ ޳ࣄम ంతం అޜߖ޳ ۯ࡯ߧ ߖ ऴߦరం޳ࠚभ ం  మనం గޒ శړ फ ࡅకए  ࠙వనߘ మ࠾ࡍ 
ऴదవङ కएࡅ ࢢࡌ  కణం ఏ సమయం࠭ࢡ۫ ߕߞࡹ  కޜࡱ޶ం޴   ࢘గంޜ ఆ కణం ࡅకए  గޒ శړ फ సగం m  mv 
࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఒక కణం  1 ࣃब నం ߘంࣃ 2 ݟब बࣃ అం݄  ఒక  ޴ంޔࡱ޶క ړߖߕ నంߖ޳  ࡹ  
࢘గం మࡓ ࠾ࡍండవ ࣃब నంࡹ ࢘గం అޙ࠼ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭  ఒక ࣃब నం వదभ ఉనऒ  గޒ శړ फ   సగం vi vf 

చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అޔ࢓ం޳ అߖ ۫డగలࡓ ,ࡌండవ ࣃब నంࡹ ఉనऒ  గޒ శړ फ సగం చޔరऴړߖࣃ mvi mvf 
సࠪనం మ࠾ࡍ గޒ శړ फࡏࠪ ࡹओ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴࡏदڒࣛ న࣒࠳ ߩసగం చదర ߖߖ޳ ࠭࠲    mvf lf  mvi 
࣋ए छ ࡛ ఈ ࡏڷफ ࡮ݥद నర޵  फ࣋ڵࡆఉప ߘ बం ࠪరడం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎలऱߩओ రంభߦऴ  ޴ణం, ఇࠪࡍప ޒबࣄ ޴ޔ ݢ
ړశ ޒగ ߖప ࠾ࡍమ ޒबࣄ  फ ޳ࣄम ంతం ޳ࡶ వ࡛ए  ఎనࡎ ण ޳ࣄम ంతం ࠳న࣒ ࣃۨࣇ ߖफ కణం  ޴ంޔࠋۮ ڕࠪ ߖఅ  ࠼
ړశ ޒగ ޴ߝకదలడం  అ ړ2 ޒबࣄ ݟంߘ 1 ޒबࣄ  फࡏࠪ ࡹओ ړశ ߖవలం  పښ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ फ ޳ࣄम ంతం w 
అ޴ߝ కణం  1 ࣄबߘ ޒంࡓ ݟంࣄ ݡबࣄ ޳ࡶ ړޒबߘ ޒంࣄ ݟबړޒ కޔࡱ޶నऒ ओߩ హङࠈ ࣋ۯߖకణం߯ ప ݡ  i 
శڕफల ޳छ  f ޒबࣄ  .ߖప ࣋ۯ ࡌ
హङࠈ  బܽदڒ  శڕफల ޳छ ړశ ޒగ ߖప ࣋ۯ ࡌ फࡏࠪ ࡹओ హङࠈ  ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ  శڕफల ޳छ  ߖఈ ప ࣋ۯ ࡌ
కణం߯ పߖ ࣋ۯ ߖకర ࠈహङ  శڕफࠈ ޳ࡶ ࡱహङ  శڕफల ࠴తफం ޳छ   ޴ంޔ࢓అ ߖప ࣋ۯ ࡌ
హङࠈ ޴బܽद ఇڒ  శڕफߖ  ࡱకర ࠈహङ  శڕफలࣆۨࣇ ߘफంߖ࢐ܽ ࠭࠲ ޳ࡶ  ޴ కణం߯ ప࣋ۯߖ అߖऒ  వङ ړ फగత 
హङࠈ  శڕफల ࠴తफంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ   
ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ ࠭࠲ బܽदڒ एړࡵ ߖߖన పࣄۯ ࡏ फࣃ ࠭, ఈ ࠴తफం పߖߖ క࠭ޑߩࡱ  మ࠾ࡍ ఈ పߖ a  
తపओ ړశ ޒగ ڴࡍసߖ फࡏࠪ ࡹओ ऒߖ޵ మనం ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕ  లޔపదम ݡంࡓ  ڴలభంࣆ ࡮ۧ 
छ޳ ړశ ޒపగల࠭ , గ۫ ࡌ फ ࡅకए రछߖ  చనంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం గޒ శړ फ  సగం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, ࠭࠲ ఈ mv 
వङ ڔ फకరణߘ సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ࢘ࣃۯ  ࡏफ ࠭   
అర ڕబܽद మనڒ बం అޔ࢓ం޳  ޴छ సగం ऴదవङ ޴ߝఅ ࡌ ए࣋ ޴సࠪనం, ఇ ړࢢࡌ छ కएࡅ ࡛  dt dt m v 
ల ఉతओ࠻న సమ࠳बరࣄ  నऒ ం  
छ޳ ݋ߠ ޴బܽद ఇڒ ఇకए  ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ݡంࡓ సగం ࡌ డ అ޴ߝ ࢘గం మ࠾ࡍ dt m   vdv v 
ऒߖ޵ బܽदڒ  మనం ࡏࣃऱ ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖऱ అࡏࣃ ࡌ  మ࠾ࡍ  ఈ ࡏࣃऱ ޳छ  m dv dt  v m dv dt ޴ఇ ࡌ
శࡎరం߯ ప࣋ۯߖ శړ फ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ  
छ޳ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ऱࡏࣃ ޴బܽद ఇڒ f v  ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡌ dt v dk
ఇకए డ అ޴ߝ చలన ޴శ޳ ࡹछ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡌ .  x dx d  t 
छ޳ ޴޻బܽद మనం ߰ంڒ छ޳ ऱࡏࣃ ޴ߝఅ ࡌ छ޳ మనం ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ ࡌ dt dt f dx dt ࡌ dk dt 
అ࡮ݥ ޴ߝद  ప࡮ݥ ࡹޒࠫࡍद छ޳  द࡮ݥ ࡌ  అߝ సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉప࣋ڵࡆफ  0ޔࢂࢗ ړం޴ మ࠾ࡍ t  k k dt 
छ޳ द࡮ݥ ࡌ छ޳  సࠪనం ړ  द࡮ݥ ࡌ  ప࡮ݥ ޒࠫࡍद ఉనऒ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ఆ߯ ޴ంޔࢂࢗ ړ0  द࡮ݥ   dt x t t   
ऒߖ޵ మనం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴ߝఅ ޴फంࣆఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴరం޷  ఏڔకృతం ࣋ۯफ, us dk fdx
కएࡅ ࠭࠲  dk   i  f fdx xi xf ڕవర ݟంߘ ݟంߘ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘసమऴగత  ڕవర ݋द࣋ ݟంߘ 
సమऴగం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ సమऴగ ߘంݟ వరڕ గޒ శړ फࡏࠪ ࡹओ  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.  మ࠾ࡍ dk i f 

ړశ ڕవర ݟంߘ फ   ޳छ తపओ ߖప ࣋ۯ ࡌ  మࡖకܽ ޶ڒ  integral f dx x i xf 
ంۨన ఈ వङڵࡆఉప ࠭࠲ ڴథࠫకంߦऴ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ڔ फకరణߘ ߰ందడం ࠬࣄ۫ ࡏనటऱޙ࠼  
ङߙ టࡅ ߤకए ऒߖయࠪߖ ండవࡓ  వङ ߝఅ  ࠭࠲ ޴ߝంۨన అڵࡆఉప ࠭࠲  ڔ फకరణߘ f ma f 
ఉపڵࡆంۧࡏ,  ఈ ࢓ङ తओ నऒ ం ఒక ࠱ݧనलనࡏ߷ ࡽघ ङ࢓ ఈ   ޴ంݟయబۯ సంڝ ߤషࡶ తओ  ma ߖफޒ
ఉపڵࡆంۧࡏ అం݄   బలం ఈ ఒక ޴శࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కణం ࡅకए  కద࡯క ࢗ ݞږంట  ఉం޴ x x   
బܽद ఈ ఉతओڒ నऒ ం జڵࡍం޴  ఒక ࠱ݧనलన࠵ ࡽషڝ ߤసం ߗڒ ఇ߄ࣃ  ޴రణ ࡱۮ ݞږ ړ ࣒ښऱޔం޴ మ࠾ࡍ 
ఇ߄ࣃ ޴రణ ऴޓࠫޒయ చలనం  అޙ࠼ పߖ  శړ फ ޳ࣄम ంతం ࡱۮ ݞږऱޔం޴ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణం అం݄ 2d 
ఇకए ࠾ࡍమ  ߤష࠵ ޳ࡶ డ మనం ఏࠫ ఉపࣃڵࡆफ ࠭  మన߄ࣃ  ޙ࠳రణ ߖ ࣒ښ కڵ࡯ ఉం݄, అߩओ  3d ݡ
మనం అړ ݋ݞ ࠆࣔ ޴ߝ సࠪనం అߖ  ఉపڵࡆంۧ࡯, ఇߩओ फࣃڵࡆఉప ߖ द࡛ڒࢗ మనం ࢘గం ݡ ࠭ k mv v
మ࠾ࡍ గޒ శړ फߖ ఈ ࡐపంࡹ ऴࣃ࢐फ ࠭ మ࠾ࡍ  ఇߩओ छ޳ మనం   ݡ ओߩంۨనڵࡆఉప ߖ ࡌ dt dk ࠭࠲ ݡ
ࡓ సగం ߖߖ޵ ऱܿ ࡓంڴݡ ߰ంࡏࣃ  ࠭ޑ޶ऱ ޳छ छࡌఆ  త   ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ ݋ݞ ޜ ࡌ త ఈ m v dt dv
వ۪ऐڝࣆޓ ޜߖ޵ ࠼ޑ߱ ఈ 2 ࠾ࡍమ ݡంࡓ  m 
छ޳ ޴బܽद   ఇڒ కए۪ ޜ ࡌ छ޳ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ   నݟయబ࢘ ࡱ తపओdt m dv ࡌ v dt mdv dt 
మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफం޳  ޴छ ఉనऒ ޜ ޴ߝఅ ࡌ  ۪కए ఒక dk dt v ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ f 
క޳ ߘ  ړߖހछ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࡌ , ఇకए డ అ޴ߝ కࣃ ړߖހब నऴభంశం ࢗక द࡛   v dr dt r 
కए۪ ޜ ޜ ޴బܽद ఇڒ ఇకए ࠾ࡍమ  ޴फంࣆవ ڴసࠪనం ޜ నݟయబ࢘ ࡱ డ ߘంݟ మనڕ ఏࠫ dr dt f
లࣆࠚफం޴  అޜ  ޴ߝ ۪కए ఉనऒ ࡱ ओߩనࣄۯ కృతంڔఏ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ    మనం dk dr ݡ f
ऴޓࠫޒయ ڝ ࣆښసం ݞږ గޒ శړ फړ అࣇ ޻ऴޓకరణߘ ߰ం࠭ޑ޶  

Pru
tor
@
IIT
K



ړశ ޒగ ߖప ޴బܽद ఇڒ फ ޳ࣄम ంతం ఇߩओ ړశ ޒగ ߖప ڴథࠫకంߦమనం ऴ ݡ फ అݞږ ߖ ۫డవ۪ऐ म޳ࣄ   ంతం   
ङߙ టࡅ ߤకए కएࡅ యమంߖ ండవࡓ   సమऴగ ࡐపంࡹ ఉం޴ మߖߖ޵ ࠾ࡍ మనం ۯయవ۪ऐ   ఓ ۫డంݟ 
మనం ߄ࣃరణ వ࠱ݧ ߤనलన࠵  ࡽషߖ ߤ ۫࣋फ   మనం ߖ ۫࣋फ ࡓ ऱܿ ࡓ ࠑ ऱܿ తछ రణం ఇ޴ f m dv dt m 
ङߙ టߤ ࣊కం࡮ ݭ  మߖ޵ ࠾ࡍऒ  మనం ۰ߖ ߤ ఉపڵࡆంۨ ݅࠹झ छ޳  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࠑ ࡌ   m dv dx dt 
ओߩఇ ࠾ࡍయమం  మߖ ఇకए ݡ డ మనڕ ఉనऒ छ޳ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠑ ఈ ޴  dx dt m  dv dx v ߖऱ అࡏࣃ ࡌ
ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ߖ ࠭࠲ మࡖక ࢙ڕࣆޓ ߩంܼ࠭ dx
 f dx ޴फంࣆవ ڕబܽद మనڒ
మనం dx ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऱࡏࣃ ޴ߝఅ ݟంܼ࠭.  ߰ందంڕࣆޓ నߩ࢙ ఎడమ  ߖ బܽद మనంڒ fdx m vdv
ओߩనࣄۯ కృతంڔఏ ߖߖ޵ ओߩనࣄۯ కృతంڔకం݄ మనం ఏ޶ఎం ޴फంࣆ࢑షయం వ ޻అ ڕమన  ݡ  v dv޴ఇ ݡ

ऱ  ࣋एࡏࣃ छ छ޳  ړ ࡛ m v 2 ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ړޒबࣄ ݟంߘ ޒबࣄ ࡌ i f
ړశ ޒగ ޴బܽद ఇڒ फࡏࠪ ࡹओ  అޔ࢓ం޴  మړ  ࠾ࡍ సంబం߅ంۨ  ࡅకए  సమऴగత ࠪࣄۯ ڕన పߖߖ x f 
అంࣆ޴फం޴, 
ړశ ߖబܽद పڒ फ  ޳ࣄम ంతం   ߙङ టࡓ ߤండవ ߖయమం ࡅకए  సమऴగ ࡐపంڴ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ߙ ࠭࠲ङ టߤ 
ऒߖయࠪߖ ండవࡓ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭  
తछ ޴బܽद ఇڒ రణం  ࢘గం ࣃब నऴభంࢡలۨ࡯ڜ ߘనటऱޙ࠼ ࠪऴతࡱۮ ࠲ऱޔంࡓ   .޴ఫࡅ ߤࡓకए  జడతछ  ऴڕ ࠹߿ 
సంబం߅ంۨ  ce  
ړశ ߖబܽद పڒ फ ޳ࣄम ంతం ࡱۮऱ࢐ڒ ܿࠈలం݄ గޒ  శړ फߖ ఒక జడతछ  ऴ࠹߿ మࣃ ࠾ࡍब నऴభంశంڜ ޜల࡯࢐ 
మړࡵ ࡏࠬ ࠾ࡍए ంۯ పݞږ  ߖߖ అ޻ జడతछ  ऴ࠹߿ ఆࡍ ࠆఫߤࡓझ   ޙక߱ࡶ ,࡯ల࢐ڜ ంۨ߅సంబం ڕ 
म޳ࣄ ంతం  ࡱۮऱ޶ڒ ܿࠈ ఎం޶కం݄ అړ ޴ߝ సࠪనం అ޴ߝ జడతछ f m  a ࠲ऴతࠪ ࡹ ࠹߿చన ऴࣇ 
ओߩఇ  ޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ړశ ޒగ ߖఈ ప ݡ फ  ࣇऴޓకరణ ࡅకए  ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄, ۧ࡮ సమసङ ऱࡹ  ఒక 
కణం߯ ప࣋ۯߖ శڕफࡱ ఉߕऒ ओߩఇ ߗڒ  ࠼ నऒޔࡱ޶క ࡹశ޴ ఒక కణం ࢓యۯ ߖప ࡮ఎ ݡ టऱޙ࠼  x   
మ࠾ࡍ ఇߩओ ړశ ࣋ۯ ߖప ࡹశ޴ ݡ फ ఉనऒ టऱ޳ ,   ޙ࠼छ కࢗ 1 ࠆఎ ߖప ࣋ۯ ࡌ द࡛  ۪కए లޜ ఉనऒ  y f1 f 1 dr
ఇంܽऴగޜ ࡽ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.  మ޴ ࠾ࡍశࡹ ఉనऒ ం޶న ఒకܽ ޴శ݋ݞ ࡹ to  r dr i f j f dr  
ऒߕࣆ ओ߮ۮ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡍߖ ޴ भషद శڕफࡱ ఏ పۯ ߖయవߖ బలవంతం  ۯయడం   
ړశ ߖబܽद మనం పڒ फߖ ఉపڵࡆంۨనߩओ म޳ࣄ ݡ ంతం అܿవంܽ శڕफలڕ గށంచబడ޶  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
అ࡯ޘ ࢑యߖ శڕफࡱ అޙ࠼ మనం ఇߩओ झ࡯ݞధపࠈ ంۨࡍڷ ࢐ܽ ݡ న  అవసరం ڴࠈ   ޶ࡶ పۯ ߖయߖ 
శڕफల ࡅకए ऒߖڜ   ఉ޳హరణࡱ   మనం ߄ࣃరణ ऴపޒచరङ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ओߩటݦ फࣃ۫ ڴరణం߄ࣃ ݡ ࠭. 
࢑ࠪనం ߯܉ ړరడం ࢑ࠪ ޳ࡶనం ऴړం܉ ړ޴రడం వంܽ ࠈऱ ऱࠈ  ఆ߯ ఈ ,ݟఉండం ڵ࡯క ߖ ڡ ߯ ڡ  మనం ఉۨత 
శࡎర ۨڣࡔऴߖޑऒ ओߩనࣄڶ  చరङޒరణ ऴప߄ࣃ  ݡ  ఉపࡍతړߖ࡮ లంబంڴ పࣆۯߖफం޴  మ࠾ࡍ ఇࣃ ޴ब నऴభంశం
 కం݄ n޶ఎం ࠾ࡍశ మ޴
बࣃ బܽदڒ నऴభంశం ޴శۯ ࡽڒ ߖߖ޵ ࡹయం߄ࣃ  ݟరణ ऴపޒచరङ ఉనऒ ڴలంబం ړ  ం޶న ఇ޴ ఏ పߖߖ r 
  ޶యۯ
జరగవ۪ऐ ڴతర۪ ޴బܽद ఇڒ  మనڕ కߧߖంࡓ ۯండవ సందరग ం ఏࠫటం݄  , ఒక కణం  వృޑफ   ࡹర ࠪరठంڒ
కޔࡱ޶నऒ టऱޙ࠼   అ޴ వృޑफ నऒޔࡱ޶క ࡹర ࠪరठంڒ టऱޙ࠼ మ࠾ࡍ మమघ ऒ࡯  అߘమޒంచంݟ  
పओۮ ంݟ ఈ కߖހऒ  ప दܿڕనऒ फࣃ࢘࡯ܔ ߖ࠼ࡌ కܽदన ޜ࠼ࡌ ఒక ࠭࠲  ޴గ ఉంޓ  ࠭ 
ओߩబܽद ఇڒ క޴ఉऴ ࣋ۯ ߖఆ కణం߯ ప   ݡ फత ఉం݄   वࣄदం࡛ࠂ ۃझ ओ߮ۮ మనం ޳ࡶ   ݃నलߤ మ࠾ࡍ వ  కణం e 
वࣄदం࡛ࠂ ۃझ    .޴ంޜࡱ޶క ࡹశ޴ ݦఉం ڴలంబం ړ 
బܽद ఇకएڒ డ వృޑफ झ࡛ࠂ ۃदంࣄव ޳ࡶ  ޙ࠼నటऱࣄۯ ߖర చలనం  పڒ ऒߕࣆ   t ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ
ఇ޴ ఒక కణం߯ వృޑफ ర   ࠪరڒ ठం ఉనऒ  సందరग ం ڒ ݞږవ۪ऐ .  ఆ సందరग ంࡹ కޔࡱ޶నऒ ओߩ  ࠫࠝ  ݡ
చరङޒరణ ऴప߄ࣃ ࣋ۯ ߖऱ పࢁమ ݟంߘ ठࡌࠪ     ޴ఉంܿం   ࡹశ޴ ݦఉం ڴలంబం ړߖ
ऒߖڜ  ޴ڼࡍబܽद                                                                                       జڒ गࡌరణ సంద߄ࣃ  ల޳۫ ߘभ ం  మనం
దܽ సందరग࠴ ం ࡔࣄ࢑ ړࡹ࡯ڴ బంߖޒ మనం ۫ࣃफ ࠭,  
ऒߕల߯ ఉߝ బܽद మనంڒ ࠭ , మన ࡹޒۯ ఒక బంޒ ఉంࣃ࢘ࡍࣄ࢑ ړࡹ࡯ڴ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,޴फ ࠭ 
ऒߖڴ࢘ ړߖ޳ ࠭࠲ బܽद  ఆࣣڒ  అంࣃ޴फ ࠭  ࢘గంޜ ఒక కߖހऒ  vi vi  ݟయంࡔࣄ࢑ ړ߯ ࡹ࡯ڴ ݟంڝࣆޓ 
మ࠾ࡍ అ޴ ࣋छ చऐ నऒޔࡱ޶క ڴ ओߩ  ޴ంޔࡱ޶క ړ߯ కణం ݡ
छޑࡏڷ ߖޒబܽद మనం బంڒ కర लణ శړ फޜ కޔࡱ޶నऒ ओߩ फࣃࡔࣄ࢑ ړࡹ࡯ڴ ޜగం࢘ ߖޒబం ݟంߘ ࠫࠝ ݡ ࠭v 
छޑࡏڷ కర लణ ऴړంړ޴ పۯߖయడం ऴߦరంࣆࠚफం޴  ऴړంړ޴ పࣆۯߖफం޴  ޴శࡹ ࢘గం తగ ठడం ࠴దలޔ࢓ం޴ ఇ޴ 
ࡍܼࡍ नం࡛ࠂ ۃझ  ۨవړࡍ ఒక ࠉం࢓޶ వࣆफం޴  ఇకए డ బంޒ ࢘గం ߕࣆऒ  ఆ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
సమయంޑࡏڷ ࡹछ కర लణ ߖరంతరంڴ పࣆۯߖफం޴  
 ݟߧࡌ ࡯ڴ  ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ړࠫࠝ ڵࡍޒ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓రంభమߦవడం ऴࡌ ړ޴ంړऴ ޴బܽद అڒ
నࣄ۫ మనం ޒబం ,ޙ࠼నటऱࡶ ऱܿڴ , అ޴ ऴړంړ޴ వۨऐ నߩओ ओߩఇ  ޴फంࣆऱ ࢘గం వࢁమ ړߖ޳ ݡ  మనం v ݡ
ړశ ߖߖ޳ फ పరంڴ ప࡯ࢣࡍంۨ ప࣋ۯ ߖफ అߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ  ߖޒల߯ బంߝ  ޴ఉంܿం ߯ࠫࠝ ޜఈ ࢘గం ޴
వࣄ࢘࡯޴నߩओ ړశ ޒగ ݡ फ  సగం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మޑࡏڷ  ࠾ࡍछ కర लణ ڒరణంڴ బంړ߯ ޒ mv 
కޔࡱ޶నऒ ओߩ ړశ ޒఅం݄ గ ޴फంࣆవ ړ޴ంړగం ऴ࢘ ݡ फ తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ ఎڷవ  ࣃब నంࡹ ఇ޴ బంړޒ v 
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అతङ ంత ఎౖޘफన ࣃब నం ࢘ߖڴऒ ऒߕࣆ  ݟంڝࣆޓ  ړశ ޒఅం݄ గ ޴ంޔ࢓సࠪనం  అ ړ फ  ߕࣆऒ ओߩఇ ޴ంࡍࠪ ڴ  ݡ
छޑࡏڷ కర लణ  ࢘గం ߭ޔڷࡏం޴  మ࠾ࡍ 
వۨऐ ړ޴ంړ ޒబం ޳ࡶ ޴ంޔڷࡏ߭ బܽद మనంڒ నߩओ  అం݄ ࢘గం  vi ݡ
వۨऐ ړ޴ంړऴ ޒబం ޴బܽद అڒ నߩओ  ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ
ړశ ޒబܽद గڒ फޜ  మޔڷࡏ߭ ࡍࣃࡗం޴ మ࠾ࡍ బంߝ  ޒల ࣃब వۨऐ ړ࠼ నߩओ ړశ ޒగ ݡ फ ߖ޳ ऴߦరంభ gy 
ओߩఇ ,޴फంࣆࡍదमࡏనߩ ߘవࡱ࢑ నऒޔڷࡏజ ݡ छޑࡏڷ ఏࠫటం݄ ޴ కర लణ  అ޴ߝ ఇߩओ  ߯ޒఅంతܼ బం ݡ
పۯ ߖ फ࣎ ంړ߯  ޴ చలన  ޑࡏڷछ కర लణޑࡏڷ  ࡹछ కర लణ శړ फ ࣃब నऴభంశం ऴړంړ޴ పࣆۯߖफం޴ 
छޑࡏڷ  ޴ఉంܿం ړ߯ బܽदڒ కర लణ ޳छ ړశ ޒమనం గ ښ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప  ߖప ࣋ۯ ࡌ फࡹ 
ओࡏࠪ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ   సࠪనం ޜߖన పࣄۯ  ࠭
छޑࡏڷ బܽदڒ కర लణ ޳छ ړశ ޒఉం݄, గ ڴలంږޒऴప ߖప ࣋ۯ ࡌ फ తڷठޔం޴ మ࠾ࡍ  బంߖޒ ఎڷవ ࣃब నంࡹ 
ఉనऒ  గޒ శړ फߝڕࡏۯ ړ వరڕ ఇ޴ జޔڷࡏంڷ޴   ޴వన ఉనऒ  చలన ޑࡏڷछ కర लణࡹ బంޒ ऴړంړ޴ 
వۨऐ నం޶న ఇߩओ बࣃ వڷఎ ݡ నంߕࣆ ࡹऒ  అޔ࢓ం޴   మࣃ ࠾ࡍब నऴభంశం ࢗక द࡛  ޴ంޔठڷత ݞږ 
ओߩబܽद ఇڒ ړశ ޒగ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ߖన  పࣄۯ ݡ फࡏࠪ ࡹओ  ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݞږ   
ఇࣄۯ ޴న పړߖ సࠪనం   అం݄ గޒ శړ फ ఇߩओ छޑࡏڷ ޴అం݄ అ  ޴ంޔ࢓దల࠴ రగడం߭ ݡ కర लణ ޳छ  ࡌ
నऒޔࡱ޶క ړ߯ ޒఅం݄ బం  ޴फంࣆڵ࡯క ߖޒࠝߘఅ ߝఅ  ߖప ࣋ۯ ړంత   శڜ भ޵ڜ  फ ఉంܿం޴  gy 
छޑࡏڷ కర लణ శړ फ ڒరణంڴ ఒక   శړ फ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݟంܽߖڜ ࡹऒ ఉండవ۪ऐ ڴबరంࣄ    
छޑࡏڷ  బܽदڒ కర लణ ޳छ ఒక ࠪర ޴ఇ ړߖݞడ۫ ޾ంޔڷࡏజ ࡮ఎ ߖప ڼࡍజ ࡌ ठం ڒవ۪ऐ ऒߖ޵ ࠭࠲    
फࣃۯ ڴయంߦంఛనऴ࡮ भ޳۫ ݞږ ߘహరణ޳క ఉࡖమనం  మ ޶కం݄ ࠭ం ߖ޳ ߗڒ ࠭ ం ࠈహङ   శړ फ ఏ޾ ఒక 
࢑ధ࠳న ߖలछ ړన శݟయబۯ  फ࡮ పࣄۯߖనߩओ ऐۯవ    ޴ంޔڷࡏజ ޻ంܽ࡮ఇ ݡ  ࢘గం  ఈ ޴శࡹ v   
ऴపށ࠻ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ అ޴ కޔࡱ޶ం޴ మ࠾ࡍ అ޴ వసంߖޑऒ  ޴ంޔڕޑ  
ओߩబܽद ఇڒ ऱࠈ ݡ ओࣄऴ ڡ ంړޑ ߘ ۃనߩओ ऱࠈ ݡ  ޴ంޜࡱ޶క ڕ޶ం࠭ ڡ
ओࣄऴ ޴బܽद  ఇڒ ంࣆ޴ڕ ߘ ۃफం޴  
ऱࠈ ࡍࣃబܽद ఒకڒ ओࣄట۶ ऴ  ߘߝ అం݄ ڡ ంޜ ۃ అ޴ ࠭ంڕ޶ కޔࡱ޶ంߗڒ ޴ ऴࣄओ ంࠈ ۃऱ ߯ ڡ  ఆࣣ మ࠾ࡍ n 
వङ ړక శࡔޒ फߖ వࡍ फࣆफం޴  
ओࣄబܽद  ऴڒ ం࡛ࠂ ۃझ ऱࠈ ڴరణంڒ   v ޴ంޔठڷత ޴ంޔठڷగం త࢘ ڡ
ऱࠈ బܽदڒ ओࣄऴ ݋క ڡ ంړޑ ߘ ۃనߩओ ओࣄऴ  ݡ ంۃ ఒక శړ फߖ వࡍ फంపܑࣆफం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ  ऴࣄओ ం࡛ࠂ ۃझ  ऱ k xࡏࣃ 
छ޳ ఇవछ ࡌ బݟందڝࣆࡱޘ ߖంݟ ఇߩओ ऱࠈ కం݄޶ఎం   ޴ంޔڷࡏఏࠫ  జ ݡ కएࡅ ڡ  ఈ ࢘గం తڷठޔం޴ x 
అ޴ వసంߖޑऒ ओࣄऴ  ޴ంޔڕޑ  ంۃ  కంऴ࣒߭ అߝޕ࢓ ఉంܿం޴, ۨవࠈ ړࡍऱ ఆ߯ ,޴फంࣆసమయం వ ࡃ߱ڵఆ ڡ
ऴࣄओ ంۃ  ఆࣣ ࡛ࠂझ ࡍవ ߖ  फంపܑࣆफం޴  వङ  ࡹశ޴ కࡔޒ
ऱࠈ బܽदڒ ओߩఇ ڡ వङ ݡ ऱࠈ ࠾ࡍమ  ޴ంޔࡱ޶క ࡹశ޴ కࡔޒ ओߩనࣄ࢘ߧఆ ڡ ړశ ޒగ ߖ޳ ݡ फ ߕࣆऒ  సࠪనం ړ
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ  ऴࣄओ ంۃ వङ ࡍవ ߘక࡯క కదࡔޒ फంపܑࣄనߩओ ऱࠈ ݡ  ޴ంޔࡱ޶క ڡ
ओࣄబܽद మనం ఈ ऴڒ ం࡛ࠂ ۃझ ంచవ۪ऐۨࡹంۨ ఆࡍڷ  హऒۨ ߖߖ޳  ࠭࠲   ంࣃࡱߧ ڴफ ࠭ అߖ v   
ओߦۮ లం݄ అ޴ ఏ޾ ఒక శړ फڴ పࡍగށంచబޔݡం޳,   ఇߩओ भ޳۫ ߘహరణ޳డవ ఉ࠮ మనం ݡ ం, ఇకए డ శړ फ 
छ޳  ޴ంޔڷࡏజ ߖప ࡌ
ओߩబܽद ఇڒ ండవ సందరगࡓ ݡ ంݞږ ࡹ  వసంతڒలంࣄۯ ࡹన పړۨ ࠭࠲ ߖߖతझ ऒߕफࣆۯ  ऒߖ޵  ࠭   శړ फo  
ంచవ۪ऐށగࡍప ڴపంࡐ    ఇߩओ भ޳۫ ߖޓऴ ࣒ښ ݩ࠮ ࣒ښ ݡ ం, ఇకए డ మనڕ  మࢁऱ ऴదవङ  m ,޴ఉంܿం ࢢࡌ
ओߩఇ ߗڒ ఘర ޴అ  ݡ लణޜ ఉపࡍతలం߯  ޔ߱ࡍ܉ం޴.  అం݄ ࠈऱ ړంత శڜ ړ ڡ फ వࡍ फంపܑయబݟందߖ 
అڕߘం޳ం  ఆ సమయంߖ޳  ࡹ ࢘గం ߖ కڵ࡯ ఉం޴. ఇߩओ ऱࠈ ࡹఆ సమయం ݡ హङࠈ ړ ڡ   శړ फ వࡍ फంచడం 0 v 0
ऒߖڜ ,޶ࡶ  కద࡯కల ڒరణంڴ ఇ޴ ఇపओ ړంత శڜ  .޴ంݟయబ࢘ࣄޓ ښܽ फ ࡅకए  అߧऱښషࡅ ߤకए ऱࠈ  ओߩఇ ڡ ఈ  ݡ
దశࡹ అ޴ ࢘గం 0ޜ కޜࡱ޶ం޴.  ఒక࢘ళ ఈ శړ फ ߝల ڕࡶ  ݟߧࡌంݞ ఉం݄   ݟߧࡌ శړ फ ఉం݄ అߩओ  ఏࠫ v ݡ
జޔڷࡏం޴ అߩओ ऱࠈ ݡ నऒޔࡱ޶క ڡ ओߩ ऱࠈ  ࡏࠬ ݡ కएࡅ ڡ  ऴ߹ ۨڣࡔ ݠࠈऴߖޑऒ  ࢓ࡏబ  ߖ޳ ,ݟయంڶ 
ऴړంړ޴ పࣆۯߖफం߄ࣃ ,޴రణ ऴపޒచరङ మన వదभ ఉనऒ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯߖప ړ߯  ړశ ݟߧࡌ ఆ ޴ फ  ࠈऱ  ߘ ڡ
ఆపړߖݞ ऴపయޒऒ ఈ ఘర ࠾ࡍమ ޴फంࣆ लణ శړ फ ڒరణంڴ ࢘గం తగ ठడం ऴߦరంభమޔ࢓ం޴  మ࠾ࡍ v 0 
ۨవړࡍ ఒక  ࣋दࠈ  ܘऱ ओߩన࠼߱ڵఆ   ڡ छࡌऱన తࢀࢗ  రం޷ ޴फంࣆవ ݡ త ۮపओ ంݟ మ࠾ࡍ అ޴ ఇߩओ  wi  d ݡ
࢑ऴࢡంڕࣆޓ  ޒంܿంߖ޵ ࡏࠬ   ޴ऒ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఈ సందరग ంࣄۯ ࠭࠲ ࡹన పࣃ۫ ߖߖफ ࠭, ఆ ࠈऱ ߯ ڡ  ఏߕ޼ 
హङࠈ  శړ फ  ޳ ݟߧࡌछ ऒߕࣆ సగం ߖ޳  ޴ంڵࡍవలన ఏࠫ జ ߖన పڵࡍవలన జ ݟߧࡌ ࠾ࡍమ ޴ంڵࡍజ ࡌ  mv 
చޔరऴసం ࡅకए ऱࠈ ݟంߘ ޒबࣄ  కएࡅ ڡ  గޒ శړ फ ߕࣆऒ ړశ ޒఅం݄ గ  ޴ంࡍࠪ ڴసࠪనం ړ फ 0ړ సࠪనంڴ 
ఘర  ڴరణంڒ ߖన పࣄۯ ࠾ࡍమ ߗڒ ޴ంࡍࠪ लణ  ߗڒ ఇߩओ ऱࠈ మనం ݡ  ړޒबࣄ ࡱఅస ߖ޳ ߖ ڡ
ओߩం݄, అڕߘ࢐లࡌڕࣆޓ ऱࠈ అం݄   ࡯࠻ۯ  फࣆڣమనం దర ݡ ఇకए ڡ డ ఆ࠼߱ڵనటऱߖߖ޳ ߘߝ ,ޙ࠼ 
ړశ ࡔ࢘  ߘߝ  ࢐లం݄ࡌڕࣆޓ ړޒबࣄ రంభߦऴ ߖ޳ ڵࡍޒ फߖ ఉంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఈ శړ फ ఇߩओ  ऱࢁమ ݡ
వࡍ फంపܑయߘ࠭  ࡏࠬ ,ړߖݞపܽ ࡓంݡ సందࡌग లߙࡹ మ࠾ࡍ ఇߘ࠭ ޴పܽ సందరग ంߘݞޙ ߙࡹ 
फࣃ۫ వۨऐ ړల߯ߝ ޴అ ࣄۯ ݭߨ  .ࡏ ం޴ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధం࠭࠲ ڴ ఈ  ࠈऱ ओࣄऴ ߖ ڡ ంړ ۃ కܽदనߩओ ओࣄऴ ݡ ంۃ 
ओߩనݟంచబ޴ڕ ړశޒగ ࠾ࡍమ ݡ फ ࢥనङ ంࡍࠪ ڴం޴  అߩओ ओࣄऴ ݡ ంۃ ఎనࡎ ण ڜంత ڝణంࠈ ࡹऱ एړనࢗ ߖ ڡ     दܽߜ 
ఈ ࣄबړޒ వۨऐ ం޴.  ఆ߯ అ޴ మࡍంత ࠭ంڵࣃ ڕ޶ం޴ ఈ ࡓంݡ సందࡌग  ݡంࡓ ޶ం࠭ڕఇంత ߙऱࡹ
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సందࡌग ऱࡹ   వసంతం ޳छ छޑࡏڷ  ࠾ࡍమ ߖన పࣄۯ ࡌ కర लణ ޳छ ړంత శڜ ߖప ࣋ۯ ࡌ फߖ ߖలछ   ,޴फంࣆۯ 
అ࠮   ޙ࠼డవ సందరग ంࡹ మనڕ ఘర लణ శړ फ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఘర लణ ޳छ   ޴फంࣆۯ ऴప࠙࢑తం ߖߖప ࣋ۯ ࡌ
ړన శ࠳࢑ధ ఒక ޴ఇ  ࠭ࡶంద߰ ڵࡍޒ ߖߖ޳ ࠭࠲ फ ࢗదజࡱऱޔం޴  
పओۮ ࠭࠲ ڴరం߄ఆ ߖ޵ బܽदڒ గలం ߖڜऒ  రڒల శڕफࡱ  ఉߕऒ ړశ ߖߖప  ࢐ܽ ޳ࡶ ࠼ फߖ ڴలछ యవ۪ऐۯ    
మ࠾ࡍ ఈ శڕफల ڒరణంڴ ఈ శړ फߖ ߖలछ యవ۪ऐۯ  సం࠙వङ ߖߖ޵  ࠭࠲   శړ फࣃۨࣇ ڴफ ࠭  సం࠙వङ  శړ फ 
హऒۨ ۯంڵࡆసం మనం ఉపڝ ం ఇߩओ ړశ ߖమనం  ప ,޴ంޔ࢓అ ݡ फ ޳ࣄम ంߖޑऒ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, వ࡛ए  ఎనࡎ ण v 
म޳ࣄ ంతం ޔࠋۮం޴  శڕफల ޳छ द࡮ݥ ߖప ࣋ۯ ࡌ ओߩసࠪనం  ఇ ڕ  k ߖప ࠲ऴతࠪ ࡱफڕఆ శ ࡹ ࠹సदࣄ ݡ
ऒߕफࣆۯ యߩۮ ߖओ రణ సందరग߄ࣃ  ం޳ంڕ ంޑࡏڷ ࡹछ కర लణ ࠪऴత࠲ పࣆۯߖफంద࢑ ߝషߖ࠻ऒ भ޳۫  ం 
ओࣄవలం ऴښ ޳ࡶ ం࡛ࠂ ۃझ  ࠪऴత࠲ పࣆۯߖफం޾ ఆ సందరग ంࡹ  ఆ శڕफల ޳छ  ߖߖ޳ ఉం݄ ߖప ڕమన ࡌ
సం࠙వङ  శړ फࡖ߮ ڴए నవ۪ऐ   అߩओ పओۮ మనం  ݡ గ޴ڼ࡯ గޒ శړ फࡏࠪ ࡹओ   ప ऱ࣒  సం࠙వङ  శړ फࡏࠪ ࡹओ ऒߕࣆ   ړ
సࠪనం  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ వङ ڔ फకరణల࡯߱ ߘऐ  ۫࣋फ  మనڕ లࠚం޴ۯ   ఆ ऴపޙङ క బల޳ࡶ ࡱڴ ఆ ࠈహङ  
శڕफࣄۯ ࡱన పߖ అߖߖ޵  ߖ   సం࠙వङ తࡏࠪ ࡹओ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   శړ फ  
ړఒక శ ڕబܽद మనڒ फ ఉం݄ ߖ޳ పߖ ߖߖలछ ړయగల శۯ  फ శړ फ అޙ࠼ శړ फ  ޳छ సం࠙వङ ߖߖప ࣋ۯ ࡌ  శړ फࡏࠪ ࡹओ
द࡮ݥ న࣒࠳ మనం ߖߖ޵ ࠾ࡍమ  ޴ంޔݡऴ࢐యబ ߖన࣒ అ࠳  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  v 
औߖڒ ࠹సदࣄ బܽदڒ గࡔషߘ ߤంޙࡍࠪ ݟ మనం ߮ۮओ औߖڒ  ݟంߘ 1 ޴ గࡔషߘ 2 ߤంߖڒ ݟऔ గࡔష2 ߤ 
బలవంతంڴ అమۯ ࡱయబݟనం޶న,  సం࠙వङ  శړ फࡏࠪ ࡹओ   ఆ శړ फ ޳छ छ޳ యడంۯ న࣒࠳ ߖߖప ࣋ۯ ࡌ  ࡌ
ఇవछ బޔݡంߗڒ ,޴ మనం ۫ࣄన ऱܿڴ ऴపޒ శړ फߖ శړ फࡏࠪ  ࡹओ ࡎఎన  .࠭ࡶऴ࢐య ࡹపంࡐ  ण ial 
फࣃऴ࢐ ࡮మనం అ  ڴ޶బܽद ࠭ంڒ भ޳۫ ޾ࡶ ࠵ ం. సం࠙వङ  శړ फ ڝసం వङ ڔ फకరణ ࣋ࡌफ సం࠙వङ  శړ फࡹ v 
ओࡏࠪ సࠪనం   సం࠙వङ  ڕ  శړ फࡏࠪ ࡹओ छ޳సࠪనం, త ڕ న࣒࠳ ߖప ࣋ۯ ࡱफڕసࠪనం, ఆ శ ڕ ఉనऒ  ࡌ  f 
۲ట ࡅకए ړశ  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  న࣒࠳  फ మ࠾ࡍ ఈ సమऴగం ߘంޔࢂࢗ ړ ݟంࣄ ޴बޒ f dx xi xfxi
ఒకܽ   ࣄबࡓ ޒంݡ xf 
బܽद సం࠙వङڒ  శړ फࡏࠪ ࡹओ छ޳ న࣒࠳  ఇవछ  ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇࣄ ޴बߘ ޒంࣄ ݟबޒ fdx   x 1 x 2 
ओߩఇ ޒबࣄ ݟంߘ ޳ࡶ झߤࡓఫࡍ  ޴ߝఅ ޳ࡶ ޒबࣄ రంభߦऴ   ޙ࠼అ  ݡ  xi xf xi xf ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޒबࣄ 
వదभ సం࠙వङ ߕ޼फ, ఏ࣋ڵࡆఉప ߘफࡏڷ సం 0ڝ ޒबࣄ చనࣇ  శړ फ అߖ మనం ۮపओ గలం,  వదभ సం࠙వङ  x   x 0 
శړ फ ࠳న࣒ ఇޜ ޴ ఉనऒ  సమऴగ ࠳ ߖన࣒ ۯయړߖݞ సࠪనంڴ ఉంܿంߘ  ޴ంݟ వరڕ x  fxdx x 0 x 
ంۨ సం࠙వङ߅సంబం ړޒबࣄ చనࣇ   బܽद మనం ఒకڒ  శړ फࡏࠪ ࡹओ రछߖ ڴ࢑ధం ఈ ߘ ۨంచగల࠭,  ఇߩओ  ݡ
మనం ऴగࣕంۯ ఒక ࢑షయం ఏࠫటం݄, మనం సం࠙వङ  శړ फ ࣇऴޓకరణߘ ఉపڵࡆంۨనߩओ సం࠙వङ ޴అ  ݡ  
శړ फࡏࠪ  ࡹओ , ఇ޴ మన సࠬకరణ  ࠪࡏओ ࡍڷ ࡹ फంచబޔݡంߖ݃߰  ࡹ  ޴लయࡽ ఎనࡎ ण అం݄  మనం  సం࠙వङ  
శړ फࡏࠪ ࡹओ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ నऒޔݡ ం޶న ߕࣆऒ కएࡅ  కएࡅ  झߤࡓఫࡍ  వ  ࠭ఖङࡱ࢑   x v ޶ڒ ޴న࠳
ంచవ۪ऐ࠼ܼښ మనం ߘవࡱ࢑ ఏకపࣾ ߕ޼న ఏࣄవలڒ ڕబܽद మనڒ  మ࠾ࡍ తర۪ڴ  మనం ఏࠫ ࣃۯफ ం   
క ړߖ޳ ం݄ڕఎం۪ ߖ0 ࠭࠲ दܿబݟ ఉంܼ࠭  0 తࡌछ త ࡅకए  తర۪ڝࣆޓ ڴ0 ڴబޔݡం޴ x x 0 v 
మ࠾ࡍ  మనం ఒకࡓ ࡍࣃంݡ ఉ޳హరణࣄۯ ࡱనߩओ సओ ޴ఇ  ݡ షदమޔ࢓ం޴ ఇߩओ ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ݡ ण  ఈ 
సం࠙వङ  శړ फ ࠙వన శړ फߖ ڴలछ ࡍవ ࠲ऴతࠪ ڕफలڕశ  ݦయబۯ  फࣆफంހڷ    .޴తघ కంڴ ఇߩओ    ݟంచం࡯ࢣࡍప ݦ
మనం గށతࢡवసफంࡹ మߖࡍऒ  ࢑వࡌలߘ ప࡯ࢣࡍంۨనߩओ మనం ఉనऒ ࡹवసफంࢡతށగ ݡ త ࡏڝझ ओߩనࣄۯ ࡱ   ݡ
అߩओ ऒߖ޵ ݡ एړࡵ  ంచړߖݞ ఇతర ࠪࡌठ తघހڷ ߗڒ ࠼ఉంܼ ࡱ కం࠭࠲ ڴ  పߖߖ శړ फߖ ڴలछ  యగలۯ 
శڕफలڕ ࠪऴత࠲ సం࠙వङ  శړ फߖ వࡍ फంపܑࣃफ ࠭  మ࠾ࡍ ఈ శڕफలڜ  ߘంత శړ फڴ పࡍగށంచవ۪ऐ  ߖ࢐ܽ ࠭࠲ 
సంऴప޳య࢐ద శڕफࣃࡱߧ ڴࡱफ ࠭  మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ న࣒࠳   ఈ వङ ڔ फకరణߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ మనx 0   x v 
వదभ  ఉనऒ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ ݟంߘ  .ఆࣣ ޴  సమऴగత࠳ ߘన࣒ ۯయడం అం݄, ఆ శڕफల al x 0 xf  dx 
కएࡅ  సం࠙వङ  శړ फߖ మనం ఈ ࢑ధంߖ ڴరछ फࣃۨ ࠭  అం݄ ړ సంబం߅ంۨ మనం ఏڔకృతం ࣋ۯ శړ फ f x
మ࠾ࡍ ఆ ࢑ధంڴ  మనం ఇకए డ ߘంݟ మࡖక సంబంߖ߄ऒ  ߰ం޻ సం࠙వङ  శړ फߖ ߰ం࠭ޑ޶. ఈ వङ ڔ फకరణߘ 
ओߩఅ  ,ݟయంۯ ࡏ࢘ छ޳ ޴޻మనం  ߰ం ݡ కएࡅ ޙ࠼అ ࡌ సࠪనం dx dv x f ړ న࣒࠳ 
छ޳ ޴फ,  ఇ࣋࡯ޘ ڕమన ߖమ సంబంధం. అࡹ࢑ ࡹణంڝ ంతڜ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ , సࠪనం ړ ࡌ  x   dv dv f 
సమऴగ ࡐపం  మనڕ ఇࣆफంߖ݃߰  ޴लయࡽ  ఎనࡎ ण   మనڕ సం࠙వङ  శړ फ ࡅకए  వङ ڔ फకరణ ࣄ࡯ޘ ఉం݄ మ࠾ࡍ 
వङ ړ ࠆన࣒ ఎ࠳ ࠭࠲ ڔ फకరణߘ ߰ం࠭ޑ޶ అ࣋ۯ ࡏ࢘ ߖफ, ࣃ ࠭࠲ంऴప࠼޳క శړ फ ޳छ  ంۨࡍڷ ߖన పࣄۯ   ࡌ
ࠪ ऱܼ ओߩటݦ సం࠙వङ ݡ  శړ फ ࡍڷంۨ మనం ऴగࣕంߖڜ ۯऒ ఇపओ ࠾ࡍమ ࡱ ݋ం࠼ߦ  ܽవరڕ కߗసం మనం 
ఊࣕࣆफߕऒ ऒߕఉ  ࡱफڕక శ࠼޳ంऴపࣃ ݡంࡓ ࠭ छޑࡏڷ ڕసం మనߗఆࣣ, క   ࠼ కర लణ మ࠾ࡍ ऴࣄओ ం࡛ࠂ ۃझ
అߝ ࠙వన ఉం޴  , అ࢑ సంऴప޳య࢐దంڴ ఉనऒ ओߩ ओߩఇ ࠭࠲ ݡ ओࣄऴ ࠭ޑߩ۫ ݡ ం࡛ࠂ ۃझ  ࠭ఖङ ంڴ 
సంऴప޳య࢐దం  మనం ߖࡰయ࡛ ऴࣄओ ంۃ ల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ओߩటݦ ړక శ࠼޳ంऴపࣃ ޴फంࣆۯ ߖప ࠲ऴతࠪ ݡ फ 
छ޳ बࣃ ࡍవۨ ࠾ࡍరంభ  మߦऴ ޴ఇ  ,޴ంޔݡయబۯ ࡌ నం߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ 
నऒڕࣆޓ  ࠪర ठం߯ ޶ڒ  మ࠾ࡍ అం࠭࠲ ښ޶ ఈ పߖ ߖߖరछ ۨంచగల࠭ ఆ   శړ फ పࡅ ߖకए  సమऴగత ࡅకए
ఒక  ࢑ధ࠳న సమऴగతڜ ߖߖ޳ ࠭࠲ ڴంత ࢑ధ࠭ڴ గࣃށफ ࠭. ࣋ए కएࡅ ࡛࡮ ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰   ण అߖ 
फࣃࡱߧ ࠭ 
बࣃ ఒక ڕమన ڕహరణ޳ఉ ,޶ఉండ ݟరప߄రठం ࠬద ఆࠪ ߖప ࣋ۯ  బܽदڒ నం ߘంࡓ ݟంࣃ ݡब  ړ߯ ړߖߕ
తర࡯ంచబݟన శߖࡌࡎऒ  కڵ࡯ ఉనऒ టऱޙ࠼,  మనం ߖߖ޳ వంړ߯ ࡹߩ తరࣃ࡯फ ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ 
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छޑࡏڷ కర लణ ޳छ बࣃ ݡంࡓ ࠾ࡍవలం  ఒకܽ మښ  ߖప ࣋ۯ ࡌ  ࠾ࡍమ  ࠲ऴతࠪ ߅࢑ ంۨన߅సంబం ڕలߕ
ࠪరठం ޶ڒ మ࠾ࡍ మన ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄ , కణం ఒక ࠪర ठం޳ࡶ ޳ࡶ ࡹ ࠪరठం ࡹ కޔࡱ޶నऒ పओ b  cڔܽ
పओۮ ߖफందࣆށ࠻ऴప ړ߯ ڴ࢓ࡱߖ ంۨ ఆ߯ށ࠻ऴప ڴదట అడनం࠴ ޴అ ޳ࡶ ంݟ.  కణం ߝڕࣆޓ ࠪరठంޜ 
సంబంధం ڕࡶంݞ సంऴప޳య࢐ద శړ फ ޳छ फనऒࢂڙࣆޓ  కణం ߖߖప ࣋ۯ ࡌ  ࠪర ठం అڼ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
ఒక࢘ళ ࣋ۯ పߖ ࠪరठం߯ ఆ߄రపݟ ఉం݄ , శړ फ సంऴప޳య࢐దం ޶ڒ మ࠭࠲ ࠾ࡍ సం࠙వङ  శړ फߖ 
రछߖ ۨంచ࠭ࡶ.  కߘక ఇ޴ ࠪరठం  సछ తంऴతంڴ ఉంࡓ ࡯ݞండవࡅ ࠭࠲ ޴కए  సం࠙వङ  శړ फ పࠪࡍణం v 
కएࡅ ऒߖހڝ   పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭,   ఇࣄۯ ޴న ప޳ࡶ ߖ శړ फړ సࠪనం, ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓం࠮ ݡడవ ࢑ష࠳ ړߖ࠻న࣒ 
కएࡅ ݡంࡓ  శړ फࡓ ړంࡓ ݡ ऱܿ ఉంܿం޴.   మనం ۫࣋ ࠴దܽ޴ ఏࠫటం݄, మనڕ  ఒక శࡎరం ఉం݄   l t 
అ޴ ఏ޾ ࠪరठంࡹ ऴపށ࠻ంۨ  ߖ޳ అసࣃ ࡱब  ޴फంࣆవ ڵࡍޒ ړߖߕ
రం ఒక ࠪరࡎబܽद శڒ ठంࡹ ऴపށ࠻ంۨ, శࡎరం߯ సంऴప޳య࢐ద శړ फ ప࣋ۯ ߖफ ఇߩओ बࣃ ࡱఅస ߖ޳ ݡ  ړߖߕ
ఉనऒ ࡹޒबࣄ ఈ .޴फంࣆవ ڵࡍޒ ओߩ ړయ࢐ద శ޳సంऴప ݡ फ ޳छ बࣃ   రంࡎఏࠫܽ , శ ߖప ࣋ۯ ࡌ నం ߘంݟ a 
ऴߦరంభڵࡍޒ  ࠳ అࣃ ޻ब नܘऱڝ ޴అం݄ అ ޴फంࣆవ ړߖߕ అర ߖంۨందࡍసߘఅ ߖ ߵࡲ  बం, ߵࡲ వృޑफ  ڴరంڒ
ఉండక߱వ۪ऐ   ఇ޴ ఏߕ޼ ఏకపࣾ ڒ ߵࡲవ۪ऐ , 
రం ఇకएࡎబܽद శڒ छࡌన త࡯޴క ,޴ంޔ࢓దల࠴ ݟంߘ ݟ త ڵࡍޒ వࣆफం޴   ఆ తࡌछ త   ఈ ࡌ࢑మంࡹ  శࡎరం  
సంऴప޳య࢐ద  శړ फ ޳छ ओߩనߧ޴క ߖߖప ࣋ۯ ࡌ छ޳                                                ߖప                      ݡ  ࣋ۯ ࡌ
పߖ ఎంߕࣆ ڕ޶ऒ సం࠙వङ ߖߖప  ࣋ۯ   కం݄޶ఎం ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  
మ࠾ࡍ సం࠙వङ  శړ फ  ఈ ࣃब నం ࡅకए  ࠲ऴతࠪ   ߅࢑ 
న࣒ సం࠙వङ࠳ ޳ࡶ న࣒࠳ బܽदڒ  శړ फړ సࠪనం  ۨవ࠼ߦ ࡍం࠳ ݋న࣒ ߰݃ߖलయࡽ ఎనࡎ ण వదभvi vf vf vi 
बࣃ  న ऴߦరంభ ࠉంߕࣆ ࢓޶ऒ बࣃ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ నం  ࣃब నం ޜ సࠪనం i f
नܘऱڝ రంࡎబܽद  శڒ నऒޔࡱ޶క ࡹ ߵࡲ  ओߩ ړయ࢐ద శ޳సంऴప ݡ फ ࣋ۯ పߕࣆ  ߖऒ  సࠪనం ړ
బܽद  ࠭ఖङڒ ంڴ మనڕ మࡓ ࠾ࡍంࣃ ݡब ړక శ࠼޳ంऴపࣃ కణం ఒక ࠾ࡍఉం݄  మ ࡱߕ फ ऴప࠙వంޜ a b a 
ړక శ࠼޳ంऴపࣃ ఆ߯ ,޴फంࣆవ ڵࡍޒ ړ ݟంߘ ࠾ࡍమ ޴ంޔࡱ޶క ړ ݟంߘ फ ޳छ ऒߕࣆ ߖప ࣋ۯ ࡌ b b a ړ
సࠪనంڴ ఉంܿం޴  
బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ మనం ఏࠫ ۯయగలం.   ప ऱ࣒  కణం ڵࡍޒ వۨऐ నߩओ  a to b  b a ࣋ۯ ڕవర ݟంߘ ݡ
పߖ , సంऴప޳య࢐దం అޙ࠼ ఇړ0 ޴ సࠪనం  మ࠾ࡍ ఇ߮ۮ ڕࠬ ޴ओ  న f   a bࣄۯ ڕవర ݟంߘ ޴
ప࠳ ߖߖన࣒ ۯయడంޜ సࠪనం  ߘంݟ వరڕ ఒక సంऴప޳యڝ ޴࢐సం  ఇߩओ మనం సం࠙వङ ݡ  శړ फ  a ce  
మߖڜ ࠾ࡍऒ   సంऴప޳య࢐ద శڕफలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇ߄ࣃ ࢑రణ ࣃంऴప࠼޳క శڕफࡱ  మనం ࡎ࢐܌ࡗ 
షएࡍప ߖ࢐ܽ న࠳రణ߄ࣃ ࡹ࢑తం܋ ओߩంۨనࡍ మన సమసङ ݡ లࡹ వۯऐ   ࡱफڕయ࢐ద శ޳రణ సంऴప߄ࣃ 
మ࠾ࡍ మనం ۧ࡮ సओ షदంࣄ۫ ڴన ࠴దܽ సంऴప޳య࢐ద శړ फ.  ࠝࠫ ఉపࡍతలం߯  ޑࡏڷछ కర लణ శړ फ   
ఉపࡍతలం దగ ठర ࠝࠫړ సࠬపంࡹ కޔࡱ޶నऒ ओߩ बࣃ మనం ఈ ݡ ऒߖߕ  ఎంڕ޶ ఉం۪࠭ޑ, ఎం޶కం݄ 
ఒక శࡎరం  ࠝࠫ ࡅకए  ఉపࡍతలం దగ ठర ఉనऒ ओߩ  ޴అ ޙࡍࣄ࢑ ړ߯ ޙ࠼అ ޒబం  ࠾ࡍమ ࠫࠝ ޴ఇ   ݡ
సࠬపంࡹ ఉం޴ అߖ అڕߘం޳ం.  ޑࡏڷछ కర लణ శړ फ  ߖߖ޳ ऴړంޔڷ࡮ ړ޴ం޴ మ࠾ࡍ ఈ ޑࡏڷछ కర लణ 
एڕరం ఎ޷ ݟంߘ తలంࡍఉప ࠫࠝ  ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  వ ڒనటऱޙ࠼  మనڕࡶ ࣆࡱޘ ڕం݄ మనߙ ڕङ టߤ
కएࡅ రछࣃ   ऴޒక ޑࡏڷछ కర लణ ߖయమం ఉం޴, ఇޑࡏڷ ޴छ కర लణ అ޷ ޴ߝరం ࡅకए   ޴ంޔࠋۮ ߖఅ ߅࢑ 
తలం దగࡍమనం ఉప ߗڒ ठర ఉం݄  ࠝࠫ ࡅకए छޑࡏڷ  కర लణ ࣄबరంڴ ఉంܿందߖ మ࠾ࡍ ఈ ޑࡏڷछ కర लణ  
అ޴ߝ ఒక ࣃంऴప࠼޳క శړ फ అߖ మనం ࠙࢑ంచవ۪ऐ  మޑࡏڷ ࠾ࡍछ కర लణ వలన వۯऐ  సం࠙వङ  శړ फߖ mgh 
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ,  ఇకए డ ږߘࣃలంڴ ఉంܿం޴  మనం ߯ߕޔࢂࢗ ړऒ ం  ߯ࢂࢗ ړफߕऒ ం అం݄ h en 
छޑࡏڷ కర लణڕ వङ  కంࡔޒ
बࣃ బܽद  మనం   ఈڒ నం ࠝࠫ߯ ఉందڕߘం޳ం  , మనం ఎޔफࡹ ఉనऒ టऱߖ޵ ޙ࠼ऒ ऒߕࣆ  बࣃ  నం అߖ h 
फࣃࡱߧ ࠭   ఈ ࣃब నంࡹ ఉనऒ  సం࠙వङ  శړ फߖ  ऴߦథࠫకంڴ   అࣃࡱߧ ߖफ ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰  ࠭ ण   mgh 
వङ ङޑ ऒߖࣃ   మనం ࠳న࣒ ړ సࠪనంڴ ఉంۧ࡯, ఇకए డ ޑࡏڷछ కర लణ ऴړంړ޴ పࣆۯߖफం޴  vb va  mgh h 
అ޴ߝ ఎޔफ ޷రం ࠼ߦం݋ మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ మధङ  రం  a b޷ ࢓ࡱߖ 
छޑࡏڷ  బܽद మనంڒ కర लణ శړ फ ڒరణంڴ సం࠙వङ  శړ फߖ ఈ ࢑ధంڴ గࣃށफ ࠭.
 ࠝࠫ ఇߩओ యవ۪ऐۯ ఏࠫ ݡ  అం݄ మనం  ఏ సమయంࣇ ߕߞࡹచన ࣃब వ۪ऐڝఎం۪ ڴ0 ߖ࠼   అం݄ 
కएࡅ ࠫࠝ  ఉపࡍతలం వదभ మనం  సం࠙వङ  శړ फ ߕࣆऒ  అߕࣆ ޙࠉۮ ߖऒ వ۪ऐڝఎం۪ ߖసࠪనం అ ړ , va 
అߩओ క సమసङࡖమ  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ڕమన ݡ ऒߕࣆ ߖ మనం ࡹ వ۪ऐڝఎం۪ ڴ   మనం vb mgh vb vbs
फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఉండద ڵ࡯క ߘݞޙ  ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం  అ ړ న࣒࠳ ం݄ڕఎం۪ ߖ0 va   mgh ࡏ
ఎం޶కం݄ మనం సమసङ లߘ పࡍషए ओߩంۨనࡍ సం࠙వङ  ݡ  శړ फࡏࠪ ࡹओ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ  ࠭ޑݡ
ࠪ ࠭࠲ బܽदڒ ऱܼ ऒߕޔݡ vb va 0 mgh ޜ ޴ఇ  ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳   న࣒࠳ న࣒࠳  ࠭ mgh
కߧ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం సం࠙వङ  శړ फڕࣆޓ ڴ0 ߖనऒ పओ సࠪనం vb va  mgh ړ న࣒࠳ ڕమన ,ڔܽ
ऒߖ޵ బܽदڒ  ఎం۪ڝవడం మన ఇషदం.  ఇకए డ ࡍఫߤࡓझ बࣃ  నऒޔࡱ޶క ړ޴ంړమనం ऴ   ࠾ࡍమ  ࠼ టऱޙ࠼ 
మనం ऴړంړ޴ కߕޔࡱ޶ऒ ࠪ అۮ ߖపओ ంݟ ఇ܊߰ ޴షߤ అޙ࠼ ఇ޴ అޙ࠼ ఇ޴ ఇ޴ అޙ࠼ h1 a  b 
మనం ۫ࣃफ ం࠼ߦ ݡంࡓ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ  ޴ంޔ࢓న࣒  అ࠳ ޙ࠼సࠪనం అ ړ0  ࠭ ऱܿ va vb mg h1 a 
మ࠾ࡍ ఇ࡮ ఉߕऒ छޑࡏڷ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ కర लణ ޴శ అߖ అڕߘం޳ం  అߩओ झ࡯࠻ۯ మనం ݡ ం޴ b  
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ఏࠫటం݄, మనం ߖ  ప ऱ࣒ झ࠹݅  द࡮ݥ  एړࡵ ߖసࠪనం అ ڕ ంۨనߩओ द࡮ݥ ,  ݡ  అ޴ߝ  మ࠾ࡍ vb va mg b a 
మధङ వۨऐ ڴరణంڒ కరణޓऴࣇ ఈ ࠾ࡍరం.  మ޷ ࢓ࡱߖ  న సరࢁకరణࣃ۫ ࡏࠬ ߘफ छޑࡏڷ ,ࡏ కర लణ ޳छ ࡌ
సం࠙వङ ړߖݞంచށగ ߖߖప  ࣋ۯ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  ࠪऴతߙ ࠲ङ టߤ ࣒ కएࡅ ࡮   ఏڔకృత ࡐపం ࡅకए  ࠪ 
అసࡷన సࠬకరߖހऒ  ۫డంݟ  అ޴ߝ ఇߩओ సࠪనం  సమసङ ړ న࣒࠳ ݡ  ఉనऒ టऱޑࡏڷ ޙ࠼छ కర लణ w k t 
ࠪऴత࠲ ఉంܿంߧ۫ ࠭࠲  ޴న޴ ఏࠫటం݄  ޑࡏڷछ కర लణ ޳छ సం࠙వङ ߖߖప ࣋ۯ ࡌ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  అߖ 
ऴ࢐యవ۪ऐ  మޑࡏڷ ࠾ࡍछ కర लణ ڒరణంړࡵ ߖ ڴए ంచړߖݞ  మనڒ ڕవలࣄంద࡮ऱ  శࡎరం  ࡅకए v  ࢓ࡱߖ  
ఎޔफ 
ऒߕޔࡱ޶క ࡹన ࠪరठంڵࡍޒߩరం వంࡎబܽद శڒ झߤࡓఫࡍ ంతڜ  . बࣃ    మనం ߘफޔఎ ࢓ࡱߖ ంۨ߅సంబం ړߖߕ
క࡯ߕھߘझ న అవసరం ޶ࡶ,   
ړయ࢐ద శ޳బܽद సంऴపڒ फ పࣄۯߖనߩओ   కం݄޶ఎం ,޴ంޔ࢓లభం అࣆ ࡮ۧ ంచడంށగ ߖߖన పࣄۯ ݡ
సం࠙వङ తࡏࠪ ࡹओ फࣃڵࡆఉప ڴࡱ޶బ ړߖݞంచڵࡆఉప ߖ న࣒࠳ ߘ ࠭. శړ फ మ࠾ࡍ  శࡎరం వ ࣃब నం 1
बࣃ 2వ ݟంߘ ओߩనࡍࠪ ړߖߕ झ࡯ంۧޒంۨ మనం ۨంࡍڷ రठంࠪ ۯంࡍసߘఅ ޴అ ړߖ࢐సफ࢐ ݡ న అవసరం 
ړండవ  శࡓ ݦఉం ڕమన .޶ࡶ फ ࡅకए  సందరग ం  
ओࣄऴ ڕబܽद మనڒ ంۃ ఉనऒ ओߩ ړయ࢐ద శ޳సంऴప ݦ फ ࡅకए ండవ సందరगࡓ  ం.    ޳ࡶ ऴࣄओ ంۃ ऴࣄओ ం࠳ ۃన࣒ ړkx
సࠪనం అ࠼న ࣗڡ చటदం  ޳छ ऒߖ࡮న బݟంచబ޴అం ࡌ  ఇ޴ వࡍ फంపܑࣆफంࣃ  ޴ంऴప࠼޳క࠳న޴ మ࠾ࡍ 
ఈ ऴࣄओ ం࡛ࠂ  ۃझ రछߖ మనం ߖ నݟంచబ߅బంߘఅ ޜ  ۨంచగల࠭  మߖߖ޳ ࠾ࡍ ఎࣃۯ ࡮फ ం  , ߖߖ޳ ߘߝ av
మࢁऱ  ߕశనం ۯయߖవछ ంݟ, మనڕ ఒక ऴࣄओ ంړ ۃ కڡߜ द ۯయబݟన ఒక ࠈऱ తలం ఘరࡍఈ ఉప ࠾ࡍమ ޴ఉం ڡ लణ 
ओߩం  అ޳ంڕߘఅ ߖఅ ޴ߖࡶ ऒߖరం࠙ߦమనం ऴ ޴࣋ۯ మనం ݡ एړࡵ  ంచడం. ޜ సࠪనం 0 అ޴ߝ  ఇߩओ x ݡ
ऴࣄओ ంࡅ ۃకए बࣃ ߖయ޵గࣃ  నం, ఒక࢘ళ ऴࣄओ ం޷ ߘ ۃరం ޴ڕ ޜంۨనటऱޙ࠼  , ऴࣄओ ం࡛ࠂ ۃझ छ޳  x ߖప ࣋ۯ ࡌ
बࣃ फతࣆऴప ݟంߘ 0 भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳  .޴ఉంܿం ڴసమऴగం ړߖߕ ం  ఈ ࣃब నం వరࣃ ڕब నऴభంశం xm 
ړఈ శ ڴరణంڒ లంڒవసంత ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ   సమऴగ ޴ఇ ,޴ంݟయబۯ फ ఇߕࣆ  ޴ऒ  fsdx
xm ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ  న࣒࠳ ړ ऱࢇࢗ ړ ݟంߘ kxdxx
ऱ ࣋एࡏࣃ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ छ ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡంࡓ ޜ ࡛  k xm  .޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
ओࣄబܽद ऴڒ ం޳  ۃछ ऱ ࣋एࡏࣃ న࣒࠳ ߖప ࣋ۯ ࡌ छ ओࣄऴ ࠾ࡍసࠪనం మ  ړݡంࡓ ړ ࡛ ం࣋ۯ ࡹ ۃ ప࠳ ߖన࣒ k xm 
సం࠙వङ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  సࠪనం ڕ
బܽद సం࠙వङڒ  శړ फ  సం࠙వङ  శړ फࡏࠪ ࡹओ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖऱ అࡏࣃ ߘ छ޳   ओࣄऴ ࡌ ం࡮ݥ ۃद  k xm sq uare 2 
ओࣄఏࠫటం݄, ऴ  ޴ۯంࠚల ڕమన ޙݟంచబ޴ڕ ޜతफం࠴ ంڕ ۃ సం࠙వङ  శړ फ࡮ݥ ڙ ࠆࣔ   ߖद  ࣋ए छ  ڴ ࡛
ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ   ऴࣄओ ం࡮ݥ ߖ ۃद ړవసంత శ  ޴ڼ࡯మనం ऴగࣕంచగ ݞږ ߕంۨڵݟ߰ ࡍࣃࡗమ  ޜతफం࠴  फ 
సగం ࡮ݥद  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అޔ࢓ం޴ మڝ  ߖ޳   ࠾ࡍసం మనڕ ఉనऒ దంޑ మࢁऱ అޔ࢓ం޴ k 
ఎం޶కం݄ వసంత శړ फ వङ ۯߖప  ࡹశ޴ కࡔޒ फ࣎ ం޴   అ࢑ ޻షయం ࠳న࣒ చదరࡓ ߩం޳ ݡछ  kxm  ࡌ
జޔڷࡏం޴ 
బܽद సం࠙వङڒ  శړ फ 
ओࣄऴ ڕబܽद మనం  మనڒ ంۃ ఉనऒ టऱߖࡰ ߖߖ޳ ޙ࠼య࡛ ऴࣄओ ంߖࡰ ߖ ۃయ࡛ ऴࣄओ ంࣃࡱߧ ڴ ۃफ ࠭ అం݄  ऴࣄओ ంۃ
వలऱ వۯऐ  శړ फ ࠳న࣒ ړ సࠪనం, ఆ߯  ऴࣄओ ంړ ۃ సంబం߅ంۨన సం࠙వङ  శړ फ   ࡮ݥद  ఉనऒ  ۲ట సగం ࡮ݥद  kx k  
࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ओࣄంۨ ऴ߅సంబం  ڕ࢓డ߰ ߖయ޵గࣃ ߖ޳   ంࡅ ۃకए बࣃ  నऴభంశం   
ओߩబܽद ఇڒ छޑࡏڷ   మనం ݡ కర लణ వలన సం࠙వङ  శړ फ   బߖ࡮ऒ  మ࠾ࡍ సరళ ऴࣄओ ంڒ ۃరణంڴ శړ फߖ ऴ࢐యగల
ړడవ రకం శ࠮  .࠭ࢡ۫ ߘफలڕశ ݡంࡓ फ ڝ ߖ޵సం  సం࠙వङ  శړ फߖ ߖరछ ۨంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ sa 
శࡌࡎల మధङ छޑࡏڷ  కర लణ శړ फ వలऱ సం࠙వङ  శړ फ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ࢑ ࠭࠲ ޴శछ ࢐ङ ప फ  ޑࡏڷछ కర लణ 
ࠪ ంۨࡍڷ యమంߖ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭, ఇకए డ మనڕ ఒక శࡎరం ఉం݄  ఈ శړ फ ఉంܿం޴  మࡖక ࠬ ࡓంݡ 
మ࠾ࡍ ఈ మధङ छޑࡏڷ ڕమన ,ޙ࠼రం అ޷  కర लణ శړ फ  ఉంܿం࠳   ޴న࣒ ఒక ࠬ ࡓం޴ ݡశࡹ r gm r 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం,  మనం ߖ޵ऒ రం߯ ఉనऒࡎफ , శ࣋࡯ߧ ߖశ అ޴   బలం ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ r  g  m 
అޔ࢓ంࡓ  ޴ం޳ ݡछ రऴసం వङޔచ ࡌ  m r ࡹశ޴ కࡔޒ
 m ݡంࡓ బܽदڒ
ړబܽद ݀ ఒకܽ߯ శڒ फߖ  ऴపࣆڵࡆफం޴   అ޴ ࠬద బలవంతం ࣆۯफం޴ m m m 
ړశ ߯ ޴ఉంܿం ࡹశ޴ బܽद ఒకܽ ఈڒ फ ࢙ߩ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఇڴ ޴ ఇవछ బޔݡం޴  m m two m one gm r
చޔరऴసం ࠬద ఒక ࠬ ࡓంݡ 
ړరం߯ శࡎకం݄ మనం శ޶బܽद ఎంڒ फ ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ఒకܽ ఇకए  ޙݟ డ ݀ ఉం޴ m 
छޑࡏڷ  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ శ޴ బܽदڒ కర लణ   శړ फ ࠬద ఉంܿం޴ r m1 m2 m1 m2 
 फ  com  esࡏڷ న࣒࠳ ఇ࢑ ڕబܽद మనڒ
బܽद మన దగڒ ठర ࣃరछ ऴޒక ޑࡏڷछ కర लణ ߖయమం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ మనڕ కࣆߧߖफం޴  ఒకࡍࣃ మనం ߖ޵ऒ  
ࡍߪ फ ࣄۯన తࡌछ త ࣃరछ ऴޒక ޑࡏڷछ కర लణ చటदం߯ ऴపޙङ క  అ߄ङ యం ఉం޴ 
  బܽदڒ
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖయࠪߖ  మనం ఈ ݡ ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ  .   శړ फ ޳ࣄम ంతం మనం ۫ߧంۨన޴ ఏࠫటం݄, 
మనڕ  గޒ శړ फࡏࠪ ࡹओ  ఉం޴ ఇߩओ ओߩసࠪనం  ఇ ړߖన పࣄۯ ݡ  फల  వలऱڕక శߝఅ  ڴరణం߄ࣃ ߖప ࣋ۯ ݡ
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జޔڷࡏం޴, శࡎరం కޔࡱ޶నऒ ओߩ फࣃۯߖప ߯ߖ޳ ࡱफڕక శߝఅ ݡ ओߩఇ  ࠼ ऒߖڜ ࡹफలڕఈ శ ݡ  మనం 
ంచవ۪ऐ܊࢑భ ߖ࢐ܽ ऒߖڜ     ఈ శڕफలࡹ సంऴప޳య࢐ద శڕफࡱ ఉంܼ࠼  ఇతࣃ ࡱࡏంऴపࡃ޳తర శڕफڴࡱ
ఉంܼࡏ  
ړశ ޒబܽद మనం గڒ फࡏࠪ ࡹओ  అۮ ߖపओ గ޴ڼ࡯ సంऴప޳య࢐ద శڕफ࣋ۯ ࡱ పܿߦ ޜߖ  సంऴపࡃ޳తర 
శڕफ࣋ۯ ࡱ పߖ ఇߩओ ओࡏࠪ ࠭࠲ ߖߖప ࣋ۯ ࡱफڕయ࢐ద శ޳సంऴప ݡ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .   ఈ శڕफలࡹ 
ऴపړߖ޳ޒ సంబం߅ంۨన సం࠙వङ  శړ फࡹ ఈ పߖ޳ऒ  మࡖక ࢙ڝࣆޓ ߩవ۪ऐ   , అߩओ द࡮ݥ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ  k
 ప ऱ࣒ द࡮ݥ   అ޴ߝ  ఇߩओ  vࡱफڕతర శࡃ޳ంऴపࣃ అ࢑ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖప ࣋ۯ ࡱफڕతర శࡃ޳సంऴప ݡ
ऱࠈ ల߯ߝ ߖࡶ ݟߧࡌ ࠾ࡍమ  ࢓ڒ ओࣄऴ ࠾ࡍరడం  మ܉ ڡ ంڜ ߘ ۃటदడం ޳ࡶ బంࡔࣄ࢑ ړࡹ࡯ڴ ߖޒయడం 
వంܽ ࠴దܽ ࡓంݡ ఉ޳హరణలڕࣆޓ ߘనऒ ओߩ म޳ࣄ ߖప   ޴ంڵࡍజ ޴ఇ ݡ ంతం గޒ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  అޔ࢓ం޴
   సం࠙వङ  శړ फࡏࠪ ࡹओ ऒߕࣆ  ऒߝ޵ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ړక శޒంऴ࠻ ࠭࠲  फ పࡍరࣾణ ࣇऴతం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭,  
అޙ࠼ ఈ ࣇऴతం ࡱۮऱ࢐ڒ ܿࠈలం݄ సంऴపࡃ޳తర శڕफలࡏڷ ߘफం۪ڝంݟ.  శࡎరం ఎܿవంܽ పߖ 
సం࠙వङ  ߖప ࣋ۯ ࡱफڕయ࢐ద శ޳సంऴప ࠾ࡍమ ޶యۯ  శړ फ ࡅకए ओࡏࠪ   ޴ంޔݡంచబށగ ࡹ
ړశ ޒగ అ࢑  ޳ࡶ ߖయۯ ߖప ࡱफڕతర శࡃ޳బܽद సంऴపڒ फࡹ ఎ࡮ంܽ ࠪࡏओ వङ ߖయۯ  వసबࡹ ࠪऴత࠲ 
ఉంܼ࠼.
 సం࠙వङ  శړ फ ߕࣆऒ ओࡏࠪ ం݄ ఈڕࡶ  సࠪనం ړ   సంऴపࡃ޳తర శڕफ࣋ۯ ࡱ పړߖ సࠪనం   ఇߩओ  మనం ݡ
ऒߖ޵ ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ ڴभ޴ڜ   మࣄۯ ߖڒ-ߤڒ ࠾ࡍన పߖ అߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼  ࣋వక  శڕफࡱ అంతర ठత 
శړ फࡏࠪ ߖࡹओ అర ߖ޵ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړߖݞయۯ న࣒࠳ ߘ बం ఏ޾ ఒక ࢑ధ࠳న ࢗదజలऱడం జڵࡍం޴ 
पࢽర ఉࡎశ ޴బܽद  ఇڒ ऴగతݟܔ ߘంచడం ޳ࡶ అంతర ठత శړ फࡏࠪ ࡹओ  ࡹపంࡐ ఇతర ޳ࡶ ڴݟ࢘  
ړశ ޒఏࠫటం݄ గ ޴ڼ࡯ఆ߯ మనం ߰ందగ  ޴ంޔऱࡱదజࢗ फࡏࠪ ࡹओ   మࣃ ࠾ࡍంऴప࠼޳క శڕफల ڒరణంڴ 
సం࠙వङ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  మ࠾ࡍ అంతర ठత శړ फࡏࠪ ࡹओ ऒߕࣆ  ړశ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ फ పࡍరࣾణ చటदం ࡅకए
డవ۪ऐ۫ ڴపంࡐ రణ߄ࣃ   మ࠾ࡍ  శړ फ ࡅకए  ఇతర ߦࡐలࡏࠪ ࡹओ  అకए డ  శړ फ ఇతర ࡹߦࡐऱ   
ࠪరవ۪ऐ ړక శޒంऴ࠻ వలంښ    फ ࠪऴత࠲ ఉండవ۪ऐ ङ޶࢑  ړశރఅ ޳ࡶ యనంࣃర ޠ फ ఉండవ۪ऐ  అߩओ  ݡ
ఇవߗऒ ఇకए  ݞږ  డ ࡮ݥद ړశ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ޑంచబడݟܔ ڴ࡮ ࠾  फ పࡍరࣾణ ࡅకए  ڴపంࡐ రణ߄ࣃ 
ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ మనం ܌ࡗ ఈ  .޴ంޔࡏࠪ ण మ࠾ࡍ వ࡛ए  ఎనࡎ ण ޳ࣄम ంతం   అߝ ࠙వన࠭ࢡ۫  ߘ మ࠾ࡍ 
తࡌछ రణ సమసङ߄ࣃ ݡంࡓ ޳ࡶ ఒకܽ ࡹޒతరగ ޒ లߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭.  ఇ పߖ  ఎనࡎ ण ޣయరం ࢑ష࠻లߘ 
షएࡍప ࡹన ࠪరठం࢙ࡱࣆ फࣃ۫ ޾ంޔݡసࣔయప ࡮ఎ ࡹంచడంࡍ ࠭ , ఆ߯ ߙ   ࠭࠲ङ టࡅ ߤకए  ండవࡓ 
కएࡅ ऴతంࣇ  సమऴగ ࡐప࠳న ߖࡰయ࡛ ࠱࠴ంటం ࡅకए  పࡍరࣾణ ࣇऴߖޑऒ  పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
ధనङ  ࡱ޳࢐
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