
చరऐ ࠪ ࠭࠲ फࣃڵࣃనڜ ߘ ړశ ߖప ࠭࠲ ,࠭ फ ࣇऴతం߯ ఒక ఉ޳హరణޜ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭, ఆ߯  అ࠭࠲ ޴ 
छࡌత ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴహరణ޳ఉ ࡍవۨ ࡃࠓయۯ త ࠭࠲ ఇంపࡽझ फࡿࢗ  ړߖޑऴࣇ ంటం࠱࠴  ࠭   
ऒߖ޳ప ߝऴ߮రణ అ ࠭࠲ రछߖ  फࣃۨ ࠪ ऴ߮రణ అం݄ ఏࠫ݇ ࠭࠲ ,࠭ ऱܼ   ऴతంࣇ ంటం࠱࠴  ࠭ޑݡ
మ࠾ࡍ ఇߖࡰ ޴య࡛ ࠱࠴ంటం ࡅకए  పࡍరࣾణ అߜڒ ߝझ फࣃ۫ మనం ޾फంࣆޓࡍ޳ ࡮ఎ ڕ दߵ ࠭ , అం݄  
फࣃۯ మనం ఏࠫ ࡹޒతరగ ܽߝ ం అం݄  మనڕ ఇవछ బݟన మࡖక ఉ޳హరణޜ ऴߦరంࣃࠚफ  వర పܽदకۨ ߖ޳  ࠭
ఉం޴. కߧओ   మ࠾ࡍ ఒక वࣄदం޳ ۃछ ओߧక ࡌ ڡߜక ࠾ࡍమ  ࡱ ࣒ࠪ ݡంࡓ ߯ द ۯయబݞन  a b ࠼
ओߧక   ߖࡶ ݟߧࡌ ࠾ࡍబܽद మڒ ڡߜక ޜ ࡽࠋښ ݋ࡷ ߯ द ۯయబݟ ఉంܼ࠼  మ࠾ࡍ కߧओ  a b ࡮ۧ ݞږ 
࢑ంచవ۪ऐ࠙ మనం ߖఅ ࣒ࡵ ࣒ࠪ ޴అం݄ ఇ ,޴ఉంܿం ڴక࡯ޙ   
ओߩనߧ޴క ߖऱࡰߩ ࢑షయం అవసరం ఈ ޴బܽद ఇڒ ړశ ޒగ ݡ फ  ࡍڷంۨ మనం ࠈధప࡯ݞझ న అవసరం ޶ࡶ   
పओޒ వ۪ऐ  
झ࡯ంۧޒబܽद మనం ۨంڒ న అవసరం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ࡰߩऱ ऴదవङ  దలݡ࢑ ࠹సदࣄ ݟంߘ ޒबࣄ  ޴ߖࡶ ࢢࡌ
ऱࠈ   ࠾ࡍమ ޒంࢡ࢑ऴ  ޴ంޔݡయబۯ छࡌన త࡯޴ऱ కࡏటࠬ ڡ త ߖڴ࢘ ߖ޳ऒ  కھߘనవలࣄం࠭࠲ ڴ޴ f a 2 
ऒߕޔࡏڝ ࠭, అڷ ݟߧࡌ ޴ణకం   అݞږ ߖ ఇవछ బޔݡం޴,  అం݄ ࠈऱ పܽदక మధङ ࠾ࡍమ ڡ  గޒ mu k a 
ఘరलణ  ڷణకం  ࠈऱ 0.25 ޶ࡶ ࡹ ట۶ ޜ ࡽࠋ݄  ࠉ  .ڡ
బܽद ఇకएڒ డ ఘర लణ అߝ ऴపశऒ   తࡵతफ޶ 
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ సమసङ ݡ  మనڕ పߖ శړ फ ࣇऴతం ࡯ޘయڕం݄  ࠭࠲ ఈ సమసङ కएࡅ ۃం࠼ݞऴ ߘ  ఉۨత 
శࡎర ۨڣࡔऴߖޑऒ छ޳ యడంڶ  షएࡍప ࡌ కएࡅ  .࢐ళऱంۯంࡍ  శࡎర ۨڣࡔऴతం ఆ߯ సࠪనంڴ ఉంݦ b a 
మࡅ ࠾ࡍకए  తछ రߖހऒ  కھߘనడం  ఒకܽ సࠪంతర ޴శࡹ ఉంܿం޴ మࡖకܽ ڴ࢓ࡱߖ ऴړంړ޴ ఉంܿం޴b 

ङߙ బܽदڒ టࡓ  ߤండవ ߖయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۨ ࠈ ࠭࠲ऱ తछ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ڡ రణం ߘంݟ తछ రߖހऒ  a b 
కߕھߘऒ ऱࠈ  .࠭ छࡌన తࡍࠪ ڕట࡛ లࠬ ޴అ ڡ త  ߖڴ࢘ ߖ޳ऒ  కھߘం޴, ఎం޶కం݄  అࣄ ޴बర࠳న తछ రణంޜ 
కޔࡱ޶నऒ దࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ 
బܽद  అకएڒ ऒߖڴ࢘ ࠭࠲ ݟంߘ ݟ  ߰ందߖ޳ ړߖݞऒ  ఏڔకృతం  ࣃۯफ ࠭   అޙ࠼ మనం  వ࡛ए  ఎనࡎ ण ࣇऴߖޑऒ  
ఉపڵࡆంచంݟ, ఆ߯ తछ రߖހऒ  కߝھߘ ఈ ఇంటࡎघ नݞమనం రऀంచబ ݟంߘ దశ ݋యݟ ࠭  ఎం޶కం݄ 
ఇకए డ మనం ఈ సమసङ ओߩనࣄ۫ ߘ ऒߕࣆ  ޴ۯమనం ऴగࣕం ߖఅ   ࡱڴ࢘ రంభߦऴ ݡ ఇవछ ڴ బޔݡం޴, 
సమసङ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓రంభమߦऴ ݟంߘ ޒంࢡ࢑ऴ ࠹సदࣄ  ۨవڴࡍ కھߘనమߖ అޔڷݡంࡱڴ࢘  ޴  
झړ࠻ బܽदڒ లࡔషߖ ߤ కߝھߘ ఇంటࡎघ  ߖప ࢡబࣗ ړߖݞయۯ ߘ ࠹సदࣄ ݦమనం రऀంచబ ݟంߘ దశ ݋యݟ
శړ फ ࣇऴతం మంۨ ࠪరठం అࣆ࢑࠙ ࠭࠲ ߖफߕऒ ࠭.  
ओߩబܽद ఇڒ ړశ ߖమనం ప ݡ फ ࣇऴߖޑऒ వۨऐ ࣄయవలۯ  నߩओ फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ ࠭  ࠭ంڴ޶   మ࠾ࡍ a b
 శࡌࡎల ࡅకए  ఉۨత శࡎర ۨڣࡔऴޑలߘ ࠪనࣄకంڶ ڴయంݟ  మ࠾ࡍ a b 
కएࡅ రంࡎశ ߘߝ బܽदڒ  ఉۨత శࡎర ۨڣࡔऴతం   ࣄڶనߩओ నऒھߘక ߘߝ  ݡ ऒߖࡌࡎగ శޓ ޴  ఒక శړ फ࡮ ޜగడం 
అߖ మనం ߖߖ޵ అ޳ࡱߧ ߖभ ం  మߖ޵ ࠾ࡍऒ  మనం ࡓ ࡯࠻ۯంݡ శࡌࡎలߘ క݋ࡷ ߮࡯  वࣄदంۃ మనڕ t  
ఉనऒ ओߩ l                                                                                                                                                                 ݡ
ړశ ޻అ ݠࠈ फޜ वࣄदంܿߦ ޜ ۃ ఉంݦ శړ फ   అڼ࡮ ఉంܿం޴  b 
ఉనऒ ࡮ښఒ ۃदంࣄబܽद वڒ ంత వరڕ మనڕ ఇ޴ ఉంܿం޴  
झ࡛ࠂ ۃदంࣄव ڕబܽद మనڒ  ఇకए డ ࠈऱ  t ޴ఉంܿం ࡹ ڡ
ऒߕफࣆۯ ݞబܽद మనం ऴڒ ࠭  ఈ ࠈऱ కएࡅ ڡ  ऴ߹ ۨڣࡔ ݠࠈऴతం  ఈ ࠈऱ ߯ ڡ  वࣄदం࡛ࠂ ۃझ ఏࠫܽ ࡱफڕశ ࣋ۯ ߖప ڴ 
మߖ޳ ࠾ࡍ బ࢓ࡏ మ࠾ࡍ సంపరए  శڕफࡱ  మڒ ࠾ࡍంܼڡ द ࡛ࠂझ చరङޒరణ ऴప߄ࣃ   మݟߧࡌ ࠾ࡍ శړ फߖ 
కڵ࡯ ఉంܼ࠼ 
ऒߖफలڕఈ శ  ࠭࠲ బܽदڒ ంܽ࠭ޑߩ۫ ߗ   మనڕ वࣄदంۃ ఉం࡛ࠂ  ޴झ  మన వదभ ఉనऒ  బ࠭࠲ ࢓ࡏ a a ma 
फࣃऴ࢐ ߖऱ అࡏࣃ ࠭  మన߄ࣃ ڕరణ ऴపޒచరङ  ఉంܿం޴, అ޴ అ޳ࡱߧ ߖभ ం మࠈ ࠾ࡍऱ  g n sub a  ڡ
࠭ంڕ޶ కޜࡱ޶ం޴ 
బܽद ఇకएڒ డ మనڕ ఘర लణ శړ फ ఉంܿం޴, ఇ޴ సమ࠻లڕ సࠪనం  ఉప ఇ࢑ శࡎరం߯ ప࣋ۯߖ muk n a  
శڕफࡱ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ऴగࣕం޴ۯ ఏࠫటం݄, ࠈऱ   ޙ࠼అ ڡ
ఘర ޴బܽद ఇڒ लణ అࡏࣃ ޴ߝऱ ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ޴శࡹ తछ రణం 0  ఇ޴ మన ޴శ ࡹݧ muk na y x y 
తछ రణం ߘం޴ ݟశ  ۯ࢑ऑ దం  0ړ సࠪనం y 
సࠪనం na ma g ړ ऱࡏࣃ ޴ߝబܽद అڒ
బܽद ఘరڒ लణ శړ फ ࡏࣃऱ ࡏࣃऱ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇߘ 0.25 ޴ంړ9.8 ړ200 ݟ సࠪనం అޔ࢓ం޴ mu k ma g  
ङߙ   .޴फంࣆۯ ߖప ڴసࠪనం   ޴బܽद ఇڒ టߤ ల490 ڕ
ओߩబܽद ఇڒ ऱࠈ  ޴ۯంߧߖక ڕమన ݡ అకए  ޴ంޜࡱ޶క ࡹశ޴ ڡ డ ఒక శړ फ ఉం޴ అకए డ ఘర लణ శړ फ ఉం޴ x t f 
మࠈ  ࠾ࡍऱ  x  ޴ంޜࡱ޶క ࡹశ޴ ࢟ܽ܊ߦ ڡ
ओߩబܽद ఇڒ ړశ ߖమనం ప ݡ फ ࣇऴߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࣋फ. ࠈऱ ߯ ڡ  పߖ శړ फ ࣇऴతం ࠪڕ గޒ శړ फࡏࠪ  ࡹओ  ߘ
సం࠙వङ ڼ࡮అ   ޴फంࣆయܑ࡯ޘ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  ఇతర శڕफ࣋ۯ ࡱ పړߖ సࠪనం ఇߩओ  ޒంࢡ࢑ऴ वషदం 1ࡌ  మన ݡ
ऱࠈ ޴ఇ ޒबࣄ ࡍవۨ ޴ఇ  ݡంࡓ ޒबࣄ  కएࡅ ڡ  ࢘గం  v be v 
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ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  మࡓ ࠾ࡍంࠈ ݡऱ  v ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఉంܿంద ڴరణం߄ࣃ ల ࢘గం ڡ
 va vb ޶ࡶ టदడం߭ ߖ ޳ࡶ  ߘߝ బܽदڒ
 ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం బܽद అ࢑ڒ
एࡖ߮ ߖబܽद 2ڒ నం2 ݟ మనం ऴ࢐࣋फ ࢘గం అߖ ఇవछ బޔݡం޴  v 
ओߩబܽद ఇڒ फࣃࠚరంߦమనం ऴ ݡ ࠭.  ఈ ऴపޒ పߖހࠪࡍऒ  గށంచడం వలన సړߖڴ సࠪనం  ࣋ए छ ࡛ k 2 mav 

ఒకܽ ߕࣆऒ  సࠪనం k ړ
సం࠙వङ ޴బܽद ఇڒ  శړ फ ڝసం గޒశړ फߖ ࠪరऐ డం ڝసం ఉ޻भࢢంచబݟం޴,  ఎం޶కం݄ ޑࡏڷछ కర लణ సం࠙వङ  శړ फ 
ऱࠈ ڴరణంڒ నऒޔࡱ޶క ࡹజ సࠪంతర సమతలంޒऀ ڡ ం޶న ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం v  v 
फࣃࡱߧ ڴޒबࣄ చనࣇ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭.   సం࠙వङ  శړ फࡏࠪ ࡹओ  అߕࣆ ޴ߝऒ  ఇతర   ޴ߝసࠪనం అ ړ
శڕफ࣋ۯ ࡱ పړߖ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴  mu kna 
ړకర శߖ ࡹశ޴ ޴ऱ  ఇࡏࣃ న࣒࠳ బܽदڒ फ అޔ࢓ంړߖ޵ ,޴ మనం ޴శࡹ తర࡯ంۨన t mu k mag x  x 
ऒߖࡌ޷ फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ మనం  ,࡯ంۧށڷ  ࠭, ఇ޴ ఈ సందరग ంࡹ సࠪనం  ఇ࡮ ఇవछ బݟంࠈ  ޴ऱ  s ah ڡ
छࡌన త࡯޴ऱ కࡏటࠬ ݡంࡓ త అం݄ ࡓంݡ ࠬటర ऱڕ సࠪనం  ࠈऱ छࡌన త࡯޴ऱ కࡏటࠬ  ݡంࡓ ڡ త అం݄ s s 
  అంܼ࠭ ߖऱ   అࡏటࠬ ݡంࡓ
 t eq  ual ࠆࣔ ݟంߘ  ݡంࡓ ऱࡏࣃ ంࠢޛ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖన పࣄۯ మనం ޴బܽद ఇڒ

చదరߩ mav  
ओߩబܽद ఇڒ ऒߕఉ ࠾ࡍమ ࢑ߖయ࡯ޘ ݡంࡓ ݡ ऱࠈ ޴ఇ ,࠼  సࠪۧరం  ఆ߯ v t ۯంࠚల ڕమన ݟంߘ ߤవ ڡ
ऱࠈ ࠭࠲ भࡿࢗ ړ݀ ڡ ం  ߖ޵ऒ  ఈښछ షߤ నంబ࡛ వߤ అ޳ࡱߧ ߖभ ం, ఇߩओ ऱࠈ   फ࣋ۯ ݞऴ ڴమనం ఉۨతం  ݡ ړ݀ ڡ
फࡿࢗ ऱࠈ  ࠭ కएࡅ ݀ ڡ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ࢓ࡏబ ߖ޳ ࠭࠲ ऴతంۨڣࡔ ݠࠈ  ࠭  మ࠾ࡍ ݃నलߤ ఈ ࢑ధంڴ mbg
పࣆۯ ߖफం޴ మࠈ ࠾ࡍऱ  ޴ంޜࡱ޶క ړ޴ంړऴ ڡ
ऱࠈ ޴బܽद  ఇڒ కएࡅ ڡ  ఉۨత శࡎర ۨڣࡔऴతం మࡏࠬ  ࠾ࡍ దరࣆڣफ ࣄۯనߩओ  రࡎఉۨత శ ࡏࠬ ݡ
ऒߖޑऴۨڣࡔ ړశ ߖప   ߕ࠼యక߱ڶ   फ ࣇऴతం ࠬࡏ ఇߩओ ࢐ङ ఈ ݡ కߖక గమࣄఒక ࠪన ڴ޴ంࣄయవలۯ మం࠻
ړశ ߖప  ݟయంۯ फ ࣇऴతం ࡮ݥद   ప ऱ࣒ द࡮ݥ   అ޴ߝ  ఇతర శڕफ࣋ۯ ࡱ పړߖ సࠪనం అޔࠋۮ ߖం޴, ఇߩओ  k vݡ
द࡮ݥ  అ޴ߝ ࣋ए छ द࡮ݥ   న࣒ 0࠳ ࡛ ओߩఇ  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ సగం ړ  ࡎఎన ࡽलయߖ݃߰ ݡ ण k v v mb
छޑࡏڷ కర लణ ޳छ ࠪ ంۨࡍڷ ߖప  ࣋ۯ ࡌ ऱܼ డޑࡏڷ   ޶छ కర लణ ޳छ సం࠙వङ ߖߖప ࣋ۯ ࡌ   శړ फࡏࠪ ࡹओ  ڴ
ࠪ ऱܼ  ޴ంޔݡ
 v 2 v ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  న࣒ 1࠳ ޴బܽद ఇڒ
ऱࠈ ߖޒबࣄ రంభߦబܽद  మనం ऴڒ ఉనऒ ڡ  ऴߦరంభ ࣄबڕࣆޓ ڴޒం޳ం  ܼݦ ࣋द݋  
సࠪనం w  v 1 v 2 mg s ړ న࣒ 2࠳ సࠪనం ړ ړࡹ  న࣒࠳ ޙ࠼సࠪనం అ ړ0 ޒबࣄ రంభߦబܽद ऴڒ mg
 బܽदڒ
బܽद సం࠙వङڒ  శړ फࡏࠪ ࡹओ ࡓ న࣒ 2࠳   ऱܿ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇతర శڕफ࣋ۯ ࡱ పߖ  mg 
ओߩబܽद ఇڒ ࡍऴపవ ړ߯  మనం ݡ फ࣋ फ ఇ޴ ऴړంړ޴ కޜࡱ޶ం޴ t 
ऱࠈ   బܽदڒ  ऱ b t t tࡏࣃ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖࡌ޷ న࡯޴ऱ కࡏࣃ న࣒࠳ ߖన పࣄۯ ࡹ ڡ
  సࠪనం ړݡంࡓ
ऒߖހసం సࠬకరڝ ߖ޵ బܽद మనంڒ  ऴ޳࢐भ ం 
ࡓ  న࣒࠳ రऴసంޔచ  ޴సగం ఉంܿం ڕబܽद మనڒ ऱܿ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓ ऱܿ ࡓంڕݡ సࠪనం mb v mbg t 
ऒߖ޵  ఇ޳ࡱߧ ࡮भ ం ࠳ ޳ࡶన࣒  ࡓంݡ అߖ ऴ޳࢐भ ం ఇ޴ ఈښछ షߤ నంబ࡛ ݀ t 
ओߩబܽद ఇڒ छښఏࠫటం݄, ఈ ޴ۯమనం ऴగࣕం ݡ షߤ నంబ࡛ వߤ  సࠬకరణం నంబ࡛ వߤ సగం ࠪ࢟ అߖ  
చޔరऴసం ࠳న࣒ ޛ ڷࡱߕంࠢ ࡓ ऱܿ ࡓంݡ సࠬకరణం  సంఖङ  రऴసం సࠪనం t mb vbޔసగం చ ݡంࡓ 
 mb g2 2t 2t 2t  ݡంࡓ ࠭࠲ న࣒࠳ ࠾ࡍమ  ޴మనం ऴగࣕంۨన ߖన࣒ అ࠳ న࣒ సࠪనం࠳
సࠬకరހల࣋ݟܔ ߘफ ర޶भ అޔ࢓ం޴ 
బܽद మనం 1 పڒ ऱ࣒ फࣃۯ  ࠭  2 మ࠾ࡍ మనڕ  లࠚం޴ۯ   సగం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠆࣔ  छ  న࣒ mav mbv mbg࠳ ࡛
ࡓ ऱܿ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ 490ړ సࠪనం  ఈ ࡓంݟܔ ߖܽݟంచడం ޳छ  भ޶ర ݋ంߜం߱ڒ ߤనल݃ ࡌ
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ మన దగ ݡ ठర ࠫగޑవߗऒ  ఉߕऒ  ma mb ߘవࡱ࢑  ޴వ ఉంࡱ࢑ ڕమన  ࠼
కڵ࡯ ఉం޴ మ࠾ࡍ మనం  ࢒టߖऒ ంܽߖ ఉంచవ۪ऐ  మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  పࣄۯ ߖనߩओ  ڕߘక࣊ ࠭࠲ ݡ
4.427 ࠬటర ऱڕ సࠪనం అߝ సࠪߖߕ߄ऒ   ߰ంߖߖ޳ ޳ࡶ ࠭ޑ޶ ࣊క4.43 ڕߘ ࠬటࡏऱ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   
ओߩబܽद ఇڒ ऴతం ఏࠫటం݄ ఈ సమసङࣇ ఈ ݡ  ړ ࠹సदࣄ   .                                            ޴फంࣆࡍ࢑వ ݞږ 
గࡍޑޒए క  శړ फ, అߩओ క޴ఉऴ  ࣋ۯߖప ڴݟ࢑ݟ࢑ ల߯ࡌࡎఈ శ  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ फత   ߗڒ శࡎరం߯ ఒޒफݟ వలऱ 
छ޳   సࠪనం ړߖప ࣋ۯ ޜݟफޒరం߯ ఒࡎసࠪనం  శ ړߖప ࣋ۯ వలऱ ݟफޒరం߯ ఒࡎశ ߖప ࣋ۯ  भ a b   t޶ర ࡌ
ړశ ޒవలం  గښ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ फࡏࠪ ࡹओ ల సం࠙వङࡌࡎశ ݡంࡓ ܿߦ ޜ  శړ फࡏࠪ ࡹओ   ޜ
హङࠈ   ࠭࠻߱࡯ڵࠫ ڴܿߦ  శڕफల ޳छ ఈ సందరग ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖప ࣋ۯ ࡌ ంࡹ అ޴ అంతర ठత శړ फ 
అޔ࢓ం޴  ఎవࡍ పߖ ర޶भ అޔ࢓ం޴ 
फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړߖన పࣄۯ ޜݟߧࡌ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ మ࠾ࡍ   ఆ  తࡌछ త మనڕ సࠪ߄నం 
వࣆफంߖڜ ߗڒ ,޴ऒ ङڒ ऱࡏࣃ  ۶ అంతర ठత శڕफ࣋ۯ   ࡱ పߖߖ  ర޶भ ۯయక߱వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴపޙङ క࠳న޴ 
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ఎం޶కం݄ ڒరణం  శڕफࡱ  సࠪనంڴ మࡏ࢑ ࠾ࡍదमంڴ ఉండవ۪ऐ ऒߖڜ  ߗڒ   సందࡌग ऱࡹ  శࡱࡌࡎ  
ఒ޷ ښరంޜ కదలక߱ޙ  అ޷ ޻రం ޳छ కదలక߱వ۪ऐ ࡌ , అߩओ ओߩఇ  ޶యబడۯ भ޶ర ߖన పࣄۯ ݡ ߘߝ ݡ
फࣃۯ ړశ ߖఆࣣ ప ޴࢑షయం ఉం కࡖమ ߘ फ ࣇऴతం߯ ࠪ చరऐ  ڕࠬ ޶ం࠭ ۯంڵ࠭ ߘ
ओߦۮ లڕߘంܿߕऒ ऒߖڜ ࠾ࡍమ ࡱफڕశ  ߘ ړక శޒంऴ࠻  ߖߖ޵ ऱࡏࣃ फ పࡍరࣾణ ࣇऴతంࣃۨࣇ ݞږ ڴफ  ࡏ
ఎం޶కం݄ మనం ࠪ ऱܼ నऒޔݡ ం޶న శړ फ పࡍరࣾణ ࣇऴతం  అߝ అర बంࡹ మనం ߸࡛ లߘ ఉపڵࡆంۨనߩओ ݡ

తफం ࠪర࠴ ठంࡹ థࡗघ झڡనࠫݧ  t   ࠾ࡍయమం మߖ 
ओߩబܽद   ఇڒ ړక శޒంऴ࠻ ݡ फ ࡅకए  పࡍరࣾణ ࣇऴతం అࣃۨࣇ ߖफ ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ ఈ సࠬకరణం   .ࡏ  ࡮
ङߙ టࡅ ߤకए ఉదग ݟంߘ యమంߖ ండవࡓ  ࢑ంۨంߙ ,޴ङ టࡅ ߤకए యమం ࠬద ఉనऒߖ ండవࡓ   అߖऒ  
పࡱۮ  ࡱޔࠫࡍऱࡹܿࠈ ఉం࡯ݞ మߙ ࠾ࡍङ టࡅ ߤకए యమం߯ ఉనऒߖ ండవࡓ   పޒࠫࡍ ఏࠫటం݄  , 
మనం ࢘ߖڴऒ बࣃ ޳ࡶ  నऴభంࢡలߘ గࣃށफ ࠭,  అ࢑ జడޑछ एړࡵ ంۨ߅సంబం ړߖ ంచబ࡯ݞ  ऴ࠹߿   అం݄ n 
ړక శޒంऴ࠻ फ ࡅకए  పࡍరࣾణ ࣇऴతం ڡܽߜڛ ఎనࡎ णࡍࠪ  ߖऐ నటऱڜ     ޙ࠼లవబݦ చలన శړ फ ޳ࡶ చలన శړ फ 
ఒక జడతछ  ߖ࢐ܽ   నࡷద࠴  ऴڕ ࠹߿ సంబం߅ంۨ ࣃࡱڜफ ऒߕࣆ   ڕ ࠹߿ऴ  ࡏ  తछ రణం ఉంܿం޴ అం݄ అ޴  
࢑ऴࢡంڴޒ ఉం޳ࡶ ࡯ݞ  కޔࡱ޶నऒ టऱࣄ   ޙ࠼बర࠳న ࢘గంޜ కద࡯࡮  ఒక సరళ ࡔఖ అం݄ అ޴  ong 
 ޴ంޜࡱ޶క ޜన ࢘గం࠳बరࣄ 
ړశ ޒబܽद   గڒ फ మࣄۯ ࠾ࡍన పߖߖ  జడతछ   ऴ࠹߿ ఆࡍ ࠆఫߤࡓझ ړక శޒంऴ࠻  ߝफ࣋ށంۨ గ߅సంబం ڕ  फ ࣇऴతం 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ం 
ړశ ޴ߝఅ  ޴బܽद ఇڒ फ పࡍరࣾణ ࣇऴతం  ఇߩओ ߘలހࠪࡍంۨ ప߅సంబం ړߖހࠪࡍప ߝంటం అ࠱࠴ మనం ݡ
ङߙ ޳ࡶ టࡓ ߤండవ ߖయࠪߖऒ भ޳۫ ంۨ߅సంబం ړߖހࠪࡍప ߝంటం అ࠱࠴   ం  ߖరछ ۨంచంݟ  ऴ߮రణ 
ऴ߮రణ మࡖక ࢗక द࡛  మ࠭࠲ ࠾ࡍ  ఇߩओ झࡽఇంప ߖసమऴగ అ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ݡ  t t fdt ߖ 
రछߖ ۨంۧ࠭ 
కएࡅ బܽद   ఒక ऴ߮రణڒ రछߖ  చనంߖڜ  ࡹऒ  అంࡱࢡ ఉߕऒ फࣃ۫ ࠭࠲ ߖఅ ࠼ ࠭  అߖऒ ంܽకం݄ ࠭ంڴ޶
ړశ ࠭࠲ फ ࡅకए  ऴ߮రణߖ ߘరछ ऒߕफࣆۨ ࠭. సమయం ߘంݟ వరڕ ఒక కణం߯ పۯ ߖయడం, f t1 t2 
ࠪ ంۨࡍڷ  బܽद మనం ऴ߮రణڒ ऱܼ ओߩటݦ ऒߕఉ ݟఇࠫ ࡱࢡఅం ݡ࠮  ݡ  ޴फంࣆۯ ߖఒక కణం߯ ప ޴అ , ࠼
మ࠾ࡍ అ޴  ఒక ࡍߖ भషद సమయ వङ వߘ ࡹ߅ంݟ వరڕ ఒక కణం߯ పۯ ߖయడం అ࡮ అޙ࠼, అ޴ శړ फ t1 t2 
కएࡅ  ऴ߮రణ  
బܽद మన వదभ ఉనऒڒ సమయ వङ ڕవర ݟంߘ ߖߖ޳ మనం ړߖ࢐సफ࢐ ޴ వࡹ߅ శړ फ ࡅకए  ऴ߮రణڴt 1 t 2 f 
फࣃࡱߧ ࠭. 
ऒߖހࠪࡍఈ ప ࠭࠲  బܽदڒ  ऴ߮రణۨ࡯ߧ ڴనటऱޙ࠼, ఆ߯ ఈ ऴ߮రణߘ ߖంݟ వరڕ ఉనऒ  t1 t2  
సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ శړ फ ࡅకए  సమऴగంߖ ڴరछ ۨంచబޔݡం޴ మࣄ  ࠾ࡍबరంڴ ఉం݄  అߝక f 
సందࡌग ऱࡹ  మనࣄ ڕबర࠳న బࡱ࡮ ఉంܼ࠼ అߩओ ࡓ   మం కం݄ࡌ࢑ ऴ߮రణ  సమయ ݡ ऱܿ సࠪనంڴ t f 
ఉంܿంࡓ  .޴ం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ t 
ऒߖڜ  బܽदڒ  సమసङ లߘ పࡍషए కएࡅ ऴ߮రణ ړߖݞడ۫ ޾ంޔݡసࣔయప ࡮ఎ ڕऴ߮రణ మన ࡹంచడంࡍ  
రछߖ చనం ఏࠫటం݄, మనం ߙङ టࡅ ߤకए ऒߖయࠪߖ ండవࡓ   ప࣋࡯ࢣࡍफ, ߙङ టࡅ ߤకए    యమంߖ ండవࡓ 
ఒక కణం߯ పࠈ ࣋ۯߖహङ  శڕफల  ࠴తफం ࠪࡏओ ఒక కణం߯ ఉనऒ  .޴ంޔࠋۮ ߖసࠪనమ ڕܿࡔ   శڕफల 
కएࡅ ంటం࠱࠴ య࡛ߖࡰ  నߩ࢙ ݟڕ ޴ఇ ࠾ࡍతफం మ࠴ ంటం࠱࠴ ओࡏࠪ   p ܿࡔ 
బܽद ఇకएڒ డ మనం ߖ మࡖక ࢙ڕࣆޓ ߩంܼ࠭, dt
ࡓ  ڕబܽद మనڒ ऱܿ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ తࡌछ త ࡓ ࠭࠲ం࡮ߩ࢙ ݡ ఏڔకృతం ࣃۯफ ࠭  f dt dp
ओߩసࠪనం ఇ ړ ࡽఇం݃ऴగ  ޴ఉం ࡽఇంܽऴగ ڕబܽद మనڒ fdt  dp ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ݡ t t t 
ओߩۮ మనం ߖందޔࢂࢗ ړߖ࠻సమ ݟంߘ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ  ంటం p  t 1 t 2࠱࠴ య࡛ߖࡰ ,ం޳ంڕ
సమయంړ1 ࡹ సࠪనం ߖࡰయ࡛ ࠱࠴ంటం 2ړ సࠪనం.  p t 2 p 
ओߩఇ ߩ࢙ ޒۯ  ߩ࢙ݟڕ   బܽदڒ  మనం dp p2 p1 ߖߖ޵ ޳ࡶ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ వలంښ ޴సమऴగ ఇ ݡ
ओࡏࠪ ంటం࠱࠴  అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   మ࠾ࡍ ఇకए డ ఎడమ ࢙ߘ  ߩంݟ వరڕ కణం߯ శړ फ t1 t2 f 
కएࡅ  ऴ߮రణ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ 
ړశ   ޴ఇ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ फ ࡅకए  ऴ߮రణ ࣾణంࡏࠪ ࡹओ ࡓ  ఈ ऴ߮రణ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ऱܿ dt 
సమऴగంڴ ఉంܿందߖ మనࣄ࡯ޘ ڕన ۲ట, కణం ࡅకए ओࡏࠪ ߖࡹంటం࠱࠴ య࡛ߖࡰ    ऴ߮రణ ޳छ  ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴.  కణం߯ ప࣋ۯߖ శڕफలࡹ ఇߩओ కएࡅ ऴ߮రణ ݡ  ,޴ంޔݡగపࡆऴతం ఉపࣇ  
కएࡅ ऴతం  ऴ߮రణࣇ బܽद ఈڒ ړశ ,ࡏంܼھߘక ࡏࠬ ߖఉంܿంద ڴగకరంࡆऴతం ఉపࣇ  फ  సమయం ࡅకए  
ړశ ,ޙ࠼అ ߅࢑ फ సమయం ࡅకए फ   అమघ࣋ۯ కృతంڔఏ ߖߖ޵  ంۨ߅సంబం ړߖ޵ ࠭࠲ ,ޙ࠼అ ߅࢑  ओࡏࠪ ࡹ  
వۯऐ  సమయం ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  ۫డړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ,  మనం ऴగࣕం޴ۯ ఏࠫటం݄, ߖڜऒ  entum 
࠭ఖङ भ޳۫ ߘలހన లࣾ࠳ ం అߖ మనం ऴగࣕం࠴ ۯదܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄  , ऴ߮రణ అ޴ߝ ఇߩओ కࢗ ݡ द࡛  
పࠪࡍణం,  ఎం޶కం݄ ఇࢗ ޴క द࡛  సࠬకరణం  
బܽद మనం ࣋एڒ  ऴ࢐యగల࠭ ߘలڴ࠙ ࡛࡮
ऒߖڜ బܽदڒ వ۪ऐڒ అవసరం ࠲ऴతࠪ  ڕऱ మనࡏࣃ . ఒక ࠙గం 
फࣃసం ऴ࢐ڝ బܽद మనం  ఆ ࠙గంڒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄  ऴ߮రణ ࡅకए  ࠙గం కణం x  
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కएࡅ ओࡏࠪ ߖࡹంటం࠱࠴  కएࡅ సࠪనం ऴ߮రణ ڕ  ࠙గం ࠙గం ࡅకए ओࡏࠪ   సࠪనం x y y y ڕ
అޔ࢓ంߖࡰ  ޴య࡛ ࠱࠴ంటం అం݄ ޵నర बం మనం ࡓ ߖߖ޳ ऱܿ  కణం ࡅకए  m x 2 ࡹޒबࣄ ంటం࠱࠴ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖంటం అ࠱࠴ ంటం࠱࠴ న࣒࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖऱ అࡏࣃ ࠭࠲    x m v   
కएࡅ కణం ޴బܽद ఇڒ  ࢘గంࡓ ࡹ ऱܿ ࠪࡏओ కएࡅ కణం  ޴फంࣆఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ߘ  ࢘గంࡹ x  m y 

ࡓ ऱܿ ࠪࡏओ కएࡅ ऴ߮రణ ࠭࠲  ండవࡓ ޴ంޔ࢓ऴ߮రణ అ ࡹశ޴   फ ऴ߮రణల us   m y࣋࡯ࢣࡍప ߘటऱߖ࠿ 
 ࡯ంۧߖంۨ మనం గమࡍڷ
కएࡅ బܽद ऴ߮రణڒ  పࠪࡍణం  అ޴ߝ శړ फ శړ फ ࡓ ऱܿ ړ సࠪనం  చదరߩ మށڷ ޜ ࠭࠲ ࠾ࡍంۧ࠭ m l t t 
కएࡅ ऴ߮రణ ࠾ࡍణం మࠪࡍప ߖ޳ బܽदڒ ߖ࠿  ऱܿ ߙङ టߤ లࡹ శڕफࡱ  సమయంޜ ml  t si 
 ࠼ޑంచబడށڷ
ङߙ బܽदڒ టߤ ࣊కంݭ  ఇߩओ ࠪ ంۨࡍڷ కణం ښసం ఒڝ కణం ښమనం ఒ ݡ ऱܼ నऒޔݡ టऱޙ࠼, శړ फ ఉం݄  ऴ߮రణ
పదमࡱޔ  ఉపࡆగపడ࠼ޑ సమయం ࡅకए ओࡏࠪ ࡹ ࠹ంట࠱࠴ ڕమన ޴ߝऴ߮రణ అ ,߅࢑     ޴फంࣆఇ ߘ
ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ڴ࢑ధం కࡖమ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ  ,  ఒښ కణం ࠳న࣒ ڝసం ऴ߮రణ ࡓ ऱܿ v 2 v 1  m   
సࠪనమ޳۫ ߖभ ం, ఇకए డ ࡓండవ ࣄब࠴ ޒదܽ ࣄबߖࡹ2 ޒ ࢘గం ఆ ࣄबߖࡹޒ ࢘గం  v 2 v 1  v 
బܽद ఇకएڒ డ మనం ఈ సࠬకరߖހऒ ࡓ ऱࡏࣃ  ऱܿ  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ    m v 2 m v 1 i
పओۮ ࠭࠲ బܽदڒ గ޴ڼ࡯ ఇ޻ ऴߦరంభ ࠱࠴ంటం  మࣆݟܔ ࡏࠬ ړߖ޳ ࠾ࡍफం޴  ऴ߮రణ మ࠾ࡍ అڕࠬ ޴ 
ఆఖߖހࣾ ࡍऒ  ఇࣆफం޴, 
ऒߖڴ࢘ ࡹޒबࣄ ޴ޔ  ࡏࠬ బܽदڒ  కھߘనవలࣄ వ࣋फ, ࠬښ ࡏవలం ऴ߮రణޜ ऴߦరంభ ࢘ߖڴऒ  కڵ࡯ ఉంܼࡏ 
మ࠾ࡍ  అڕࠬ ޴ ఇߩओ ऒߖڜ ޴फంࣆణం ఇࣾ ࡍవۨ ݡ   ڕహరణ޳ఉ  ޴ంޔݡగపࡆఉప ޴ఇ ڴ ࡽక߸ڴऱ ऴࡏࣃ
ఒక ࡍߖ भషद శړ फ  ޴శ అ޴ߝ సమయం ࡅకए ఇవछ ڴ߅࢑  బݟం޴, అߩओ ంద ఉనऒړఖ ऴࡔవऴక  ݡ  ऴߦంతం  ft 
ऴ߮రణߘ ఇࣆफం޴ 
झ࡛ࠂ ࡽక߸ڴబܽद ऴڒ  సమయం ࡅకए ఇۨऐ ڴ߅࢑  నటऱࡏࠬ ޙ࠼ ఉ޳హరణڕ  సందరग ంࡹ ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए
లङࢡ࢙ ం ఇࣄ ޴बޒ అޙ࠼  ఇࡏࠬ  ޴ ऴࠜޒజంࡓ ߖࡹ ऱܿ ఒకܽ పऱ࣒ లङࢡ࢙   ం అࡏࠬ ߖ కھߘనऒ ऱ m v m vࡏࣃ 
एࡖ߮ ߖఅ ݡంࡓ నం࠭࠲   ݟ ऴ߮రణ  ࠱࠴ంటం ࣇऴతం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ అߝ ࠙వన ఇకए డ ߘంݟ 
ఉదग ࢑ంۨం޴,  మనం ۫ࣄన ࠱࠴ంటం ࡅకए  పࡍరࣾణ ࣇऴతం ऴ߮రణ అ࠱࠴ ޴ߝంటࡏࠪ  ࡹ ࠹ओ  ڕ
సࠪనం 
ओࡏࠪ ంటం࠱࠴ ޙ࠼సࠪనం అ ړబܽद ऴ߮రణ 0ڒ ऱ తపओࡏࣃ సࠪనం  అం݄ ړ0   ऱ  m v 1 m vࡏࣃ ڴࡍసߖ
కएࡅ ంటం࠱࠴ మనం ߝߖ޵  ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړݡంࡓ కएࡅ ంటం࠱࠴ య࡛ߖࡰ   పࡍరࣾణ 
అࣃࡱߧ ߖफ మనం అకए ޳ࡶ ࠭ డ ۫ࣃफ రछߖ ࠭࠲ ࠭ ۨంచࡃࠓ మࡖక ࠱࠴ంటం 
फࣃۨࣇ ߖరࣾణ అࡍప ߖߖ޵  బܽदڒ ओߩఇ ݋ం࠱࠮ య࡛ߖࡰ  .ࡏ  o f ߖߖ޵ సం మనంڝ కణం ښఒ  ݡ
ప࣋࡯ࢣࡍफ  , ࠱࠴ంటం పࡍరࣾణ ࡅకए  ఈ ఆࣣ   ߜڒझ హङࠈ కం݄޶ఎం ޶ఉండ ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ दߵ    శړ फ 
ఏ޵ పۯ ߖయనటऱޙ࠼ అ࡮ۧ ޴ సओ షदంڴ కࣆߧߖफం޴,  అߩओ కएࡅ కణం ݡ  ޶ంటం ࠪర࠱࠴ 
ఉనऒ ࡍۯ ࡹऴతంࣇ ఉం݄  ऴ߮రణ ࠲బܽद ఒకܽ ࠪऴతڒ  కణం సమయం ࡅకए ړశ ڴ߅࢑  फ అం޴ంచబޙݟ   
ఉపࡆగకరంڴ ఉండవ۪ऐ   ऴతంࣇ  
కएࡅ ంటం࠱࠴ ࠭࠲ బܽदڒ मࡌߖ  రణߘ ऴ࢐࣋फ, ఇ޴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ కࡱހ కڵ࡯ ఉనऒ టऱޙ࠼ ఇ޴ 
ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿం޴,  
ړబܽद శڒ फړ ఉ޳హరణڴ  మనం ۫ࣄన ऱܿࡓ ,ڴంࠈ ݡऱ ऒߕఉ ࡱ ڡ  ڴ ࠹సदࣄ ߧ࡯క ߗంܽݟంࡓ ࠾ࡍమ ࠼
పࡍగށంۨనటऱޙ࠼.  మనࡓ ڕంݡ  కࡱހ ఉనऒ  సందࡌग ऒߕఉ ࡱ అకए అ࢑ ,࠼ డ ఉߕऒ   ఈ ࠾ࡍమ ࠼
సంకర ࡱހక ݡంࡓ लణ ۮంޔ޶ం݄ , ࠱࠴ంటం పࡍరࣾణ ࣇऴతం  ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ అ޴ 
ఎ࡮ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ߗڒ  అ޴ ఉపࡆగకరంڴ ఉంݞలం݄ మనڒ ڕవలࣄంߙ  ޴ङ టࡅ ߤకए  డవ࠮ 
ల మధङހయమం ఈ కߖ  శڕफࡱ సࠪనం మ࠾ࡍ వङ   ޴ంޔࠋۮ ߖకం   అࡔޒ
ఒక వङ  ߧ࡯క ߘలހక ݡంࡓ బܽद మనం ఈڒ వసबڴ పࡍగށంۨనߩओ అంతర ݡ ठత శڕफ࢐ܽ  ࡱ  మధङ    పࡌछ  ޶ࡶ
అ࢑ ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ మ࠴    ࠭࠲ ࠾ࡍతफం ࣄసद࠹ ߯  పࠈ ࣋ۯߖహङ  శڕफల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ  ߗڒ  ,࠭ޑݡ
फࣃۯ చయంࡍప ߘక ࠙వనࡖమ ࠭࠲ ޶ం࠭ ࣋ۯ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠭  తࣾణ ऴ߮రణ  మ࠾ࡍ తࣾణ ऴ߮రణ  అߝ 
࠙వనߘ పࡍచయం ࣃۯफ ࠭.  కణం ۧ࡮ తڕए వ సమయం ڝసం అߩओ ړఈ శ  ݡ फ ࡅకए  ऴ߮రణ తࣾణ ऴ߮రణ  
అۮ ߖపओ బݟం޴  మ࠾ࡍ ఈ తࣾణ ఈ శړ फ ߖڜऒ छ޻ऱ  ఉࡏࣃ గభࡍత࠳న శړ फۨࣇ ڴంచబޔݡం޴ 
ओߩబܽद ఇڒ అర ߖ޵ మనం ݡ बం ఏࠫ݇ గށతࢡवసफంࡹ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ भ޳ ం.  ఇߩओ రछߖ ݡ ۨంచడం అం݄, 
ఈ పࠪࡍణ ऴ߮రణ࠭࠲ ߘ ఇపओ రछߖ ښܽ ۨంۧ࠭,  ఇ޴ తࣾణ ऴ߮రణޔߩ۫ ߘం޴, ఇߘ ޴ంݟ t 1 t 1 
 ప ऱ࣒  ఎߧझ కएࡅ ܽݟ ࠆఎ ࡽఇంܽऴగ  ޴ఉంܿం ڴసమऴగం ڕవర ߤ࡮  సమऴగ  పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍనऒ ओߩ   ݡ
ఎߧझ ऒߕࣆ ߤ࡮ ఆదరज ࡮ऱࢇࢗ ړఅనంతం ߖߖ޳ అం݄ మనం ,޴ఉంܿం ڴ޴దभ߭ ࡮ۧ ࠾ࡍమ ڴ ంڴ  f 
పࡍగށంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ శړ फ ࡅకए  సగܿ ࡱ࢑వ సగܿ అޙ࠼ అ޴ ߭దभ޴  మ࠾ࡍ మనం  ޜ1 ߖߖ޵f t 

छ޳ ంచడంށڷ ޜ1 ప  ࡌ ऱ࣒  ఎߧझ झߧఎ ڴథࠫకంߦऴ ޴ఇ ,ߤ࡮ द࡮ݥ ఈ ߤ࡮   అ޴ߝ ఎߧझ తపओ ߤ࡮  t t 1 t 
మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ࡮ۧ ޴ ۨనऒ  ޴
బܽद ఈ ఉతओڒ త ఉతओࠫࡍప ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜ 0  ޴ంܽ࡮ फ అనంతంޒ  మనం ߝߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓फ అޒ
फࣃࡱߧ ࠭  ఒక ఉ޻छ గభࡍత࠳న శړ फ  మ࠾ࡍ ఈ శړ फ ڒరణంڴ వۯऐ  ऴ߮రణߖ మనం తࣾణ ऴ߮రణࣃࡱߧ ڴफ ࠭, 
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ఇښ  ޴వలం   ࣌޳म ంޒక ࠙వన ޳ࡶ ఇ޴ ఆచరހతघ క ߜڒझ भ޳ఇ  ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ ఒక ࠾ࡍమ ޳ڒ  दߵ ం   
పङࡐࣃ ࡮ۧ ݢంࡓ ంڴ ఉߕऒ ऒߖ݃   డర࡛߾ జ࡛ࡗ  ం޳ంڕࣆޓ ޴దܽ࠴ ,࠼ दన సందరगܽڜ ߘ ࡽࠈ ࣒ ంࡹ  
స࡛छ ߘ ࡽࠈ   ࡽదߕ ऒߕफࣆۯ  డߖ  అڕߘం޳ం   మ߾ ࠾ࡍడర࡛ తన ޜ ݋ڙࡌ బంڜ ߖޒ दܼ ओߩఇ ,ݡ ޒబం  ݡ
మ݋ڙࡌ ࠾ࡍ  మధङ  సంపరए  సమయం ۧ࡮ తڕए వڴ ఉం޴ మڒ ࠾ࡍంܼڡ द ࡛ࠂझ   i ޴దभ߭ ࡮ۧ  
ړంܽ శ࡮బܽद అڒ फ ఒక ఉ޻छ గభࡍత࠳న శړ फړ ఒక ఉ޳హరణ  ఆࣣ శړ फ ۧ࡮ తڕए వ సమయం వరڕ పࣆۯߖफం޴ 
ړఈ శ  ࠾ࡍమ ޴దभ߭ ࡮ۧ బలం ߗڒ फ ࡅకए  ऴప࠙వం ఏࠫܽ అ޴ߝ బంښޑ ߖޒ వరڕ ఈ ࢙ߘ ߩంݟ వ फ࣎ ం޾ 
भ޳۫ ం  ݋ڙࡌ  మ࠾ࡍ 
फనऒࣆవ ޒబܽद బంڒ ओߩ ऒߖ࡮బ ߯ޒబం ݋ڙࡌ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ޜంటం࠱࠴ ంతڜ ޴అ ݡ  వࡍ फంపܑࣆफం޴  
మࡅ ߖ޳ ࠾ࡍకए  కర ऴప࠙వం ఏࠫܽߖ 
ړబܽद ఈ శڒ फ మ࠾ࡍ ऴ߮రణ ۨవ࠱࠴ ࡍంటంڕ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ۨవ࠱࠴ ࡍంటం ఏࠬ 
ఉండߗڒ ޶ బంࡅ ޒకए  ۨవࡍ ࢘గం  ߖ޳ ऴదవङ  ,޴ంޔݡంచబށڷ ޜࢢࡌ
ऒߖ࡮డర࡛ ఏ బ߾ ߯ޒబం ޜ ݋ڙࡌ బܽद ఈڒ  వࡍ फంపܑ࣋फ అ޴  బంڜ ړޒతफ ࢘ߖڴऒ  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ܽछ  ߤ
ఎڡ߾ द ఫ࣒द ఎڡ߾ द ߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అ޴ వङ ߩ࢙ కࡖమ ߖߖ޳ ఆ߯ ޴అ  ޴ంޔ߱ڵదట ఆ࠴ వడంࡌ ࡹశ޴  కࡔޒ
  ޴फంࣆۯ ࡮ऱࢇࢗ ޜక ࢘గం߅అ ࡮ۧ
ړశ ߩం޴ఈ సంऴప ࠾ࡍలం మڒ ߩం޴బܽद ఈ సంऴపڒ फ ߖ మనం ఉ޻छ గభࡍత࠳న శړ फࣆࡱߧ ڴफߕऒ ࠭  మ࠾ࡍ 
ऴ߮రణߖ మనం తࣾణం అࣆࡱߧ ߖफߕऒ ࠭. ఔ࣒ ऴ߮రణ మࡓ ࠾ࡍండవ ఉ޳హరణ   ڝ ݋ࡌ࢑ ऱࣕ ऴߘ ࡽࠈ ݋ڙړ 
మࡍࣃࡗ తన ܽڜ ޜߩ࢒दనߩओ ङࠈ ޒబం  ,ݡ వ ݋ फ࣎ ంࠈ ,޴ङ  ޴फంࣆࡏࠪ ߘశ޴ తన ݋
ङࠈ బܽदڒ ऒߖ࡮బ ݋  వࡍ फంపܑࣆफంڒ ߖ޵ ,  ޴రణంڴ బంޒ తన ޴శࣆࡏࠪ ߘफం޴ 
ړफ శޔݍబܽद  హڒ फ ࡅకए  ऴప࠙వం ఒకܽ కణం ࡅకए రऐࠪ ߘశ޴  వ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍండవ޴  కణం ࡅకए  ࢘గం  
రऐࠪ ݞږ బޔݡం޴ 
   ޴ఇ  ࠾ࡍమ ࢓గలڝࣆۯ۲ܿ ࡱऴప࠙࢐ ݡంࡓ ޳ࡶ ఒకܽ ࡹంܽݟంࡓ ޳ࡶ ఒకܽ ࡹబܽद ఈ ऴప࠙࢐లڒ
ఆకࣄघ క శړ फ ޳ࡶ ఏߕ޼ శړ फ ఒక కణం߯ ఉ޻छ గభࡍత࠳న శړ फ   పࣄۯߖనߩओ ओߩఆ కణం߯ ఇ  ݡ  ఈ  ࠼ۯ ݡ
సమయంޑࡏڷ  ࡹछ కర लణ శړ फ ݞږ పࣆۯ ߖफంߗڒ   ,޴ ఆకࣄघ క  శړ फ ۧ࡮ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ఈ శړ फ  ߘంݟ t 1 t 

   వరڕ  ఎߧझ एڕత ࡮ۧ ܿߦ ޜ ߤ࡮ వ వङ వࡹ߅ పࣆۯߖफం1 ޴
झߧఎ ࡹబܽद  ఈ సమయంڒ ऒߖफల  ऴప࠙࢐ڕత శࠫࡍఇతర ప  ࡹ ߤ࡮  మనం ߖర ऱࣾ ङ ం ࣃۯफ ߯ ࡽࠈ  .࠭  మ࠾ࡍ  
సమయ వङ వ߅ తࡌछ త  ప ऱ࣒  ఎߧझ झ࡯ఇంప  ࡍࣃࡗమ ߤ࡮ झ࡛ࠂ ࢟  పۯ ߖయ޶ t1 
కएࡅ ޒబܽद  బంڒ  కద࡯క ߖ޳ ऴߦరంభ ࣄबޒ మ࠾ࡍ పࠫࡍత శڕफల ޳छ  ఈ ߗڒ  ޴ంޔݡంచబޒయంऴߖ ࡌ
వङ వࡹ߅ పࠫࡍత శڕफࡱ పࣆۯ ߖफనऒ ओߩ మమघ ࠭࠲ ݡ ऒ࡯  ऴకమబ޵मకࣃࡍफ ࠭  ࢐ܽ ऴప࠙ߖ࢐ऒ  ࢑సघ  ݟంచంࡍ
మߖ޵ ࠾ࡍऒ   ऴڴ߸కڴ ࡽ మనం ۧ࡯ޙ ࡮కڴ ۫పగల࠭ మనం సమయం వࡓझ ࣒ శړ फࣄڶ ߖనటऱޙ࠼, ఇ޴  
छޑࡏڷ కర लణ శړ फ అߖ అڕߘం޳ం, ఇ޴ బం߯ޒ పࣆۯߖफం޴, ఇం޾ښ పࠫࡍత శړ फ  ఉం޴   అ޻ ऴకమంࡹ ఉంݦ 
మࡖక శړ फ ڒవ۪ऐ    మ࠾ࡍ  ఉ޻छ గభࡍత࠳న శړ फ ప࣋ۯ ߖంత వరߕࣆ ڕऒ  ఆ ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ڴ
సమయం࡮ۧ ࡹ ߭దभ శړ फ పࣄۯ ߖ ఆޔ߱ڵం޴ 
ఈ సమయం   ప ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  ࣌లߤ t 1 ep  
ओ߮ۮ ࠭࠲ బܽदڒ झߧఎ ڕవర  ݟంߘ  ࡹలంڒ ఈ ޴ छ޻ఉ  ܿߦ ޜ ߤ࡮ గభࡍత࠳న శړ फ ࡅకए  ऴప࠙వం t 1 t 1
ࠪऴతړࡵ ࠲ए ంచబޔݡం࠭࠲  ޴ ఇతర ऴప࠙ߖ࢐ऒ एړࡵ  ంచ࠭ మ࠱࠴ ࠭࠲  ࠾ࡍంటంࡏࠪ ߖࡹओ  ߘ
ప࣋࡯ࢣࡍफ ఇ࡮ۧ ޴ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴  ऴ߮రణ ڒరణంڴ ఈ ऴߦంతం ۧ࡮ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴ 
झߧఎ ࡹమ సమయంࡌ࢑ బܽद  ఈڒ छࡌత ߤ࡮ త ऴߦంޑࡏڷ  ࡱޑछ కర लణ మ࠾ࡍ ఎలऱߩओ झߧఎ ࠾ࡍమ ݢ  ߤ࡮
ऒߕࣆ ओߩऱనࢀࢗ ړ ړఈ ఇతర శ ݡ फ ߕࣆऒ  ޴ంޔࢂࢗ ړ
ओߩఇ  ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖڜ ݡ సమసङ ࡏࠬ ऱࡏࣃ ऒߖ޵ ࡹ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ సగܿ ڒంܼڡ द ࡛ࠂझ   సగܿߘ f 
కھߘనమߖ అడగబడࡏޑ మ࠾ࡍ సంऴప޴ంߩ సమయం ࡮ݥद ఇۨऐ ڴ నటऱޙ࠼,  ఇߩओ  మనం సగܿ ff ݡ
ࠪ ంۨࡍڷ ऱܼ ओߩనݟ మన వదभ ఉనऒ ݡ द࡮ݥ ࡱ࠻సగܿ సమ   ޴  అం݄  మనం ఈ సగܿ శړ फ ఏࠫܽ అߖ f t 
అర बం ࠴తफం వङ వ࡮ݥ ࡹ߅द  పࣆۯ ߖफం޴  t   
फࣃށగࡍప ڴबరంࣄ ߖ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ࠱࠴ ޴ంటࡏࠪ ࡹ ࠹ओ f ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕ
 ఈ ఒకܽ p p p ޙ࠼నటऱࣄ࡯ޘ ݡంࡓ ంటం࠱࠴ ࡍవۨ ࠾ࡍంటం మ࠱࠴ రంభߦఒకܽ ऴ  ڕబܽद మనڒ
 mv mv ݡంࡓ  ޴ఇ  ړߖݞవڝࣆۯफࡏڷ ߖఅ ߤవలం వښ
ओߩఅ ,ڝࣆࡱޘ ߖܽ࢒ ఇ  ޙ࠼బܽद అڒ ړసగܿ శ  ࠭࠲ ݡ फߖ కھߘనగల࠭ w 
ङࠈ ࡰڝ ߯ޒబం   ࡏࠬ బܽदڒ ړఎంత శ ݋ फߖ వࡍ फంపܑࣆफం޾ కڝߘए ࢐లڕߘం݄, ࠬࡏ  బంࡅ ޒకए  ऴߦరంభ 
छࡌदన తܽڜ  ߘంటం  అత࠱࠴ త బంࡅ ޒకए  ۨవ࠱࠴ ࡍంటం ࡍڷంۨ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ.
కएࡅ ంܽݟంࡓ   ఈ ࠾ࡍమ ݋ࢲ  ऒߖ࡮ఎంత బ ڕࠬ  ݞޙ   ఏ ࡽࠈ   ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴फంࣆయܑ࡯ޘ 
సమయంࡹ సంపరए ంࡹ ఉం޾ అంచߕ కڵ࡯ ఉం݄                        శړ फࡏࠬ  ߖ కھߘనవ۪ऐ   
ओߩబܽद ఇڒ भ޳۫ ڿ࡮ఎ ݡ ం  ఈ ࠱࠴ంటం ࣇऴతం  మనڕ  ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ కހలߘ కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ  ݡ
ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇకए ओߦۮ   ࠭࠲  ߖఅ ޴ఉంܿం ڕమన ݦ ࠭.  మనڕ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ 
సమసङ ݦఉం ࡱ࢓ރࡔ ఉనऒ ڕమన ࡱ࠻࢑ష అܿవంܽ ࡱ రణ సమసङ߄ࣃ  ࡮ۧ  లࡹ ఒకܽڴ పߖ 
ऴదవङ ݡంࡓ మన࠭ ࠾ࡍమ  ࢓యగలۯ ऒߖࡌࡎశ ࢢࡌ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭  , ఇࡓ ࢑ంࡓ ݢంݡ ࢘గంޜ e v 
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ऴపࣃށ࠻फ फࣃࡱߧ ߖదశ అ ߝڜݱ-ߨన ऴړޑ కܽڜߖ޳మనం ఒక ߖߖ޵ ,࠼ ࠭  
ڜ ࡏకߟࡍఒక  అ࢑ ݡంࡓ ޴ఉంܿం ޜగం࢘ ޴ఒకܽ ఇ ޴ఉంܿం ޜఒక ࢘గం ޴బܽद ఇڒ दܿڝంݟ మ࠾ࡍ v v 
ऒߝ޵  మనం ߝڜݱ దశ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ڜ दܿڕనऒ  తࡌछ త  ఇ޴ ݀ व߯ޜ ࠹ v 
ऒߝ޵ ࠾ࡍమ ࡱޔबࣄ ࡍఆఖ  ఇ࢑ ,޴ంޔࢂࢗ ޜ ࠹व߯ ߤవ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ  మనం ڜݱనऒ  ࣒߱द అߖ v 
फࣃࡱߧ ࠭.  ఇ޴  ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ కࡱހ కڵ࡯ ఉనऒ  ఒక ࣄबڒ ޒవ۪ऐ ండవ రకం సమసङࡓ ,    ఏࠫటం݄, 
మనڕ ఒక శࡎరం కޔࡱ޶నऒ ओߩ घࣃఅక ޴అ  ݡ एڕఅంతకం݄ ఎ ޳ࡶ ݡంࡓ  ڴफޔ వ ࠙ޔ߱ڵࡍ࢑ ڴࡱڴం޴ 
నऒޔࡱ޶క ޴బܽद అڒ  ఒక ۩࡯క  ڴ࡮ ఉంܿంࡓ .޴ంڴࡱڴ࠙ ݡ  
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ࢑ۨऑ ఈ ݡ నऒ ం  అంతర ठత ma b c 
శڕफల ڒరణంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ऴపޒ ऴܾࡹ ݋ ఇߩओ కएࡅ ంటం࠱࠴ ݡ  పࡍరࣾణ ࣇऴߖޑऒ  ఎ࡮  
వࡍ फంపܑయవ۲ऐ भ޳۫  ం. ఎڕए వ ޢ కڵ࡯  మనం ࡓంݡ కހలߘ పࡍగ࣋ށफ   n 
ఒక వङ ߘలހక  ݡంࡓ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ ߘࣆښ లހక ݡంࡓ బܽद మనంڒ వసबڴ   పࡍగ޳ށभ ం  మ࠾ࡍ 
హङࠈ ల߯ހక ݡంࡓ  శړ फ పۯ ߖయక߱࠴ ޙదట ࣇऴߖޑऒ పओۮ  వछߖ ంݟ, ఆ߯  ࡓంݡ కހల ࠱࠴ంటం  ఒక  
వङ వసब సంరऀంచబݟనం޶న ࠴ ߘߝదట ఈ  ఆ ࣇऴߖޑऒ ओߦۮ  ओߩఇ  ,ߘ హङࠈ ల߯ހక ݡంࡓ ݡ  శړ फ 
హङࠈ ړంܽݟంࡓ ࠾ࡍఅం݄ ఒకܽ మ ޴లठవߕ ంڴ        పۯ  ߖయక߱ޙ  ఇ޴ ఎ࡮ పࣆۯ ߖफం࠭࠲ ޾ 
కएࡅ ऴతంࣇ ߗڒ ࠭ޑߩ۫  ,࠼ޑసంరऀంచబడ ڴ ࠹సदࣄ ఒక ࣄ࡯క ݢంࡓ ࡱހఈ క  ݡంࡓ  ంటం࠱࠴ 
ओߩۮ ߖఒక కణం ఉంద  ڕబܽद మనڒ హङࠈ ߯ߖ޳ ࠾ࡍం మ޳ంڕ  శړ फ పۯߖ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ మనڕ ఒక f a 
కణం ఉం߯ߖ޳ ,޴  శړ फ పۯߖ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ ఈ కࡱހ ऴపޜߖ޳ޒ సంకర लణ ۮం࠼ޑ޶.  ఇతర కߘక ߘߝ  fb 
దగ ࡏకڜࡍఒక ߖ࢐ܽ ठరߘޑߩ۫ ڴ మࡏ࢐ ࠾ࡍ ఈ ࠈహङ  శړ फ߯ द ఉండవ۪ऐܽڜ   కణం ࡛ࠂझ  పߖ fa b  fb 
కएࡅ కణం ߘߝ ޴फంࣆۯ  ఉۨత శࡎర ۨڣࡔऴతం ఆ߯ కణం ࡅకए   ఉۨత శࡎర ۨڣࡔऴߖޑऒ ओߩफ ఇ࣋ڶ     aݡ
పࣆۯߖफంޔߩ۫ ߷  ڕߕ  ޴ం޴ ఇߩओ హङࠈ ړߖހక ߘߝ ݡ ంڴ ఉనऒ  అߖऒ  శڕफలߘ ఇߩओ  ea b ࡯ߦ۫ ݡ
ఇ࢑  ఒకڜߖ޳కܽ ޑకడం వలన కణం  ߯ ఒక శړ फ కޔڷࡱం޴ మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ  ߷ङ ࠗ అࣃࡱߧ ߖफ a ޴ఇ ߘ
కణం ࠬద ۫߮ శړ फ   ఇߩओ ओߩఇ ݞږ ߘߝ ݡ కएࡅ ऴతంۨڣࡔ ݠࠈ ߹ऴ  ݡ  ऴ߹ ۨڣࡔ ݠࠈऴߖޑऒ    b  b 
फࣃڶ भశङ޻ఉ ߕ    .ߘ ం ࡓంࣄ ݡసद࠹ లݟܔ ߘంచడం ޳छ ऐࡏۯ ߘफలڕశ ࣋ۯߖల߯ ప ࠹సदࣄ ݡంࡓ  ࡌ  ం޳
ఎం޶కం݄ ࠭࠲ ఈ ࡓంࣄ ݡసद࠹ లߘ కࣄ࡯ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭  అߩओ   ڕఅం݄ మన ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
ङߙ టࡅ ߤకए फࣃऴగࣕ ߖయమం ఉందߖ డవ࠮  ࠭ మߙ ࠾ࡍङ టࡅ ߤకए  ڕߕ యమంߖ డవ࠮ 
కएࡅ ޴ߝఅ  ޴ంޔࠋۮ  సࠪనం fab fba ڕ న࣒࠳ 
ల మధङހక ݡంࡓ బܽद  ఈڒ  ఉనऒ  అంతర ठత శڕफࡱ అ࢑ ర޶भ ۯయబడ࠼ޑ 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖޑऴࣇ ంటం࠱࠴ మనం ऴ߮రణ  ݡ  ऴ޳࢐भ ం, 
झࡽఇంప  ړߖހక ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ङ߷ ࡽఆࣣ ఇంܽऴగ  ޴ऴతం అࣇ ంటం࠱࠴  द పݭ ऱ࣒  ఇం݃ऴగࡽ  
߷ङ కएࡅ కణం ޴ߝఅ ݋ݟ ࠗ ओࡏࠪ ࡹ ࠹ంట࠱࠴  ࡍߦ ࠾ࡍమ ߖసࠪనం అ ڕ दకڝ ࠉ ࡽసం ఇంపࡽझ  
పऱ࣒ ܽݟࠉ ࠆఎ ࡽఇం݃ऴగ ڕߕ  ऴతంࣇ ంటం࠱࠴  ఇం݃ऴగࡽ ఎݭࠈ ࠆद ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ  కణం ࠱࠴ ࠉంట ంࡹ 
ࠪరړߖݞ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݟంܽݟܔ ߖంۨనߩओ సమऴగ  ప ޴ߝఅ ޶మనం  ߰ం ݡ ऱ࣒   ప ऱ࣒  fa fb  dt 
0 అ޴ߝ కణం ࡅకए కएࡅ కణం ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖݞంటం ࠪర࠱࠴  కएࡅ ంటం࠱࠴   ప ऱ࣒ ओࡏࠪ   b  
మ࠾ࡍ అޙ࠼  కߘక ఇ޴ ऴపޒ కړߖހ వࡍ फంపܑయబݟన ࠴తफం ऴ߮రణ ࠱࠴ంటం ࣇऴతం మ࠾ࡍ 
ऒߕࣆ  ࠼ఉంܼ ݢంࡓ ࠾ࡍమ  ࠾ࡍమ ޙݟంచబݟܔ  రࣾణ fa fbࡍంటం ప࠱࠴ ޴సࠪనం   ఇ ړ
చటदంߦۮ ࠭࠲ ࡹओ హङࠈ ڕ ࠹సदࣄ , ࠭   శڕफࡱ ఇߩओ ࡍߦ ڕమన ݡ दకࡽ మࣄ ࠾ࡍసदࠈ ڕ ࠹హङ  a b  
శڕफࡱ మ࠾ࡍ ఇߩओ హङࠈ ߕ޼ఉం݄ ఏ ڴసࠪనం ఇ࢑ ݡ  ࢑ష࠻ల వలऱ ڒవ۪ऐ  fa fb ڕవర 0 ݟంߘ 0  
ఉం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ కణం ,  ޙ࠼సࠪనం అ ړ  0 ࡱफڕక ఈ శߘసࠪనం క ړ0  ओࡏࠪ ంటం࠱࠴   మ࠾ࡍ fa fb 
కణం ࡅకए ओࡏࠪ ంటం࠱࠴  ऒߕࣆ  ప  ࡹवషदంࡌ  ߘయగలۯ ߘߝ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ ऱ࣒  b mava mb  

అۯ ݋ࡍ ߖయంݟ, ఇࡌ ޴वషदం ࡓంݡ వదभ  ప ऱ࣒ ऒߝ޵ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ  ణం vb mava mb   vbࣾ ࠭࠲ 
పࡍరࣾణ చటदం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  మߧۮ ࠭࠲ ࠾ࡍओ న ऱܿ మనڕ ऴప࠙వ సమసङ     ޙࡕ޶ఎ ࡱ
ఉపڵࡆంచబޔݡంࠈ  ޴హङ  శڕफߕࣆ ࡱऒ  అޙ࠼, మనం ߖߖ޵ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మߖڜ ࠾ࡍऒ  
సందࡌग ऱࡹ  మనం ۫ࣄన ऱܿࠈ ڴహङ   శڕफߕࣆ ࡱऒ క߱వ۪ऐڒ  ఘర ߗڒ  लణࡹ మనం ఘర लణ సమయంࡹ ఘర लణ 
సమసङ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ओߩనݟ ఘర ݡ लణ శڕफߖ޳  ࡱ కం݄ ۧ࡮ ߭దभڴ࢑ ఉంܼ࠼  ఇతర పࠫࡍత శڕफࡱ 
వङ  ࡱހక ݡంࡓ  ړߖ࡮ڒ ߝڜݱ బܽदڒ వసबڴ పࡍగށంచబޙݟ,  ఈ  వङ వࡓ   ࡹ߅ంݡ కހలࣄ ߘసदڴ ࠹ 
పࡍగ࣋ށफ, ࣄసदࡅ ࠹కए  ంటం సࠪనం࠱࠴ రంభߦऴ ڕఅం݄ మన ޴ంޔݡంటం సంరऀంచబ࠱࠴ 
అޔ࢓ం޴  ۨవࡍ ࣾణం  
కएࡅ ంటం࠱࠴ య࡛ߖࡰ ޴బܽद ఇڒ  పࡍరࣾణ ࣇऴతం  ఇߩओ ంటం࠱࠴  ޳ࡶ  ంటం࠱࠴ యނڝ   మనం ݡ
కएࡅ  ࣾణం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  మ࠾ࡍ మనڕ ఉనऒ టऱߖ ߖߖ޵ ޙ࠼రछ भ޳ۨ ం  ap oint o 
మన  వదभ ఉనऒ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ࢓޶ంࠉ బܽद ఒకڒ  ࢘గంޜ కణం ޜ కޔࡱ޶ం޴ ఈ ࣃब నం v p p 
బܽद ఇకएڒ డ ఇߩओ बࣃ फతࣆऴప ߖ޳ ޴ంޜࡱ޶క ࡹంత ࠪరठంڜ ऴ࢐࣋फ కణం ߖమనం  అ ݡ నం o 
ఇవछ బޔݡం޴  p

छ޳ కएࡅ కణం ݦఇషदప ߖߖ޳ ࣄऴ࢐ ߖమనం అ ࡌ बࣃ  న ڒࢗद࡛ ߖߖ޳ అߖ ऴ࢐యࡱ࢒ ړߖݞ so   op r 
క࡯ओ ࣋फ ߖߖ޳  ߘߝ ޳ࡶ అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ  ro r o r ߖ޳ ంۨ߅సంబం ړ ࢓޶ంࠉ बరࣄ అం݄ ߖ޳ అం݄ ߘ
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అߧ ݞږ ߖలవవ۪ऐ కएࡅ కణం ࠆఆ ݋ం࠼ߦ ߖߖ޳ ࠭࠲ ޳ࡶ  फࣃࡱߧ ݞږ ߖంటం అ࠱࠴  ࠭ o 
ఇߩओ ఖङ࠭ ޴ఇ ݡ ओߩంటం ఎలऱ࠱࠴ యނڝ న࠳  ߖߖ޵  ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ڕ࢓޶ంࠉ ఒక ޾ఏ ݢ
కࢗ ࠭࠲ द࡛  ऴߖ ڴ ࣒ڒరछ फࣃۨ ओߩఎ ࠾ࡍంటం మ࠱࠴ ޳ࡶ  ంటం࠱࠴ య࡛ߖࡰ ޴ఇ ޜ ࠭ మనం r mv  ݡ
ఒక పߖހࠪࡍऒ फࣃۯ ࣒ڒऴ ޜ  ࠭  r 
కएࡅ ంటం࠱࠴ ߖ ࣒ڒబܽद ऴڒ  ࣾణం ߖࡰ ޳ࡶయ࡛ ࠱࠴ంటం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మࡏڷ ࠭࠲ ࠾ࡍफߖ r mv
ఉపࣃڵࡆफ ङڒ  ࠭ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ޴అ ࠾ࡍమ ࡽటߧ కएࡅ ంటం࠱࠴   ࣾణం అࣆۨࣇ ߖफం޴ h o 
రछߖ ߘక࡯య కదނڝ  .ఉంܼ࠭ ڴ࢑ధం ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ۨంచంݟ  ఒక కణం ࡅకए  m 
ओߩۮ ߖఅ 0.0 ޴ం݄  ఇޔࡱ޶ఒక కణం క ࡹబܽद ఈ ࠪరठంڒ बࣃ ఒక ޴ం  ఇ޳ంڕ నం అߖ అڕߘం޳ం 
बࣃ బܽद మనం ఈڒ నం    వదभ ࣃब న ڒࢗद࡛ ࣃڶ  ߖफ ࠭ మߖ޳ ࠾ࡍ ࢘గం ఇߩओ 1 ڴలంబం ޴ఇ ,޴ఉం ࡮ఇ ݡ
ఉండږడ޶  ఒకڜߖ޳కܽ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉండవ۪ऐ ,  అࡍڷ ޴ంۨ వృޑफ   o so ,ޙ࠼ర ࠪరठం అڒ
ఇ޴ ఒక ࣃब నంࡹ ఉనऒ టऱޙ࠼, ఇ޴ వదभ ఉనऒ టऱࡍڷ ࡹߖ޳ ,ޙ࠼ంۨ వదभ  ࣃब నంࡹ ఉనऒ టऱߘߝ ,ޙ࠼ v h o 
ऒߖ޵ बࣃ  ఈ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖݞలవߧ ڴऱ ఒకܽࡏࣃ  నం ڒࢗद࡛ ࡓంݡ r one r one cross m v r 
అޙ࠼ ఇకए డ ࢘గం మ࠾ࡍ ఈ   ࣃब నం వదभ మనނڝ ڕయ ࠱࠴ంటం  ఉంܿం2 ޴ ऴࡏࣃ ࣒ڒऱ v 2 r 2 m 

  v.޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ2

కएࡅ ంటం࠱࠴ యނڝ ޴బܽद ఇڒ రछߖ  చనం  ఇߩओ  ࡍࣃࡗంటం మ࠱࠴  ऴగࣕంۧ࠭ ߖయమނڝ మనం ݡ
ఇڒࢗ ޴द࡛ మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ అߖ ߖరछ ۨంۧ࠭, అం݄ ఇړ ޴ లంబంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ r mv  r 
ఇړ ޴ లంబంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇ޴ ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द  v 
ओߩఇ ޾फంࢂࢗ ࡮ంటం ఎ࠱࠴ యނڝ బܽदڒ ऒߖހࠪࡍఈ ప ݡ भ޳۫  ం.  
ऒߕࣆ ࠭࠲ బܽदڒ   ऴړ ࣒ڒ సࠪనం అߖ ߖరछ ۨంۧ࠭  అࣄ ޴ߝबర ࠉంߘ ࢓޶ంࠉ ݟంࡅ ࢓޶కए  h r mv r 
बࣃ  న ࢗక द࡛   ఇߩओ ऒߖހࠪࡍమనం ఈ ప ݡ రछߖ  भ޳ۨ ం , ࡓంߩ࢙ ݡల సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ఒక ఉతओ ऒߕ ऒߖ  
  ం޳ంڕࣆޓ
छ޳ ޴బܽद ఇڒ ऒߖ޵ ,޴ంޔ࢓అ ࡌ  మనం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ   dt r cross  mv d dr dt  cross mv 
 ప ऱ࣒  ऴ࣒ڒ   మనం ఒక కణం ڝసం ऴࣆ࢐फనऒ ओߩ छ޳ ݡ ఊࣕ࣋फ సओ ߖంకం అࡌबࣄ ߝఅ ࡌ షदంڴ r dt dv m 
ऴదవङ వ۪ऐڝࣆޓ ڴबరంࣄ  ߖࢢࡌ    ఇߩओ వ۪ऐڝࣆޓ ڴबరంࣄ  ݡ , అޙ࠼ ࢘గం ڒࢗद࡛ ࣃब నంࡹ dr by dt 
ओࡏࠪ  తపओ  మࡖకܽ ࢗ  .޶ڒక द࡛   సమړߖ࠻ సంబం߅ంۨ ఒక ࣄबర ࠮లం ߘంݟ అ޴ߝ ࢘గం 
 v m v ޴ంޔ࢓ऱ అࡏࣃ ࣒ڒదܽ పదం  ऴ࠴ బܽद ఈڒ
ండవ ట࡛घࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ޴బܽद ఇڒ छ޳   ޴ంޔ࢓సࠪనం  అ ړ  ऱ 0ࡏࣃ ࣒ڒऴ ࡌ dt r m 

అޔ࢓ం޴ అం݄ ఏ޶ڒ ޵.  dv 
 a ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ޴బܽद  ఇڒ
छ޳ ޴޻బܽद మనం ߰ంڒ మనం ఒక  జడతछ ࠾ࡍసࠪనం మ ړࠪ ࣒ڒऴ ޴ߝఅ ߏ ࡌ झߤࡓఫࡍ   ऴࡹ ࠹߿ dt r  
వࣆफ࢓లࣆࡱڜ ߘफం݄ ࡓ ऱܿ కణం߯ ࠈహङ  శړ फڴ  ऴ࢐యవ۪ऐ    m a 
भ޳బܽद మనం ऴ࢐ڒ ం  అڴ ޴ ఉం޴  ࠭ంڴ޶ మనం ߰ంނڝ ޴޻య ࠱࠴ంటం ࡅకए छ޳ ܿࡔ   f dt  ߏ ࡌ
అ޴ߝ ऴړ ࣒ڒ సࠪనం r f
ړబܽद ఒక శڒ फ కణం߯ పࣆۯߖफం݄ ނڝ  ߖ޳య ࠱࠴ంటం ࡅకए ओࡏࠪ  ఇవछ ڴ ࣒ڒऴ ܿࡔ  బޔݡం޴ f r f 
మ࠾ࡍ  ఇ޴   మనం  ࠭࠲ ऴభమణ ڡߖڒ࠱झ ओߩనࣄۯ  फࣃ۫ ݡ ࠭ ఇ࠼ߦ ݞږ ޴ంࡍڷ ݋ంۨ శړ फ ࡅకए  o 
ࣾణం అߖ ऴ࢐యబޔݡం޴,  అڼ࡮ మనం ऴࣄ࢐న ࠱࠴ంటం ࡅకए  ऴ࢐త ࣾణం ऴߖ ࣒ڒ శړ फ ࡅకए  r f  
ࣾణం అంܼࡏ 
 బܽदڒ
ړఈ శ ڕబܽद మనڒ फ ࡅకए  ࣾణం ఉంܿం޴  
ړఒక శ ޴బܽद ఇڒ फ ࡅకए ऒߖހࣾ   ఉప అߖ ऴ࢐యగނڝ ,ޙڵ࡯య ࠱࠴ంటం ࡅకए ओࡏࠪ   m  o dt ܿࡔ 
छ޳ సࠪనం dho m sub  o ړంۨ ࣾణం 0ࡍڷ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ంటం࠱࠴ యނڝ , ޙڵ࡯ऴ࢐యగ ߖఅ ࡌ o 
అޙ࠼ ఇ޴ పࣄࡍबࣆޓ ࡍ޳ ړޒफం޳  ޴छ  dt dt ho h ࠾ࡍంకం  మࡌबࣄ ޴ߝఅ ޴సࠪనం, ఇ ړ0 ޴ߝఅ ࡌ
అނڝ ޴ߝయ ࠱࠴ంటం అࣆۨࣇ ߖफం޴ 
ࠪ ంۨࡍڷ లޔबࣄ ݡంࡓ మనం ޴బܽद ఇڒ ऱܼ నऒޔݡ టऱޙ࠼ ఇ޴ మనڕ ఇࣆफం޴ మࡍڷ  ࠾ࡍంۨ వదभ o o 
एࡖ߮  ݡంࡓ  సࠪనం ݡంࡓ ړ అం݄ ఒకܽ ݡంࡓ నంݟ మߝߖ޵ ࠾ࡍ మనం ߤڒझ  చటदం అߧ ߖలవవ۪ऐh h 
కएࡅ ంటం࠱࠴ యނڝ   ervation 
కएࡅ ంటం࠱࠴ యނڝ ޴బܽद ఇڒ  పࡍరࣾణ చటदం మ࠾ࡍ ఈ చటदం ࡱۮऱڒ ܿࠈవړߖݞ మనం ߮ۮओ  ޴
ఏࠫటం݄ ࡍڷంۨ  ࣾణం ߕࣆऒ   o h h ޴ఇ  ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంۨ సంరऀంచబࡍڷ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ऴపޙङ కంڴ  ఉపࡆగపݦ ऴప޻శం  మనం ఒక ऴగహం ࡏࣇ ޳ࡶङ ۪ ߖ द݀  ऴగహం ࡅకए  కద࡯క ࡍڷంۨ ఉపऴగహం 
కएࡅ  కద࡯క ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ओߩనݟ ࠪ ంۨࡍڷ ऴగహ చలనం ݡ ऱܼ డంݟ  అߩओ ړశ ࣋ۯߖఉపऴగహం߯ ప ݡ फ 
छޑࡏڷ వలంښ కర लణ శړ फ  ఇ࠳ ޴న࣒ ࡏࣃऱ చదర߯ߩ ఇవछ బޔݡం޷  ޴రం మ࠾ࡍ అ޴  g m1 m2 r r 
ऴగహం ࡅకए  ޴फంࣆۯߖప ߩ࢙ ంऴదంښ 
కएࡅ బܽद మనం ऴగహంڒ ऒߖ޳ంऴښ    అ࣋࡯ߧ ߖफ, మనం ऴగࣕం޴ۯ ఏࠫటం݄  ऴగహం ࡍڷంۨ ఉపऴగహం o 
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కएࡅ  కద࡯క ڝసం ނڝ ߖ޳య ࠱࠴ంటం ࡍڷంۨ ࣄबరంڴ ఉంܿం޴  o 
ంܽ సమసङ࡮బܽद ఇڒ లࡹ  మనڕ ఎలऱߩओ ړశ ࣋ۯߖప ߩ࢙ ࢓޶ంࠉ ݢ फ  ఉనऒ టऱޙ࠼, ఆ కణం ఒక శړ फ o  
కएࡅ  చలనం ړంద ఉంܿం޴, కߘక కణం శړ फ  ࡅకए  చలనం ړంద ఉంܿం޴, ఇ޴ ఎలऱߩओ o ࢓޶ంࠉ बరࣄ  ݢ
ړశ ࠲ऴతࠪ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߩ࢙ फ కణం తࡌछ త  ࣃब నం ఒకܽ వదभ ऴ࣒ڒ   కࡓ ړߖހంݡ o  n r mv 
बࣃ  నంࡹ ఉనऒ  ऴړ ࣒ڒ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అړ  ޴ߝ సంబం߅ంۨ ࣃब న ࢗక द࡛  r m  v r  o 
కएࡅ ంటం࠱࠴ యނڝ ړߖހక   ښఒ ޴బܽद ఇڒ  పࡍరࣾణ చటदం.  ఈ ܌ࡗ మనం త޶పࡍ తరగߖࡰ ࡹޒయ࡛ 
కएࡅ ంటం࠱࠴  పࡍరࣾణ ࣇऴతం మނڝ  ࠾ࡍయ ࠱࠴ంటం ࡅకए  పࡍరࣾణ ࣇऴߖޑऒ  ࠭࠲ ࠭ࢡ۫ 
ऴపޙङ కంڴ ఘర लణ సమసङ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘ ࠭  ఇకए డ ࡓంݡ కࡱހ వۨऐ  ऱࢀࢗ ڴరం޷ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ంܼڜݱ 
సమసङ షएࡍప ࡮ఎ ߘ కएࡅ ంటం࠱࠴ ࠭࠲  ࡯࠻ۯ ࡮ఎ  ࡯ంۧࡍ  పࡍరࣾణߘ వࡍ फంపܑࣃफ ࠭  ఇ޴ 
సޔ߱ࡍంࡔ࢘ ڕࠪ ޳ࡶ ޴ ఏߕ޼ అవసరࠪ 
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