
शुभ Ůभात आह
ȑामुळे आता संभाʩतेसाठी मूलभूत शɨावली सादर केʞानंतर मी संभाʩतेची मूलभूत ʩाƥा देईन , ʉणून मी तुʉाला आधी सांिगतʞाŮमाणे 
संभाʩता िसȠांत हा िवषय 16 17 ʩा शतकातील युरोपमȯे उȥवला होता आिण अह जुगार खेळाǉा माȯमातून मी नमूद केले आहे . तुʉाला असे 
वाटते की आह काडŖनो या िवषयाǉा बागेǉा जनकांपैकी एक तो खरोखर एक सƅीचा जुगारी होता आिण खरेतर ȑाने ȑाǉा आȏचįरũात असे 
िलिहले आहे की मी रोज जुगार खेळायचो हे सांगायला मला लाज वाटते ʉणून आता ȑा जुगार खेळाȪारे ȑांनी िविवध Ůकारǉा इʬŐटǉा संभाʩतेचा 
िवचार करǻास सुŜवात केली, उदाहरणाथŊ, जर तुʉी दोन फासे फेकले तर तुʉाला ते चांगले िमळǻाची शƐता िकती आहे, 12 सारखे फेकǻासाठी 
आवʴक असलेʞा Ūोची अपेिƗत संƥा िकती आहे ʉणून ȑांनी िवचार सुŝ केला. िविवध Ůकारǉा शƐता आिण नंतर ते ȑा काळातील इतर िविवध 
गिणतǒांशी संपकाŊत आले, अह ʉणजे पाˋल जेʈ बनŗली अह हे फॉमőट केले गेले. एक ऐितहािसक संदभŊ Ǜामȯे आयझॅक Ɋूटनलाही काही सम˟ा 
िनमाŊण झाʞा होȑा आिण असे िदसते की ȑाने ȑा सम˟ेचे खरे उȅर िदले होते
ȑामुळे ȑावेळेस या̊İǅक Ůयोगांचे ˢŝप असे होते की आपʞाकडे मयाŊिदत संƥेने पįरणाम आहेत कारण या सवŊ नाणे फेकणे डाई फेकणे . पȅे 
सुकवǻाचे खेळ इȑािद ȑा सवाōमȯे तुमǉाकडे मयाŊिदत संƥेने पįरणाम आहेत आिण ते सवŊ समानतेने िन˃Ɨतेने गृहीत धरत आहेत असे गृहीत धरले 
जाऊ शकते ʉणून संभाʩतेची पिहली ʩाƥा Ǜाला गिणतीय ʩाƥा ʉणतात िकंवा संभाʩतेची शा˓ीय ʩाƥा आधाįरत आहे या संकʙनेवर फƅ
शा˓ीय आहे िकंवा तुʉी आता गिणतीय ʩाƥा ʉणू शकता ठीक आहे या ʩाƥेचे ˢŝप जे मी येथे िलिहत आहे ते खरेतर ůŐ च गिणतǒ लाɘेस यांचे 
ŵेय आहे आिण हे ȑांǉा पुˑकात 1813 मȯे Ůकािशत झाले होते मृȑू संभाʩता या पुˑकात ही ʩाƥा. लाɘेसǉा आधी जवळजवळ १०० 150 वषő 
ʩाƥेचा फॉमŊ वापरला जात असला तरी तो Ůकािशत झाला होता
ȑामुळे फॉमŊ था येथे िदलेला आहे आिण तो तुमǉा इयȅा 11 आिण 12 ǉा पाǬपुˑकात देखील आहे, ʉणून समजा या̊İǅक Ůयोगाचे संभाʩ t 
पįरणाम आहेत, ʉणून मी येथे फƅ ही संƥा नमूद करत आहे आिण तुʉाला या भागाबȞल काळजी ƽावी लागेल ʉणून जेʬा मी ʉणेन तेʬा याचा n 
अथŊ असा आहे की हा एक आकडा आहे ʉणून जर तुʉी नाणे फेकले असे ʉटले तर तुमचे दोन पįरणाम आहेत ʉणजे समान दोन आहे जर तुʉी n 
दोन नाणी फेकणे ʉटʞास ते चार होते, जर तुʉी दोन फासे फेकले असे ʉटʞास ते छȅीस होते इȑादी ʉणजे तुʉी येथे पįरणामांची संƥा मोजू 
शकते ʉणून या̊İǅक Ůयोगाचे संभाʩ पįरणाम आहेत आिण ȑाšनही महȇाचे ʉणजे जे िततकेच संभाʩ आहेत ʉणून हे पुɎा ʉणत आहे की 
आʉी िन˃Ɨता गृहीत धरत आहोत ʉणून मी तुʉाला नमूद केले आहे की या ʩाƥेचे मूळ जुगार खेळांमȯे आहे
ȑामुळे जेथे मूळतः  असे गृहीत धरले जाते की नाणे गोरा आहे िकंवा डाय गोरा आहे िकंवा जेʬा तुʉी पȆांǉा डेकमधून काडŊ काढले असेल तेʬा सवŊ 
काडő काढली जाǻाची शƐता असते आिण ȑामुळेच या Ůकारावर बंधने घालǻात आली होती. मूळ ʩाƥा ʉणून हे पįरणाम जे िततकेच संभाʩ 
आहेत आिण नंतर आʉी ते थोडे अिधक अचूक बनवǻासाठी आʉी पर˙र अनɊ ʉणतो याचा अथŊ िनकालांची मोजणी ʉणजे तुʉी अचूक आिण 
अचूक ʉणू शकता याचा अथŊ असा की एक पįरणाम दुस̴ यासह गोधंळात टाकǻाची शƐता नाही. पįरणाम इȑािद इतके पर˙र अनɊ आिण नंतर 
काहीही सोडले जात नाही इतके सवŊसमावेशक ʉणजे एकूण पįरणामांची संƥा आपण असे िनबōध घालǻास सƗम आहोत की ते िततकेच शƐ आहेत 
आिण आǅािदत होǻाची शƐता नाही आिण ȑा सवाōचा आता अशा पįरİ̾थतीत िवचार केला जातो. पįरİ̾थती ही घटना असू Ȩा जेणेकŜन या e 
पįरणामांपैकी घटना घडǻास अनुकूल असतील मग आʉी घटना ची संभाʩता पįरभािषत करतो ʉणून आʉी ची ही नोटेशन वापरतो जीm ae e e 

ǉा बरोबर असते ʉणजे तेथे असʞास एकूण पįरणामांची संƥा जी िततकीच शƐता पर˙र अनɊ आिण ȑा पैकी सवŊसमावेशक m by n n m 
आहे, घटना घडǻास अनुकूल आहे नंतर घटना ची संभाʩता ने अशी पįरभािषत केली जाते आिण खरं तर हे आहे तुमǉा अह वगाŊǉा e e m n 
पाǬपुˑकांमȯे िदलेʞा िविवध सम˟ांचे िनराकरण करǻासाठी तुʉी जी ʩाƥा वापरता ती आह, िजथे बॉʤ काढǻाशी संबंिधत अनेक सम˟ा 
आहेत
ȑामुळे काही सम˟ा असतील जसे की चार काळे गोळे तीन लाल गोळे आिण दोन पांढरे. बॉल आिण समजा चार बॉल काढले तर या चार बॉलमȯे दोन 
काळे एक लाल आिण एक पांढरा असǻाची शƐता िकती आहे अशा Ůकारǉा सम˟ा तुʉी सोडवत असाल जेʬा तुʉी या सम˟ा सोडवत असाल 
तेʬा तुʉी ही ʩाƥा वापरत आहात कारण तुʉी आहात या̊İǅकतेचा वापर कŝन आता या सवाōसाठी समान संभाʩ पįरणाम गृहीत धरले आहेत, 
ʉणून मी काही सम˟ांचे समाधान पाहीन परंतु थोǰा वेळाने परंतु ȑाआधी मी या ʩाƥांवर सवŊसमावेशकपणे चचाŊ कŝ या जेʬा मी असे ʉणत आहे 
की संभाʩ पįरणाम आहेत. ŮȑƗात मी सवŊ िनकाल मोजू शकतो असे गृहीत धŝन आिण नंतर हे सवŊ िनबōध टाकून आता हे पहा, मी एक साधा Ůʲ 
िवचारतो की याची संभाʩता काय आहे? उȨा पावसाʨाचा िदवस असेल आता या Ůʲाचे उȅर येथून िमळू शकत नाही कारण उȨा हवामानाची काय 
शƐता आहे
ȑामुळे तुʉी ʉणू शकता की पाऊस पडू शकतो, सूयŊŮकाश असू शकतो िकंवा ढगाळ असू शकतो
ȑामुळे Ůȑेकी तीन संभाʩ पįरणामांची समान शƐता आहे.
ȑामुळे सूयŊŮकािशत पाऊस आिण ढगाळ वातावरण असǻाची शƐता सारखीच असǻाची ही वाजवी समजूत नाही कारण संपूणŊ वषाŊत िकती िदवस 
पाऊस पडतो आिण िकती िदवस सूयŊŮकाश असतो आिण िकती िदवस ढगाळ असतो हे गेʞा 50 पेƗा जाˑ पािहले तर िकंवा 100 वषő नंतर तुʉाला 
आढळणार नाही की ते समान आहेत आिण ʉणून या Ůकारची İ̾थती योƶ नाही ʉणून जेʬा मी ʉणतो तेʬा मला येथे तोटे िलš Ȩा िकंवा तुʉी या 
ʩाƥेतील कमतरता ʉणू शकता ʉणून एक घटना आहे िकंवा तुʉी ʉणू शकता की पįरणाम आवʴक नाहीत िततƐाच शƐता असू Ȩा आपण या 
िततƐाच संभाʩ गोʼीǉा इतर वापराकडे पाš या जरी मी फƅ एक नाणे ठीक आहे िकंवा मी एक डाई मानत आहे, जर मी मरǻाचा िवचार करत आहे
आिण मी असे गृहीत धरत आहे की सवŊ एक दोन तीन चार पाच सहा समान आहेत. जनसंपकŊ  घडǻाची सƗमता याचा अथŊ आता मी Ůȑेकाला सहा एक 
कŝन संभाʩता वाटप करत आहे हे वाजवी आहे की समजा मी िवचार करत आहे की समजा मी खरे जुगार बȞल बोलत आहे आिण वाˑिवक जुगारात 
असे खेळाडू आहेत जे आता कोणीतरी डाय पुरवले आहे जर ȑा ʩƅीने तो अŮामािणक आहे मग तो कदािचत एखाȨा पƗाशी िकंवा खेळाडंूपैकी 
एकासह लीगमȯे असेल आिण तो खरोखर पƗपाती मृȑू देऊ शकेल जेणेकŝन ते योƶ असेल तर ते एखाȨा खेळाडूला अनुकूल असेल उदाहरणाथŊ ते 
असू शकते  आिण  ला खूप पसंती आहे आिण ȑा ʩƅीला ते दुस̴ या खेळाडूला मािहत आहे आिण ʉणून तो अिधक वेळा पाच आिण सहा कॉल 5 6
करेल आिण तो ȑावर पैज लावेल आिण तो िवजेता होईल जर तुʉाला महाभारतातील काही पौरािणक कथा आठवत असेल तर ितथे एक जुगार होता 
कावरवा आिण पांडव यांǉातील खेळ आिण नंतर युिधिʿर हरत होता कारण शकुनी दुयŖधनाशी खेळत होता आिण असे ʉणतात की ȑाने अह न मरणारा
पƗपाती संच वापरला ȑा वेळी ȑांǉाकडे जी काही वˑू होती ती ȑांनी वापरली. ते िदवस गेले ʉणून खेळाने पƗांपैकी एकाला पसंती िदली आता अशा 
पįरİ̾थतीत तुʉी शा˓ीय ʩाƥेची ʩाƥा लागू कŝ शकत नाही कारण िततƐाच संभाʩ İ̾थतीचे उʟंघन केले जाते
ȑामुळे पिहली गोʼ अशी आहे की पįरणामांची िततकीच शƐता नसणे हा दुसरा मुȞा आहे. हे देखील तािकŊ क̊̽Ǩा चुकीचे आहे की आपण संभाʩतेची 
ʩाƥा करत आहोत याचा अथŊ मी असे ʉणत आहे की या मागाŊने आपण संभाʩता शोधत आहोत जेʬा मी िततकीच शƐता ʉणतो तेʬा मी आधीच 
संभाʩतेची ʩाƥा पįरभाषेतच ठेवत आहे जे वतुŊळाकार तकŊ  आहे
ȑामुळे तािकŊ क ̊िʼकोनातूनही ही ʩाƥा या खाȑावर अयशˢी ठरत आहे, आपण इलेƃŌ ॉिनक उपकरणाǉा आयुˈाबȞल मी बोललो होतो अशा 
आणखी एका सामाɊ सम˟ेचा िवचार कŝ या ठीक आहे, समजा आपण इलेƃŌ ॉिनक उपकरणाǉा आयुˈाचा िवचार करत आहोत, तर कदािचत 
आपʞाला कदािचत एक चांगली गुणवȅा मािहत असेल. लॅपटॉप ʉणून जर मी मोजत आहे की तुʉाला मािहत आहे की मिहɊांत आयुˈ आहे तर आʉी
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ʉणू की लॅपटॉपचे आयुˈ शूɊाǉा दरʄान आहे ʉणायचे साठ ठीक आहे ʉणजे पाच वषाōपयōत तुʉी ʉणू शकता पण तुʉी िकती शƐता पािहʞाt 
तर इथे काय आहे आता इथे ची ʩाƥा करता येणार नाही कारण हे ŮȑƗात मयाŊिदत आहे मी मȯांतर घेत आहेn n n 
ȑामुळे 0 ते 60 मधील सवŊ मूʞे आहेत
ȑामुळे हे केवळ पूणाōक मिहनेच असायला हवेत असे नाही
ȑामुळे आपण काहीतरी सांगू शकू ही पुढची धारणा देखील चुकीची आहे याचा अथŊ Ůȑेक पįरİ̾थतीत हे भांडवल शƐ होणार नाही ठीक आहे n n 
ʉणून या गोʼीवंर मात करǻासाठी आता मयाŊिदत नाही सांİƥकीशा˓ǒ आिण इतर िवǒानातील लोक उदाहरणाथŊ भौितकशा˓ िकंवा अथŊशा˓ n 
इȑादीमंȯे ȑांनी िवचार करायला सुŜवात केली की आपʞाकडे एक ʩाƥा असू शकते जी पįरणामांचे िनरीƗण करǻावर आधाįरत आहे ʉणजे दीघŊ 
कालावधीसाठी आपण िनरीƗण केले आिण नंतर आपण Ůमाण काय आहे ते पहा. घडणा̴ या घटनांǉा संƥेचा आपण संभाʩतेचा सूचक ʉणून िवचार 
करतो ʉणून ितला अनुभवजɊ ʩाƥा ʉणतात ʉणजे ʩाƥा अनुभवावर आधाįरत आहे ठीक आहे ʉणून ही दुसरी ʩाƥा आहे ला सापेƗ t 
वारंवारता िकंवा संभाʩतेची Ůायोिगक ʩाƥा ʉणतात ती ŮȑƗात फोन उंदरांना िदली जाते ʩाƥा खालीलŮमाणे आहे समजा या̊İǅक Ůयोग मोǬा
संƥेने एकसारƥा पįरİ̾थतीत ˢतंũपणे आयोिजत केला गेला समजा Ůयोगाǉा चाचǻांमȯे एखादी घटना घडते . ʉणून मी हे सबİˌɐ नोटेशन n 
ʉणून इथे टाकत आहे फƅ हे सांगǻासाठी की जर मी 10 चाचǻा घेत असाल तर घटना िकती वेळा घडत आहे मी ȑाला 10 ʉणतो. समजा मी e 
चाचणी 20 पैकी 20 वेळा चालवली तर िकती वेळा झाली. समजा मी ȑा नंबरला 8 1 असे कॉल केले तर संƥा काहीही असू शकते ते तीन सात e t 
अकरा िकंवा काहीही असू शकते ʉणून ते नंबर एक ʉणून रेकॉडŊ केले जातात याचा अथŊ चाचǻांमȯे तो िकती वेळा येतो मी ȑाला ओके ʉणतो मगn 
मयाŊदा असʞास Ȫारे अनंताकडे झुकतो ʉणून अİˑȇात आहे आʉी ची संभाʩता एक बाय ची मयाŊदा असǻाची ʩाƥा करतो an n n e n 
कारण अनंताकडे झुकतो ʉणून शारीįरक̊̽Ǩा बोलायचे तर ते एकूण चाचǻांपैकी काय दशŊवते की तुमची िविशʼ घटना िकती वेळा घडली आहे जरn 
ȑा गुणोȅराची मयाŊदा दीघŊकाळापयōत असेल तर ती ȑा घटनेची संभाʩता ʉणून पįरभािषत केली जाते, उदाहरणाथŊ जेʬा नवीन मूल जɉाला येईल तेʬा
आʉी अह ʉणतो, ʉणून आʉी मुलासाठी िकंवा एखाȨासाठी समान संभाʩता वाटप करतो. मुलगीच आहे तर आपण असे का करतो कारण हजारो 
वषाōपासून असे आढळून आले आहे की बसŊǉा एकूण संƥेपैकी जवळपास 50 टſे खरेदीदार आिण 50 टſे मुली आहेत, ʉणून जर आपण मुलांǉा 
संƥेǉा गुणोȅराचा िवचार केला तर पƙांǉा एकूण संƥेचे Ůमाण जवळपास िनʃे आहे ȑामुळेच आपण संभाʩता िन̱ʄाŮमाणे वाटप करतो, जर मी 
असे ʉणतो की पुढǉा वषŎ माɌून सामाɊ राहǻाची शƐता आहे याचा अथŊ ते िनिʮतपणे पįरभािषत करत आहेत की एवढा पाऊस आहे . संभाʩता 
पॉइंट नऊ आहे मग आʉी ʉणतो की आʉी असे िवधान ʉणतो कारण गेʞा शंभर िकंवा दोनशे वषाōमȯे असे आढळून आले आहे की जर तुʉी आह 
वीस वषő िनरीƗण केले तर वीस वषाōपैकी दोन वेळा माɌून सामाɊ नसेल तर चाळीस वेळा िनरीƗण करा मग आपण असे िनरीƗण करतो की सुमारे चार 
वेळा माɌून सामाɊ नसतो जर आपण शंभर वषाōचे िनरीƗण केले तर आपण पाहतो की गेʞा शंभर वषाōत सुमारे नऊ ते दहा वेळा माɌून सामाɊ झाला 
नाही
ȑामुळे या िवधानाला िवʷासाहŊता िमळते. पुढील वषŎ माɌून सामाɊ असǻाची ९० टſे शƐता आहे कारण तो अनुभवावर आधाįरत आहे ʉणून 
आʉी एकूण Ůयोगांची एकूण संƥा पाहत आहोत आिण ȑापैकी िकती वेळा िविशʼ घटना हा Ůकार ʩावहाįरक̊̽Ǩा कसा लागू होतो हे दाखवǻात 
आʉाला ˢार˟ आहे , मी एक सैȠांितक उदाहरण घेतो ठीक आहे सैȠांितक ʉणजे मुळात काʙिनक Ůयोग ठीक आहे, समजा नाणे फेकǻाचा एक 
काʙिनक Ţम पुढील पįरणामांवर पįरणाम करतो ʉणून मी मी फƅ काʙिनक ठेवत आहे ʉणून समजा हेड हेड डोके शेपटी डोके डोके शेपूट डोके 
डोके हेड शेपूट इȑादी ʉणून मी नमूद केले आहे की ते ʩवहारात काʙिनक आहे ते होईल थोडे थोडे बदलत आहे पण इथे मी खूप छान रचना li 
मांडत आहे हेडची संभाʩता काय आहे ते पाš या, जर आपʞाला हेडची संभाʩता मोजायची असेल तर मला गुणोȅर िवचारात ƽावा लागेल an by n
येथे गुणोȅर काय आहे ते पाš या पिहʞा टŌ ायलमȯे या िविशʼ Ţमात िलहीन मी हेड पािहलं
ȑामुळे गुणोȅर एक-एक आहे जे एक बाय नी आहे मी िलिहत आहे जेʬा दुसरी चाचणी पुɎा घेतली गेली तेʬा आʉाला हेड िमळाले ʉणजे गुणोȅर दोन
बाय दोन ितसरे आहे टाइम पुɎा हेड आला ʉणजे गुणोȅर तीन बाय तीन झाले की पुढǉा एका शेपटीत एक शेपटी आली ʉणजे एकूण चार 
चाचǻांपैकी तीन हेड आले ʉणजे गुणोȅर तीन बाय चार झाले तुʉी एक एक दोन दोन तीन तीन तीन तीन असे िनरीƗण करा चार कŝन आपण पुढǉा 
एकाकडे जाऊ या, पाच चाचǻांपैकी तुʉाला चार डोके आहेत, तुमǉाकडे सहा चाचǻांपैकी चार डोके आहेत सात चाचǻांपैकी पाच डोके आहेत 
तुमǉाकडे सहा डोके आहेत नंतर पुɎा एक शेपटी पािहली आहे
ȑामुळे आठ पैकी चाचǻा तुʉाला सहा डोके आहेत मला थोडे अिधक आह चालू Ȩा पुढील कालावधी सात बाय नऊ आहे तुमǉाकडे 8 बाय 10 आहे 
तुमǉाकडे 9 बाय 11 आहे आिण मग तुमǉाकडे 9 बाय 12 आहे आिण आता मला या ची मयाŊदा शोधायची आहे कारण मयाŊदा अİˑȕात an by n 
असʞास मग येथे हेडची संभाʩता असेल ठीक आहे, ʉणून मी येथे थोडासा गिणती सूũीकरण िवचारात घेईन
ȑामुळे तुʉी िŢिटकलपणे िनरीƗण कराल की Ţम कसा िदसतोय जर तुʉी इथे चौȚा टमŊकडे बिघतले तर ते तीन बाय चार आहे. आठवी टमŊ आठवी 
टमŊ आह सहा बाय आठ आहे जी ŮȑƗात तीन बाय चार आहे तर पुɎा बारावी टमŊ पािहली तर ती पुɎा नऊ बाय बारा ʉणजे तीन बाय चार ʉणजे मी ते 
थोडे अिधक गिणती ˢŝपात मांडू शकतो. हे मी असे ठेवले आहे ʉणजे आपण ʩƅ कŝ शकतो मी ते तीन बाय चार असे िलš an by n k k 
शकतो का पहा सुŜवातीला तीन बाय चार आहे मग ते तीन बाय चार आहे मग ते तीन बाय तीन आहे चार ने भागले आहे Ūी ʉणजे जर चे ˢŝप चार n 

असेल तर 4 चाचǻांपैकी 3 चाचǻा आहेत ठीक आहे, ʉणून मी आता हे Ůितिनिधȕ कŝ शकतो, ȑाआधी एक पाš या ʉणजे 4 k k k hea d 
वजा 1 आता तुʉी येथे 4 वजा 1 पािहʞास हेडची संƥा ŮȑƗात 3 आहे येथे पहा ते येथे 8 आहे. 7 पण संƥा फƅ 6 आहे याचा अथŊ इथेही k k k 

तुʉी बारा चाचǻांपैकी नऊ पैकी अकरा चाचǻा पािहʞा तसेच तुʉी नऊ जोडा ʉणजे हे गुणोȅर आपण िलš शकतो तीन भािगले चार वजा k k 
एक असेल तर चार वजा एक फॉमŊ आपण पुढील एक पाš या समजा मी हे पाहतो तर येथे ते चार वजा दोन आहे आिण येथे ते एक कमी ʉणजे तीनk k 

वजा एक झाले आहे तुʉी येथे देखील पाš शकता आिण तुʉी येथे देखील पाš शकता. ʉणजे ते तीन वजा एक भागाकार चार वजा दोन जर k k k n 
चे ˢŝप असेल तर चार वजा दोन आिण पुढचे जर तुʉी पािहले तर ते ŮȑƗात तीन वजा दोन भागले चार वजा तीन असेल तर फॉमŊचे चार k k k n 

वजा तीन साठी समान एक दोन आिण असेचk k k 
ȑामुळे तुʉी येथे हा पूणŊ Ţम या गिणती ˢŝपात पाš शकता मी कŝ शकतो हे चार अनुवतŏचे एकीकरण ʉणून आिण आता a by n wri te 
माझे उिȞʼ आहे की जशी अनंताकडे झुकत असेल तर आता अनंताकडे झुकत असेल तर हा अनंताकडे झुकत असेल आिण आपण ȑा n n k 
Ůȑेकातील मयाŊदेचा िवचार कŝ या येथे ŮȑƗात ही संǒा आहे यात Ůʲच नाही ची मयाŊदा रȞ होते ʉणून ŮȑƗात ती तीन बाय चार आहे ही मयाŊदा kk 
तीन ʉणजे काय याचा िवचार केला तर ने चार वजा एक ने भागʞास मी मयाŊदा घेतली तर अनंताकडे झुकत असेल तर ही मयाŊदा तीन बाय चारk k k 
असेल तर मी या पदाचा िवचार करतो ही संǒा देखील तीन वजा एक ने भागी ने चार वजा दोन ने आहेk k 
ȑामुळे मी मयाŊदा घेतली तर ही शूɊावर जाते तर ही मयाŊदा शूɊावर जाते
ȑामुळे मयाŊदा तीन बाय चार आहे ȑाचŮमाणे मी येथे मयाŊदा घेतली तर ती तीन वजा आहे दोन ने ने भागले चार वजा तीन नेk k 
ȑामुळे जर मी येथे मयाŊदा घेतली तर ही तीन बाय चार होईल पįरणामी आʉी येथे काय ʉणत आहोत ते असे आहे की सवŊ अनुवतŎ तीन बाय चार वर 
एकिũत होतात ʉणून ची मयाŊदा तीन बाय चार आहे ʉणून मयाŊदा बरोबर तीन बाय चार ʉणजे संभाʩता या काʙिनक Ůयोगात Ǜामȯेn a by n 
माǟाकडे तीन डोके होती आिण एक शेपूट वारंवार होते, आʉी अपेƗा करतो की डोके शेपटीǉा तुलनेत ितɔट होǻाची शƐता असते आिण मी 
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तुʉाला ŮȑƗात िमळणारी सापेƗ वारंवारता ʩाƥा लागू कŝन दाखवली आहे. ŮȑƗात तेच उȅर ʉणून या अɷासाचा उȞेश तुʉाला दाखिवǻाचा 
होता की ही सापेƗ वारंवारता ʩाƥा संभाʩतेची वाˑिवक ʩावहाįरक ʩाƥा आहे ʉणून जेʬा आपण सैल िवधाने करतो तेʬा आपण ʉणतो की या 
वषŎ गʬाचे सरासरी Ůित हेƃर उȋादन अिधक असेल. गतवषŎ मग ŮȑƗात मी वषाŊनुवषő िनरीƗण करत आहे आिण गेʞा काही वषाōत आʉी असे 
िनरीƗण केले आहे की या िविशʼ Ůकारǉा हवामानात िकंवा या िविशʼ Ůकारǉा पįरİ̾थतीत जेथे िसंचनाची सुिवधा चांगली असते िकंवा िबयाǻाची 
गुणवȅा चांगली असते तेʬा Ůित हेƃर सरासरी उȋादन होते. अिधक ʉणजे जाˑ ʉणजे हे सैल िवधान ŮȑƗात तुʉी अनुभव आधाįरत ʩाƥा िकंवा 
अनुभवजɊ ʩाƥा िकंवा सापेƗ वारंवारता ʩाƥा ʉणू शकता संभाʩतेबȞल आिण वाˑिवक जीवनातील पįरİ̾थतीमंȯे पाǬपुˑकातील पįरİ̾थती 
वगळता िजथे आपण नाणे फेकणे डाई फेकणे िकंवा कोरडे करणे ʉणजे गोळे कोरडे करणे इȑािद सम˟ा नेहमीǉा ʩवहारात आपण ŮȑƗात सापेƗ 
वारंवारता ʩाƥा लागू करतो जी नाही आहे. तुʉाला सांगǻासाठी आह ʉणा की तुʉी वगाŊत िकंवा परीƗेत एखादी सम˟ा कशी Ȩाल जेʬा परीƗेत 
सम˟ा िदली जाते तेʬा आʉी ŮȑƗात ȑा Ůयोगाचे वणŊन करत आहोत
ȑामुळे तुʉी अहाǉा अटी ŮȑƗात लागू कŝ शकता इȑािद . ȑावर आधाįरत सम˟ा सोडवत आहात िकंवा इतर काही सम˟ांमȯे काही मूलभूत 
संभाʩता आधीच िदʞा आहेत याचा अथŊ असा की तुʉाला ȑांची गणना करǻास सांिगतले जात नाही परंतु Ǜांǉा आधारावर तुʉाला गणना करǻास 
सांिगतले जाते ȑा आधारावर युिनयन ची संभाʩता िकंवा संभाʩता इȑािद जर तुʉाला मूलभूत संभाʩता िदली गेली b a union b union c 
असेल तर ठीक आहे आता दुसरा Ůʲ असा आहे की ही ʩाƥा Ůोबची सावŊिũक ʩाƥा ʉणून ˢीकारली जाऊ शकते का? Ɨमतेचे उȅर पुɎा नाही 
असे आहे कारण गिणती सावŊिũक ʩाƥा असायची ʉणजे ůेमवकŊ  सवŊũ उपयुƅ असायला हवे िकंवा याचा अथŊ जो काही सम˟ा येत असेल ȑा 
ůेमवकŊ मȯे सोडवता आʞा पािहजेत . ʩाƥा देखील
ȑामुळे एक िकंवा दोन तुʉी सहजपणे Ůशंसा कŝ शकता ʉणून पिहली गोʼ अशी आहे की तुमǉाकडे पुरेसा Ůायोिगक डेटा असणे आवʴक आहे 
याचा अथŊ मागील अनुभव आहे िजथून तुʉी ŮȑƗात संभाʩतेची गणना कŝ शकता जर ती उपलɩ नसेल तर संबंिधत वारंवारता ʩाƥा लागू केली 
जाऊ शकत नाही ʉणून आʉी पुरेशा Ůमाणात चाचǻा आिण ȑांचे पįरणाम असावेत ʉणून जर तुमǉासमोर अचानक एखादी सम˟ा उȥवली तर 
Ǜासाठी चाचǻा काय होȑा आिण ȑाचे पįरणाम काय होते हे जाणून घेǻाची कोणतीही पȠत तुमǉाकडे नसेल तर तुʉी ही ʩाƥा लागू कŝ 
शकणार नाही. उदाहरणाथŊ, तुʉी एका खोलीत बसला आहात जेथे खुǉाŊ मोǬा संƥेने आहेत तुʉी खुचŎवर बसता आिण Ůʲ िवचारला की Ůोबा ʉणजे 
काय? तुʉी खुचŎवर बसता तेʬा खुचŎ तुटते
ȑामुळे साहिजकच या Ůकारचा Ůʲ आपʞाला हसʞासारखा वाटू शकतो पण तो वैध Ůʲ आहे पण उȅर देता येत नाही कारण तुमǉाकडे डेटा नसतो 
याचा अथŊ पूवŎ इतके असताना िवȨाथŎ खुǉाōवर बसले की िकती खुǉाŊ तुटʞा
ȑामुळे या Ůʲाचे उȅर या िविशʼ Ůʲात देता येत नाही
ȑामुळे अनेक वेळा लोक Ůʲ िवचारतात आिण लोकांना ȑा Ůʲांवर हसʞासारखे वाटू शकते परंतु ते पूणŊपणे वैध सांİƥकीय Ůʲ आहेत कारण आʉी 
नाही. तुमचा िसȠांत लागू करǻासाठी तुमǉाकडे पुरेसा डेटा आहे
ȑामुळे तुʉी ȑा Ůʲांची उȅरे देऊ शकत नाही याचा अथŊ असा नाही की संभाʩतेचा िसȠांत अवैध आहे िकंवा तो अपूणŊ आहे िकंवा अशी कोणतीही गोʼ
नाही आहे ŮȑƗात िसȠांत योƶ आहे परंतु पुरेशी रſम असʞािशवाय तुʉी सवŊ Ůʲांची उȅरे देऊ शकत नाही. पुराʩाचा िकंवा तुʉी ʉणू शकता की
तुमǉाकडे डेटा उपलɩ आहे, हा Ůʲ देखील अनेक वेळा िवचारला जातो, उदाहरणाथŊ ओिपिनयन पोल आहेत का एİ̋झट पोल आहेत जेʬा तुʉी अह 
सावŊिũक िनवडणुका होत आहेत िकंवा इतर Ůकारǉा िनवडणुका आहेत आिण मग Ůʲ िवचारले जातात की आता िविशʼ राजकीय पƗ िजंकǻाची 
शƐता काय आहे, तुʉी कदािचत पािहले असेल की उȅरे िभɄ असतील कारण तेथे असेल. अनेक एजɌी Ǜा समान देत असतील Ǜा समान Ůʲाचे 
उȅर देत असतील परंतु ȑांची उȅरे थोडी वेगळी असू शकतात ती मतांǉा टſेवारीनुसार िभɄ असतील ती जागांǉा संƥेत िभɄ असेल एक गोʼ 
ʉणजे Ůȑेकामȯे या Ůकरणांमȯे तुमची नमुना जागा ˢतः च बदलते उदाहरणाथŊ तुʉी जागांची संƥा बघत असाल तर नमुना जागा वेगळी आहे जर 
तुʉी संƥाबळाची टſेवारी पहात असाल तर तुमची नमुना जागा वेगळी आहे
ȑामुळे Ǜा एजɌीनंी हे काम केले आहे ȑावर अवलंबून आहे. ȑावर आधाįरत सवőƗण उȅरे िभɄ असतील आिण ʉणूनच तुमǉाकडे बरीच िभɄ उȅरे 
असतील याचा अथŊ Ůोबॅबचा िसȠांत असा नाही. येथे Ɨमता लागू नाही ते लागू आहे परंतु ʩावहाįरक अनुŮयोगासाठी मोǬा संƥेने अटी पुरेसा डेटा 
आवʴक आहे आिण ते योƶįरȑा लागू केले गेले आहे की नाही ʉणून जर ते तसे केले नाही तर सम˟ा येतील
ȑामुळे आमǉाकडे पुरेशा Ůमाणात चाचǻा असणे आवʴक आहे. आिण ȑांचे पįरणाम नोदंवलेले आहेत उदाहरणाथŊ उȨोग सामाɊतः  हे उȋादन 
उȨोग ʉणून ते ही अनुभवजɊ ʩाƥा िनयिमतपणे लागू करतील उदाहरणाथŊ ते ʉणतात दोषांची संƥा िकती आहे ʉणून Ůȑेक 100 उȋादनांपैकी 
100 उȋादनाǉा युिनट्समȯे ते 10 चा नमुना घेतील ȑापैकी ते िकती ठीक आहेत िकंवा नाही हे तपासतील ʉणून समजा 10 पैकी सवŊ ठीक आहेत, 
ʉणून समजा ते एका तासाǉा कालावधीत दहा वेळा चाचणी घेतात ʉणजे एक तासाǉा कालावधीत उम पैकी ȑांनी दहा तयार केले असतील. हजार 
गोʼी आिण Ůȑेक शंभरपैकी ȑांनी दहा घेतले आहेत आिण ते चांगʞा िकंवा वाईटांची संƥा नोदंवत आहेत, ʉणून दहा हजारांपैकी समजा तुʉी शंभर 
नमुने घेतले आहेत. शंभर नमुɊांचा ʉणजे एकूण एक हजार युिनट्स तुʉी घेतले आहेत 1000 युिनटपैकी फƅ 3 खराब आहेत समजा, तर तुʉी सांगू t 
शकाल की 1003 पैकी खराब आहेत ʉणजे खराब होǻाची शƐता शूɊ तीन आहे तुʉी असे ʉणणार नाही. दहा हजार पैकी तुʉी आता फƅ हजार 
तपासले आहेत ते दहा हजारांवर सामाɊीकरण करǻासाठी तुʉी संभाʩता पॉइंट शूɊ तीन देत आहात
ȑामुळे आता मोǬा Ůमाणात उȋादनात कंपनीला मािहत आहे की अंदाजे पॉइंट शूɊ तीन टſे आयटम अशाच Ůकारे सदोष असू शकतात ते आह 
आयटमचे आयुˈ पाहत आहेत जेणेकŜन ते दुसरे गुणवȅेचे मापदंड आहे उदाहरणाथŊ ȑांना वॉरंटी कालावधी Ȩायला आवडेल तर ȑांना हे मािहत असणे 
आवʴक आहे की सरासरी आयुˈ काय आहे आिण नʫद टſे वˑंूǉा पलीकडे आयुˈ काय आहे कायŊ करणे ʉणजे काय जीवन आहे Ǜाǉा 
पलीकडे दहा टſे वˑू काम करत आहेत इȑािद उȋािदत वˑंूसाठी आह येथे वेगवेगळे टाइम पॉईंट आहेत ʉणून जर ȑांना आढळले की नʫद टſे
वˑू ȑा तीनǉा पलीकडे काम करतात वषő उदाहरणाथŊ तो एक इलेİƃŌ क फॅन असेल तर ते दोन वषाōची वॉरंटी िकंवा एक वषाŊची वॉरंटी देǻास अितशय 
सुरिƗत असतात कारण तेʬा ȑांना कळेल की जवळजवळ सवŊ पंखे एका वषाŊत एक तासाǉा पुढे काम करत असतील कारण सरासरी आयुˈ तीन वषő 
असते
ȑामुळे बŠतेक गोʼी ŮȑƗात ȑापलीकडे काम करत असतील
ȑामुळे ȑा िविशʼ उȋादनासाठी एक वषाŊचा वॉरंटी कालावधी देǻासाठी ते अितशय सुरिƗत असतात
ȑामुळे संभाʩतेǉा अनुभवजɊ ʩाƥेचे हे सवŊ वाˑिवक अनुŮयोग आहेत जेʬा एखादी कंपनी िवमा कंपनी ʉणते तेʬा तीच गोʼ लागू केली जाते 
एखादे उȋादन लाँच करत आहे ʉणून ते ʉणतील की ही िविशʼ पॉिलसी सेवा वगाŊसाठी आहे याचा अथŊ असा आहे की जे लोक सेवा वगाŊत आहेत आिण 
नंतर ते ʉणतील की पįरपƓता रſम 60 वषाōǉा वयात िदली जाईल असे काहीतरी ते देतील. िवधान आता काही Ůीिमयम िनिʮत केले आहे जेणेकŝन 
Ůीिमयमची गणना ȑा िविशʼ वगाŊǉा लोकांǉा अपेिƗत आयुमाŊनाǉा आधारावर केली जाते कारण जर ȑांना असे आढळले की 95 टſे लोक ʉणतात 
ते वयाǉा ६० ǉा पुढे िजवंत राहतील याचा अथŊ ȑांना मृȑूǉा वेळी लाभ देǻाची गरज नाही, अपघाती मृȑू इ . फƅ ȑामुळेच िवमा कंपɊा बाजारात 
िटकून राहतील जर ȑांनी अवाˑव छोटा Ůीिमयम ठेवला आिण ȑांनी भरपूर मॅǉुįरटी फायदे देǻाचा Ůयȉ केला तर कंपɊा तोǨात जातील कारण 
नंतर जर जाˑ लोक फायȨांचा दावा करत असतील पॉिलसीची मॅǉुįरटी नंतर ते नुकसानीत होतील
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ȑामुळे ही सापेƗ वारंवारता ʩाƥा लागू करǻासाठी Ůथम गोʼ ʉणजे आपʞाकडे पुरेसा डेटा असणे आवʴक आहे आिण चाचǻा पूणŊ केʞा 
जाʩात आिण नंतर ȑांचे पįरणाम रेकॉडŊ केले जावे आिण दुसरे गोʼ अशी आहे की ते िवʷासाहŊ पȠतीने केले पािहजे याचा अथŊ असा की आपʞाकडे 
असे काहीतरी नसावे जे िवʷसनीय नाही ʉणजे डेटा रेकॉडŊ केला जातो आिण तो खोटा अहवाल िदला जातो ते योƶįरȑा गोळा केले जात नाही याचा r 
अथŊ जेʬा Ůयोग पािहʞा जात आहेत तेʬा डेटा योƶįरȑा रेकॉडŊ केला जात नाही तर तुमचा पįरणाम देखील चुकीचा असेल Ǜाचे ŵेय बŠतेक ah, 
ओके असे िदले गेले आहे असे ʉणा की ओह संभाʩता िसȠांत योƶįरȑा लागू केला गेला नाही िकंवा संभाʩता िसȠांत योƶįरȑा लागू केला गेला नाही.
या सम˟ांवर उपाय देत नाही ही गोʼ ही नाही की लोक ते योƶįरȑा लागू करत नाहीत दुसरी गोʼ ʉणजे काही Ůयोग िनसगाŊत िवनाशकारी असतात
ȑामुळे अशावेळी मालमȅेचे नुकसान होते उदाहरणाथŊ तुʉी कसे िवचार करत आहात. ५० İːƛǉा मॅच बॉƛमȯे अनेक मॅच İːƛ ठीक आहेत
ȑामुळे जर ŮȑƗ Ůयोग केला गेला तर Ůȑेक 50 पैकी तुʉी सवŊ 50 पेटवǻाचा Ůयȉ कराल जर तुʉी सवŊ 50 पेटवʞा तर संपूणŊ बॉƛ नʼ होतील
ȑामुळे असे Ůयोग आहेत जे ŮȑƗात िवनाशकारी आहेत . दुसरी गोʼ अशी आहे की असे Ůयोग असू शकतात जे खूप महाग आहेत उदाहरणाथŊ 
उपŤहांचे ŮƗेपण ठीक आहे
ȑामुळे तुʉी ŮƗेपण चालू ठेवू शकत नाही आिण यशाची संभाʩता कशी आहे हे पाš शकत नाही तुʉी मागील डेटा रेकॉडŊ करता ȑा वेळेनुसार हे 
ŮȑƗात केले जाते आिण ȑा आधारावर तुʉी संभाʩता मोजता आिण काही काउंटर इंǨुिटʬ देखील असू शकते उदाहरणाथŊ, जर मी समजा की एक n
ǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीचा असेल तर ठीक आहे ʉणजे Ůȑेक चाचǻांपैकी चा वगŊमूळ 1 वेळा घटना ला अनुकूल आहे, ʉणून जर मी n n ah e n
ने चा िवचार केला तर ते Ȫारे मूळ आहे आिण मी आता शूɊावर जाणारी मयाŊदा घेतली तर आपʞाला ˢाभािवकपणे समजते की जर संभाʩता 0 n n 
आहे याचा अथŊ असा की संभाʩता घटना घडत नाही ती अशƐ आहे पण ŮȑƗात घटना अशƐ नाही फƅ गोʼ अशी आहे की जे घडत आहे ते ʉणजे

ǉा तुलनेत चाचǻांची संƥा खूपच कमी आहे िजथे घटना पाळली जाते ते पाšया. या 4 चाचǻांपैकी 2 वेळा तुʉाला यश िमळते जर तुमǉाकडे 9 n 
असेल तर तुमǉाकडे तीन वेळा असेल तर तुमǉाकडे सोळा असेल तर तुमǉाकडे चार वेळा असेल
ȑामुळे घटना ŮȑƗात घडत आहे परंतु घटना दुिमŊळ आिण दुिमŊळ होत चालली आहे कारण चाचǻांची संƥा वाढत आहे. संभाʩता शूɊाचा अथŊ e 
अशƐ नाही याचा अथŊ घटना दुिमŊळ घटना आहे ʉणून ही थोडीशी िवरोधाभासी आहे जर तुʉी अितशय कठोर गिणतीय शɨात बोलत असाल तर 
आʉी ʉणतो की घटना अशƐ आहे तर आʉी संभाʩता शूɊ वाटप करतो परंतु येथे आपʞाकडे संभाʩता शूɊ घटना असू शकते अशƐ नाही 
ʉणून येथे याचा अथŊ दुिमŊळ घटनेची संभाʩता 0 आहे ठीक आहे पण याचा अथŊ असा नाही की घटना घडत नाही अह याǉा उलट देखील सȑ आहे 
आपण ʉणू शकतो की बरोबर वजा ची पॉवर एक आहे तीन ठीक आहे तर इथे एक बाय बरोबर वजा ची पॉवर एक ने तीन भािगले n n n n n n n
ʉणजे एक वजा एक ची पॉवर दोन बाय तीन जी एकात बदलते ʉणून आपण येथे पुɎा पाš शकता की घटना िनिʮत नाही जरी काहीवेळा घटना घडतn 
नाही ʉणून पण पुɎा याचा अथŊ असा आहे की जेʬा ती घडत नाही ȑा वेळा दुिमŊळ असतात याचा अथŊ असा की आपण जवळजवळ िनिʮतपणे असे 
ʉणू शकता की घटना घडते ती जवळजवळ िनिʮततेने नाही ʉणून आपण संभाʩता ʉणू शकता. घटना Ǜा मा कधी कधी घडत नाही हे देखील एकy 
आहे ʉणून हे पुɎा थोडेसे Ůित-अंतǒाŊनी आहे परंतु तरीही ते संभाʩतेची ʩाƥा थोडी अिधक वाढवत आहे आता मी तुʉाला संभाʩतेǉा दोन ʩाƥा 
िदʞा आहेत Ǜा खूप पूवŎ िवकिसत केʞा गेʞा होȑा आिण मग काय झाले जेʬा आʉी जेʬा इतर गिणतǒांना हे समजले की ʩाƥांमȯे सम˟ा 
आहेत ʉणजे सैȠांितक चौकटीत या ʩाƥा सावŊिũक नाहीत तेʬा ȑांना वाटले की बŠधा हा िवषय पायामȯे फारसा भſम नाही , ȑाच वेळी डेİʬड 
िहलपटŊने गिणतात आणले. संपूणŊ गिणताचे औपचाįरकीकरण करǻासाठी एक चौकट तयार केली आिण
ȑामुळे संभाʩतेची ʩाƥा देखील औपचाįरक करणे आवʴक होते, ʉणून 1933 मȯे रिशयन गिणतǒ कलमोगोरोʬमȯे संभाʩतेसाठी एक 
एƛोमॅिटक पाया Ůदान करǻात यशˢी झाले , ʉणून मी ही ʩाƥा येथे ˢयंिसȠ ʩाƥा देतो. हे फƅ एक ůेमवकŊ  आहे की संभाʩता ची गणनाb 
कशी करायची ते तुʉाला सांगत नाही जर संभाʩता असेल तर ȑा संभाʩतेची वैधता आिण संभाʩतेǉा मोजणीसाठी काही िनयम देखील िदले ut 
जाऊ शकतात, ʉणून समजा आपण हा नमुना जागा मानू आिण घटना ŮȑƗात याचे उपसंच आहेत ʉणून आपण िवचार कŝया. एक वगŊ ʉणजे s s 

ǉा उपसंचांचा संच आहे, चला ȑाला काही नाव देऊ या, मी वापरणार आहे. मी इʬŐट्सǉा संचाचा िवचार करत आहे ʉणून मी थोडी ok ah ci 
वेगळी नोटेशन देत आहे ʉणून मी ही İˌɐ नोटेशन İˌɐ वापरत आहे कधी कधी ती İˌɐ इȑािद ʉणून िलिहली जातेc b 
ȑामुळे तुʉी वापŝ शकता अशी कोणतीही नोटेशन मला येथे ठेवू Ȩा आता या वगाŊला खालील दोन गोʼीचें समाधान कŝ Ȩा अटी एक जर ǉाc e c 
मालकीचे असेल तर ǉा मालकीचे आहे याचा अथŊ असा होतो की याचा अथŊ असा होतो की मी हे नोटेशन वापŝ शकतो मी हे e complement c 
नोटेशन वापŝ शकतो मी हे नोटेशन वापŝ शकतो ʉणून हे सवŊ समान आहेत ʉणजे वगŊ संच आहेत
ȑामुळे हे िलिहǻाचे िविवध मागŊ आहेत याचा अथŊ असा की जर ही घटना िवचारात ƽायची असेल तर ȑाची पूरकता देखील एक वैध घटना आहे दुसरेe 
ʉणजे जर मी ʉणǻाचा िवचार करत आहे आिण या सवŊ वैध घटना आहेत तर याचा अथŊ असा होतो की ची युिनयन ही देखील एक वैध e1 e2 ei 
घटना आहे आता तुʉाला आʮयŊ वाटेल की मी असा िवचार का करत आहे याचे कारण हे आहे की मी आधी चचाŊ केली होती जेʬा मी सेट इʬŐट्स सेट 
बȞल बोलतो तेʬा मला ȑांǉा युिनयन इंटरसेƕन कॉİ̱ɘमŐटेशन फरकांबȞल बोलता आले पािहजे कारण ते आहेत सवŊ िविवध Ůकारǉा घटना 
दशŊिवतात ʉणून मग जेʬा मी संभाʩतेची रचना पįरभािषत करत आहे तेʬा या सवŊ वैध असाʩात ʉणून मी नमूद केʞाŮमाणे ही ʩाƥा संभाʩतेǉा
िसȠांताला औपचाįरक करǻासाठी आहे ʉणून ती अशा संचाचा वगŊ मानली जाते जसे की जेʬा एखादी घटना घडते. िवचार केला तर अशा सवŊ गोʼी 
सम असायला हʩात ʉणजे युिनयन इंटरसेƕɌ कॉİ̱ɘमŐटेशɌ फरक जे इʬŐट असतील
ȑामुळे ही रचना खरं तर गिणतात हे समाधानकारक आहे. याला िसƵा फीʒ ʉणतात पण तुमǉा ˑरावर मला िसƵा फीʒǉा ȑा औपचाįरक 
ʩाƥेबȞल बोलǻाची गरज नाही परंतु या मूलभूत अटी आहेत Ǜा येथे पूणŊ केʞा आहेत ʉणून आता आपण िवचार कŝया एक नमुना जागा आहे s 
आिण नंतर एक वगŊ आहे याǉा उपसंचांची नंतर संभाʩता ही फंƕन ʉणून पįरभािषत केली जाते ʉणून आपण ȑाला नोटेशन ʉणतो नेहमी 
नकाराȏक नसलेला असतो दुसरा ʉणजे पूणŊ नमुना जागेची संभाʩता एक बरोबर असते आिण ितसरा ˢयंिसȠ असा आहे की ई एक ई दोन आिण 
असेच जोडीने िवयोग होऊ Ȩा, मी तुʉाला आधी पįरभािषत केले आहे की जोडीनुसार िवघटनचा अथŊ काय आहे याचा अथŊ जर मी ȑापैकी कोणतेही दोन 
घेतले तर ते िवघटन झाले तर युिनयनची संभाʩता ची संभाʩता एक ते अनंताǉा बरोबरीची आहे जी ǉा िसƵा संभाʩतेǉा बरोबरीची ei i ei 
आहे याचा अथŊ जर घटना िवघिटत असतील तर ȑांǉापैकी िकमान एक होǻाची संभाʩता नाही िहंग पण संभाʩतेची बेरीज ही नोटेशɌ तुʉाला 
फारशी पįरिचत नसतील तर मला ते असे िलš Ȩा ŮȑƗात याचा अथŊ असा असेल की समजा मी दोन िवचार करत आहे तर एक युिनयन ची संभाʩता b 

ǉा अिधक संभाʩतेची संभाʩता होईल. जर मी युिनयन युिनयन ǉा संभाʩतेचा िवचार करत असेल तर ती ǉा अिधक संभाʩतेची b b c b 
शƐता ǉा अिधक संभाʩतेची होईल ʉणून येथे इȑादी ते घटना आहेत ठीक आहे आता तुʉाला वाटेल कीc b abc disjoint disjoint 
ही ʩाƥा का िदली गेली ʉणून पिहली गोʼ ʉणजे ते नॉन -नगेिटʬ आहे सेकंद ʉणजे पूणŊ जागेची संभाʩता एक असेल याचा अथŊ जेʬा तुʉी एखाȨा 
घटनेची संभाʩता मोजत असाल तेʬा ते शूɊ आिण एक मधील Ůमाण असेल आिण ितसरे ʉणजे संभाʩता हे एक अॅिडटीʬ फंƕन आहे ʉणजे जर 
मी मी िवचार करत आहे काही घटना नंतर दुसरी घटना नंतर दुसरी घटना जर मला वैयİƅक संभाʩता मािहत असेल आिण मला मािहत असेल की ते 
िवभƅ आहेत तर युिनयनची संभाʩता काही संभाʩता असेल इथून तर याला ŮȑƗात संभाʩतेची ˢयंिसȠ ʩाƥा ʉणतात, या कालमोगोरोʬ ow 
गोʼीला संभाʩतेची एƛोमॅिटक ʩाƥा ʉणतात आता याǉा आधारे संभाʩतेचे इतर अनेक िनयम सहजपणे ̾थािपत केले जाऊ शकतात ʉणून 
उदाहरणाथŊ आपण ˢयंिसȠ पįरणाम ̾थािपत कŝ शकतो. अशƐŮाय घटनेची ʩाƥा संभाʩता नेहमी शूɊ असते
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ȑामुळे ˢयंिसȠ तीन मȯे ही एक िसȠ करणे खूप सोपे आहे, चला घटना एक आिण असे मानू या आिण असेच ǉा बरोबरीचेe s e 2 e 3 phi 
आहे तर मला येथे िवधान काय आहे? ǉा या युिनयनमȯे डाʩा हाताची बाजू चा युिनयन आहे पिहला संच आहे आिण इतर संच ei ei s phi 
आहेत नंतर युिनयन ˢतः च होईल उजवी बाजू ची संभाʩता आहे जी अिधक संभाʩता आहे दोनची संभाʩता ची संभाʩता अिधक s e s e phi 

ची संभाʩता ʉणजे ची संभाʩता आहे आिण असेच पुढे तुʉी हे िवधान काळजीपूवŊक पहा जे मी िलिहले आहे ते एक आहे ʉणून मी e 3 phi ps 
िलिहत आहे एक ʉणजे एक अिधक अिधक आिण असेच आता कधी हे दोɎी बाजंूनी रȞ होणे शƐ आहे का, तर तुʉी काय ʉणत p phi p phi 
आहात जर मी पाच पाच पाच चा बेरीज करत आहे आिण असे शूɊ आहे ʉणजे पाच शूɊ असणे आवʴक आहे तर दुसरा पįरणाम असा p p p p 
आहे की मी िवचार करत असʞास हा चा उपसंच आहे असे ʉणा मग ते कसे समजा मी िशरा आकृती वापरतो तर हा माझा संच आहे आिण हीe f e 
एक घटना आहे मग हा भाग काय आहे हा भाग उणे होतो माफ करा मी चुकीचे िलिहले आहे हे आहे ʉणून येथे आहे ŮȑƗात तो आहे f e f ah f 

चा उपसंच आहेe 
ȑामुळे हा आहे तो बा˨ संच आहे आिण हा आत आहेe f 
ȑामुळे मी येथे हा संच उणे ʉणून िलš शकतोe f union e f 
ȑामुळे हा उणे पूणŊ आहे सेट हे दोन िवघटन संचाचे एकũीकरण ʉणून िलिहले आहेe f union e f e 
ȑामुळे ची संभाʩता ची संभाʩता अिधक उणे ची संभाʩता बनेल कारण आिण उणे हे िवघटन आहेतe f e f f e f 
ȑामुळे आता Ůȑेक संचासाठी आʉी िलिहले आहे की संभाʩता ही नकाराȏक संभाʩता नसलेली आहे. चे शूɊापेƗा मोठे िकंवा समान आहे ʉणून e 
जर आपण हे वापरले तर ही संǒा गैर-ऋणाȏक आहे ʉणजे संभाʩता चे Ůमाण नेहमी ǉा संभाʩतेपेƗा कमी िकंवा समान असते ʉणून f e 
सवŊŮथम आपʞाला अनेक िवधाने िमळू शकतात येथून आपण ची संभाʩता िलš शकतो ची संभाʩता उणे ǉा संभाʩतेǉा बरोबरी आहेe f e f 
ȑामुळे हे िवधान आपʞाला िमळत आहे की हा चा उपसंच असेल तर वजा ची संभाʩता ची संभाʩता वजा संभाʩता ʉणून f e e f f e 
िलिहली जाऊ शकते आिण हे शूɊापेƗा मोठे िकंवा समान आहे याचा अथŊ ची संभाʩता नेहमी ǉा संभाʩतेपेƗा मोठी िकंवा समान असते. हे एक e f 
महȇाचे िवधान आहे जे आपण केले आहे जर हा चा उपसंच असेल तर ȑाचा अथŊ काय आहे याचा अथŊ इʬŐट पेƗा घटना घडǻाची अिधक f e f 
शƐता आहे आिण नंतर ची संभाʩता ǉा संभाʩतेपेƗा मोठी िकंवा समान असेलe f 
ȑामुळे हे मुलभूत समाधानकारक आहे तुʉी ʉणू शकता की संभाʩतेची मोनोटोिनिसटी गुणधमŊ ʉणजे जर एखाȨा घटनेची अिधक शƐता असेल तर 
ȑाचे अिधक अनुकूल पįरणाम असतील तर ȑामȯे घडǻाची उǄ संभाʩता असली पािहजे जी संभाʩता एक मोनोटोन फंƕन संभाʩता आहे एक 
मोनोटोन फंƕन आहे आʉी आणखी एक उपयुƅ गुणधमŊ देखील िसȠ कŝ शकतो जर मी ई युिनयन ई कॉİ̱ɘमŐट ʉणǻाचा िवचार केला तर ते पूणŊ 
जागेǉा बरोबरीचे आहे ʉणून जर मी अजŊ केला तर ते ǉा बरोबरीचे आहे ʉणजे ची संभाʩता आहे ची नेहमी एक वजा ps e compliment e 
संभाʩता ʉणजे पूरक घटनेची संभाʩता ही मूळ घटनेǉा संभाʩतेपेƗा एक वजा आहे जी येथे आपण हे आता वापŝन िसȠ करǻास सƗम आहोत 
अहो हे काही Ůाथिमक िनयम आहेत जे लगेच पाळतात
ȑामुळे आपण काय कŝ शकतो संभाʩता िसȠ करणे हे एक सेट फंƕन आहे Ǜाचा अथŊ ते पįरभािषत करत असलेʞा Ůȑेक इʬŐटसाठी शूɊ आिण
एक दरʄान संƥा वाटप करत आहे हे मोनोटोिनक फंƕन आहे पूणŊ सॅɼल ˙ेसची संभाʩता ही खाũी आहे की घटना ʉणजे अशƐ घटनेची 
संभाʩता जी आहे शूɊ आहेphi 
ȑामुळे इतर सवŊ संभाʩता या दोन टोकांǉा दरʄान आहेत संभाʩता ही जोड आहे याचा अथŊ जर माǟाकडे िवसंगत घटना असतील आिण युिनयनची 
संभाʩता काही संभाʩ संभाʩतेǉा बरोबरीची असेल तर मोनोटोन ʉणजे जर एखादी घटना घडǻाची शƐता जाˑ असेल तर ȑाची संभाʩता जाˑ 
असेल हे असे काही आहेत जे तुʉी मूलभूत ůेमवकŊ  ʉणू शकता Ǜा अंतगŊत ही एƛोमॅिटक ʩाƥा िदली गेली होती आिण ȑावर आधाįरत काही इतर 
िनयम असतील जे ʩुȋɄ केले जाऊ शकतात
ȑामुळे पुढील ʩाƥान मी हे सवŊ िनयम देईन आिण नंतर आपण हे िविवध ʩावहाįरक सम˟ा सोडवǻासाठी कसे लागू कŝ शकतो ते पाš . धɊवाद 
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