
ʉणून आज मी या̊İǅक ʬेįरएबʤची संकʙना मांडणार आहे, तर आपण आȅापयōत काय केले आहे ते पुɎा सांगू या, आपण िवचार केला आहे की 
एक या̊İǅक Ůयोग आहे सवŊ संभाʩ पįरणामांǉा संचाला सॅɼल ˙ेस असे ʉणतात नंतर सॅɼल ˙ेसचा कोणताही उपसंच घटना ʉणजे घटनांǉा 
संभाʩतेची गणना करǻाǉा िविवध पȠतीचंा आʉी अɷास केला आहे आʉी ȑा असमिमत ůेमवकŊ मȯे एक एƛोमॅिटक ůेमवकŊ  िदले आहे आʉी 
घटनांǉा िविवध संयोजनांǉा संभाʩतेची गणना कŝ शकतो उदाहरणाथŊ घटनांǉा एकũीकरणासाठी एक सूũ आहे सशतŊ संभाʩतेची संभाʩता काय 
आहे आʉी बायेस Ůमेय इȑादी पįरभािषत केले आहे आʉी ˢतंũ घटनांǉा संकʙनेचा अɷास केला आहे आता असे काय होते की ब̴ याच वेळा 
आʉाला घटनेǉा संपूणŊ वणŊनात रस नसतो उलट आʉाला ȑाशी संबंिधत काही संƥाȏक वैिश̽Ǩांमȯे रस असतो, चला एक जुळणी ʉणूया. 
उदाहरणाथŊ हा बॅडिमंटन सामना आहे आता बॅडिमंटन सामɊात आपण िनकाल पाš शकतो
ȑामुळे तो काही ˋोअरǉा ˢŝपात आहे उदाहरणाथŊ 21 19 ʉणजे एका गेममधील िवजेȑा खेळाडूने 21 गुण िमळवले आिण पराभूत झालेʞा 
खेळाडूने 19 गुण िमळवले जर आपण टेिनसǉा खेळाचा िवचार केला तर आपण गुण पाš शकतो
ȑामुळे सेट आहेत आिण सेटचे ˋोअर 6 4 6 सारखे िदले आहेत. 4 6 3 Ůकारची गोʼ r75
ȑामुळे ŮȑƗात सामɊाǉा पूणŊ कालावधीला अनेक पैलू असू शकतात ʉणजे िकती एसी सʬŊ केले गेले िकती डबल फॉʐ होते पण शेवटी आपण 
ˋोअर पाहतो ȑाचŮमाणे जर तुʉी िŢकेट सामना पािहला तर आʉी ठरािवक खेळाडंूनी काढलेले ˋोअर िकंवा ठरािवक खेळाडंूनी घेतलेʞा िवकेट्स 
बघू शकतो ʉणजे िविवध इʬŐट्सशी आʉी संƥा जोडत आहोत अहो याचा तुʉी इतर मागाōनीही िवचार कŝ शकता, उदाहरणाथŊ, Ŝƫाला जाताना 
काही वाˑिवक जीवनातील पįरİ̾थती पाš. डॉƃर आता ȑाला काही औषधे िमळतील, ȑानंतर औषध घेतʞावर ȑाचा पįरणाम पाहावा लागेल की तो 
बरा होतोय की तो बरा होत नाही आहे, ȑाचŮमाणे डॉƃरांǉा ̊िʼकोनातून आपण पाš शकतो की तो Ŝƫांवर उपचार करत आहे, उदाहरणाथŊ मी तोn 
एका िदवसात 20 Ŝƫांवर उपचार करतो आता ȑा 20 Ŝƫांपैकी िकती जणांना ŮȑƗात फायदा झाला असे ʉणू शकतो की कदािचत 18 जणांना 
फायदा झाला दोघांना फायदा झाला नाही, ʉणून जर आपण या Ůकाराकडे पािहले तर आपण ŮȑƗात घटनांशी संबंिधत काही संƥा पाहत आहोत. 
या̊İǅक ʬेįरएबʤǉा संकʙनेȪारे वणŊन केले जाऊ शकते , आपण सवाŊत सोɗा उदाहरणाकडे पाš या, समजा आपण बाˋेटबॉल खेळाचा िवचार 
केला आिण आपण पाहतो की एखाȨा खेळाडूने िकती यशˢी बाˋेट िहट्स केʞा आहेत आिण अशा पįरİ̾थतीत हा संƥाȏक मूʞ असलेला x 
ʬेįरएबल आहे . सामना खेळत असʞाने आिण तो िकती यशˢीपणे फटके मारेल ही ˢतः  एक या̊İǅक घटना आहे ʉणून ही एक रँडम ʬेįरएबल 
बनते कारण बाˋेट मारǻात यश या̊İǅक आहे आपण याला या̊İǅक ʬेįरएबल ʉणतो ʉणून आपण नाणेफेक मानू असे ʉणूया . तीन नाǻांचे 
ठीक आहे आता पįरणाम असा आहे की नमुना जागा सवŊ तीन डोके दोन डोके आिण एक शेपटी ʉणून िलिहली जाऊ शकते जी आिण hht hth th 
ǉा ˢŝपात असू शकते िकंवा तुमǉाकडे दोन शेपटी असू शकतात िकंवा तुʉी ितɎी एʤ असू शकतात परंतु आʉाला वाˑिवक पįरणामात रस नाही
उलट आʉाला िकती डोके िकंवा िकती शेपटी पाळʞा जातात यात रस आहे ʉणून मी या Ůयोगातून पįरभािषत करतो शेपटीचंी संƥा दशŊवू Ȩा नंतरx 

ची मूʞे घेऊ शकतो 1 2 िकंवा 3. खरं तर आता तुʉी पाš शकता की मला सॅɼल ˙ेसǉा Ůȑेक घटकाशी संबंिधत मूʞ ठेवायचे आहे, x 0 
उदाहरणाथŊ मी ʉणू शकतो की चा आहे कारण येथे शेपूट नाही ची आहे कारण तेथे आहे इथे एक शेपूट ȑाचŮमाणे मी चा hh x 0 x x 1 ht h 

पािहला तर हे 1 आहे जर मी चा लावला तर हे 1 आहे मग मी चा लावला तर दोन शेपटी आहेत चा ʉणजे 2 x t hh x htt x tht x x tth 
चा 2 ǉा बरोबरीचा आहे आिण चा ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून आपण नमुना ˙ेसǉा Ůȑेक घटकाशी काय केले आहे आʉी एक वाˑिवक tt x 3 
संƥा जोडली आहे ʉणून ही असाइनमŐट फंƕन वापŝन आपण हे फंƕन वापरत आहोत येथे या ʉणतात. रँडम ʬेįरएबल अशा Ůकारे x x x 
सॅɼल ˙ेसǉा Ůȑेक घटकाला एक वाˑिवक संƥा िनयुƅ करतो ʉणून ला या̊İǅक ʬेįरएबल ʉणतात ʉणून मी एक देतो रँडम ʬेįरएबलची x 
औपचाįरक ʩाƥा या̊İǅक ʬेįरएबल हे नमुना ˙ेसवर पįरभािषत केलेले वाˑिवक मूʞवान फंƕन आहे जे तुʉी गिणतात वापरता ȑा a x 
लोकिŮय शɨावलीचे अनुसरण कŝया, तुʉी फंƕन कसे िलš शकता जसे की ते Ůकारचे फंƕन आहे. याचा अथŊ असा की येथे हा f a b x s 
पासून वाˑिवक संƥांǉा संचापयōत एक नमुना जागा आहे आिण हा सवŊ वाˑिवक संƥांचा संच आहे ʉणून हे ŮȑƗात एक फंƕन s r x ah 
आहे परंतु संभाʩ पįरभाषेत याला रँडम ʬेįरएबल ʉणायचे आहे ठीक आहे ʉणून नाव देखील ˙ʼ केले जाऊ शकते की ते एक ʬेįरएबल आहे ah 
कारण िभɄ पįरणामांवर अवलंबून ते िभɄ मूʞे घेते आिण ते पįरणाम या̊İǅक Ůयोगातून येतात ʉणून याला या̊İǅक चल ʉणतात गिणतीय̊̽Ǩा हे 
एक कायŊ आहे Ǜाचा अथŊ Ůȑेक ओमेगा ओमेगाशी संबंिधत आहे ही एक वाˑिवक संƥा आहे ʉणून या̊İǅक चलांची उदाहरणे असू शकतात sx 
उदाहरणाथŊ मी Ůौढ पुŜषाची उंची पािहली तर ही काही संƥा असेल ʉणून अȑंत Ůकरण घेऊन कोणीतरी चार फूट ʉणू शकेल जेणेकŝन मी उȅर 
ʉणा की सुमारे 120 सŐटीमीटर आिण कोणीतरी आठ मीटर ʉटʞाŮमाणे उǄ असू शकते उह केस उह आठ फूट ʉणजे कदािचत आह 240 सŐटीमीटर
Ůकारची गोʼ आहे ʉणून आपʞाकडे 120 ते 240 सŐटीमीटर समजा मधील मूʞांचा संच घेऊ शकतो. मी एखाȨा ʩƅीचे वय मानतोx 
ȑामुळे एखाȨा ʩƅीचे वय 0 ते कोणȑाही असू शकते ʉणून समजा मी संƥेचा िवचार करत आहे तर कदािचत सवाŊत वयˋर ʩƅीचे वय जाˑीत 
जाˑ 120 वषő असू शकते ʉणून तुʉी 0 ते 125 वषő Ůयȉ कŝ शकता. लƙ दाबा याची संभाʩ मूʞे कोणती आहेत ते एक मूʞ घेऊ शकतात तुʉी 
एकात माŝ शकता तुʉी दोन मȯे माŝ शकत नाही आिण असेच पुढे तुʉी पाš शकता नंतर मी एक उदाहरण िदले आहे जेथे या̊İǅक ʬेįरएबल 0 1 

मूʞे घेत आहे. मी येथे एक उदाहरण िदले आहे िजथे घेतलेली मूʞे मȯांतरात आहेत याचा अथŊ असा आहे की मूʞांची संƥा अगिणतपणे 2 r 3 
असीम संƥा आहे येथे तुʉी Ůयȉांची संƥा पाš शकता 1 2 3 आिण याŮमाणे ती असंƥ मूʞांची संƥा आहे
ȑामुळे या वणŊनावर आधाįरत एक या̊İǅक चल एकतर चालू ʉणून वणŊन केले जाऊ शकते जी मयाŊिदत िकंवा मोजǻाजोगी असीम संƥेची मूʞे e 
घेते ʉणजे तुʉी 1 2 3 िलš शकता आिण पयōत िलš शकता आिण अशाच Ůकारे अनंत अनेक ʉणजे तुʉी मोजǻायोƶ असीम मूʞे nr 1 2 3 
ʉणू शकता िकंवा तुʉी उंची वय ʉटʞास वेट लाइफ टाईम इ. मग ही सवŊ सतत या̊İǅक चलांची उदाहरणे आहेत कारण या̊İǅक ʬेįरएबल तुमǉा
इयȅा 11 आिण 12 ǉा मȯांतरात मूʞे घेते, तुमǉा अɷासŢमात असलेʞा िडİˌट रँडम ʬेįरएबʤमȯे मी तपशीलवार वणŊन करेन. ʬेįरएबल 
ितची अपेƗा िकंवा मीन इ. कसे शोधायचे ʉणून जर एखाȨा या̊İǅक ʬेįरएबलला मयाŊिदत मूʞे मोजता येतील अशी असीम संƥा असेल तर ȑाला 
िडİˌट रँडम ʬेįरएबल ʉणतात जर या̊İǅक ʬेįरएबलचे मूʞ एका मȯांतरापेƗा जाˑ असेल तर ȑाला एक सतत या̊İǅक चल ʉणतात. 
संभाʩता िवतरण ǉा Ůितिनिधȕावर आधाįरत सूƘ भेद आहेत परंतु या ट̪ɗावर आपण या ʩाƥा ˢतंũ आिण सतत रँडोची ʩाƥा ʉणून घेऊ.ah 

ʬेįरएबʤ जेʬा तुʉी Ůगत वगाŊत जाल तेʬा तुʉी या̊İǅक ʬेįरएबलǉा अिधक कठोर ʩाƥा िशकू शकाल उदाहरणाथŊ ते मोजता येǻाजोगे m 
कायŊ आहे, परंतु इयȅा अकरावी आिण बारावीǉा ˑरावर आʉी ȑा खोलीत अɷास करत नाही ʉणून तुʉी तुमǉा अɷासŢमातील एका वेगʨा 
या̊İǅक चलासाठी संभाʩता िवतरण शोधǻाची पȠत समजून ƽा,
ȑामुळे आʉी ȑावर थोडा वेळ घालवू,
ȑामुळे आʉी असे ʉणू शकतो की एका ˢतंũ या̊İǅक चलासाठी सवŊ संभाʩ मूʞांǉा संचाचे वणŊन केले जाऊ शकते . ʉणून मी काही नोटेशन x 
वापरणार आहे ʉणे समान आहे ʉणायचे आहे आिण ȑाचŮमाणे आहेत आिण असेच एकतर तुमǉाकडे घटकांची e x 1 x 2 xn x 1 x 2 
संƥा मयाŊिदत आहे घटक ʉणा िकंवा तुमǉाकडे घटकांची संƥा असीम आहे पण ते मोजले जाऊ शकतातn 
ȑामुळे मूळ या̊İǅक Ůयोगात आता मोजǻायोƶपणे अनंत संƥा आहे Ůयोगाǉा वणŊनावर आधाįरत िविवध घटना िकंवा िविवध पįरणाम आता uh 
िविशʼ संभाʩता वाटप केले जातात जेʬा ȑा घटनांचे मूʞांमȯे ŝपांतर केले जाते
ȑामुळे Ůȑेक ई या̊İǅक ʬेįरएबलचा वापर कŝन लेमŐटचे मूʞामȯे ŝपांतर केले जाते , ȑानंतर संबंिधत संभाʩता ȑा मूʞांशी संबंिधत असू 
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शकतात Ǜामुळे वेगʨा संभाʩता िवतरणास जɉ िदला जातो, ʉणून मी याबȞल बोलूया वेगʨा या̊İǅक ʬेįरएबलचे संभाʩता िवतरण हे Ůȑेक 
मूʞासाठी संभाʩतेचे असाइनमŐट आहे या̊İǅक ʬेįरएबल ला लागू शकते ʉणून मी हे पũक येथे ठेवते की काय शƐता आहेत याचा िवचार x 
करǻासाठी मी या̊İǅक ʬेįरएबल ची मूʞे घेतात तर मी ची संभाʩता वाटप केली तर आपण संभाʩता समान िलš x x1 x2 xn x1 p x 
शकतो . ची संभाʩता बरोबर आहे असे ʉणǻासाठी ची एक संभाʩता दोन दोन ǉा बरोबरीची आहे आिण ȑाचŮमाणे ची x p x x p x 
संभाʩता ǉा बरोबर ǉा बरोबरीची आहे आता आपण पाš शकता की या̊İǅक नमुɊाǉा सवŊ शƐता वाटप केʞा आहेत. मूʞे xn pn x 1 x 

आता मूळ नमुना जागेत जेʬा संभाʩतेचे वाटप होते तेʬा काही अटी होȑा Ǜा पूणŊ झाʞा होȑा उदाहरणाथŊ सवŊ संभाʩतेची बेरीज 1 आहे. 2 xn 
आता ȑा Ůो मȯे ŝपांतįरत केली गेली आहेत ʉणून ची बेरीज 1 ची असणे आवʴक आहे तसेच या सवŊ babilities p 1 p 2 pn p i 
संभाʩता आहेत ʉणून सवŊ संभाʩता नकाराȏक नसʞा पािहजेत आता ˢतंũ या̊İǅक ʬेįरएबलमȯे आपण नेमƐा कोणȑा मूʞांबȞल बोलू. 
असाइन केले ʉणजे संभाʩता ŮȑƗात सकाराȏक आहेत ʉणून आपण असे ʉणू शकतो की सवŊ साठी सकाराȏक आहे आिण िसƵा pi i p ii
1 ते ǉा बरोबरीचे आहे तर या ला या̊İǅक चल चे संभाʩ िवतरण ʉणतात ʉणून येथे आपण िडİˌट रँडम ʬेįरएबल n 1 p 1 p 2 pn x x
हाताळत आहोत आिण मी ते ते अशी संभाʩता िनयुƅ करत आहे, तर या ला या̊İǅक चल p 1 x 1 p 2 x 2 en 2 xn p 1 p 2 pn 

चे संभाʩ िवतरण ʉणतात. एका बाबतीत तीन नाणी फेकǻाǉा या उदाहरणाचा िवचार करा जर मी नाणी योƶ असʞाचे गृहीत धरले तर आपण x 
येथे Ůȑेक मूʞाǉा संभाʩतेची गणना कŝ शकतो , तीन Ɋाʊ नाणी फेकǻाचा Ůयोग िवचारात ƽा आिण येथे ही शेपटीचंी संƥा आहे तर चला x 
Ůोबॅबची गणना करा िवतरण ʉणजे बरोबर शूɊ आहे ही संभाʩता काय आहे आता शूɊ बरोबर आहे हे ितɎी डोके पािहʞावर ility x x 
ȑाǉाशी संबंिधत आहे
ȑामुळे ते ŮȑƗात शƐतेǉा संभाʩतेǉा समान आहे ʉणून हे 1 बाय 8 आहे. ȑाचŮमाणे जर मी ची संभाʩता एक ǉा बरोबरीची आहे ते hhh x 
पहा मग Ůयोगातून तुʉी पाš शकता की बरोबर 1 आहे जेʬा एक शेपटी पािहली जाते तेʬा आिण ʉणून आपण x hhthth t hh hhthth 
आिण िलš शकतोthh 
ȑामुळे ही संभाʩता 3 आहे 8 Ȫारे. ʉणून आपण ची संभाʩता 1 ǉा बरोबरीची आहे अशी गणना केली आहे ȑाचŮमाणे ची संभाʩता 2 ǉा x x 
बरोबरीची आहे हे मी पािहले तर तुʉाला िदसेल की जेʬा दोन शेपटी शी संबंिधत आहेत तेʬा चे मूʞ 2 होते. ʉणजे htttht x tth htttht 
ची संभाʩता आहे आिण पुɎा तुʉी पाš शकता की ही संभाʩता 3 बाय 8 ǉा समान आहे ȑाचŮमाणे तुʉी पाš शकता ʉणजे ǉाtth p 3 x 3 
बरोबरीची संभाʩता आहे ʉणून बरोबर 3 आहे जेʬा सवŊ 3 पुǅ असतातx 
ȑामुळे ची संभाʩता 1 बाय 8 आहे.ttt 
ȑामुळे आता तुʉी पाš शकता की माǟाकडे कॅʋ आहे साठी या̊İǅक ʬेįरएबलǉा सवŊ संभाʩ मूʞांशी संबंिधत संभाʩता शूɊ x ulated p
शूɊ ʉणजे एक बाय आठ एक ʉणजे संभाʩता बरोबर एक ʉणजे तीन बाय आठ दोन ʉणजे संभाʩता समान दोन ʉणजे तीन 8 बाय 8p x p x 
आिण ʉणजे ची संभाʩता 1 बाय 8 आहे.p 3 x 3 
ȑामुळे जर तुʉी या सवाōची बेरीज पािहली तर ती 1 बाय 1 अिधक 3 अिधक 3 अिधक 1 ʉणजे 8 बाय 8 आहे. ʉणजे 1 तुमǉाकडे अिधक p 0 p 1
अिधक अिधक हे 1 ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे एक वैध संभाʩ िवतरण आहे इथे मी आणखी एक उदाहरण देतो समजा एका पॅकमȯे 10p 2 p 3 
बʛ आहेत Ǜापैकी तीन दोषपूणŊ आहेत Ťाहक दोन खरेदी करतो. हे या̊İǅकपणे ठीक आहे बʛǉा पॅकमȯे दहा बʛ आहेत ȑापैकी तीन दोषपूणŊ 
आहेत आिण Ťाहक यापैकी दोन या̊İǅकपणे खरेदी करतो आता तो दोन खरेदी करत असताना तेथे काही दोष असू शकतात
ȑामुळे खरेदी केलेʞा दोषांची संƥा असू Ȩा Ťाहकाने मग ची संभाʩ मूʞे कोणती असू शकतातx x x 
ȑामुळे दोन पैकी सवŊ असतील चांगले ʉणजे शूɊ दोष एक सदोष असू शकतो िकंवा दोɎी सदोष असू शकतात ʉणून हे एक ˢतंũ या̊İǅक चल x 
आहे आता आपʞाला ǉा संभाʩता िवतरणाची गणना करायची आहे ʉणजे संभाʩता बरोबर 0 िकती आहे संभाʩता समान आहे 1 ते 1 x x x x 
आिण संभाʩता ǉा बरोबरीची आहे तर हे काढǻासाठी आपण िविवध शƐतांची गणना पाš या जर आपण दहा बʛǉा पॅकमधून दोन बʛ x 2 
िनवडǻाचा िवचार करत असू तर एकूण शƐतांची संƥा दहा आहे. दोन आता जर मी ʉणतो की ȑापैकी एकही सदोष नाही याचा अथŊ Ťाहकाने 2 c 
िनवडले आिण ȑाला दोɎी चांगले िमळाले आता या 10 बʛपैकी 7 चांगले आहेत याचा अथŊ ȑाची िनवड ȑा 7 मधून आहे ʉणजे 7 ला 10 c 2 c 2 
ने भागले आहे ʉणजे केसेसची अनुकूल संƥा 7 आहे आिण एकूण Ůकरणांची संƥा 10 आहे आता हे सहज सोपे केले जाऊ शकते ʉणून c 2 c 2 
हे 21 बाय 45 देत आहे हे आणखी सोपे केले जाऊ शकते हे दाखवǻासाठी मी हेतुपुरˣर सरलीकृत केलेले नाही. बेरीज सवŊ ठीक आहे ȑाचŮमाणे ah 

आपण चा िवचार कŝया की पुɎा एकदा एकाǉा बरोबरीची संभाʩता िकती आहे आता शƐतांची एकूण संƥा दहा दोन आहे जर le t p1 x c 
एक सदोष असेल ʉणजे एक दोषरिहत आहे ʉणजे सात पैकी ȑाला एक चांगला िमळेल आिण ȑातून तो तीन दोषांपैकी एक िनवडतो
ȑामुळे केसांची अनुकूल संƥा सात मȯे 3 भािगले 10 आहे ʉणजे पुɎा 21 बाय 45 आहे ʉणजे तुʉी ŮȑƗात 7 बाय 15 असे c 1 c 1 c 2 
िलš शकता हे देखील 7 बाय 15 आिण आहे. 2 ʉणजे ǉा बरोबरीची संभाʩता ʉणजे येथे दोɎी सदोष आहेत ʉणून 3 भािगले 10 p x 2 c 2 c 
2 ʉणजे 3 ʉणजे 1 ǉा बरोबरीचे हे संभाʩता िवतरण आहे दोष तुʉी येथे पाš शकता 7 अिधक 7 अिधक 1 x 45 x 15 by 15 by 15 by 
15 ही बेरीज 1 ǉा बरोबरीची आहे ʉणून हे चे वैध संभाʩता िवतरण आहे जे Ťाहकाने केलेʞा खरेदीतीलdiscrete random variable x 
दोषांची संƥा ʉणून पįरभािषत केले आहे. मी इथे आणखी एक उदाहरण घेतो ʉणजे 52 काडाōचा संपूणŊ संच आहे ितथून एक काडŊ या̊İǅकपणे t 
काढले जाते जर काढलेले काडŊ 2 ते 10 मधील कोणतीही संƥा असेल तर ȑाचा ˋोअर तो अंक असेल ʉणजे जर आपण 2 काढले तर ˋोअर 2 असे 
वाटले जाईल. जर आपण 5 काढले तर वाटप केलेला ˋोअर 5 आहे. जर काढलेले काडŊ िकंग Ɠीन िकंवा जॅक असेल तर ȑाचा ˋोअर 15 असेल. जर 
एſा काढला असेल तर ȑाचा ˋोर 18 असेल तर आपण या̊İǅक ʬेįरएबल पाš या ˋोअर दशŊवूया. मग ची संभाʩ मूʞे कोणती आहेत x x x 
ची संभाʩ मूʞे 2 3 ते 10 पयōत आहेत जर राजा राणी िकंवा जॅक काढला तर वाटप केलेला ˋोअर 15 आहे आिण जर एक एſा काढला तर वाटप 
केलेला ˋोअर 18 आहे.
ȑामुळे ची मूʞे 2 3 पयōत 10 15 आिण 18 पयōत घेऊ शकतो.x 
ȑामुळे हे एक ˢतंũ रँडम ʬेįरएबल आहे याǉा संभाʩता िवतरणाची गणना कŝ या ʉणजे ʉणजे ǉा बरोबरीची संभाʩता ʉणजे 4 p 2 x 2 
काडő आहेत Ǜात दोन मूʞ आहे . चार बाय बावɄ ʉणजे एक बाय तेरा बरोबर ȑाचŮमाणे मी पुɎा तीन बिघतले तर तेथे चार काडő आहेत Ǜात p va
आहे ʉणजे ते 4 बाय 52 आहे जे 1 बाय 13 ǉा बरोबरीचे आहे . पयōत तुमचे मूʞ समान असेल जर मी िवचार केला तर lue 3 p 10 p 15 
संभाʩता ǉा बरोबरीची आहे आता 15 रेकॉडŊ केले आहे तर 3 काडő आहेत िकंग Ɠीन आिण अशी 12 काडő आहेतx 15 jack 
ȑामुळे तुʉाला 12 भािगले 52 िमळतील जे 3 ने 13 ǉा बरोबरीचे आहे आिण 18 ची संभाʩता ǉा बरोबरीची आहे 18 ʉणजे जेʬा x 1 ah x s 
चे िनरीƗण केले जाते तेʬा ते पुɎा 1 होते 13 Ȫारे. तर हे या̊İǅक ʬेįरएबल चे संभाʩता िवतरण आहे. तुʉी येथे 9 मूʞे 9 बाय 13 अिधक 3 बाय x 
13 अिधक 1 बाय 13 ʉणजे 1 ǉा बरोबरीची आहे. आता या̊İǅक चलांची संभाʩता िवतरण असʞास तेथे आपण िविवध संभाʩता मोजू शकतो, 
उदाहरणाथŊ , मी शेपटांची संƥा पाहत असʞास, मी िवचाŝ शकतो की शेपटांची िवषम संƥा पाहǻाची संभाʩता काय आहे, उदाहरणाथŊ, शेपटीची 
िवषम संƥा संभाʩता बरोबर 1 अिधक संभाʩता असेल 3 ǉा बरोबरीचा ʉणजे 3 बाय 8 अिधक 1 बाय 8 मी िवचाŝ शकतो की पेƗा कमी x x x 
िकंवा समान असǻाची संभाʩता काय आहे 2 ते 2 ʉणून जर मी संभाʩता पेƗा कमी िकंवा बरोबर असे ʉटले तर ती संभाʩता बरोबर 0 x 2 x 
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अिधक संभाʩता बरोबर एक अिधक संभाʩता बरोबर दोन ʉणजे एक बाय आठ अिधक तीन अिधक आठ अिधक तीन बाय आठ ʉणजे सात x x 
आठवा मुȞा मी मांडǻाचा Ůयȉ करत आहे तो ʉणजे संभाʩता िवतरण िदʞास आʉी ȑा या̊İǅक चलाशी संबंिधत संभाʩता िवधाने सोडवू शकतो, 
ʉणून मी येथे यापैकी काही संभाʩता मोजतो आʉाला गुण िकमान 10 असǻाची शƐता हवी आहे ʉणजे काय आहे संभाʩता पेƗा जाˑ x 10 
िकंवा बरोबर आहे जी संभाʩतेǉा बरोबरीची आहे ǉा बरोबरीची अिधक संभाʩता बरोबर पंधरा अिधक संभाʩता बरोबर अठरा ही x 10 x x 
संभाʩ मूʞे आहेत जी या̊İǅक चल घेऊ शकतात जी दहा पेƗा कमी नाहीत हे 1 बाय 13 अिधक 3 बाय 13 अिधक 1 बाय 13 ʉणजे 1 बाय उह 
ʉणजे 5 बाय 13 आहे. या̊İǅक ʬेįरएबलǉा िविवध मूʞांǉा संभाʩतेची गणना करǻाʩितįरƅ तुʉी ȑाची सरासरी देखील काढू शकता िकंवा 
तुʉी ʉणू शकता सीई िवतरणाचा िबंदू जर तुʉाला तुमचा सांİƥकी भाग आठवत असेल तर नमुɊातील िदलेली मूʞे ntral ah x 1 x 2 xn 
तुʉी अंकगिणतीय सरासरी काढत आहात Ǜाची गणना तुʉी अिधक अिधक ने कŝन िकंवा वारंवारता िवतरण िदले असʞास x 1 x 2 xn n x1
साठी तुमǉाकडे वारंवारता आहे साठी तुमǉाकडे वारंवारता आहे साठी वारंवारता आहे मग तुʉी अिधक f1 x2 f2 xn f2 fn x1 f1 x2 

अिधक भािगले िसƵा फाय ची गणना करत आहात आिण ȑामागील हेतू काय होता ते तुʉाला मȯवतŎ Ůवृȅीचे मोजमाप देते तो डेटा f2 xn fn 
ȑाचŮमाणे जेʬा या̊İǅक ʬेįरएबल सह संभाʩतेसह मूʞे घेत असेल तेʬा आपण मȯे अिधक p 1 p 2 pn x 1 x 2 xn x 1 p 1 x
2 मȯे अिधक मȯे मȯे गणना कŝ शकतो याला याǉा ˢतंũ िवतरणाचा मȯ ʉणतात. या̊İǅक चल आपण पįरभािषत कŝया p 2 xn pn x 
की हे मधील संभाʩ मूʞांसह एक ˢतंũ रँडम ʬेįरएबल आहे जे आहे आिण संबंिधत संभाʩता िवतरण ची x e x1 x2 xn p 1 p 2 pn x 
सरासरी ची अपेƗा आहे चे आपले अपेिƗत मूʞ पįरभािषत केले आहेx x 
ȑामुळे ही नोटेशन एƛपेक आहे टेशन ʬॅʞू एƛ ʉणून पįरʺृत केली जाते जी मȯे अिधक 2 मȯे अिधक असते आिण ȑाचŮमाणे x1 p1 p 2 

मȯे जे िसƵा मȯे ते ǉा बरोबरीचे असतेxn pn xi pii 1 n 
ȑामुळे तुʉी येथे पाš शकता की या̊İǅक ʬेįरएबलची मूʞे कोणती आहेत आपण ती मूʞे िवचारात घेतो आिण ȑांना संबंिधत संभाʩतेने गुणाकार 
करतो आिण ȑाची बेरीज करतो , मग ती या̊İǅक चलाची सरासरी िकंवा अपेƗा बनते, ʉणून आपण केलेले िवतरण पाš या,
ȑामुळे आपʞाला शेपटीǉा संƥेचे हे िवतरण होते एका नाǻाचे तीन नाणे येथे शेपटीǉंा संƥेचे सरासरी िवतरण काय आहे ते पाš या, तर तुमǉा 
संदभाŊसाठी मी येथे पुɎा िलहीन ते होते 1 बाय 8 होते 3 बाय 8 होते 3 बाय 8 आिण हे 1 बाय 8 होते.p 0 p 1 p 2 p 3 
ȑामुळे सरासरी िकंवा अपेिƗत मूʞ 0 ते 1 बाय 8 अिधक 1 ते 3 बाय 8 अिधक 2 मȯे 3 बाय 8 अिधक 3 ते 1 बाय 8 ʉणजे बारा बाय आठ ʉणजे 
बरोबर तीन बाय दोन आह आता कोणाला Ůʲ पडेल की ˨ाचा अथŊ काय आहे मला एक अपूणाōक िमळत आहे ŮȑƗात शेपटांची संƥा 0 1 2 r 3 
आहे एक पूणाōक मूʞ आहे अपेिƗत मूʞ िकंवा मȯ याचा अथŊ असा नाही की ते ȑा मूʞांपैकी एक असले पािहजे परंतु ते काही मȯवतŎ मूʞ आहे t 
येथे मूʞे 0 1 2 आहेत ŮȑƗात मी येथे ɘॉिटंगचा िवचार केला तर आपण येथे पाš शकता ʉणून समजा मी येथे 0 ठेवा 1 येथे 2 येथे 2 आिण 3 येथे मग 
या बाजूला आपण लावत आहोत ʉणजे 1 बाय 8 आिण हे तीन बाय आठ आहे मग हे तीन बाय आठ आहे आिण हे आठ बाय आठ आहे तर हे एक pi 
बाय आठ आहे हे तीन आहे आठ बाय आठ हे तीन बाय आठ आहे आिण हे पुɎा एक बाय आठ आहे ठीक आहे,
ȑामुळे तुʉी येथे पाš शकता की मला सरासरी ʉणून िमळणारे मूʞ 3 बाय 2 आहे जे येथे येत आहे ते मȯम मूʞासारखे आहे आिण ते घडत आहे 
कारण हे असे िवतरण आहे जे समिमतीय आहे ʉणजे दोɎी टोकांपासून मी 0 आिण 3 ला समान संभाʩता आिण 1 आिण 2 ला समान संभाʩता देत 
आहे.
ȑामुळे मȯवतŎ मूʞ मȯभागी िनघत आहे ते पाš. दोषपूणŊ बʛǉा सं̏ येचे दुसरे उदाहरण सदोष ब̵ ब̓ या सं̏ येचे, तर येथे  हे  बाय p 0 7 15 p 1 
होते 7 बाय 15 आिण हे 1 बाय 15 ǉा बरोबरीचे आहे.p 2 
ȑामुळे ची अपेƗा शूɊात सात बाय पंधरा अिधक एकात सात बाय पंधरा अिधक दोन एकात पंधरा ʉणजे 9 बाय 15 ʉणजे पुɎा 3 बाय 5 ǉा x 
बरोबरीची तुʉी दोषांची संƥा 0 1 िकंवा 2 आहे हे पाš शकता परंतु सरासरी मूʞ िकंवा सरासरी मूʞ पूणाōक नाही ŮȑƗात हा एक अपूणाōक आहे जो 
याǉा खाली आहे जर तुʉी येथे 0 वर िवतरण ɘॉट केले तर तुमǉाकडे 1 वर 7 बाय 15 आहे. सात बाय पंधरा आिण दोन वाजता तुमǉाकडे एक पंधरा 
आहे
ȑामुळे ही सरासरी इथे कुठेतरी येत आहे की तीन बाय पाच आहे कुठेतरी इथे तुʉाला िमळत असलेʞा काडŊǉा ˋोअरचे आणखी एक उदाहरण पाš 
या
ȑामुळे येथे ही संभाʩता आहे िवतरण आपण काडŊचा सरासरी ˋोअर पाš या ʉणून येथे िवतरण मला पुɎा िलš Ȩा िवतरण संभाʩता समान आहे x 

बाय 13 साठी समान आहे 2 पयōत 10 संभाʩता समान 15 होते 3 बाय 13 आिण संभाʩता ǉा बरोबरीची आहे 1 बाय 13.i 1 i x x 18 
ȑामुळे ची अपेƗा मȯे 1 बाय होईल 13 साठी समान आहे 2 ते 10 अिधक 15 मȯे 3 बाय 13 अिधक 18 ते 1 बाय 13 ही बेरीज तुʉी 1 x i i ah 
ते 10 पयōतǉा बेरीजसारƥा धन पूणाōक सूũाǉा बेरजेȪारे कŝ शकता तुʉाला मािहती आहे की ते मȯे आहे अिधक 1 बाय 2 ʉणजे 10 ते 11 n n 
बाय 2 ʉणजे 15 आिण पिहले पद नाही
ȑामुळे ते 54 होईल.
ȑामुळे 54 अिधक 45 अिधक 18 बाय 13. ʉणजे नऊ अपेƗा ʉणजे नऊǉा बरोबरीǉा काडŊचा अपेिƗत ˋोअर नऊ आहे का आता मी आणखी x 
एक पįरमाण सादर करतो Ǜाला ʬेįरयंस ʉणतात ʉणून मी ˙ʼ केले आहे की अपेƗा हे सरासरी मूʞ िकंवा सरासरी मूʞ सारखे आहे परंतु आʉाला 
हे देखील पहायचे आहे की मूʞे जाˑ िवतरीत केली जातात की नाही ʉणजे ȑांǉात खूप िभɄता आहे िकंवा ȑांǉात कमी िभɄता आहे चला आपण 
पįरवतŊनशीलतेǉा संकʙनेचा िवचार कŝ या ʉणून आपण संभाʩता समान बरोबर वजा 1 संभाʩता समान 0 बरोबर संभाʩता समान 1 x x x 
ǉा बरोबरीची आहे. 1 बाय 3 ʉणा ठीक आहे ʉणजे उणे 1 0 आिण 1 ची समान संभाʩता 1 आहे 3 ठीक आहे, जर तुʉी ची अपेƗा पािहली by x 
जी उणे 1 ते 1 बाय 3 अिधक 0 ते 1 बाय 3 अिधक 1 ते 1 बाय 3 ʉणजे 0 ǉा बरोबरीची आहे. आह आपण दुसरे उदाहरण घेऊ या संभाʩता बरोबरx 
उणे 2 ʉणजे संभाʩतेǉा बरोबरीचे समान 0 ʉणजे संभाʩतेǉा बरोबरीचे समान 2 बरोबर 1 बाय 3 पुɎा तुʉी पाš शकता ची अपेƗा उणे 2x x x 
ते 1 बाय 3 अिधक 0 ते 1 बाय तीन अिधक दोन मȯे एक आहे तीन Ȫारे जे पुɎा शूɊ आहे परंतु जर तुʉी ȑाचे ɘॉट केले तर तुʉी वजा दोन आिण 
अिधक दोन एक बाय तीन एक तीन एक बाय तीन कसे िदसता, ʉणून जर मी या दोन आलेखांची तुलना केली तर तुʉाला िदसेल की येथे या̊İǅक x 
ʬेįरएबल असलेली मूʞे घेते . या रँडम ʬेįरएबलǉा तुलनेत अिधक िभɄता मला या ʬेįरएबʤचे नाव बदलू Ȩा ʉणून मी याला रँडम x1 x1 
ʬेįरएबल ʉणतो आिण या रँडम ʬेįरएबलला मी रँडम ʬेįरएबल ʉणतो मग आपण जे पाहत आहोत ते ʉणजे ची अपेƗा आिण ची x2 x 1 x 2 
अपेƗा 0 आहे आिण या̊İǅक चल उणे 1 0 आिण 1 ची समान संभाʩता देते आिण या̊İǅक चल समान देते मूʞांची संभाʩता वजा x 1 x 2 l 
2 0 आिण 2. आता मला िदसत आहे की ही मूʞे या मूʞांǉा जवळ आहेत ही मूʞे थोडी दूर आहेत येथे अिधक िभɄता आहे हे मोजǻासाठी आʉी 
ʬेįरयंस नावाची संकʙना मांडतो ʉणून मी चे ते िभɄता पįरभािषत कŝ. या̊İǅक ʬेįरएबल ची ʩाƥा केली जाते ʉणून आपण ȑाला ची a x x 
कोठे ʉणतो िकंवा कधी कधी चा असे िलिहलेले असते ठीक आहे हे अपेƗािशवाय दुसरे काही नाही ʉणून अपेƗा शɨावली मी आधीच मांडली x v 
आहे
ȑामुळे उणे ˍेअर काय आहे याची अपेƗा पाš या ǉा अपेƗेसाठी हे नोटेशन ʉणून कुठे वापरले जाते ते पįरभािषत कराx mu x mu 
ȑामुळे आता तुʉी पाš शकता की मी काय पाहǻाचा Ůयȉ करत आहे जर हा चा मȯ असेल तर मी या̊İǅक ʬेįरएबलचे सरासरी मूʞ mu x 
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िकती फरक आहे हे पाहत आहे या दोन उदाहरणांम̡ ये थोडेसे लƗ वेधून घेणारे काय आहे, जर तुʉी येथे पािहले तर सरासरी  आहे आिण इतर मूʞे 0 1 
आिण उणे 1 आहेत येथे सरासरी 0 आहे आिण इतर मूʞे 2 आिण उणे 2 आहेत.
ȑामुळे साहिजकच ही मूʞे खूप दूर आहेत याǉा तुलनेत सरासरी मूʞ, तर आपण पाš या एक आिण दोनǉा या िभɄतेवर तर एक चे x x k, x 
िभɄता ʉणजे एक वजा ची अपेƗा आहे ʉणा जेथे ही ची अपेƗा आहे हे ˙ʼपणे येथे आहेx mu one mu one x x1 mu 1 0 
ȑामुळे हे मूʞ अपेƗेइतके आहे वजा 0 ˍेअर जी ˍेअरची अपेƗा आहे मी आधीच अपेƗेसाठी सूũ सादर केले आहे ते संभाʩतेने x 1 x 1 
गुणाकार केलेले मूʞ आहे
ȑामुळे वजा 1 ची मूʞे काय आहेतx 1 
ȑामुळे वजा एक चौरस एक होईल संभाʩता तीन शूɊ एक आहे तीन अिधक एक ʉणजे एक चौरस एक एक तीन तीन ʉणजे हे मूʞ दोन बाय तीन 
ʉणजे चे ʬेįरयंस आहे ǉा या̊İǅक चल साठी समान गोʼ पाš ʉणजे दोन ǉा या̊İǅक चल िभɄतेसाठी दोन वजा x1 x2 x2 x x2 x mu 
दोन ˍेअरची अपेƗा आहे जेथे दोन ʉणजे दुसरे काहीही नाही तर दोनची अपेƗा पुɎा एकदा दोनची अपेƗा शूɊ आहे ʉणून ही दोन mu x x x 
चौरस दोनची अपेƗा बनते वजा दोन ʉणजे वजा दोन वगŊ चार आहे दोनची संभाʩता वजा दोन ǉा बरोबरीची आहे ʉणजे संभाʩतेमȯे एक बाय x x 
तीन अिधक शूɊ आहे अिधक दोन दोन चौरस चार मȯे एक बाय तीन ते आठ बाय तीन होतात ʉणून आपण वन आिण दोनǉा िभɄतेची तुलना x x 
कŝ या ʉणजे एक चे िभɄता येथे आपण पाš शकता. दोन बाय तीन आिण दोन ची िभɄता आठ बाय तीन आहे नैसिगŊकįरȑा दोनमȯे x x x x1 
पेƗा अिधक िभɄता आहे ʉणून या̊İǅक चलांमȯे काही िभɄता आहे हे पाहǻाची ही संकʙना आहे की कमी िभɄता आहे िकंवा जाˑ िभɄता आहे. 
या संकʙनेचा िवचरण शɨ वापŝन औपचाįरकपणे अɷास केला जाऊ शकतो
ȑामुळे चे Ůसरण ǉा िभɄतेपेƗा मोठे आहे अशा Ůकारे आपण पाš शकतो की या̊İǅक ʬेįरएबल मȯे या̊İǅक ʬेįरएबल पेƗा x2 x1 x2 x1 
अिधक िभɄता आहे ʉणून आपण असे केलेʞा िविवध उदाहरणांमȯे िभɄता मोजू शकतो . शेपटीचंी संƥा ʉणून येथे होते 1 होते p 0 by 8 p 1 

होते 3 आिण होते 1 आिण अपेƗा Ǜाला आपण ʉणतो ते 3 बाय 2 ǉा बरोबरीचे होते ʉणून येथे 3 by 8 p 2 by 8 p3 by 8 x mu 
गणना कŝया िभɄता ʉणून ची िभɄता ǉा अपेƗेइतकी आहे चौरस जो उणे 3 बाय 2 वगाŊची अपेƗा आहे ची मूʞे x x mi nus mu x x 
बदलायची आहेत ʉणजे 0 वजा 3 बाय 2 वगŊ 1 बाय 8 अिधक 1 वजा 3 बाय 2 चौरस मȯे 3 बाय 8 अिधक आहे 2 वजा 3 बाय 2 ˍेअर मȯे 3 बाय 8 
अिधक 1 बाय 8 सॉरी 3 वजा 3 बाय 2 ˍेअर मȯे 1 बाय 8.
ȑामुळे तुʉी सहज काढू शकता 9 बाय 4 मȯे 1 बाय 8 अिधक 1 बाय 4 मȯे 3 बाय 8 अिधक 1 बाय 4 मȯे 3 बाय 8 अिधक 9 बाय 4 मȯे 1 ʉणजे 
ही मूʞे 24 बाय 32 ʉणजे 3 बाय 4 अशी िनघतात. ʉणून मी उदाहरण िदले आहे की िवतरणाची पįरवतŊनशीलता कशी मोजली जाऊ शकते . िभɄ 
या̊İǅक चलने सादर केले आहेत या̊İǅक चल जे मयाŊिदत िकंवा मोजǻायोƶ असीम संƥेची मूʞे घेतात, जरी मी तेथे घेतलेली सवŊ उदाहरणे आʉी 
मयाŊिदत संƥेची मूʞे घेतली आहेत, मी काही इतर उदाहरणांवर तपशीलवार चचाŊ करेन िजथे मूʞांची संƥा देखील असीम आहे. परवानगी आहे आिण 
मी पुढील वगाŊत अपेƗा िकंवा मीन आिण िभɄता ही संकʙना मांडली आहे. या संकʙना वाढवा 
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