
 അതിനാൽ ഇ്ؗ ഞാൻ റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ എؗ ആശയം അവതരിؚിׯാൻ േപാകുؗു, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതുവെര െചᅃٝ കാരّ׹ൾ പുനരാവിَരٕിׯാം, സാധّമായ എبാ ഫല׹ളുെടയും 
ഒരു ْകമരഹിതമായ പരീײണം ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കരുതി. സാآിൾ സ് െപയ് സിന്െറ ഏെത׸ിലും 
ഉപവിഭാഗം ഇവന്റുകളുെട സാധّതകൾ കണׯാؗുׯതിനുت വിവിധ രീതികൾ പഠി׺ ഒരു 
ഇവന്റാണ് , ആ അസമമായ ചൂׯ؂ടിൽ ഞ׹ൾ ഒരു എക്േസാമാئിക് ചൂׯ؂ട് നൽകിയി؂ു؇് , വിവിധ 
സംഭവ׹ളുെട സംേയാജന؋ിന്െറ സാധّതകൾ നമു്ׯ കണׯാׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് യൂണിയന്െറ 
ഒരു േഫാർമുലയു؇് േസാപാധികമായ സംഭാവّതയുെട സംഭാവّത എؓാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ 
നിർവചി׺ിت؂ു ബേയസ് സിؑാؓം മുതലായവ ഞ׹ൾ സٔതْؓ സംഭവ׹ളുെട ആശയവും 
പഠി׺ി؂ു؇്, ഇേؚാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത്, സംഭവ؋ിന്െറ പൂർ؉മായ വിവരണ؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ 
താൽؚരّമിب, മറി്׺ ബؖെؚ؂ ചില സംഖّാ സٔഭാവ׹ളിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്  അതിെനാؚം 
നമു്ׯ ഒരു മ؏രം പറയാം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇെതാരു ബാ٣ـിന്റൺ മ؏രമാണ് ഇേؚാൾ ഒരു 
ബാ٣ـിന്റൺ മ؏ര؋ിൽ ഫലം േനാׯാം, അതിനാൽ അത് കുറ്׺ സ് േകാറിന്െറ രൂപ؋ിലാണ്, w  e 
ഉദാഹരണ؋ിന് 21 19 അതായത് ഒരു െഗയിമിൽ വിജയിؗുׯ കളിׯാരൻ 21 േപായിന്റും േതാൽؗുׯ 
കളിׯാരൻ 19 േപായിന്റും േനടി െടؗീസ് െഗയിം പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ േനാׯാം  
േപായിന്റുകൾ ഉتതിനാൽ െസുئകൾ ഉ؇്, െസ്ئ സ് േകാറുകൾ  തരം  േപാെലയാണ് 6 4 6 4 6 3 r75
നൽകിയിരിؗുׯത്, അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ മ؏ര؋ിന്െറ മുഴുവൻ ൈദർഘّ؋ിനും ധാരാളം 
വശ׹ൾ ഉ؇ായിരിׯാം, അതായത് എْത എസികൾ നൽകി, എْത ഇര؂ പിഴവുകൾ ഉ؇ായിരുؗു  
ആതّؓികമായി , നി׹ൾ ഒരു ْകിئ്ׯ മാ്׺ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ സ് േകാറും സമാനമായി 
േനാുؗുׯ, ചില കളിׯാർ സ്േകാർ െചؗുإ സ് േകാറുകേളാ ചില കളിׯാർ േനടിയ വിുئׯകേളാ 
ഞ׹ൾ േനാׯാം, അതായത് വിവിധ സംഭവ׹ളുമായി ഞ׹ൾ നآറുകൾ ബؖെؚടുുؗു؋, ഇത് 
നി׹ൾ്ׯ മ്ئ വഴികളിൽ പരിഗണിׯാം. ഉദാഹരണമായി നമു്ׯ ചില യഥാർ، ജീവിത 
സാഹചരّ׹ൾ േനാׯാം, ഒരു േരാഗി ഇേؚാൾ േഡാعറٚിേല്ׯ േപാകുؗു, അയാൾ്ׯ ഇേؚാൾ കുറ്׺ 
മരുؗുകൾ ലഭിുׯം , മരു്ؗ കഴി׺തിന് േശഷം അവൻ സുഖം ْപാപിുؗുׯേവാ അേതാ സുഖം 
ْപാപിؗുׯിب എؗതായിരിുׯം ഫലം. അതുേപാെല േഡാക് ടറുെട വീײണ؋ിൽ അേؐഹം 
േരാഗികെള ചികി؏ിؗുׯതായി നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, ഉദാഹരണ؋ിന്, ഒരു ദിവസം െകാ؇് 
അേؐഹം 20 േരാഗികെള ചികി؏ിുؗുׯ , ആ 20 േരാഗികളിൽ എْത േപർ്ׯ യഥാർ،؋ിൽ 
ْപേയാജനം ലഭിു׺െവ്ؗ പറയുക, ഒരുപേ18 ײ േപർ്ׯ ْപേയാജനം ലഭി׺ി؂ു؇ാകാം, ര؇ുേപർ്ׯ 
ْപേയാജനം ലഭി׺ിب. ഇ؋ര؋ിലുت കാരّ׹ളിൽ ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ ഇവന്റുകളുമായി 
ബؖെؚ؂ ചില സംഖّകൾ േനാുׯകയാണ് , റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ എؗ ആശയം ഉപേയാഗി്׺ ഈ 
അേസാസിേയഷെന വിവരിׯാം, നമു്ׯ ലളിതമായ ഉദാഹരണം േനാׯാം, ഞ׹ൾ ഒരു 
ബാസ് ئ്ׯ േബാൾ െഗയിം പരിഗണിുؗുׯ , എْത വിജയകരമായ ബാസ് ئ്ׯ ഹിുئകൾ െചᅃٝുെവ്ؗ 
നമു്ׯ േനാׯാം.  ഒരു കളിׯാരനാൽ a 
അ׹െനെയ׸ിൽ, ഈ നآർ പറയുؗു ഇേؚാൾ ഒരു സംഖّാ മൂലّമുت േവരിയബിളാണ് , മ؏രം x 
കളിؗുׯത് മുതൽ അവൻ എْതെയ؉ം വിജയകരമായി അടിുׯം, അത് തെؗ ഒരു ْകമരഹിതമായ 
സംഭവമാണ്, അതിനാൽ ഹിئിംഗിെല വിജയ؋ിന് േശഷം ഇത് ഒരു റാൻഡം േവരിയബിളായി മാറുؗു 
ബാസ് ئ്ׯ ْകമരഹിതമാണ്, ഞ׹ൾ ഇതിെന ഒരു റാൻഡം േവരിയബിൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ 
മൂ്ؗ നാണയ׹ളുെട േടാസുകൾ ശരിയാെണ്ؗ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, ഇേؚാൾ ഫല׹ൾ ഇതാണ്  
സാآിൾ സ് െപയ് സ് മൂ്ؗ തലകളും ര؇് തലകളും ഒരു വാലും ആയി എഴുതാം, അത് hht hth, thh 
എؗീ രൂപ׹ളിലാകാം അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് വാലുകളു؇ാകാം അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ മൂ്ؗ 
എലുകളും ഉ؇ായിരിׯാം, പേײ യഥാർ، ഫല؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമിب. എْത തലകൾ 
നിരീײിׯെؚടുؗു അെ׸بിൽ എْത വാലുകൾ നിരീײിׯെؚടുؗു എؗതിൽ ഞ׹ൾ്ׯ 
താൽؚരّമു؇്, അതിനാൽ ഈ പരീײണ؋ിൽ നി്ؗ ഞാൻ നിർവചിؗുׯത് വാലുകളുെട എ؉ം x 
സൂചിؚിׯെ؂, തുടർ്ؗ ന് 0 1 2 അെ׸بിൽ 3 മൂലّ׹ൾ എടുׯാം . വാُവٝ؋ിൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ ഒരു x 
ഇടാൻ ആْഗഹിുؗുׯെവ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും സാآിൾ സ് െപയ് സിന്െറ ഓേരാ 
ഘടക؋ിനും േയാജി׺ മൂലّം, ഉദാഹരണ؋ിന്, എനി്ׯ ന്െറ 0 എ്ؗ പറയാൻ കഴിയും, കാരണം hh-
ഇവിെട വാലിب ന്െറ ആണ്, കാരണം ഇവിെട ഒരു വാൽ ഉ؇് , ഞാൻ ന്െറ ൽ x- hht 1 hth- x-
േനാׯിയാൽ, ഇത് തുലّമാണ്.  1 ഞാൻ ന്െറ ഇ؂ാൽ, ഇത് 1 ആണ്, ഞാൻ ന്െറ ഇ؂ാൽ , ര؇് x thh htt x 
വാലുകൾ ഉ؇്, അത് ന്െറ ആണ്, അതായത് 2 ന്െറ എؗത് 2 നും ന്െറ നും x tht x tth x tt 3 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؓാണ് ഉتത്  സാآിൾ സ് െപയ് സിന്െറ ഓേരാ എലെമന്റിലും 
ഞ׹ൾ ഒരു യഥാർ، സംഖّ ബؖിؚി׺ിരിുؗുׯ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ ൈസൻെമന്റ് ഇവിെടx 
ഈ െന റാൻഡം േവരിയബിൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ  , x-
അ׹െന സാآിൾ സ് െപയ് സിന്െറ ഓേരാ മൂലക؋ിനും ഒരു യഥാർ، സംഖّ നൽകുؗു, x 
അതിനാൽ െന റാൻഡം േവരിയബിൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ x-
ഔപചാരിക നിർവചനം നൽകാം ഒരു റാൻഡം േവരിയബിൾ എؗത് സാآിൾ സ് െപയ് സിൽ x 
നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഒരു യഥാർ، മൂലّമുت ഫംഗ് ഷനാണ് , നി׹ൾ ഗണിതശാസ്ْത؋ിൽ 
ഉപേയാഗിؗുׯ ജനْപിയ പദാവലി പിؓുടരാം, നി׹ൾ എ׹െനയാണ് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എഴുതുؗത് , f 
എؗത് മുതൽ വെരയുت തര؋ിലുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇവിെട a b 
അർ،മാؗുׯത് മുതൽ യഥാർ، സംഖّകളുെട ഗണ؋ിേല്ׯ എؗത് ഒരു സാآിൾ x s s 
സ്േപസും എؗത് എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഗണമാണ്, അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ ഒരു r x 
ഫംഗ്ഷൻ ആണ്, എؗാൽ േْപാബബിലിزിക് െടർമിേനാളജിയിൽ ഇതിെന ഒരു റാൻഡം ah 
േവരിയബിൾ എ്ؗ വിളിؗുׯതാണ് കൺെവൻഷൻ, അതിനാൽ േപരിനും കഴിയും  ഇത് ഒരു 
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േവരിയബിൾ ആെണ്ؗ വിശദീകരിׯാം, കാരണം വّതُّ ٝഫല׹െള ആْശയി്׺ അത് വّതُّ ٝ
മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ , ആ ഫല׹ൾ ْകമരഹിതമായ ഒരു പരീײണ؋ിൽ നിؗാണ് വരുؗത്, 
അതിനാൽ ഇതിെന ഒരു റാൻഡം േവരിയബിൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഗണിതശാസ്ْതപരമായി ഇത് ഒരു 
ഫംഗ്ഷൻ ഒേമഗയിൽ ഉൾെؚടുؗ ഓേരാ ഒേമഗയ്ുׯം അേയാൺ ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, sx 
അതിനാൽ ْകമരഹിതമായ േവരിയബിളുകളുെട ഉദാഹരണ׹ൾ ഉദാഹരണമായി ഞാൻ 
ْപായപൂർ؋ിയായ ഒരു പുരുഷന്െറ ഉയരം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് കുറ്׺ സംഖّയായിരിുׯം, 
അതിനാൽ ആെര׸ിലും നാലടി എ്ؗ പറയാം.  അതിനർ،ം ഏകേദശം 120 െസന്റീമീئർ എ്ؗ പറയുക,
ആെര׸ിലും എ؂് മീئേറാളം ഉയര؋ിൽ ആയിരിׯാം, ഉഹ് എ؂ടി അേ׹യئം എടു؋ാൽ അത് 240 
െസന്റീമീئർ തര؋ിലുت കാരّമായിരിׯാം, അതിനാൽ നമു്120 ׯ മുതൽ 240 വെര മൂലّ׹ൾ 
എടുׯാം െസന്റീമീئർ ഞാൻ ഒരു വّװിയുെട ْപായം പരിഗണിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു വّװിയുെട 
ْപായം 0 മുതൽ ഏെത׸ിലുമാകാം, അതിനാൽ ഞാൻ അ׹ׯളിൽ പരിഗണിുؗുׯ, അതിനാൽ 
അറിയെؚടുؗ ഏئവും ْപായം കൂടിയ വّװി്ׯ പരമാവധി 120 വയ്ش ْപായമു؇ാകാം, അതിനാൽ 
നി׹ൾ്0 ׯ മുതൽ 125 വർഷം വെര ْശമ׹ൾ നട؋ാം ഒരു ടാർെഗئിെന അടിേׯ؇തു؇്, ഇതിന്െറ 
സാധّമായ മൂലّ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്, നി׹ൾ്ׯ ഒؗിൽ അടിׯാവുؗ മൂലّം എടുׯാം, നി׹ൾ്ׯ 
ര؇ായി അടിׯാൻ കഴിയിب, 
അ׹െനെയ׸ിൽ , റാൻഡം േവരിയബിൾ 0 1 മൂലّ׹ൾ എടുؗുׯ ഒരു ഉദാഹരണം ഞാൻ നൽകിയ 
തരം നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും.  2 ഞാൻ ഇവിെട ഒരു ഉദാഹരണം നൽകിയിരിുؗുׯ , അതായത് r 3 
എടു؋ മൂലّ׹ൾ ഒരു ഇടേവളയിലാണ്, അതായത് എ؉മئ മൂലّ׹ളുെട എ؉ം ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ 
കാണാൻ കഴിയും, 
അ׹െന 1 2 3 ْശമ׹ളുെട എ؉ം ഇവിെട കാണാം , 
അ׹െന അത് എ؉ിയാെലാടു׹ാ؋ മൂലّ׹ളുെട എ؉മാണ്, അതിനാൽ ഒരു റാൻഡം േവരിയബിൾ 
അടിرാനമാׯിയുتതാണ്  ഈ വിവരണ؋ിൽ, നി׹ൾ്3 2 1 ׯ എഴുതാൻ കഴിയും എؗതിനർ،ം 1 
2 3 വെര എഴുതാം എؗതിനർ،ം പരിമിതമായ അെ׸بിൽ എ؉ാവുؗ അനؓമായ എ؉ം എടുؗുׯ 
ഒؗായി വിവരിׯാം.  മൂലّ׹ളുെട എ؉ം അെ׸بിൽ നി׹ൾ ഉയരം ْപായം െവയ്്ئ ൈലഫ ്ൈടം എ്ؗ 
പറ؁ാൽ, ഇവെയبാം തുടർ׺യായ ْകമരഹിതമായ േവരിയബിളുകളുെട ഉദാഹരണ׹ളാണ്, കാരണം 
നി׹ളുെട 11, 12 ױാസുകളിെല ഒരു ഇടേവളയിൽ ْകമരഹിതമായ േവരിയബിൾ മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ, 
അതിനാൽ നി׹ളുെട സിലബസിെല ഡിസ്ْകീ്ئ റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ ഞാൻ വിവരിുׯം.  
വّതിരിװമായ റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ, അതിന്െറ ْപതീײേയാ 
ശരാശരിേയാ എ׹െന കെ؇؋ാം, 
അ׹െന ഒരു റാൻഡം േവരിയബിൾ ഒരു പരിമിതം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ എ؉ിയാെലാടു׹ാ؋ എ؉ം
 മൂലّ׹ൾ ഒരു ഇടേവളയിൽ റാൻഡം േവരിയബിൾ േകാടാലി മൂലّ׹ൾ നൽകിയാൽ അതിെന ഒരു 
ഡിസ് ْകീ്ئ റാൻഡം േവരിയബിൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിെന തുടർ׺യായ റാൻഡം േവരിയബിൾ എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, യഥാർ،؋ിൽ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷന്െറ ْപാതിനിധّെ؋ അടിرാനമാׯി 
മിക׺ വّതّാസ׹ളു؇് , എؗാൽ ഈ ഘ؋؂ിൽ ഞ׹ൾ ഈ നിർവചന׹ൾ എടുുׯം നി׹ൾ 
വിപുലമായ ױാസുകളിേല്ׯ േപാകുേآാൾ വّതിരിװവും തുടർ׺യായതുമായ ْകമരഹിതമായ 
േവരിയബിളുകളുെട നിർവചനം, ْകമരഹിതമായ േവരിയബിളിന്െറ കൂടുതൽ കർശനമായ 
നിർവചന׹ൾ നി׹ൾ പഠിുׯം, ഉദാഹരണ؋ിന്, ഇത് അളׯാവുؗ ْപവർ؋നമാണ്, എؗാൽ 
 ളുെട׹നി  .بിׯൾ അെതാؗും പഠി׹ളിൽ ഞ׹ാസിെല പതിെനാؗാം , പْؓ؇ാം തലױ
സിലബസിൽ ഉت ഒരു വّതിരിװ റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ 
ക؇ുപിടിؗുׯ രീതി നി׹ൾ മനشിലാׯണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അതിനായി കുറ്׺ സമയം 
െചലവഴിുׯം, അതിനാൽ ഒരു വّതിരിװ റാൻഡം േവരിയബിളിന് സാധّമായ എبാ െസ്ئ എ്ؗ x 
നമു്ׯ പറയാം മൂലّ׹ൾ വിവരിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ എؗത് എ്ؗ പറയുؗതിന് e x 1 x 2 
തുലّമാണ്, ആണ് എ്ؗ പറയുؗതിന് ഞാൻ ചില െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിുׯം  1 xn x x 2 
അ׹െന ഒؗുകിൽ നി׹ൾ്ׯ മൂലക׹ൾ എ്ؗ പറയുؗ പരിമിതമായ എ؉ം മൂലക׹ൾ ഉ؇് n 
അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ അനؓമായ മൂലക׹ൾ ഉ؇്, എؗാൽ അവ കണׯാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 
ഇത് യഥാർ، റാൻഡം പരീײണ؋ിൽ ഇേؚാൾ കണׯാׯാവുؗ അനؓമായ സംഖّയാണ്. 
പരീײണം വിവിധ ഇവന്റുകൾ അെ׸بിൽ വിവിധ ഫല׹ൾ ആ ഇവന്റുകൾ  മൂലّ׹ളിേല്ׯ 
പരിവർ؋നം െചുإേآാൾ ചില സംഭാവّതകൾ അനുവദി׺ിരിുؗുׯ, 
അ׹െന ഓേരാ മൂലകവും ْകമരഹിതമായ േവരിയബിൾ ഉപേയാഗി്׺ ഒരു മൂലّ؋ിേല്ׯ 
പരിവർ؋നം െചإെؚടുؗു, തുടർ്ؗ ഒരു ْപേതّക േْപാബബിലിئി്ׯ കാരണമാകുؗ മൂലّ׹ളുമായി 
അനുബؖ േْപാബബിലിئികെള ബؖെؚടു؋ാം. ഡിസ്ْ ടിബّൂഷൻ അതിനാൽ ഞാൻ ഇതിെന കുറി്׺ 
സംസാരിׯെ؂ , ഒരു വّതിരിװ റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ  എؗത് 
റാൻഡം േവരിയബിൾ എടുേׯ؋ാവുؗ ഓേരാ മൂലّ؋ിനും േْപാബബിലിئികളുെട ഒരു x 
അൈസൻെമന്റാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ റാൻഡം േവരിയബിൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, സാധّതകൾ 
എെؓبാമാെണ്ؗ പരിഗണിׯാൻ ഈ ഷീ്ئ ഇവിെട സൂײിׯാം. എടുؗുׯ മൂലّ׹ൾ x x1 x2 xn 
പിെؗ ഞാൻ ന്െറ േْപാബബിലിئി അനുവദിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ േْപാബബിലിئി എഴുതാം  x1 p 

എؗത് ന് തുലّമാണ് എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ് ന്െറ േْപാബബിലിئി ര؇് ity x x1 x p one x 
എؗത് ര؇് ആണ് അതിനാൽ ന്െറ േْപാബബിലിئി തുലّമാണ് എؗത് ന് തുലّമാണ് p x xn pn 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ْകമരഹിതമായ എبാ സാധّതകളും കാണാൻ കഴിയും സാآിൾ മൂലّ׹ൾ x 1 x 2 

ഇേؚാൾ യഥാർ، സാآിൾ സ് െപയ് സിൽ അനുവദി׺ിരിുؗുׯ, േْപാബബിലിئികളുെട xn 
അേലാേׯഷൻ ഉ؇ായിരുؗേؚാൾ ചില വّവرകൾ ഉ؇ായിരുؗു , ഉദാഹരണ؋ിന് എبാ 
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സാധّതകളുെടയും ആെകു؋ക 1 ആണ്. ഇേؚാൾ ആ സാധّതകൾ ആയി രൂപാؓരെؚ؂ു.  p 1 p 2 pn 
അതിനാൽ യുെട ആെകു؋ക 1 ന് തുലّമായിരിׯണം കൂടാെത ഇവെയبാം േْപാബബിലിئികളാണ് pi 
അതിനാൽ എبാ േْപാബബിലിئികളും ഇേؚാൾ വّതിരിװമായ റാൻഡം േവരിയബിളിൽ െനഗئീവ് 
ആയിരിׯണം യഥാർ،؋ിൽ േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ എبാ؋ിനും േപാസിئീവ് ആെണؗും i pi 
സി׶ ൈപ 1 മുതൽ വെര 1 ന് തുലّമാെണؗും ഈ െന റാൻഡം േവരിയബിൾ ന്െറ n p 1 p 2 pn- x 
േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവിെട നأൾ  വّതിരിװമായ 
റാൻഡം േവരിയബിളാണ് ൈകകാരّം െചؗുإത്, ഞാൻ േْപാബബിലിئികൾ മുതൽ x p 1 x 1 p 2 
മുതൽ വെര അൈസൻ െചുؗുإ, തുടർ്ؗ ഈ എؗത് റാൻഡം x 2 en 2 xn p 1 p 2 pn 
േവരിയബിളിന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഇത് ഒؗായി കണׯാׯാം x 
മൂ്ؗ നാണയ׹ൾ വലിെ׺റിയുؗതിനുت ഈ ഉദാഹരണം പരിഗണിുׯക, നാണയ׹ൾ 
നّായമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗുെവ׸ിൽ , ഓേരാ മൂലّ؋ിന്െറയും സാധّതകൾ ഇവിെട കണׯാׯാം 
, മൂ്ؗ നّായമായ നാണയ׹ൾ വലിെ׺റിയുؗതിനുت പരീײണം പരിഗണിുׯക , ഇവിെട എؗത് x 
വാലുകളുെട എ؉മാണ്, തുടർ്ؗ നമു്ׯ സംഭാവّത കണׯാׯാം ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ ഇേؚാൾ x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് എؗതിന്െറ േْപാബബിലിئി എؓാണ് , മൂ്ؗ തലകളും നിരീײിുׯേآാൾ x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ സാധّതയുെട േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് 

അതിനാൽ ഇത് 1 ൈബ 8 ആണ്. സമാനമായി ഞാൻ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ സംഭാവّത hhh x 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ പരീײണ؋ിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും , ഒരു വാൽ 
നിരീײിുׯേآാൾ എؗത് 1 ആണ്, അതിനാൽ എؗും എؗും നമു്ׯ ഇത് x hhthth thh hhthth 
എؗും എؗും എഴുതാം. അതിനാൽ ഈ േْപാബബിലിئി 3 ൈബ 8 ആണ്. അതിനാൽ ന്െറ thh x 
േْപാബബിലിئി 1 ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കണׯാׯി, ഞാൻ ന്െറ േْപാബബിലിئി എؓാെണ്ؗ x 
േനാׯിയാൽ 2 ന് തുലّമാണ്, ര؇് വാലുകൾ നിരീײിുׯേآാൾ ന് 2 മൂലّം എടുؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ x 
കാണാം . എؗിവയുമായി െപാരു؋െؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് എؗിവയുെട htttht, tth htttht, tth 
സംഭാവّതയാണ്, ഈ േْപാബബിലിئി 3 ന് 8 ന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും അതുേപാെല 
നി׹ൾ്ׯ കാണാം, അതായത് എؗത് 3 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന് തുലّമാണ്.  3 വാലുകൾ p 3 x x 3 
ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ േْപാബബിലിئി 1 ൈബ 8 ആണ്. അതിനാൽ ന് േവ؇ിയുت റാൻഡം ttt x 
േവരിയബിളിന്െറ സാധّമായ എبാ മൂലّ׹ൾുׯം അനുേയാജّമായ േْപാബബിലിئികൾ ഞാൻ 
കണׯാׯിയതായി ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും  പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്. ഒ്ؗ p p 
എؗത് ഒؗിന് തുലّമായ ആണ് മൂ്ؗ ൈബ എ؂് ര؇്, അതായത് േْപാബബിലിئി തുലّമായ ര؇് , x p x 
മൂ്ؗ 8 ആണ്, അതായത് 3 ന് തുലّമായ േْപാബബിലിئി 1 ന് 8 ആണ്. അതിനാൽ നി׹ൾ തുക p 3 
േനാׯിയാൽ  ഇവയിൽ ഇത് 1 ൈബ 1 ؛സ് 3 ؛സ് 3 ؛സ് 1 ഥായ്്ׯ തുലّമാണ്  എؗത് 8 െകാ؇് 8 t 
ആണ്. അതായത് 1 ആണ് നി׹ൾ്؛ ׯസ് ؛സ് ؛സ് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, p 0 p 1 p 2 p 3 
അതിനാൽ ഇെതാരു സാധുവായ േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷനാണ്  , ഒരു പായ്്ׯ ഔ؂്  ബൾബുകൾ10
ഉെ؇്ؗ കരുതെ؂. ഇതിൽ മൂെؗ؉ം തകരാറുتവയാണ്, ഒരു ഉപേഭാװാവ് ഇവയിൽ രെ؇؉ം 
ْകമരഹിതമായി വാുؗു׹ , ഒരു പായ്ئ്ׯ ബൾബിൽ പ്؋ ബൾബുകൾ ഉ؇് അതിൽ മൂെؗ؉ം 
േകടായവയാണ് , ഒരു ഉപേഭാװാവ് ഇവയിൽ രെ؇؉ം ْകമരഹിതമായി വാുؗു׹, അവൻ രെ؇؉ം 
വാു׹േآാൾ ചില തകരാറുകൾ ഉ؇ാകാം  അതിനാൽ  ഉപേഭാװാവ് വാ׹ിയ ൈവകലّ׹ളുെട 
എ؉ം ആയിരിׯെ؂ , ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്, അതിനാൽ ര؇ിൽ എبാം x xx 
നبതായിരിׯാം, അതായത് പൂജّം ൈവകലّ׹ൾ ഒ്ؗ വികലമാകാം അെ׸بിൽ ര؇ും വികലമാകാം, 
അതിനാൽ ഇത് ആണ്  ഒരു ഡിസ് ْകീ്ئ റാൻഡം േവരിയബിളാണ് ഇേؚാൾ ന്െറ േْപാബബിലിئി x x 
ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ , അതായത്  ന് തുലّമായ േْപാബബിലിئി 0
എؓാണ്, എؓാണ് േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ്, എؓാണ് േْപാബബിലിئി 2 ന് തുലّമാണ്, x 1 
അതിനാൽ കണׯാׯാൻ  പ്؋ ബൾബുകളുت ഒരു പായ്ئׯിൽ നി്ؗ ര؇് ബൾബുകൾ thi 
തിരെ؁ടുؗുׯത് പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, വിവിധ സാധّതകളുെട കണുׯകൂ؂ൽ നമു്ׯ 
േനാׯാം, അവെയാؗും തകരാറിലെ്ؗب ഞാൻ പറ؁ാൽ ആെക സാധّതകളുെട എ؉ം പ്؋ സി 
ര؇് ആണ്, അതായത് ഉപേഭാװാവ് തിരെ؁ടു؋ത് 2 എؗാണ് . ഈ 10 ബൾബുകളിൽ നി്ؗ 7 
നبവയാണ് ഇേؚാൾ അയാൾ്ׯ ലഭി׺ത്, അതായത് അവന്െറ തിരെ؁ടു്ؚ ആ 7-ൽ നിؗാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് 7 2-െന 10 െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അതായത് അനുകൂല േകസുകളുെട എ؉ം 7 c c 2 c 2 
ഉം ആെക േകസുകളുെട എ؉വും 10 ഇേؚാൾ ഇത് എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാം, അതിനാൽ ഇത് 21 c 2 
ൈബ 45 നൽകുؗു, ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം , തുക ശരിയാെണ്ؗ കാണിׯാൻ ഞാൻ മനഃപൂർجം 
ലളിതമാׯിയി؂ിب, അതുേപാെല തുലّമായിരിׯാനുت സാധّത എؓാെണ്ؗ പരിഗണിׯാം x p1 
ഒؗിേല്ׯ ഒരിׯൽ കൂടി ആെക സാധّതകളുെട എ؉ം പ്؋ സി ര؇് ആണ്, ഒ്ؗ വികലമാെണ׸ിൽ, 
ഒ്ؗ നّൂനതയുتവനാെണ്ؗ അർ،മാുؗുׯ , അതിനർ،ം ഏഴിൽ ഒ്ؗ നبതും മൂ്ؗ നّൂനതകളിൽ 
നി്ؗ ഒ്ؗ തിരെ؁ടുؗുׯതും അതിനാൽ അനുകൂലമായ േകസുകളുെട എ؉ം  ആണ് ഏഴ് 1-െന 3 c c
1-െന 10 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് വീ؇ും 21-ൽ 45 ആകും, c 2 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ യഥാർ،؋ിൽ 7 എ്ؗ എഴുതാം, ഇതും 7 ആണ് , ആണ് by 15 by 15 p 2 x 
എؗത് 2 ന് തുലّമാണ് .  വികലമായ ര؇ും ലഭിു׺ , അതിനാൽ 3 െന 10 െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, c 2 c 2 
അത് 3 െകാ؇് 45 ന് തുലّമാണ് , അത് 1 ന് 15 ന് തുലّമാണ്, ഇതാണ് നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാൻ 
കഴിയുؗ നّൂനതകളുെട സംഖّയുെട േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ 7 ؛സ് 7 ؛സ്  1 ന് by 15 by 15 

 തുക  ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഡിസ് ْകീ്ئ റാൻഡം േവരിയബിൾ ന്െറ സാധുവായ 15 1 x 
േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനാണ്, ഇത് ഉപേഭാװാവ് വാؗു׹തിെല അപാകതകളുെട എ؉മായി 
നിർവചിׯെؚടുؗു, ഇവിെട നി്ؗ ഒരു കാർഡ് ْകമരഹിതമായി വലിെ׺ടു52 ുؗുׯ കാർഡുകളുെട 
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നؗായി കലׯിയ െഡ്ׯ, അതായത് പൂർ؉മായ െസ്ئ അവിെട 52 കാർഡുകൾ ഉെ؇ؗാണ് 
അർ،മാؗുׯത്, അതിൽ നി്ؗ ഒരു കാർഡ് ْകമരഹിതമായി വരയ്ുؗുׯ, വര׺ കാർഡ് 2 മുതൽ 10 
വെര ഏെത׸ിലും സംഖّയാെണ׸ിൽ അതിന്െറ സ്േകാർ ആ സംഖّയാണ് , അതായത് നأൾ 2 
വര׺ാൽ സ്േകാർ 2 ആയി അനുവദി׺ിരിുؗുׯ. നأൾ 5 വര׺ാൽ സ്േകാർ അേലാേئ്ׯ  വര׺ ed 5. 
കാർഡ് കിംഗ് കٔീൻ അെ׸بിൽ ജാ്ׯ ആെണ׸ിൽ അതിന്െറ സ്േകാർ  ആണ്. ഒരു എയ് സ് വര׺ാൽ 15
അതിന്െറ സ്േകാർ 18 ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ റാൻഡം േവരിയബിളിേല്ׯ േനാׯാം സ്േകാർ x 
സൂചിؚിׯെ؂, പിെؗ ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ എെؓാെׯയാണ് ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ 2 3  x x 
മുതൽ 10 വെര ആണ്  15 ഉം 18 ഉം. അതിനാൽ ഇത് ഒരു ْപേതّക റാൻഡം േവരിയബിളാണ്, നമു്ׯ 
ഇതിന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ കണׯാׯാം, അതിനാൽ  എؓാണ് േْപാബബിലിئി p 2 x 
എؗത് 2  ആണ്  പതിമൂ്ؗ ഒؗിന് സമാനമായി ഞാൻ പി ْതീ വീ؇ും േനാׯിയാൽ 3 മൂലّം വഹിؗുׯ 
നാല് കാർഡുകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് 4 ൈബ 52 ആണ്, അത് 1 ൈബ 13 ന് തുലّമാണ്. പി 10 വെര , ഞാൻ

പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ അേത മൂലّം ലഭിുׯം.  സംഭാവّത ന് തുലّമാണ് p 15 x 15 
ഇേؚാൾ 15 േരഖെؚടു؋ിയിരിؗുׯത് അേؚാൾ 3 കാർഡുകൾ അവിെട രാജാവ് രാ׾ിയും ജാുׯം 
ഉ؇്  അ؋രം 12 കാർഡുകൾ e 
അ׹െന നി׹ൾ്12 ׯ െന 52 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് 3 െകാ؇് 13 ന് തുലّമാണ് , 18 ന്െറ 
േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ് 18 ന് തുലّമാണ്, അതായത് ഒരു നിരീײിുׯേآാൾ അത് 1 x 1 ah x s 
െകാ؇്  ആണ്. ഈ റാൻഡം േവരിയബിൾ ന്െറ േْപാബബിലിئി  ഡിസ് ْടിബّൂഷനാണിത്  വിവിധ 13 x 
േْപാബബിലിئികൾ കണׯാׯാം , ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ വാലുകളുെട എ؉ം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, 
ഒരു ഒئസംഖّ വാലുകൾ നിരീײിׯെؚടാനുت സാധّത എؓാെണ്ؗ എനി്ׯ േചാദിׯാം, 
ഉദാഹരണ؋ിന് ഒئസംഖّ വാലുകൾ േْപാബബിലിئി ആയിരിുׯം 1 ؛സ് േْപാബബിലിئി തുലّം  3 x x 
അതായത് 3 ൈബ 8 ؛സ് 1 ൈബ 8 ന്െറ േْപാബബിലിئി എؓാെണ്ؗ എനി്ׯ േചാദിׯാം, ന് x 2 
കുറേവാ തുലّേമാ ആകാനുت സാധّത എؓാെണ്ؗ ഞാൻ േചാദിׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ 
േْപാബബിലിئി എؗത് 2-േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ അത് േْപാബബിലിئി തുലّം 0 x x 
 ി ര؇ിന് തുലّമാണ് , അതായത് ഒ്ؗ ൈബx xئസ് േْപാബബിലി؛ ി തുലّമാണ്  ഒ്ؗئസ് േْപാബബിലി؛
എ؂് പി  ലസ് ْതീ ൈബ എ؛ ؂്സ് ْതീ ൈബ എ؂്, അതായത് ഏഴ് ൈബ എ؂് േപായിന്റ് ആണ് ഞാൻ 
പറയാൻ ْശമിؗുׯത്, ഒരു േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ നൽകിയാൽ , ആ റാൻഡം 
േവരിയബിളുമായി ബؖെؚ؂ േْപാബബിലിئി േ്ئز െമന്റുകൾ നമു്ׯ പരിഹരിׯാൻ കഴിയും, 
അതിനാൽ ഈ േْപാബബിലിئികളിൽ ചിലത് ഇവിെട കണׯാׯാം . സ് േകാർ കുറ؁ത്  ആണ്, 10
അതായത് േْപാബബിലിئി എؗത് 10-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ് , അത് േْപാബബിലിئി്ׯ x 
തുലّമാണ്  റാൻഡം േവരിയബിളിന് പ؋ിൽ കുറയാ؋ത് എടുׯാം, അതിനാൽ ഇത് 1 ൈബ 13 ؛സ് 3 ന്
 സ് 1 ൈബ 13 ന് തുലّമാണ് , അതായത് 1 ന് അതായത് 5 ൈബ 13 ആണ്. റാൻഡം uh؛ 13
േവരിയബിളിന്െറ വിവിധ മൂലّ׹ളുെട സാധّതകൾ കണׯാؗുׯതിന് പുറെമ ഒരാൾ്ׯ അതിന്െറ 
ശരാശരി കണׯാׯാനും കഴിയും അെ׸بിൽ നി׹ൾ കണׯാؗുׯ സാآിളിൽ നൽകിയിരിؗുׯ 
മൂലّ׹ൾ നി׹ളുെട رിതിവിവരׯണ്ׯ ഭാഗം ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, വിതരണ؋ിന്െറ x 1 x 2 xn 
േകْؕ േപായിന്റ് ഓ എ്ؗ പറയാം. നി׹ൾ കണׯാؗുׯത് ؛സ് ؛സ് ന്െറ ന് x 1 x 2 xn x 
േനാׯിയാണ് അെ׸بിൽ ന് ْഫീകٔൻസി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ നൽകിയി؂ുെ؇׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ന് x1 x2 

ْഫീകٔൻസി ഉ؇് , നി׹ൾ്ׯ ന് ഉ؇്, നി׹ൾ്ׯ ْഫീകٔൻസി ഉ؇്, തുടർ്ؗ നി׹ൾ f1 xn f2 fn x1 f1
 ാൽ, അതിന്െറ ഉേؐശّം x2 f2 xn fn fi׺െകാ؇് ഹരി ׶സ് എؗത് സി؛  ുؗുׯാׯസ് കണ؛
എؓായിരുؗു, റാൻഡം േവരിയബിൾ േْപാബബിലിئികേളാെട മൂലّ׹ൾ p 1 p 2 pn x 1 x 2 xn 
എടുുׯേآാൾ സമാനമായി ആ ഡാئയ്تുׯ േകْؕ ْപവണതയുെട ഒരു അളവ് അത് നി׹ൾ്ׯ 
നൽകുؗു േല്؛ ׯസ് േല്؛ ׯസ് േല്ׯ േല്ׯ ഇത് റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറx 1 p 1 x 2 p 2 xn pn 
ഡിസ്ْകീ്ئ ഡിസ്ْടിബّൂഷന്െറ ശരാശരി എ്ؗ വിളിുؗുׯ എؗത് യിൽ സാധّമായ x x e 
മൂലّ׹ളുت ഒരു ഡിസ്ْ കീ്ئ റാൻഡം േവരിയബിളാെണ്ؗ നമു്ׯ നിർവചിׯാം, അതായത് x1 x2 xn 
ഒؚം അനുബؖ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ ന്െറ ശരാശരി ْപതീײയാണ് ന്െറ p 1 p 2 pn x x 
നുأെട ْപതീײിؗുׯ മൂലّം നിർവചി׺ിരിؗുׯത് , അതിനാൽ ഇതാണ് െനാേ؂ഷൻ ْപതീײ മൂലّം 
എക് സ്  ആയി  ആയി  ؛സ്  ആയി  ؛സ് ആയി പരിഷ് ׯരി׺ിരിؗുׯത്.  ൽ  േല1 تുׯ p1 2 2 p 2 x- n- pn
എؗത് സി׶ യിേല്ׯ േല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ റാൻഡം േവരിയബിൾ എടുؗുׯ xi- pii 
മൂലّ׹ൾ എെؓാെׯയാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാം .  ശരാശരി അെ׸بിൽ റാൻഡം 
േവരിയബിളിന്െറ ْപതീײ, അതിനാൽ നأൾ െചᅃٝ വിതരണ׹ൾ േനാׯാം, അതിനാൽ ഒരു 
നാണയ؋ിന്െറ മൂ്ؗ േടാസുകളിെല വാലുകളുെട എ؉؋ിന്െറ ഈ വിതരണം നമു്ׯ ഉ؇ായിരുؗു , 
ഇവിെട വാലിന്െറ എ؉؋ിന്െറ വിതരണ؋ിന്െറ അർ،ം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം അതിനാൽ 
നി׹ളുെട റഫറൻസിനായി ഞാൻ വീ؇ും ഇവിെട എഴുതാം, അത് ആയിരുؗു 1 p 0 by 8 p 1 
ആയിരുؗു 3 ആയിരുؗു 3 ആയിരുؗു, ആയിരുؗു. അതിനാൽ ശരാശരി by 8 p 2 by 8 p 3 1 by 8 
അെ׸بിൽ ْപതീײിؗുׯ മൂലّം 0-ൽ 1 ആണ്.  8 ؛സ് 1 േല്3 ׯ ൈബ 8 ؛സ് 2 േല്3 ׯ ൈബ 8 ؛സ് 3 
ഇൻ 1 ൈബ 8 , അത് പْؓ؇് െകാ؇് എ؂ിന് തുലّമാണ്, അത് മൂ്ؗ ൈബ ടുവിന് തുലّമാണ് , ഓ, ഇത് 
എനി്ׯ ലഭിؗുׯതിന്െറ അർ،െമؓാെണ്ؗ ഇേؚാൾ ഒരാൾ ചിؓിേׯ׺ാം. അംശം യഥാർ،؋ിൽ
വാലുകളുെട എ؉ം 0 1 2 ആണ് അതിനാൽ ഇത് ْപതീײിؗുׯ മൂലّ؋ിന്െറ ഒരു r 3 
പൂർ؉സംഖّയാണ് അെ׸بിൽ ശരാശരി അത് ആ മൂലّ׹ളിൽ ഒؗായിരിׯണെമ്ؗ 
അർ،മാؗുׯിب, പേײ ഇത് ചില ഇന്റർമീഡിയ്ئ മൂലّമാണ് ഇവിെട മൂലّ׹ൾ 0 1 2 ആണ് , ഞാൻ 
ഇവിെട േ؛ാ؂ിംഗ് പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞാൻ 
ഇവിെട 0 ഇവിെട 1 ഇവിെട 2 ഇ؂ു എ്ؗ കരുതുക. 3 ഇവിെട പിെؗ ഈ വശ്؋ ഞ׹ൾ ൈപ ഇടുؗു, 
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അ׹െന 1 ൈബ 8, ഇത് മൂ്ؗ ൈബ എ؂്, ഇത് മൂ്ؗ ൈബ എ؂്, ഇത് ഒ്ؗ ൈബ എ؂്, ഇത് ഒ്ؗ ൈബ എ؂്, 
ഇത് മൂ്ؗ ൈബ എ؂്, ഇത് മൂ്ؗ ൈബ എ؂് എؗി׹െന  ഇത് വീ؇ും ഒؗിന് എ؂് ശരിയാണ്, അതിനാൽ 
എനി്ׯ ശരാശരിയായി ലഭിؗുׯ മൂലّം 3 ൈബ 2 ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാൻ കഴിയും, അത്
ഇവിെട വരുؗത് ഒരു മിഡ് മൂലّം േപാെലയാണ് , അത് സംഭവിؗുׯത് അത് സമമിതിയുت ഒരു 
വിതരണമായതിനാൽ ര؇് അ׹ئളിൽ നിؗും ഞാൻ 0, 3 എؗിവയ്്ׯ തുലّമായ സാധّതയും 1, 2 
എؗിവയ്്ׯ തുലّ സാധّതയും നൽകുؗു. അതുെകാ؇ാണ് ശരാശരി മൂലّം മധّഭാഗ؋ായി മാറുؗത് ,
േകടായ ബൾബുകളുെട എ؉؋ിന്െറ മെئാരു ഉദാഹരണം േനാׯാം േകടായ ബൾബുകളുെട എ؉ം 
അതിനാൽ ഇവിെട ൈബ 15 ആയിരുؗു 7  15 െകാ؇് എؗത് 1 ന് 15 ന് തുലّമാണ്. p 0 7 p 1 p 2 
അതിനാൽ ന്െറ ْപതീײ പൂജّമായി ഏഴ് മുതൽ പതിന؀് വെരയും ഒ്ؗ ഏഴ് മുതൽ പതിന؀് x 
വെരയും ര؇് ഒ്ؗ മുതൽ പതിന؀് വെര ആകും , അതായത് 9 ന് 15 ന് തുലّമാണ്, അത് 3 ന് 5 ന് 
തുലّമാണ്. നّൂനതകളുെട എ؉ം 0 1 അെ׸بിൽ 2 ആെണ്ؗ കാണാൻ കഴിയും, എؗാൽ ശരാശരി 
മൂലّേമാ ശരാശരി മൂലّേമാ ഒരു പൂർ؉സംഖّയب, യഥാർ،؋ിൽ ഇത് ഒരു ഭിؗസംഖّയാണ് , നി׹ൾ 
ഇവിെട വിതരണം -ൽ േ؛ാ؂് െചയ് താൽ, നി׹ൾ്ׯ -ൽ -ൽ -ൽ ആണ്  ഏഴ് മുതൽ പതിന؀് വെര , 0 1 7 15
ര؇ിന് നി׹ൾ്ׯ ഒരു പതിന؀് എؗി׹െനയാണ്, അതിനാൽ ഈ ശരാശരി ഇവിെട എവിെടേയാ 
വരുؗു , അത് മൂؗിൽ അ؀് എവിെടേയാ എവിെടേയാ നി׹ൾ്ׯ ലഭിുؗുׯ , വര׺ കാർഡിന്െറ 
സ്േകാറിന്െറ മെئാരു ഉദാഹരണം േനാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഈ േْപാബബിലിئി 
ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ ഉ؇്  നമു്ׯ കാർഡിന്െറ ശരാശരി സ്േകാർ േനാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട 
ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ േْപാബബിലിئി എؗത് തിരു؋ിെയഴുതാൻ എെؗ അനുവദിു׺, ൈബ 13 ന് x i 1 
തുലّമാണ്.  േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ്, 1 ൈബ 13 ആയിരുؗു. അതിനാൽ ന്െറ ْപതീײ x 18 x- i 
1-ൽ നി്ؗ 13 ആയി മാറുؗു, കാരണം മുതൽ 10 വെര 15-ൽ നി്ؗ 3-ൽ നി്ؗ 13- േല്18 ׯ-ൽ നി്ؗ i 2 
1-ൽ നി്ؗ 13-ന് തുലّമാണ്.  10 നി׹ൾׯറിയാം, അത് േല്؛ ׯസ് 1 ൈബ 2 ആണ്, അതായത് 10-ൽ n- n 
11-ൽ 2 , അതായത് 15 , ആദّെ؋ േടം ഇب, അതിനാൽ അത് 54 ആയി മാറും. അതിനാൽ 54- ഉം 45-ഉം 18-ൽ 
13. അത് തുലّമാണ്.  ഒൻപത് ْപതീײ എؗത് ഒآതിന് തുലّമാണ് , അതായത് കാർഡിന്െറ x 
ْപതീײിؗുׯ സ്േകാർ ഒآത് ആണ്, ഇേؚാൾ േവരിയൻസ് എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ മെئാരു അളവ് കൂടി 
ഞാൻ പരിചയെؚടു؋െ؂, അതിനാൽ ْപതീײ എؗത് ശരാശരി മൂലّം അെ׸بിൽ ശരാശരി മൂലّം 
േപാെലയാെണ്ؗ ഞാൻ വിശദീകരിു׺, പേײ ഞ׹ൾുׯം ഇذെؚേׯ؂ാം  മൂലّ׹ൾ കൂടുതൽ 
വിതരണം െചᅃٝി؂ുേ؇ാ എؗതിനർ،ം അവയ്്ׯ ധാരാളം വّതّാസമുേ؇ാ അേതാ അവയ്്ׯ 
കുറ؁ വّതിയാനമുേ؇ാ എؗറിയാൻ, നമു്ׯ േവരിയബിലിئി എؗ ആശയം പരിഗണിׯാം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ േْപാബബിലിئി എടുׯാം ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് x 0
ന് തുലّമായത് േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്.  എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, ഇത് 1 എؗതിന് തുലّമാണ് 3 x 
ശരി അതായത് ൈമനസ്  എؗിവയ് ്ׯ  ൈബ  തുലّമായ സംഭാവّതയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ 1 0, 1 1 3

ന്െറ ْപതീײ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് ൈമനസ് 1 േല്1 ׯ ൈബ 3 ؛സ് 0 ന് 1 ൈബ 3 ؛സ് 1 ഇൻ 1 x 
ൈബ  3 അത് 0 ന് തുലّമാണ്. ആഹ് നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം േْപാബബിലിئി ൈമനസ് 2 x 
ആണ് , േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് തുലّം 0 , േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് ന് തുലّമാണ്, 1 ന് 3x x 2 
ന് തുലّമാണ്, നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും ْപതീײിؗുׯത് കാണാം ൈമനസ് 2 േല്1 ׯ ൈബ 3 ؛സ് 0 േല്1 ׯx 
ൈബ ْതീ ؛സ് ടു വൺ ൈബ ْതീ , അത് വീ؇ും പൂജّമാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ അത് േ؛ാ؂് െചᅃٝാൽ 
ൈമനസ് ര؇് , ؛സ് ടു വൺ ൈബ ْതീ ഒ്ؗ ൈബ ْതീ, 
അ׹െന ഞാൻ  ഈ ര؇് ْഗാഫുകളും താരതമّം െചുإക, ഈ റാൻഡം േവരിയബിളുമായി 
താരതമّെؚടുു؋േآാൾ, റാൻഡം േവരിയബിൾ ഇവിെട കൂടുതൽ വّതിയാന׹ളുت മൂലّ׹ൾ x 
എടുؗുׯതായി നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, ഈ േവരിയബിളുകളുെട േപരുമാئാൻ ഞാൻ 
അനുവദിൂׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഇതിെന റാൻഡം േവരിയബിൾ എؗും ഈ റാൻഡം x1 x1 
േവരിയബിളിെന ഞാൻ റാൻഡം േവരിയബിൾ എؗും വിളി1 .ുؗുׯ-ന്െറ ْപതീײയും ന്െറ x2 x x-
ْപതീײയുമാണ് ഞ׹ൾ നിരീײിؗുׯത് 2 എؗത് 0 ആണ് , കൂടാെത റാൻഡം േവരിയബിൾ x 1 
ൈമനസ് 1 0 നും 1 റാൻഡം േവരിയബിൾ ൈമനസ് 2 0, 2 എؗീ മൂലّ׹ൾ്ׯ തുലّമായ x 2 
േْപാബബിലിئി നൽകുؗു. ഇേؚാൾ ഈ മൂലّ׹ൾ ഈ മൂലّ׹ൾ്ׯ അടു؋ാെണ്ؗ എനി്ׯ കാണാൻ 
കഴിയും.  ഞ׹ൾ േവരിയൻസ് എؗ ഒരു ആശയം അവതരിؚിുؗുׯ എ്ؗ അളؗുׯതിനാണ് ഇവിെട 
കൂടുതൽ വّതിയാനം, അതിനാൽ ഒരു റാൻഡം േവരിയബിൾ ന്െറ േവരിയൻസ് നിർവചി׺ിരിؗുׯത് x 
ഞാൻ നിർവചിׯെ؂ , അതിനാൽ ഞ׹ൾ അതിെന എ്ؗ വിളിുؗുׯ അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ ഇത് x x 
ന്െറ എ്ؗ എഴുതിയാൽ അത് ഒؗുമب എؗാൽ ْപതീײ, ْപതീײ എؗ പദാവലി ഞാൻ ഇതിനകം v 
അവതരിؚി׺ി؂ു؇് , അതിനാൽ ൈമനസ് മّു സ്കٔയർ എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ x x 
ന്െറ ْപതീײയ് تുׯ ഒരു െനാേ؂ഷനായി എവിെടയാണ് ഉപേയാഗി׺െത്ؗ ഞാൻ നിർവചിׯാം , mu 
അതിനാൽ ആെണ׸ിൽ ഞാൻ എؓാണ് േനാׯാൻ ْശമിؗുׯെത്ؗ ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ mu 
കഴിയും ന്െറ ശരാശരി ആെണ׸ിൽ , ശരാശരി മൂലّ؋ിൽ നി്ؗ റാൻഡം േവരിയബിളിന് എْത x 
വّതിയാനം ഉെ؇്ؗ ഞാൻ േനാുׯകയാണ്, ഇതാണ് നി׹ൾ ഇവിെട േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ ര؇് 
ഉദാഹരണ׹ളിലും അൽؚം കൗതുകകരമായത് നി׹ൾ ഇവിെട േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ശരാശരി 0 ഉം 
മ്ئ മൂലّ׹ൾ 1 ഉം ൈമനസും ആണ്  1 ഇവിെട ശരാശരി 0 ഉം മ്ئ മൂലّ׹ൾ 2 ഉം ൈമനസ് 2 ഉം ആണ്. 
അതിനാൽ ഈ മൂലّ׹ൾ ഇതുമായി താരതമّെؚടുു؋േآാൾ ശരാശരി മൂലّ؋ിൽ നി്ؗ വളെര 
അകെലയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒؗിന്െറയും ര؇ിന്െറയും വّതّാസം േനാׯാം, അതിനാൽ x x x 
ഒؗിന്െറ വّതّാസം വൺ ൈമനസ് മّു വൺ ആണ് ْപതീײിؗുׯത് എ്ؗ പറയൂ, എവിെടയാണ് x Mu 

എؗത് ന്െറ ْപതീײയാണ്, ഇവിെട ആണ് 0, അതിനാൽ ഈ മൂലّം ൈമനസ് 0 one x x1 mu 1 x 1 
ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതായത് സ്കٔയർ ْപതീײിുؗുׯ ഞാൻ ഇതിനകം x 1 
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േഫാർമുല അവതരിؚിു׺ ْപതീײിؗുׯത് അത് േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഗുണി׺ മൂലّമാണ് , 
അതിനാൽ ൈമനസ് 1 ന്െറ മൂലّ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ഒؗായി x 1 
മാറുؗു , േْപാബബിലിئി ഒ്ؗ മൂ്ؗ പൂജّം ഒ്ؗ െകാ؇് മൂ്ؗ ؛സ് വൺ ആണ്, അതിനാൽ ഒരു ചതുരം 
ഒ്ؗ െകാ؇് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഈ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്  ന്െറ വّതിയാനം ആയ ന്െറ x1 x2 
വّതّസ് തമായ  ന്െറ ഒേര കാരّം േനാׯാം, അതിനാൽ ന്െറ റാൻഡം േവരിയബിൾ x2 x two x2 
േവരിയൻസിനായി ൈമനസ് സ്കٔയർ ْപതീײിുؗുׯ, ഇവിെട എؗത് x two mu two mu two 
ْപതീײയبാെത മെئാؗുമب  ര؇് ഒരിׯൽ ര؇ിന്െറ ْപതീײ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് x a x x 
ര؇് ചതുരം ര؇് എؗതിന്െറ ْപതീײയായി മാറുؗു, ൈമനസ് ര؇് മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ, x 
അതിനാൽ ൈമനസ് ര؇് ചതുരം നാല് ര؇് േْപാബബിലിئിയിേല്ׯ ൈമനസ് ര؇ിന് തുലّമാണ്, x 
അതായത് ഒؗിന് മൂؗിൽ പൂജّവും േْപാബബിലിئി ؛സും  ര؇് ര؇് സമചതുരം നാലിൽ നി്ؗ ഒؗിൽ 
മൂ്ؗ ആയി മാറുؗു, അത് നമു്ׯ ഒؗിന്െറ വّതّാസവും ര؇ിന്െറ വّതّാസവും താരതമّം x x 
െചإാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാം ഒؗിന്െറ വّതّാസം ര؇് മൂ്ؗ, ര؇ിന്െറ x x 
വّതّാസം എ؂്  മൂ്ؗ സٔാഭാവികമായും ര؇ിന് എؗതിേനׯാൾ കൂടുതൽ വّതّാസമു؇് , x x1 
അതിനാൽ ْകമരഹിതമായ േവരിയബിളുകളിൽ ചില വّതിയാന׹ൾ ഉെ؇്ؗ ഈ ആശയം േനാുؗുׯ, 
അതിനാൽ േവരിയൻസ് എؗ പദം ഉപേയാഗി്׺ ഈ ആശയം ഔപചാരികമായി പഠിׯാം. അതിനാൽ x2 
ന്െറ വّതിയാനം ന്െറ വّതിയാനേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ റാൻഡം േവരിയബിൾ ന് x1 x2 
റാൻഡം േവരിയബിൾ േനׯാൾ കൂടുതൽ വّതّാസമുെ؇്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ x1 
നമു്ׯ വّതُّ ٝഉദാഹരണ׹ളിെല വّതّാസം കണׯാׯാം. വാലുകളുെട അതിനാൽ ഇവിെട p 0 
ആയിരുؗു 1 ആയിരുؗു 3 ആയിരുؗു 3 ആയിരുؗു ആയിരുؗു, by 8 p 1 by 8 p 2 by 8 p3 1 by 8 

എؗത് 1 ആയിരുؗു , ഞ׹ൾ എ്ؗ വിളിؗുׯ ْപതീײ ന് തുലّമാണ്, p3 by 8 mu x 3 by 2 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട വّതّാസം കണׯാׯാം അതിനാൽ ന്െറ വّതّാസം ൈമനസ് x x mu 
ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതായത് ൈമനസ് 3 ന്െറ 2 സ്കٔയർ ْപതീײിുؗുׯ, x 
നأൾ ന്െറ മൂലّ׹ൾ മാئിرാപിേׯ؇തു؇്, x 
അ׹െന 0 ൈമനസ് 3 ചതുരം എؗത് 1 ؛സ് 1 ആണ്.  ൈമനസ് 3 ൈബ 2 സ്കٔയർ ആׯി 3 x 2 by 8 
ൈബ 8 ؛സ് 2 ൈമനസ് 3 ൈബ 2 സ്കٔയറിേല്3 ׯ ൈബ 8 ؛സ് 1 ൈബ 8 ײമിׯണം 3 ൈമനസ് 3 ൈബ
2 സ്കٔയർ ആׯി 1 ൈബ 8. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് 9 ൈബ 4 േല്1 ׯ ആയി കണׯാׯാം  8 ؛സ് 1 
ൈബ 4 േല്3 ׯ ൈബ 8 ؛സ് 1 ൈബ 4 േല്3 ׯ ൈബ 8 ؛സ് 9 ൈബ 4 ഇൻ 1 ൈബ 
അ׹െന ഈ മൂലّ׹ൾ 24 ൈബ 32 ആയി മാറുؗു, അത് 3 ന് 4 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ എ׹െന 
എؗതിന് ഞാൻ ഉദാഹരണം നൽകി. ഡിസ്ْടിബّൂഷന്െറ േവരിയബിളിئി  കണׯാׯാം.  ഞാൻ 
അവിെട എടു؋ ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ പരിമിതമായ എ؉ം മൂലّ׹ൾ എടു؋ി؂ു؇് , അനؓമായ 
മൂലّ׹ൾ േപാലും അനുവദനീയമായ മ്ئ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ ഞാൻ വിശദമായി ചർ׺ െചുإം, കൂടാെത 
ْപതീײ എؗ ആശയം അെ׸بിൽ ശരാശരിയും വّതّാസവും ഞാൻ അടുױ ؋ാസിൽ അവതരിؚിു׺.  
ൈബേനാമിയൽ യു എؗ സ്േപഷّൽ ഡിസ്ْകീ്ئ റാൻഡം േവരിയബിൾ ഉപേയാഗി്׺ ഈ ആശയം 
കൂടുതൽ െമ׺െؚടുു؋ക 
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