
[संगीत] [संगीत] ʉणून [संगीत] सुŮभात ʉणून काल मी या̊İǅक ʬेįरएबलǉा संकʙनेवर चचाŊ केली आहे, ˢतंũ या̊İǅक चलची संकʙना आिण 
ȑाचे संभाʩ िवतरण आह आʉी मȯ िकंवा अपेिƗत मूʞ या संकʙनेवर चचाŊ केली आहे िभɄता आिण मानक िवचलन  आʉी अɷासलेʞा एका 
िविशʼ ˢतंũ िवतरणाला िȪपदी िवतरण ʉणतात  आिण आʉी या िवतरणाची उȋȅी पािहली की ते कसे उȥवते आिण ȑाचे मȯ आिण िभɄता देखील 
आज मी वेगʨा िवतरणांवरील काही सम˟ा सोडवू  आिण िȪपदी िवतरणावरील काही सम˟ा सोडवू. काही सम˟ांसह Ůारंभ करा  हा  दोन f m 
अिधक एक घटकांचा संच असू Ȩा ʉणजे दोन अिधक एक घटकांसह एक संच आहे   एक İˌɐ ई घटकांǉा िवषम संƥेसह ǉा सवŊ m f  
उपसंचांचा वगŊ असू Ȩा    ʉणून आपण ȑा उपसंचांचा िवचार कŝ.  पैकी Ǜामȯे घटकांची िवषम संƥा आहे याचा अथŊ ȑांǉात एक घटक असू f 
शकतो ȑांǉामȯे तीन घटक असू शकतात ȑांǉामȯे पाच घटक असू शकतात इ.  आिण अशा सवŊ उपसंचांǉा संचाला तो वगŊ ʉणतात तो İˌɐra 
Ȫारे दशŊिवला जातो संच या̊İǅकपणे मधून िनवडला जातो  आिण ला िनवडलेʞा संचातील घटकांची संƥा  समजू Ȩा जेणेकŝन  ea  e x 
िनवडलेʞा संचामȯे 1 3 5 असू शकतात. 2 अिधक 1 घटकांपयōत  आपण चे िवतरण शोधू इİǅतो आिण ची अपेƗा  मी िवचारात घेऊ या m x x 
ʉणजे आिण असेच 2 अिधक 1 पयōत मूʞे घेऊ शकेल. हे मूʞ घेत असʞाची शƐता काय आहे  ?  2 अिधक 1 आता मȯे x 1 3 m x i f 
एकूण 2 अिधक 1 घटक आहेतm 
ȑामुळे 2 अिधक 1 घटक असलेʞा संचांची संƥा 2 अिधक 1 िनवडा 2 अिधक 1  ǉा एकूण उपसंचांची संƥा 2 असेल  पॉवर 2 मी i m i f 
अिधक 1 आता Ǜा संचांमȯे घटकांची िवषम संƥा आहे ȑांची संƥा 2 ते 2 मीटर असेल
ȑामुळे एकूण उपसंचांची संƥा Ǜामȯे घटकांची िवषम संƥा आहे जी 2 ते 2 मीटर आहे जेणेकŝन ते भाजक आिण मȯे येत आहे अंश माǟाकडे 
असे संच आहेत Ǜात 2 अिधक 1 घटक आहेतi 
ȑामुळे असे संच 2 आहेत  िनवडा 2 अिधक 1 साठी ते ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे ŮȑƗात चे संभाʩ िवतरण m plu s 1 i i 0 1 m x 
आहे येथे बेरीज 1 का असणे आवʴक आहे आपण पाš शकता की आपण दोन अिधक एक एक अिधक दोन अिधक एक जोडू शकता.  m c m c 
तीन अिधक दोन मी अिधक एक क पाच आिण याŮमाणे दोन मीटर अिधक एक क दोन मीटर अिधक एक नंतर बेरीज 2 ते घात 2 मीटर इतकी आहे 
ʉणून हे एक योƶ संभाʩता िवतरण आहे समजा मला याची अपेƗा मोजायची आहे. जर आपʞाला ȑाǉा अपेƗेची गणना करायची असेल तर ती िसƵा

अिधक 1 ǉा बरोबरीची आहे ǉा संभाʩतेमȯे 2 अिधक 1 समान 0 ते आहे ʉणजे िसƵा बरोबर 0 ते आहे  अिधक 12 i x i i m i m 2 i 
अिधक 1 अिधक 1 भािगले 2 ने घात 2 आता ही संǒा संयोजन संǒा आपण िवˑाįरत कŝ ʉणजे हे िसƵा 2 अिधक 1 2 2 m c 2 i n i m 

अिधक  भागाकार अिधक  गुणिन̽ ठ आिण  होईल  वजा फॅƃोįरयल आिण नंतर हे  ते घात असेल तेथे  ते बरोबर 1 2 i 1 2 m 2 i 2 2 m i 0 m 
आहे आता ही संǒा आपण समायोिजत करतो जेʬा भाजकामȯे आपʞाकडे 2 असतो अिधक 1 फॅƃोįरयल ʉणून 2 अिधक 1 पैकी 1 रȞ होईलi i 
ʉणून आपʞाला 2 िमळेल ʉणून हे मी 2 फॅƃोįरयल ʉणून िलिहतो आिण 2 अिधक 1 बाहेर घेतो ʉणजे 2 अिधक 1 आिण याला 2 ने 2 m m m m 
ने भागले  या संǒेत समािवʼ नाही ʉणून आपण ȑास दोन घटकांक दोन वजा दोन घटकाने भागलेʞा बेरीज िचɎातून बाहेर काढू m i i m i 
शकतो ʉणजे 2 अिधक 1 भािगले 2 ची घात 2 समेशन समान आहे  0 ते िनवडा ʉणजे ही ŮȑƗात 2 अिधक 2 m m i m 2 m 2 i mc 0 mc 
2 अिधक 2 या Ůकारातील अटी आहे आिण 2 पयōत याची एकूण बेरीज 2 ते 2 आहे  वजा 1 ʉणजे 2 अिधक 1 भािगले 2 ची mc 4 mc 2 m m m 
घात 2 ची घात 2 वजा 1 ʉणजे हे 2 अिधक 1 होईल की तुʉी अिधक 1 असे ʉणू शकता.  या िवतरणाǉा संभाʩतेचीm 2 m m by 2 m by 2 

समान दोन अिधक एक बरोबर आहे याचा अथŊ अिधक एक बाय दोन आह आहे आपण दुसरे वेगळे िवतरण उदाहरण घेऊ  या चार ǉा x i m ics 
पॅकेजमȯे एक दोष आहे ची बदली न करता एक-एक कŝन चाचणी केली जाते  जोपयōत दोष  आढळून येत नाही तोपयōत  चे िवतरण e ic x 
शोधǻासाठी आवʴक चाचǻांची संƥा असू Ȩा   आिण ची  अपेƗा करा x 
ȑामुळे ŮिŢया खालीलŮमाणे आहे आपण एक सदोष असʞास ȑाची चाचणी कराल तर आʉाला मािहत आहे  ते सदोष आहे ʉणून Ůयोग थांबतो ic 
कारण आʉाला मािहत आहे की चार आयसीमȯे एक दोष आहे जर पिहला दोषपूणŊ नसेल तर तुʉी दुसरा ƽाल आिण आʉी चाचणी कŝ की जर ते 
दोषपूणŊ असेल तर आʉी थांबवू अɊथा आʉी जाऊ  आता  ितस̴ यामȯे जर ते सदोष असेल तर आपʞाला मािहत आहे की हे दोषपूणŊ आहे जरी हे 
दोषपूणŊ नसले तरीही आपʞाला मािहत आहे की उवŊįरत दोषपूणŊ असेल ʉणून आिण 3 ही मूʞे घेऊ शकतात. चौȚा एकाची चाचणी करायचीx 1 2 
आहे
ȑामुळे ची संभाʩ मूʞे एक दोन आिण तीन आहेत , आपण याǉा संभाʩतेचे िवतरण पाš या  ʉणजे ची संभाʩता एक बरोबर   आहे आता चार x x 

आहेत आिण एक दोषपूणŊ आहे आिण आपण असे ʉणत आहोत की जर आपण Ůथम िनवडले तर ते सदोष असेल तर ȑाची संभाʩता चार कŝनics 
एक  असेल ची संभाʩता दोन कशी होईल याचा अथŊ पिहला दोषपूणŊ नाही ʉणजे आपण चांगʞापैकी िनवडतो. तीन बाय चार आहे आता तीन x 
िशʟक आहेत ȑापैकी एक Ůभावी आहे ʉणून दुस̴यामȯे आपण सदोष िनवडत आहोत
ȑामुळे ȑाची संभाʩता तीन बाय चार असेल तर तीन बाय चार मȯे एक तीन जी आता पुɎा एक बाय चार असेल खरे तर तुʉाला ची संभाʩता तीन x 
बरोबर मोजायची गरज नाही कारण  तुमǉाकडे 1 बाय 4 अिधक 1 बाय 4 हे एकमेव उरलेले मूʞ आहे जे अधő आहे
ȑामुळे ही संभाʩता अधŎ असेल परंतु मी तुʉाला दाखवतो की तािकŊ क युİƅवाद देखील कसा होऊ शकतो बघा तुमǉाकडे तीन बाय चार असू शकतात
मग दोन बाय तीन आता एक उरला आहे ʉणजे एक सदोष असू शकतो िकंवा तो सदोष असǻाची गरज नाही 
ȑामुळे तुमǉाकडे आता दोन केसेस होतील जर तुʉी हे दोन जोडले तर तुʉाला चार बाय चार िमळतात माफ करा  एक दोन कŝन हे 2 बाय 2 ǉा 
बरोबरीचे आहे ʉणून ही संभाʩता ǉा बरोबरीची आहेx 3 
ȑामुळे येथे चे संभाʩ िवतरण आहे आता मला ची अपेƗा  मोजायची आहेx x 
ȑामुळे ची अपेƗा 1 ते 1 बाय 4 अिधक 2 मȯे 1 बाय 4 अिधक होईल  3 ते 1 बाय 2 ʉणून हे मूʞ 9 बाय 4 िशवाय दुसरे काहीही नाही.       हे x x 
िवतरण संभाʩतेसह एक ˢतंũ या̊İǅक चल असू Ȩा समान आहे ला ने 2 ने भागले आहे साठी समान 0 1 2 पयōत साठी वजा 1x k c k k n n 
1 पेƗा जाˑ िकंवा बरोबर आहे  ʉणून सवŊ Ůथम चे मूʞ काय आहे ची अपेƗा काय आहे आता जर हे संभाʩतेचे िवतरण असेल तर सवŊ c x 
संभाʩतेची बेरीज  एक समान असणे आवʴक आहे जी बेरीज संभाʩता आहे ǉा बरोबरी ʉणजे शूɊ ते वजा एक ʉणजे एक बरोबर x kk n 
असणे आवʴक आहे  ʉणून जर आपण या 1 बाय 2 ची बेरीज ची 0 ते वजा 1 ǉा बरोबरी केली तर हे काही नाही परंतु हे मयाŊिदत भूिमतीय kk n 
Ůगतीची बेरीज आहे ʉणून हे मूʞ  आʉी सहजपणे गणना कŝ शकतो की पिहली संǒा 1 आहे नंतर तुमǉाकडे अधाŊ आिण असेच अिधक आहे  1 बाय

 ते घात वजा . भौिमितक Ůगतीǉा बेरजेǉा सूũानुसार आपʞाला  वजा ते  वजा ने भागले̵ या घाताची येथे  आहे हे कळते.   2 n 1 1 r 1 r aa 1 n 
उणे 1 भािगले 2 ने घात उणे 1 आता आपण हे 1 ǉा बरोबरीचे आहे असे ʉणत आहोत जे चे मूʞ 2 ने वजा 1 ला 2 ने भागले उणे 1 ची n c n n n 
िकंमत देईल. 
ȑामुळे िवतरणात चे चे मूʞ   आता िदले आहे ǉा अपेƗेची गणना करǻासाठी  जी िसƵा ǉा बरोबरीची आहे संभाʩतेमȯे समान x c x k x kk
ǉा बरोबर 0 ते वजा 1 ʉणून संभाʩता ǉा बरोबर ʉणजे गुिणले 1 आहे  2 बाय 2 ते पॉवर समान 0 ते वजा 1 आता ही संिधवात n x k c kk n 
भौिमतीय Ůगती िकंवा भौिमितक अंकगिणत मािलका आहे ʉणून आपण ती ʉणून िलš शकतो 0 पिहली पद 0 दुसरी टमŊ अधŎ नंतर ितसरी संǒा 2 c 
बाय 2 वगŊ असेल मग तुमǉाकडे 3 बाय 2 घन असेल आिण ȑाचŮमाणे अिधक उणे 1 भािगले 2 ने 2 ने घात उणे 1 आता समजा मी याला कॉल n n 
करतो  ʉणून मािलका समान आहे अधाŊ अिधक 2 बाय 2 चौरस अिधक 3 बाय 2 वजा 1 भािगले 2 घात वजा 1 तर बाय 2 समान 1 s s qn n s 

Pru
tor
@
IIT
K



बाय 2 चौरस अिधक 2 बाय 2 घन आिण असेच अिधक  उणे 2 भािगले 2 घात वजा 1 अिधक वजा 1 भािगले 2 घात ʉणून जर आपण 1 n n n n n 
ते 2 मधून वजा केले ʉणजे 1 वजा 2 मी केले तर मला वजा दोन ने िमळेल  बाय दोन ʉणजे अȯाŊ बरोबर मग दोन बाय दोन चौरस वजा एक s s s 
बाय दोन चौरस जो एक बाय दोन चौरस तीन बाय दोन घन होतो वजा दोन बाय तीन घन जो एक बाय दोन घन होतो आिण असेच अिधक 1 बाय 2 ते घात 

वजा  1 उणे उणे 1 भािगले 2 ने घात ही संǒा िदसली तर ती पुɎा भौिमितक Ůगती आहे आिण आपʞाला ȑाची बेरीज मािहत आहे ʉणजे ती  n n n 
अधाŊ 1 वजा 1 ने 2 ची घात वजा 1 भािगले 1  उणे अधाŊ उणे उणे 1 बाय 2 पॉवर लाn n n 
ȑामुळे आपण हे सहज सोपे कŝ शकतो आिण आपʞाला चे मूʞ 2 ने 2 ने भागले वजा 2 ची पॉवर वजा िमळते आिण पुɎा s n n n s 1. 
एकदा अपेƗा ही काही नसून या संǒेǉा वेळा आहेx c 
ȑामुळे ती सरलीकृत केली जात आहे ʉणून ची अपेƗा या संǒेȪारे िदली आहे या सम˟ेमȯे मी येथे दाखवून िदले आहे की एक भूिमतीय मािलका x 
आहे तसेच आपण मूʞमापन करत आहात İ̾थरांक अशा की सवŊ संǒांची बेरीज 1 इतकी आहे. संभाʩता िवतरणासह एक ˢतंũ या̊İǅक चल असू x 
Ȩा,   ʉणून ȑास उणे 3 वजा 2 वजा 1 0 1 2 तीन चार ही मूʞे लागतात आिण संबंिधत संभाʩता वजा साठी दोन वगŊ आहेत  दोन संभाʩता xi k 
वजा एक साठी आहे संभाʩता 0 साठी दोन आहे संभाʩता 1 साठी 3 आहे संभाʩता 2 साठी 2 संभाʩता आहे 3 साठी संभाʩता 7k k k k k k 

चौरस आहे आिण 4 साठी संभाʩता चौरस आहे जेथे असे आहे की हे एक योƶ संभाʩता िवतरण आहे की तुʉाला अपेƗा आिण ची k k k k x x 
िभɄता शोधावी लागेल ʉणून सवŊ संभाʩतेची बेरीज 1 सारखी असली पािहजे ʉणून जर तुʉी ही बेरीज केली तर तुʉाला 2 वगŊ अिधक 7 अिधक 1 k 
िमळेल 10 चौरस अिधक अिधक अिधक 2 अिधक 3 अिधक 2 अिधक ʉणजे 9 बरोबर 1 आहे जे तुʉी 10 वगŊ अिधक 9 k k k k k k k k k 

वजा 1 बरोबर 0 असे िलš शकता. जे 10 ʉणून ʩƅ केले जाऊ शकते  उणे 1 मȯे अिधक 1 बरोबर 0 आहे. आता हे तुʉाला 2 मूʞे k k k k 
समान 1 बाय 10 आिण वजा 1 देते. परंतु समान वजा 1 हे शƐ नाही कारण ते तुʉाला नकाराȏक ǉा बरोबरीने काही संभाʩता देखील देईल. k 
संभाʩता 1 पेƗा जाˑ आहे उदाहरणाथŊ हे 2 होईल हे उणे 1 होईल
ȑामुळे ही संभाʩतेची मूʞे असू शकत नाहीत  ʉणून समान उणे 1 शƐ नाही ʉणून योƶ मूʞ समान 1 बाय 10 आहे. ʉणून जर तुʉी  k k have

हे 1 बाय 10 ǉा बरोबरीचे असेल तर तुʉी येथे मूʞे बदला तुʉाला   येथे चे योƶ िवतरण िमळेलk x 
ȑामुळे संभाʩता काय आहेत मग   ची संभाʩता िवतरण संभाʩता ʉणजे वजा 3 ʉणजे  2 ते 1 बाय बरोबर  10 चौरस ʉणजे तो 1 बाय  50 x x 
होईल संभाʩता बरोबर उणे 2 ʉणजे ʉणजे 1  10 संभाʩतेनुसार बरोबर उणे 1 ʉणजे 2 ʉणजे 2 ʉणजे 1 संभाʩता x k x k x 10 x 5. 

बरोबर 3 ʉणजे 3 संभाʩता बरोबर 2 मȯे  1 बाय 10 ʉणजे 1 बाय 5 संभाʩता बरोबर 2 ʉणजे ʉणजे 1 बाय 10 x 0 k x 10 x 1 x k 
आिण संभाʩता बरोबर ʉणजे 7 चौरस ʉणजे 7 बाय 100 आिण संभाʩता ʉणजे  1 बाय बरोबर  100 ʉणजे चौरस आहे ʉणून x 3 k x 4 k 
आʉाला चे संभाʩ िवतरण  िमळाले आहे ते 3 वजा 3 वजा 2 वजा 1 0 1 2 3 आिण 4 वŝन मूʞे घेत आहे.x 
ȑामुळे ची अपेƗा ʉणजे  वजा 3 ते 1 बाय 50 वजा 2 ते 1 असे काहीही नाही.  10 वजा 1 मȯे 1 बाय 5 अिधक 0 मȯे 3 बाय 10 अिधक 1 मȯे 1 x 
बाय 5 अिधक 2 मȯे 1 बाय 10 अिधक 3 मȯे 7 बाय 100 अिधक 4 मȯे 1 बाय 100 ʉणजे आपण सहजपणे याचे मूʞमापन कŝ शकतो हे  19 बाय 
बरोबर आहे  100 ʬेįरएɌची गणना करǻासाठी आपण चे सरलीकृत सूũ िभɄता लागू कŝ शकतो  चौरस वजा संपूणŊ वगाŊǉा अपेƗेइतके x x x 
आहे ʉणून जर आपण लागू केला तर  येथे आपʞाला वगाŊची अपेƗा िमळते वजा 3 वगŊ 1 बाय 50 अिधक वजा 2 वगŊ 1 बाय 10 अिधक वजा 1 th x 
वगŊ 1 बाय 5 अिधक 0 वगŊ 3 बाय 10 अिधक 1 वगŊ 1 बाय 5 अिधक दोन वगŊ  एक बाय दहा अिधक तीन ˍेअर सात बाय शंभर अिधक चार ˍेअर एक
बाय शंभर,
ȑामुळे जर आपण ȑाचे मूʞमापन केले तर हे सात चाळीस बाय 20 असे िनघेल.
ȑामुळे चे Ůसरण ʉणजे चौरस वजा अपेƗा संपूणŊ वगाŊची अपेƗा असेल तर  आʉी हे सोपे करतो या सम˟ेमȯे अंदाजे 2.3139 असʞाचे x x x 
िदसून येते मी पुɎा सांगतो की आʉाला काही अǒात İ̾थरांक ǉा संदभाŊत ǉा िविवध मूʞांǉा संभाʩता िदʞा आहेत  ही अट लागू कŝन सवŊ k x 
संभाʩतेची बेरीज 1 ǉा समान आहे. ǉा मूʞाचे मूʞमापन करǻासाठी येथे आपण पाš शकता की आपʞाला ʩवहायŊ मूʞ काय आहे ते k 
तपासावे लागेल कारण आपʞाला दोन मूʞे िमळत आहेत परंतु ȑापैकी एक योƶ नाही कारण यामुळे एकतर नकाराȏक संभाʩता िकंवा संभाʩता 
पेƗा जाˑ आहेत.  एक ʉणून आʉी िवतरण िनिʮत केʞानंतर तुʉाला योƶ संभाʩता देणारे मूʞ िनवडतो मग  िदलेʞा सूũांचा वापर कŝन अपेƗा 
आिण िभɄता मोजली जाऊ शकते इतकेच नाही तर आʉी काही संभाʩता देखील मोजू शकतो उदाहरणाथŊ, जर मला हे मोजायचे असेल तर संभाʩता 
ʉणून   आपण या िवतरणामȯे  संभाʩता पेƗा मोठे िकंवा बरोबरीचे आहे हे शोधू या. ʉणून आता आपण पेƗा मोठे िकंवा mod x 2 mod x 2 
बरोबर असे ʉणत आहोत जे पेƗा मोठे िकंवा बरोबर आहे असे ʉणǻासारखे आहे.  2  हे वजा 2 पेƗा कमी िकंवा समान आहे ʉणजे x rx 
संभाʩतेǉा बरोबरीचे आहे बरोबर 2 बरोबर 3 अिधक बरोबर 4 ȑाचŮमाणे जर मी ʉणतो की वजा दोन पेƗा कमी िकंवा समान असेल तरx x x x 
ते समान आहे संभाʩता समान उणे तीन आिण समान उणे दोन समान उणे 2 येथे आता या सवŊ संभाʩता येथे उपलɩ आहेत ʉणून x x x 
आपʞाला या सवाōची बेरीज करावी लागेल कोणȑाही संभाʩतेचे िवतरण िदʞास संभाʩता ही संभाʩता आहे की या̊İǅक ʬेįरएबल हे मूʞ घेईल 
या̊İǅक चल या ŵेणीत मूʞ घेईल सरासरी िभɄता िकंवा मानक िवचलन या सवाōचे िनधाŊरण केले जाऊ शकते चला आपण आणखी एक सम˟ा घेऊ या 

हे शƐ असलेले ˢतंũ या̊İǅक चल असू Ȩा   वजा 2 वजा 1 1 आिण 2 ची मूʞे. असे िदले आहे की ची संभाʩता वजा 2 ǉा बरोबरीची आहे 1 x x 
बाय 3 आिण संभाʩता ची संभाʩता 2 ǉा बरोबरीची आहे 13 बाय 60 पण  वजा 1 आिण अिधक 1 ची संभाʩता  पुढे िदली नाही.  मािहत आहे की x 

ची अपेƗा उणे १७ बाय ६० ǉा   बरोबरीची आहे ची संभाʩता वजा एक आिण संभाʩता ची संभाʩता िनधाŊįरत करते ʉणून िदलेʞा x x x 
मािहतीवŝन आपʞाला ची संभाʩता वजा 1 ǉा बरोबरीची आहे आिण ǉा बरोबरीची आहे.  1. ʉणून आʉी अट लागू करतो की सवŊ x x 
संभाʩतेची बेरीज 1 इतकी आहे
ȑामुळे संभाʩता समान 2 वजा संभाʩता बरोबर 2 अिधक संभाʩता समान 1 वजा संभाʩता समान 1 आहे  1 ǉा गुणवȅेसाठी जर x x x x e 
आपण ही अट 1 बाय 3 अिधक 13 बाय 60 लागू केली तर आता ही मूʞे आपʞाला िदली जात नाहीत ʉणून आपण काही गृहीत धŝ या संभाʩता x 
उणे 1 ǉा बरोबरीचे आिण संभाʩता बरोबर आहे असे गृहीत धŝ.  अिधक हे 1 ǉा बरोबरीचे आहेq x 1 p q p 
ȑामुळे हे तुʉाला अिधक बरोबर देईल p q 
ȑामुळे 13 बाय 60 अिधक 1 बाय 3 तुʉी जोडा आिण 1 मधून वजा करा ʉणजे येथे 9 बाय 20 ǉा बरोबरीचे आहे मी या समीकरणाला 1 ʉणू.
ȑामुळे आपʞाला ǉा बरोबरीǉा संभाʩतेǉा मूʞावर 1 आिण संभाʩतेǉा बरोबरीचे मूʞ वजा 1 वर एक अट िमळते. ते या समीकरणाǉा x x 
ˢŝपात आहे  अिधक ʉणजे नऊ बाय वीस आता दुसरी अट आपण ठरवू शकतो कारण  अपेƗा आता िदली आहे अपेƗा सूũ जर आपण लागू p q 
केले तर ते उणे दोन आहे 1 बाय 3 मूʞ अिधक 2 ची संभाʩता 13 बाय 60 अिधक मȯे वजा 1 अिधक मȯे 1 ʉणजे उणे 17 बाय 60 ǉा x q p 
समान आहे. ʉणून पुɎा एकदा  आपण हे सहज सोपे कŝ शकतो
ȑामुळे वजा 2 बाय 3 हा 13 बाय 30 आहे तुʉी ही संƥा वजा करा आिण ती ओटीवर ƽा  ितची बाजू ʉणजे तुʉाला वजा ʉणजे उणे 1 बाय 20 p q 
िमळेल.
ȑामुळे आता आपʞाकडे दोन संबंध आहेत जी आिण मधील दोन समीकरणे आहेतp q 
ȑामुळे आपण ȑांना सहजपणे सोडवू शकतो समान एक बाय पाच आिण समान एक बाय  चारp q 

Pru
tor
@
IIT
K



ȑामुळे संभाʩता एक बरोबर आहे या सम˟ेमȯे एक बरोबर पाच आिण संभाʩता उणे एक ǉा बरोबरी एक 4 ǉा बरोबरी आहे , ʉणून x x 
िदलेʞा İ̾थतीवŝन आपण मूʞे काढǻास सƗम आहोत  
ȑामुळे शेवटी आपण या सवŊ सम˟ांमȯे काय तपासत आहोत  ते योƶ संभाʩता िवतरण असावे याचा अथŊ संभाʩता 0 आिण 1 ǉा दरʄान आहे 
आिण संभाʩतेची बेरीज 1 ǉा बरोबरीची आहे  आिण जर आʉाला अपेƗेची गणना करणे आवʴक असेल तर िभɄता असेल तर आʉी ȑासाठी 
संबंिधत सूũ लागू करत आहोत.    पुढील सम˟ा आहे समजा हे एक ˢतंũ या̊İǅक चल आहे Ǜाचे िवतरण संभाʩतेने िदलेले आहे वजा एक x x 
समान एक वजा दोन अʚा बाय तीन संभाʩता समान एक बरोबर एक अिधक दोन अʚा बाय तीन संभाʩता  समान आहे शूɊ ʉणजे एक x yx 
बाय तीन जेथे अʚा ही वाˑिवक संƥा आहे अʚाची ŵेणी शोधा ʉणजे अʚाǉा कोणȑा मूʞांसाठी  हे योƶ संभाʩता िवतरण  आहे अʚाची 
मूʞे देखील िनधाŊįरत करतात Ǜासाठी ची िभɄता कमाल िकंवा िकमान आहे ʉणून Ůथम  हे सवŊ योƶ संभाʩता िवतरण आहे की नाही हे आपण x 
तपासूया,
ȑामुळे काही संभाʩता 1 ǉा समान असणे आवʴक आहे,  चला पाš या 1 वजा 2 अʚा बाय 3 अिधक 1 अिधक 2 अʚा बाय 3 अिधक 1 बाय 3. 
तर हे 2 अʚा बाय 3 वजा  2 अʚा बाय 3 रȞ केʞाने आपʞाला 1 बाय 3 अिधक 1 बाय 3 अिधक 1 बाय 3 हे 1 बरोबर िमळते .
ȑामुळे आता एक अट पूणŊ झाली आहे, दुसरी अट अशी आहे की संभाʩता  0 आिण 1 ǉा दरʄान असणे आवʴक आहे.
ȑामुळे आʉी ती अट लागू केʞास तुʉाला  1 पेƗा 0 कमी िकंवा 1 उणे 2 अʚा बाय 3 पेƗा कमी िकंवा 1 पेƗा समान असणे आवʴक आहे. आता हे 
सहजपणे सोपे केले जाऊ शकते  तुʉाला 0 पेƗा कमी िकंवा बरोबर 1 वजा 2 अʚा 3 पेƗा कमी िकंवा बरोबर आहे जे ʉणǻासारखे आहे  आता ही 
अट लागू केʞास अʚा कमी होतो अȯाŊ पेƗा िकंवा बरोबरीने आिण तुʉी या बाजूने अजŊ केʞास तुʉाला वजा एक पेƗा मोठा िकंवा समान अʚा 
िमळेल    मी याला कंिडशन नंबर एक ʉणू या ȑाचŮमाणे जर मी शूɊ 1 अिधक 2 अʚा बाय 3 पेƗा कमी िकंवा 3 पेƗा कमी िकंवा समान अट लागू 
केली तर  1 ǉा बरोबरी ʉणजे ही संभाʩता 0 आिण 1 ǉा दरʄान असेल तर यामुळे 0 पेƗा कमी िकंवा 1 अिधक 2 अʚा 3 पेƗा कमी िकंवा बरोबर 
असेल तर हे आता समतुʞ आहे जर तुʉी हा अʚा पेƗा कमी िकंवा समान आहे.  1 ला आिण जर तुʉी या बाजूला अजŊ केलात तर तुʉाला  उणे 1 बाय 

 पेƗा जाˑ िकंवा बरोबरीचा अʚा िमळेल. तर आपण या दोन İ̾थती पाš या येथे अʚा हा उणे एक ते अȯाŊ दरʄान आहे आिण दुस̴ यामȯे 2
आपʞाला अʚा उणे अधाŊ आहे.  एक ʉणून तुʉी दोन Ůदेशांचे छेदनिबंदू घेतʞास  मला अʚा िमळेल वजा अधाŊ ते अिधक अधाŊ आहे ʉणून   दोन 
Ůदेशांना एक आिण दोन  मȯे छेदʞास आʉाला अʚाची ŵेणी वजा अधाŊ पेƗा कमी िकंवा अʚा पेƗा कमी आहे  िकंवा अȯाŊ बरोबरीने  Ţमाने 
संभाʩता  1 वजा 2 अʚा बाय 3 1 अिधक 2 अʚा बाय 3 आिण 1 बाय 3 संभाʩता िवतरण पįरभािषत करा  अʚा साठी संबंिधत ŵेणी उणे अधाŊ ते 
अधाŊ असेल आता सम˟ेचा दुसरा भाग असा आहे की आʉाला अʚाची मूʞे िनिʮत करायची आहेत Ǜासाठी  चे ʬेįरयंस कमाल िकंवा िकमान x 
आहे ʉणून आपण ʬेįरयंस मोजतो ʉणून Ůथम ची अपेƗा काय आहे ʉणून ची अपेƗा उणे 1 ते 1 वजा 2 अʚा बाय 3 अिधक 1 ते 1 अिधक 2 x x 
अʚा बाय 3 अिधक 0 ते 1 बाय 3 आहे इथे तुʉी बघू शकता की ते फƅ वजा एक बाय तीन अिधक एक बाय तीन रȞ होते इथे आʉाला दोन अʚा 
बाय तीन िमळतात आिण इथेही तुʉाला दोन अʚा बाय तीन िमळतात
ȑामुळे ते चार बाय तीन होते ȑाचŮमाणे जर मी वगाŊची अपेƗा मोजली तर वजा 1 ˍेअर मȯे 1 वजा 2 अʚा बाय 3 अिधक 1 ˍेअर मȯे 1 x i  
अिधक 2 अʚा बाय 3 अिधक 0 ˍेअर 1 बाय 3 िमळवा ʉणजे 1 वजा दोन अʚा बाय तीन अिधक एक अिधक दोन अʚा बाय तीन ʉणजे ते सोपे 
होईल दोन बाय तीन ʉणजे चे िभɄता वगाŊची अपेƗा आहे  संपूणŊ ˍेअरची वजा अपेƗा जी 2 बाय 3 वजा 16 अʚा ˍेअर बाय 9 ǉा x xa e x 
बरोबरीची आहे, तुʉी सहजपणे पाš शकता की तुʉाला अʚा ˍेअर टमŊ नकाराȏकमȯे िमळत आहे , ʉणजे याचा अथŊ हा शɨ नेहमीच सकाराȏक
असतो ʉणून ही संǒा िकमान असेल तर  िकमान आहे ʉणजे जे मला चे कमाल मूʞ देईल alpha alpha is equal to 0 variance 
ȑामुळे कमाल आहे तर बरोबर आहे 0.  आता िकमान पाहǻासाठी तुमǉाकडे चे कमाल मूʞ  असावे variance x alpha mod alpha 
लागेल  मॉड अʚाचे कमाल मूʞ  अʚा हे अिधक अȯाŊ बरोबर असेल कारण अʚा समान अधाŊ आिण अिधक अधाŊ दोɎी लीड मॉड अʚा अȯाŊ 
बरोबर आहे ʉणजे मला िवचरण चे िकमान मूʞ िमळेल  अथाŊतच तुʉी देऊ शकता डायरेƃ अॅनािलिससचा वापर कŝन एक वेगळा युİƅवाद x 
आपण ȑाला अʚा ʉणू या फंƕनला अʚा ʉणू या जे 2 बाय 3 वजा 16 अʚा ˍेअर बाय 9 ǉा  बरोबरीचे आहे. जर मी Ůाइम अʚा g g g 
बिघतले तर ते उणे 32 ǉा बरोबरीचे आहे. अʚा बाय नऊ ʉणजे जर अʚा पेƗा अधाŊ कमी असेल िकंवा शूɊापेƗा कमी असेल तर pos  itive 
तो शूɊापेƗा कमी असेल आिण अʚा पेƗा 0 कमी असेल तर अȯाŊपेƗा जाˑ असेल तर या फंƕनचा आकार अʚा जर आपण उणे अधाŊ ते 0 वर g 
ɘॉट केला तर तो सकाराȏक आहे याचा अथŊ ते आहे 0 वŝन अȯाŊ पयōत वाढत आहे आिण नंतर Ɨमˢ मी हे 0 ते अधő असे िलिहले आहे ते कमी होत 
आहे कारण ते ऋण आहे ʉणून जाˑीत जाˑ मूʞ येथे आहे आिण आʉी वजा अधाŊ ते अिधक अधाŊ पयōत ŵेणी पहात आहोत
ȑामुळे Ůाɑ होणारे िकमान मूʞ आहे   वजा अधाŊ आिण अिधक अधाŊ येथे फंƕन असे आहे  आिण खरेतर उणे अधाŊ आिण अिधक अधाŊ वरील मूʞ 
देखील समान आहे
ȑामुळे  अʚा वर अʚा चे िकमान मूʞ Ůाɑ झाले आहे वजा अधाŊ आिण अʚा समान आहे अिधक अधाŊ आʉी बनŖिलयन g ah let  
चाचǻांशी संबंिधत एका सम˟ेचा सामना करतो
ȑामुळे      उमेदवाराला Ůʲमंजुषामȯे ˢतंũ Ůʲ िवचारले जातात जर  उमेदवार उȅर देऊ शकला नाही  तर ȑाला Ůʲमंजुषा सोडावी लागेल.        
उमेदवार   सम संƥेǉा Ůʲांची उȅरे देतो  आिण नंतर अयशˢी होतो  ०.९ ʉणजे काय तर आपण Ůʲ पाš या ˢतंũ Ůʲ उमेदवाराला Ůʲमंजुषेत p 
िवचारले जातात  
ȑामुळे उमेदवार उȅर देऊ शकला नाही तर उमेदवाराला Ůʲमंजुषा सोडावी लागेल याचा अथŊ जोपयōत उमेदवार उȅर देǻास सƗम आहे तोपयōत तो 
Ůʲमंजुषा ˙धőत सुŝ ठेवतो आता आपण घेत असलेʞा Ůȑेक Ůʲाचे उȅर देǻाची संभाʩता आहे ʉणून ती बनŖिलयन चाचणी बनते याचा अथŊ p 
असा Ůʲ िवचारला जातो की उमेदवाराने अचूक उȅर िदले तर संभाʩता  उमेदवार बरोबर उȅर देत नाही संभाʩता 1 उणे आहे आिण मी असे p p 
गृहीत धरले आहे की ˢातंȒ ʉणजे ते ŮȑƗात ˢतंũ बनŗिलयन चाचǻा बनते  ʉणून आता   ही उमेदवाराला िवचारलेʞा Ůʲांची संƥा आहे असे x 
ʉणूया    तर ही मूʞे 1 2 घेऊ शकतात  आिण याŮमाणे,  जर ȑाला पूणŊपणे Ůʲ िवचारला गेला असेल तर याचा अथŊ शेवटǉा Ůʲाचे ȑाने उȅर x k 
िदले नाही ʉणून संभाʩता 1 वजा आहे िकंवा आपण ȑाला देखील ʉणू शकतो आिण ȑाआधी तो  उणे 1 Ůʲांची अचूक उȅरे देऊ शकतो p q k 
ʉणून तो ची शƅी वजा 1 ते 1 वजा आहे िजथे ǉा बरोबर आहे आिण  आता असे िदले जाते की उमेदवाराने उȅरे आिण सम संƥा p k p k 1 2 
संभाʩता 0.9 सह Ůʲ योƶįरȑा ʉणजे बरोबर  2 अिधक 1 बरोबर याचा अथŊ काय आहे समान 0 ʉणजे बरोबर 1. ʉणजे तो कोणȑाही x k k x 
Ůʲाचे बरोबर उȅर देत नाही तर कडे पािहले तर  3 ǉा बरोबरीचा ʉणजे 2 Ůʲांना तो उȅर देतो ितस̴या Ůʲाची उȅरे देऊ शकत नाही ʉणून हे 0.9x 
ǉा बरोबरीचे आहे आता हे ǉा बरोबरीचे आहे 2 मȯे ǉा बरोबर 0 ते अनंताǉा बरोबरीचे आहे आता हे आहे  अनंत भौिमितक p k qk 
मािलकेिशवाय काहीही नाही, बेरीज ला 1 वजा वगाŊने भागले की 0.9 िदले जाते q p 
ȑामुळे आपण हे समीकरण सहज सोडवू शकतो कारण हे 1 वजा ने 1 वजा ने 1 अिधक ने भागलेले 1 वजा हे समीकरण आहे.  0.9p p p p 
ȑामुळे हे रȞ होते आिण तुʉाला 1 अिधक समान िमळत आहे 10 बाय 9 ʉणजे हे 1 बाय 9 ǉा बरोबरीचे आहे याचा अथŊ उमेदवार Ůȑेक Ůʲाचे p p 
1 बाय 9 संभाʩतेसह अचूक उȅर देऊ शकतो.   ʉणून हे एक उदाहरण आहे जेथे आपण वापरले आहेत Ǜामȯे ah bernoullian trials 
िȪपदी िवतरण  Ɨेपणा˓ाचा वापर केला जातो तर   ती संभाʩता 0.75 सह लƙावर यशˢीįरȑा मारा कŝ शकते जर तीन यशˢी िहट्स लƙ पूणŊपणे 
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नʼ कŝ शकतात       एकाच वेळी िकती Ɨेपणा˓े डागली पािहजेत जेणेकŝन   लƙ पूणŊपणे नʼ होǻाची संभाʩता   0.95 पेƗा कमी नसेल  तर 
आपण असे गृहीत धŝ की Ɨेपणा˓े आहेत.  फायडŊ आिण ही लƙाला मारणा̴ या Ɨेपणा˓ांची संƥा आहे    आता तुʉी ˢतंũ गोळीबाराचा n x 
िवचार कŝ शकता  जेणेकŝन Ůȑेक Ɨेपणा˓ लƙावर माŝ शकेल िकंवा ते लƙावर माŝ शकत नाही ʉणून ते बनŗिलयन चाचणी बनते जे  
ˢतंũपणे केले जाते आिण यशाची समान संभाʩता 0.75 आहे ʉणून जर ही यशाची संƥा असेल तर चे िȪपदी िवतरण बरोबर आिण x x n n p 
समान असेल  0.75 हे समान आहे 0.75 आता आʉाला संभाʩता हवी आहे की पेƗा मोठा आहे िकंवा 0.95 पेƗा मोठा आहे िकंवा बरोबर pp x 3 
आहे   कारण जर 3 पेƗा जाˑ िकंवा बरोबर 3 िहट्स  बरोबर असतील तर लƙ नʼ होईल ʉणून आʉाला संभाʩता हवी आहे.  हे 3 पेƗा मोठे िकंवाx 
बरोबरीचे असावे  ʉणून आपण याची सहज गणना कŝ शकतो आपण 1 वजा संभाʩता पेƗा कमी 0.95 पेƗा मोठे िकंवा 0.95 पेƗा कमी असे x 3 
िलš शकतो ʉणून हे संभाʩता पेƗा कमी िकंवा िबंदू 0.05 पेƗा कमी आहे  ʉणजे ची संभाʩता 0 अिधक संभाʩता बरोबर 1 अिधक x 3 x x 
संभाʩता बरोबर 2 पेƗा कमी िकंवा 0.05 ǉा समान आहे  ʉणून िȪपदी िवतरणातून  ची संभाʩता ते घात वजा ते पॉवर x x ncx p x 1 p n 
उणे बरोबर संभाʩता ची 0 ची 1 वजा ची पॉवर ची 1 वजा 3 बाय 4 ची पॉवर अिधक वजा 3 बाय 4 ची पॉवर वजा 1 ते 1 x x p n n nc 1 1 n 
बाय 4 अिधक  वजा 3 बाय 4 ते घात वजा 2 1 बाय 4 चौरस पेƗा कमी िकंवा ०.०५ ǉा गुणवȅेसाठी हे थोडेसे बीजगिणत बनते येथे nc 2 1 n e  
ही पिहली संǒा 1 बाय 4 ची घात अिधक बाय 4 ची घात वजा 1 ते 1 बाय 4 आह 3 बाय 4 ही 3 बाय 4 अिधक आहे  उणे 1 बाय 2 1 n n 1 n n n 
बाय 4 ची घात वजा 2 3 बाय 4 चौरस 0.05 पेƗा कमी िकंवा बरोबर आहे ʉणून आपण या 10 ला 9 चौरस वजा 3 अिधक 2 कमी िकंवा 4 पेƗा n n n 

ची घात सोपी कŝ शकतो. ची कोणती मुʞे खरी आहेत हे तपासायचे आहे, उदाहरणाथŊ जर मी बरोबर 1 घेतले तर उजवी बाजू 4 आिण डाʩा n n n 
हाताची बाजू 9 वजा 3 ʉणजे 6 अिधक 2 ʉणजे 8 8 ˙िशŊका 80 आहे. ʉणून मी बरोबर 2 3 4 5 घेतʞास ही अट तृɑ होत नाही , अट समाधानी n 
नाही, अट तृɑ होत नाही Ůथम बरोबर 6 ही अट  पेƗा जाˑ िकंवा 6 ǉा बरोबरीसाठी समाधानी आहे.n n 
ȑामुळे िकमान मूʞ िकमान गोळीबाराची संƥा  सहा असणे आवʴक आहे
ȑामुळे भौितक ʩाƥा अशी आहे की जर Ůȑेक Ɨेपणा˓ यशˢीįरȑा तीन बाय चार संभाʩतेसह मारा कŝ शकत असेल तर  आʉाला कमीत d 
कमी तीन यशˢी िहट्सची गरज आहे  मग आʉी िकमान सहा Ɨेपणा˓े डागली पािहजे जेणेकŝन लƙ गाठǻाची िकंवा लƙ पूणŊपणे नʼ करǻाची 
95% पेƗा जाˑ  शƐता असेल   अरे मला फƅ एक सम˟ा ȕįरत सांगू Ȩा   [संगीत ] दोषपूणŊ आहे संभाʩता पॉइंट शूɊ एक सह, ʉणून ही 
औȨोिगक वˑू आहे औȨोिगक  आयटममȯे एक असŐबली लाइन आहे िजथे आयटम तयार केले जात आहेत 
ȑामुळे सरासरी Ůȑेक 100 आयटमपैकी एक आयटम सदोष आहे आता Ťाहकाला 10 चे पॅक खरेदी करावे लागेल  तर    दहाǉा पॅकमȯे  फƅ एकच
दोष नसʞाची संभाʩता िकती आहे,  ठीक आहे, जर पैकी दोषांची संƥा असेल तर ही  िȪपदी 10.01 चे अनुसरण करते  ʉणून संभाʩता x 10 x 

पेƗा कमी िकंवा 1 ǉा बरोबरीची संभाʩता समान होईल  0 अिधक संभाʩता ǉा बरोबरीची आहे ʉणजे 0.99 ची पॉवर 10 अिधक 10x 1 x x 1 
ची 0.99 ची पॉवर 9 ची 0.01 इतकी आहे ʉणजे साधारणपणे 0.9957 ǉा बरोबरीने मी िविवध Ǩूटोįरयल Ůोबवर आणखी एक वगŊ खचŊ करेन िविवध 
संभाʩता वर ठीक आहे  lems 
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