
 അതിനാൽ സുْപഭാതം, അതിനാൽ ഇؗെല ഞാൻ റാൻഡം േവരിയബിൾ എؗ ആശയം ഡിസ്ْകീ്ئ 
റാൻഡം േവരിയബിളും അതിന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനും ചർ׺ െചᅃٝു ഞ׹ൾ പഠി׺ ഒരു 
ْപേതّക വّതിരിװ വിതരണെ؋ ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഈ 
വിതരണ؋ിന്െറ ഉ؍വം ഞ׹ൾ ക؇ു, അത് എ׹െന ഉ؇ാകുؗു, അതിന്െറ ശരാശരിയും 
വّതّാസവും ഇ്ؗ ഞാൻ ْപേതّക വിതരണ׹ളിെല ചില ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിുׯം , ദٔിപദ 
വിതരണ؋ിെല ചില ْപٍ׹٠ൾ ഉൾെؚെട, നമു്ׯ ചില ْപശ് ന׹ളിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯക ര؇് f m 
 ഒരു m تളു׹സ് വൺ മൂലക؛ ്؇അതിനാൽ ര ,െ؂ׯായിരിئഒരു െസ تളു׹സ് വൺ മൂലക؛
ഗണമു؇്, ഒരു സ് ْകിപ്്ئ ഒئസംഖّ മൂലക׹ളുت ന്െറ എبാ ഉപഗണ׹ളുെടയും ױാ്ش ആകെ؂, e f 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആ ഉപഗണ׹െള പരിഗണിുؗുׯ ഒئസംഖّ മൂലക׹ളുت ന്െറ അർ،ം f 
അവയ്്ׯ ഒരു മൂലകം ഉ؇ായിരിׯാം, അവയ്്ׯ മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ ഉ؇ായിരിׯാം, അവയ്്ׯ അ؀് 
ഘടക׹ൾ ഉ؇ായിരിׯാം മുതലായവ  ഉം അ؋ര؋ിലുت എبാ ഉപെസുئകളുെടയും ഗണെ؋ ra 
ഇതിെന സ്ْകിപ്്ئ െസ്ئ സൂചിؚിױ ؗുׯാസ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ൽ നി്ؗ ْകമരഹിതമായി ea e 
തിരെ؁ടു؋താണ് എؗത് തിരെ؁ടു؋ െസئിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം ആകെ؂, അതിനാൽ x 
തിരെ؁ടു؋ െസئിന് 1 3 5 ഉ؇ായിരിׯാെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനشിലാׯാൻ കഴിയും. 2 മീئർ ؛സ് 1 
മൂലക׹ൾ വെരയുتതിനാൽ ന്െറ വിതരണവും ന്െറ ْപതീײയും കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ x x 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ന് 1 3 മൂലّ׹ൾ എടുׯാം, x 
അ׹െന 2 ؛സ് 1 വെര എടുׯാം . മൂലّം എടുؗുׯതിനുت സാധّത എؓാണ് ?  2 ؛സ് 1 ഇേؚാൾm x i 

ൽ ആെക 2 ؛സ് 1 മൂലക׹ൾ ഉ؇്, അതിനാൽ 2 ؛സ് 1 ഘടക׹ൾ ഉت െസുئകളുെട എ؉ം 2 f- m i m 
ആയിരിുׯം, 1 തിരെ؁ടുുׯക 2 ؛സ് 1 ന്െറ െമാ؋ം ഉപെസുئകളുെട എ؉ം 2 ആയിരിുׯം  i f 
പവർ 2 മീ ؛സ് 1 ഇേؚാൾ ഒئസംഖّ മൂലക׹ളുت ആ ഗണ׹ൾ 2 മുതൽ പവർ 2 മീ വെര ആയിരിുׯം, 
അ׹െന 2 മുതൽ പവർ 2 മീ വെര ഒئസംഖّയുت മൂലക׹ളുെട ആെക എ؉ം ഉപെസുئകളുെട എ؉ം 
ഡിേനാമിേനئറിലും ഇതിലും വരുؗു 2 ഐ ؛സ് 1 എലെമന്റ ്ഉت െസുئകളാണ് എനിتുׯത്, 
അതിനാൽ അ؋രം െസുئകൾ 2 മീ ؛സ് ആണ്  തിരെ؁ടുുׯക 2 ؛സ് 1 എؗതിന് s 1 i i 0 1 
മുതൽ വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ന്െറ േْപാബബിലിئി m x 
ഡിസ് ْടിബّൂഷനാണ്, എؓുെകാ؇് തുക  ആയിരിׯണം എؗത് നأൾ ര؇് ؛സ് വൺ ഒ്ؗ ؛സ് 1 m c 
ടു ؛സ് വൺ േചർ؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും  ْതീ ؛സ് ടു മീ ؛സ് വൺ സി ൈഫവ്, m c 
അ׹െന ര؇് മീ ؛സ് വൺ സി ടു മീ ؛സ് വൺ, അേؚാൾ തുക 2 പവർ 2 മീئറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
ഇെതാരു ശരിയായ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനാണ്, ഞാൻ ഇതിന്െറ ْപതീײ കണׯാׯാൻ 
ആْഗഹിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക സി؛ 2 ׶സ് 1 ന്െറ േْപാബബിലിئിയിേല്ׯ തുലّമായ അതിന്െറ i 
ْപതീײ കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ, ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് ؛സ് x i 

എؗത് 0 മുതൽ വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ സി׶യ്്ׯ തുലّമാണ് മുതൽ വെര  1 i m i 0 m 2 i 
 ാൽ ഇേؚാൾ ഈ പദ സംേയാജന പദം m c 2 i n׺െകാ؇് ഹരി 2 ׯസ് 1 െന പവർ 2 േല്؛ സ് 1؛ സ് 1 2؛
ഞ׹ൾ വികസിؚിുׯം, അതിനാൽ ഇത് സി؛ ׶സ് ؛സ്  ഫാക് േടാറിയൽ ആയി ؛സ് 2 i 1 2 m 1 2 i 

 ഫാക് േടാറിയലും  െകാ؇് ഹരിുؗുׯ  ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ, തുടർ്ؗ ഈ  മുതൽ പവർ 1 2 m 2 i 2 2
മീئർ വെര ഉ؇ാകും മുതൽ വെര തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ഈ പദം ഡിേനാമിേനئറിൽ 2 ഉتേؚാൾ i 0 m 
നأൾ ْകമീകരി؛ ുؗുׯസ്  ഫാക് േടാറിയൽ ആയതിനാൽ  ഐ ؛സ് ൽ  റؐാׯെؚടും, i 1 2 1 1
അതിനാൽ നമു്ׯ  മീئർ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഞാൻ  മീئർ ഫാക് േടാറിയൽ എؗും  മീ ؛സ് 2 2 2 1 
എؗും ഞാൻ എഴുതുؗു, 
അ׹െന 2 മീ ؛സ് 1 ആയി ഞാൻ എഴുതുؗു , ഇത് 2 മീ ؛സ് 1 ആയി 2 െകാ؇് ഹരിുؗുׯ  ഈ m 
പദ؋ിൽ ഉൾെؚടുؗിب, അതിനാൽ നമു്ׯ സംْഗഹ ചി؋صിൽ നി്ؗ ഇത് ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ i i 
ര؇് ൈമനസ് ര؇് ഫാعർٚ െകാ؇് ഹരിׯാം, m i 
അ׹െന അത് 2 ന് തുലّമാണ് ؛സ് 1 ന് 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 2 സേأഷൻ തുലّമാണ്  0 മുതൽ മീ m m i 
2 മീئർ വെര 2 തിരെ؁ടുുׯക, അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ൈട്ؚ 2 ؛സ് 2 ؛സ് 2 i mc 0 mc 2 mc
4 ന്െറ നിബؖനകളാണ്, 
അ׹െന 2 വെര ഇതിന്െറ ആെക തുക 2 മുതൽ പവർ 2 മീئർ വെരയാണ്.  ൈമനസ് 1 അതിനാൽmc 2 m 
2 മീ ؛സ് 1 ന് തുലّമാണ്, 2 മുതൽ പവർ 2 മീئർ മുതൽ 2 വെര പവർ 2 മീئർ ൈമനസ് 1, 
അ׹െന ഇത് 2 മീ ؛സ് 1 ൈബ 2 ആയി മാറുؗു , നി׹ൾ്؛ ׯസ് 1 െകാ؇് 2 എ്ؗ പറയാം. അതിനാൽm 
ശരാശരി ഈ ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ േْപാബബിലിئിയുെട സമം ര؇ിന് ؛സ് വൺ ഇതിന് തുലّമാണ് x i 
ഇതിന്െറ ശരാശരി ؛സ് ഒ്ؗ ൈബ ടു ആഹ് നമു്ׯ മെئാരു വّതിരിװ വിതരണ ഉദാഹരണം m 
എടുׯാം നാല് ന്െറ ഒരു പാേׯജിൽ ഒരു അപാകത അട׹ിയിരിുؗുׯ  ഓേരാؗായി ics e , ics 
പരിേശാധിുؗുׯ , തകരാറ് കെ؇ؗു؋ത് വെര മാئിرാപിׯാെത, എؗത് ആവശّമായ x 
പരിേശാധനകളുെട എ؉ം കെ؇؋െ؂ , ന്െറ വിതരണവും ന്െറ ْപതീײയും കെ؇ു؋ക, x x- 
അതിനാൽ നടപടിْകമം ഇْപകാരമാണ് , അത് തകരാറിലാെണ׸ിൽ നി׹ൾ ഒരു പരിേശാധിുׯം, ic 
അേؚാൾ ഞ׹ൾׯറിയാം  അത് വികലമായതിനാൽ പരീײണം നിർുؗു؋, കാരണം നാല് 
ഐസികളിൽ ഒരു തകരാറുെ؇്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , ആദّേ؋ത് തകരാറിലെ׸بിൽ നി׹ൾ മെئാ്ؗ 
എടുുׯം, ഞ׹ൾ അത് പരിേശാധിുׯം അതിനാൽ അത് തകരാറിലാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ നിർു؋ം 
അെ׸بിൽ ഞ׹ൾ േപാകും  മൂؗാമേ؋തിൽ ഇേؚാൾ മൂؗാമേ؋തിൽ , അത് തകരാറിലാെണ׸ിൽ, 
ഇത് തകരാറിലെ׸بിലും, ഇത് േപാരാᅃ٣യാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, േശഷിؗുׯ ഒ്ؗ വികലമാകുെമ്ؗ 
ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ മൂലّ׹ൾ 1 2, 3 എؗിവ എടുׯാം. നാലാമേ؋ത് x t 
പരീײിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ ഒ്ؗ ര؇്, മൂ്ؗ നമു്ׯ ഇതിന്െറ x 
േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ േനാׯാം, അതിനാൽ ന്െറ േْപാബബിലിئി എؓാണ് എؗത് ഒؗിന് x 
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തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നാല് ഉ؇്, ഒ്ؗ വികലമാണ് ആദّേ؋ത് തെؗ വികലമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ics 
പറയുؗു, ഞ׹ൾ അത് തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ അതിന്െറ സംഭാവّത നാലായി ഒؗായിരിുׯം, 
എ׹െന ന്െറ േْപാബബിലിئി ര؇ായിരിുׯം , അതായത് ആദّേ؋ത് വികലമب, അതായത് നبതിൽx 
നി്ؗ ഞ׹ൾ തിരെ؁ടുുؗുׯ മൂ്ؗ നാല് എؗത് ഇേؚാൾ ബാׯിയുتവയിൽ മൂെؗ؉ം 
അവേശഷിുؗുׯ, അതിൽ ഒ്ؗ ഫലْപദമാണ്, അതിനാൽ ര؇ാമേ؋തിൽ ഞ׹ൾ വികലമായത് 
തിരെ؁ടുുؗുׯ, അതിനാൽ അതിന്െറ സംഭാവّത ഒؗിൽ മൂ്ؗ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ മൂ്ؗ നാല് 
ഒؗായി മൂ്ؗ, അത് വീ؇ും ഒؗിൽ നാല്  യഥാർ،؋ിൽ നി׹ൾ േْപാബബിലിئി x 
കണׯാേׯ؇തിب, കാരണം നി׹ൾ്1 ׯ ൈബ 4 ؛സ് 1 ൈബ 4 ഉت ഒേരെയാരു മൂലّമാണ് 
ബാׯിയുتത്, അതിനാൽ ഈ േْപാബബിലിئി പകുതിയായിരിുׯം, എؗിരുؗാലും േലാജിׯൽ 
ആർഗّുെമന്റിന് എ׹െന കഴിയുെമ്ؗ ഞാൻ കാണിു׺തരാം. േനാൂׯ, നി׹ൾ്ׯ മൂؗിന് നാലായി 
കഴിയാം പിെؗ ര؇ിന് മൂ്ؗ ഇേؚാൾ ഒ്ؗ അവേശഷിുؗുׯ, 
അ׹െന ഒ്ؗ വികലമാകാം അെ׸بിൽ അത് േകടാേക؇തിب, അതിനാൽ ഇത് ര؇ും േചർ؋ാൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ര؇് േകസുകൾ ഉ؇ാകും, ײമിׯണം  ഒ്ؗ രെ؇؉ം ഇത് ഒؗിന് 2 ന് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ന്െറ േْപാബബിലിئി x 3 x 
ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ ഇവിെട ഇേؚാൾ എനി്ׯ ന്െറ ْപതീײ കണׯാׯണം, അതിനാൽ ന്െറ x x 
ْപതീ1 ײ േല്1 ׯ ൈബ 4 ؛സ് 2 േല്1 ׯ ൈബ 4 ؛സ് ആയി മാറുؗു  3-ൽ 1-ൽ 2-ൽ നി്ؗ , ഈ മൂലّം 

-ൽ  അبാെത മെئാؗുമب. എؗത് ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ േْപാബബിലിئി ഉت ഒരു ْപേതّക റാൻഡം 9 4 x 
േവരിയബിളായിരിׯെ؂ എؗത് ന് തുലّമാണ് , 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എؗത് പവർ േല്2 1 0 ׯ x k k k 
വെര തുലّമാണ്. ന് ൈമനസ് 1 ന് 1 േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്, അതിനാൽ ആദّം സിയുെട n 
മൂലّം എؓാണ്, ഇേؚാൾ ന്െറ ْപതീײ എؓാണ് േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷനാെണ׸ിൽ, എبാ x 
സാധّതകളുെടയും ആെകു؋ക സംْഗഹ േْപാബബിലിئി ആയ ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം. ന് x kk 
തുലّമാണ് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, അത് ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ നأൾ 0 n 
മുതൽ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ പവർ േല്ׯ ഈ 1 2 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ഇത് പരിമിതമായ n kk 
ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട ആെകു؋കയبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ മൂലّം  ആദّ േടം 1 
ആെണ്ؗ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാം, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ പകുതിയും അധികവും ഉ؇്  1 
ൈബ 2 പവർ ൈമനസ് 1. ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട ആെകു؋കയുെട േഫാർമുല ْപകാരം n 
നമു്ׯ അറിയാം 1 ൈമനസ് മുതൽ പവർ വെര 1 ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇവിെട 1 ആണ്, r n r aa 
അതിനാൽ ഇത് േല്2 ׯ േല്2 ׯ ന് തുലّമാണ്. ൈമനസ് 1 െന പവർ ൈമനസ് 1 േല്2 ׯ െകാ؇് c n n 
ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ നأൾ പറയുؗത് ഇത് 1 ന് തുലّമാണ്, ഇത് യുെട മൂലّം 2 ആയി നൽകും c n 
ൈമനസ് 1 പവർ ൈമനസ് 1 േല്2 ׯ െകാ؇് ഹരിുׯക. n 
അ׹െന വിതരണ؋ിൽ  സി׶ െകയ്്ׯ തുലّമായ ന്െറ ْപതീײെയ േْപാബബിലിئിയിേല്ׯ x 
കണׯാׯാൻ ന്െറ യുെട മൂലّം ഇേؚാൾ നൽകിയിരി2  .ുؗുׯ മുതൽ പവർ േല്0 ׯ മുതൽ x c kk n 
ൈമനസ് 1 വെര തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ഇത് ആർൈْതئിക് ജّാമിതീയ പുേരാഗതി അെ׸بിൽ ജّാമിതീയ 
ഗണിത േْശണിയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ആയി എഴുതാം ആദّ േടം 0 ര؇ാം േടം c 
പകുതിയാെണ׸ിൽ മൂؗാമെ؋ േടം 2 ചതുരമായിരിുׯം അേؚാൾ നി׹ൾ്3 ׯ ൈബ 2 കّൂബ് x 2 
ഉ؇ായിരിുׯം, 
അ׹െന ؛സ് ൈമനസ് 1 െന 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് 1 ആയി ഞാൻ ഇതിെന വിളിുؗുׯ n n 
എ്ؗ കരുതുക.  േْശണി പകുതി ؛സ് 2 2 ചതുരവും 3 2 ൈമനസ് 1 ന് 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ s so s qn n 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ െകാ؇് 2 തുലّമാണ് 1 ചതുരം 2 കّൂബ് s by 2 x 2 
അ׹െന ؛സ്  ൈമനസ് 2 െന 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് 1 ؛സ് ൈമനസ് 1 െന 2 െകാ؇് n n n 
ഹരി׺ാൽ 2 പവർ േല്1 ׯ മുതൽ 2 വെര കുറ׺ാൽ 1 ൈമനസ് 2 ഞാൻ െചᅃٝാൽ എനി്ׯ ൈമനസ് n s 
ര؇് െകാ؇് ലഭിുׯം ര؇് െകാ؇് പകുതി തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ര؇ിന് ര؇് ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ s  
ര؇് ചതുരം, ഒ്ؗ ര؇് ചതുരം മൂ്ؗ ര؇് കّൂബ് ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ കّൂബ് അത് ഒؗായി ര؇് കّൂബ് 
ആയി മാറുؗു , 
അ׹െന ؛സ് 1 ൈബ 2 പവർ ൈമനസിേല്1  ׯ ൈമനസ് ൈമനസ് 1 െന പവർ ആയി 2 െകാ؇് n n n 
ഹരി׺ാൽ , നി׹ൾ ഈ പദം കാണുകയാെണ׸ിൽ അത് വീ؇ും ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയാണ് , 
അതിന്െറ ആെകു؋ക ഞ׹ൾׯറിയാം, അത് പകുതി 1 ൈമനസ് 1 െകാ؇് 2 നും പവർ ൈമനസ് 1 1 n 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്  ൈമനസ് ഹാഫ് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ൈബ 2 മുതൽ പവർ n n 
വെരയുتതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാം, നമു്ׯ ലഭിുׯം ന്െറ മൂലّം 2 ന് s 
തുലّമാണ് ൈമനസ് 2 പവർ ൈമനുവിെന 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒരിׯൽ കൂടി ْപതീײ n n n s 1. x 
എؗത് ഈ പദ؋ിന്െറ സമയമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ അത് ലളിതമാׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, c 
അതിനാൽ ന്െറ ْപതീײ ഈ പദ؋ാൽ ഈ ْപശ് ന؋ിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ , നി׹ൾ x-
വിലയിരുؗു؋ത് േപാെല ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി ഉെ؇്ؗ ഞാൻ ഇവിെട കാണിു׺തؗു.  رിരാ׸ം 
എبാ പദ׹ളുെടയും ആെകു؋ക  ന് തുലّമാണ്. േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷനുت ഒരു 1 x 
ْപേതّക റാൻഡം േവരിയബിളായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഇതിന് മൂലّ׹ൾ ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 2 xi 
ൈമനസ് 1 0 1 2 ْതീ േഫാർ എടുുؗുׯ , അനുബؖ സാധّതകൾ ൈമനസിന് ര؇് െക ചതുരമാണ് ര؇് 
േْപാബബിലിئി ൈമനസ് ഒؗിന് ആണ് , 0-ന് ര؇് ആണ് , 1-ന് 3 ആണ്, േْപാബബിലിئി 2 ആണ് , k k k k 
2-ന് 2 ആണ് , 3-ന് ആണ്, 3-ന് 7 ചതുരവും 4-ന് േْപാബബിലിئി ചതുരവും ആണ്. എؗത് k k k k k 
ശരിയായ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനാണ്, നി׹ൾ ْപതീײ ഉം ന്െറ വّതّാസവും k x x 
കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ എبാ സാധّതകളുെടയും ആെകു؋ക 1 ന് തുലّമായിരിׯണം, 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് സംْഗഹി׺ാൽ നി׹ൾ്2 ׯ ചതുരവും 7 ؛സ് 1 ലഭിുׯം 10 സ്കٔയർ ؛സ് k k 
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െക ؛സ് 2 െക ؛സ് 3 െക ؛സ് 2 െക ؛സ് െക, അതായത് 9 െക 1 ന് തുലّമാണ്, അത് നി׹ൾ്10 ׯ െക 
സ്കٔയർ ؛സ് 9 െക ൈമനസ് 1 എ്ؗ എഴുതാം, ഇത് 0 ന് തുലّമാണ്. ഇത് 10 െക ആയി ْപകടിؚിׯാം.  
ൈമനസ് 1- ൽ െക ؛സ് 1 എؗത് 0-ന് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ ഇത് നി׹ൾ്2 ׯ മൂലّ׹ൾ നൽകുؗു k 
എؗത് 1 ൈബ 10-നും ൈമനസ് 1-നും തുലّമാണ്. എؗാൽ എؗത് ൈമനസ് 1-ന് തുലّമായത് k 
സാധّമب, കാരണം അത് നി׹ൾ്ׯ െനഗئീവ് കൂടാെത ചില സാധّതകൾ നൽകും േْപാബബിലിئി 
1-േനׯാൾ കൂടുതലാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇത് 2 ആയി മാറും, ഇത് ൈമനസ് 1 ആയി മാറും, അതിനാൽ 
ഇവ േْപാബബിലിئികളുെട മൂലّ׹ളാകാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് 1-ന് തുലّമാണ്, k 
അതിനാൽ ശരിയായ മൂലّം 1-ൽ 10-ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ  ഉتത് 1 ന്െറ 10 ന് തുലّമാണ്, k 
തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഇവിെട മൂലّ׹ൾ മാئിرാപി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ന്െറ ശരിയായ വിതരണം x 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ എؓാണ് േْപാബബിലിئികൾ അേؚാൾ ന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ x 
േْപാബബിലിئി ആണ് ൈമനസ് 3 ന് തുലّമാണ്, അത് 2 മുതൽ 1 ന് തുലّമാണ്  10 ചതുരം ആയതിനാൽ x 
അത് 1 50 ആയി മാറുؗു, േْപാബബിലിئി ൈമനസ് 2 ന് തുലّമാണ് , അതായത് അതായത് 1  10 x k 
േْപാബബിലിئി ആയാൽ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അതായത് 2 െക , അതായത് 2 ൈബ 10 ആണ്, x 
അതായത് 1 ൈബ 5. േْപാബബിലിئി 1 ൈബ 10, അതായത് 1 ൈബ 5 േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ് , x 2 
അത് 1 ൈബ 10 ആണ് , േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ് , അതായത് 7 െക ചതുരം, x 3 
അ׹െന അത് 7 ൈബ 100 ആയി മാറുؗു , േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ്, അത് 1 ന് തുലّമാണ്  100 x 4 
എؗത് സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ന്െറ േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷൻ ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിു׺, അത് k x 3 
ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 1 0 1 2 3, 4 എؗിവയിൽ നി്ؗ മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ. അതിനാൽ x 
ْപതീײിؗുׯത് ൈമനസ് 3 േല്1 ׯ ൈബ 50 ൈമനസ് 2 േല്1 ׯ ആണ്.  10 ൈമനസ് 1 ഇൽ 1 ൈബ 5 ؛സ്
0 േല്3 ׯ ൈബ 10 ؛സ് 1 ഇൻ 1 ൈബ 5 ؛സ് 2 ഇൻ 1 ൈബ 10 ؛സ് 3 ഇൻ 7 ൈബ 100 ؛സ് 4 ഇൻ 1 ൈബ 100, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എളുؚ؋ിൽ വിലയിരു؋ാൻ കഴിയും ഇത് 19 ന് തുലّമാണ് 100 വّതّാസം 
കണׯാׯാൻ, നമു്ׯ ന്െറ ലളിതമായ േഫാർമുല േവരിയൻസ് ْപേയാഗിׯാൻ കഴിയും , x x 
ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയ്്ׯ തുലّമാണ് , മുഴുവൻ ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയും ൈമനസ് ആണ്, x 
അതിനാൽ നأൾ ْപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ  ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ്x 
3 സ്കٔയർ 1 ൈബ 50 ؛സ് ൈമനസ് 2 സ്കٔയർ 1 ൈബ 10 ؛സ് ൈമനസ് 1 സ്കٔയർ ഇൻ 1 ൈബ 5 ؛സ് 0 
സ്കٔയർ ഇൻ 3 ൈബ 10 ؛സ് 1 സ്കٔയർ ടു 1 ൈബ 5 ؛സ് ടു സ്കٔയർ  ഒؗായി പ؋ിൽ മൂ്ؗ 
സമചതുരവും ഏഴ് നൂറും നാല് ചതുരവും ഒؗായി നൂെئാؗായി മാറുؗു, അതിനാൽ നأൾ ഇത് 
മൂലّനിർ؉യം െചᅃٝാൽ ഇത് നാ؋١يിേയഴു െകാ؇് 20 ആയി മാറുؗു. അതിനാൽ ന്െറ വّതിയാനം x x
ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയാണ്, x 
അ׹െനെയ׸ിൽ  ഞ׹ൾ ഇത് ലളിതമാുؗുׯ, ഈ ْപശ് ന؋ിൽ ഇത് ഏകേദശം  ആയി മാറുؗു,2.3139
ഞാൻ ആവർ؋ിׯെ؂ , എبാ സാധّതകളുെടയും ആെകു؋ക 1 ന് തുലّമാണ് എؗ വّവر 
ْപേയാഗി്׺ ചില അ׾ാത رിരമായ യുെട അടിرാന؋ിൽ ന്െറ വّതُّ ٝമൂലّ׹ളുെട k x 
സാധّതകൾ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ.  യുെട മൂലّം വിലയിരുؗു؋തിന്, നമു്ׯ k 
പരിേശാധിേׯ؇ ْപാേയാഗിക മൂലّം എؓാെണ്ؗ ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, കാരണം 
ഞ׹ൾ്ׯ ര؇് മൂലّ׹ൾ ലഭിുؗുׯ, എؗാൽ അവയിെലാ്ؗ ഉചിതമب, കാരണം അത് െനഗئീവ് 
േْപാബബിലിئികളിേലേׯാ േْപാബബിലിئികളിേലേׯാ നയിؗുׯതിേനׯാൾ വലുതാണ്. അതിനാൽ,
വിതരണം നിർ؉യി׺തിന് േശഷം നി׹ൾ്ׯ ശരിയായ േْപാബബിലിئികൾ നൽകുؗ മൂലّം ഞ׹ൾ 
തിരെ؁ടുുؗുׯ, നൽകിയിരിؗുׯ സൂْതവാകّ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ْപതീײയും വّതിയാനവും 
കണׯാׯാം, മാْതമب ഞ׹ൾ്ׯ ചില സാധّതകൾ കണׯാׯാനും കഴിയും. േْപാബബിലിئി 
അതിനാൽ ഈ വിതരണ؋ിെല ചില േْപാബബിലിئി ْപٍ׹٠ൾ നമു്ׯ േചാദിׯാം േْപാബബിലിئി mod 

2-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ എ്ؗ പറയുക. അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ എؗത് 2-േനׯാൾ x mod x 
വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ പറയുؗു, അത് െനׯാൾ വലുതാണ് അെ׸بിൽ തുലّമാണ്  2 x- rx 
ൈമനസ് 2-േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, അതിനാൽ അത് േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് x , 2 x,

ന് തുലّമാണ്. േْപാബബിലിئി ൈമനസ് മൂؗിനും ൈമനസ് ര؇ിനും തുലّം ൈമനസ് 2 3 , x, 4- x x 
ആണ് ഇവിെട ഇേؚാൾ ഈ േْപാബബിലിئികെളبാം ഇവിെട ലഭّമാണ്, അതിനാൽ ഏത് േْപാബബിലിئി 
ഡിസ്ْടിബّൂഷനും നൽകിയാൽ നമു്ׯ ഇെതبാം സംْഗഹി׺ാൽ മതിയാകും റാൻഡം േവരിയബിൾ ഈ 
മൂലّം എടുؗുׯതിനുت േْപാബബിലിئിയാണ് റാൻഡം േവരിയബിൾ ഈ േْശണിയിൽ മൂലّം എടുുׯം 
, ശരാശരി വّതّാസം അെ׸بിൽ زാൻേഡർഡ് ഡീവിേയഷൻ അവെയبാം നിർ؉യിׯാൻ കഴിയും, 
നമു്ׯ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി എടുׯാം ഒരു ْപേതّക റാൻഡം േവരിയബിൾ ആകെ؂ . ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 1 x 
1, 2 എؗീ മൂലّ׹ൾ. ഇത് ന്െറ േْപാബബിലിئി ൈമനസ് 2 ആണ് 1 ൈബ 3 , േْപാബബിലിئി എؗത് 2 x x 
ആണ് 13 ൈബ 60 ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ൈമനസ് 1, ؛സ് 1 എؗിവയുെട സാധّതകൾ കൂടുതൽ 
നൽകിയി؂ിب ന്െറ ْപതീײ ൈമനസ് 17 ന് 60 ന് തുലّമാെണ്ؗ അറിയാം, ന്െറ േْപാബബിലിئി x x 
ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, േْപാബബിലിئി ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ x 
വിവര׹ളിൽ നി്ؗ ന്െറ സാധّതകൾ ൈമനസ് 1 നും നും തുലّമാണ്.  1. അതിനാൽ എبാ x x 
േْപാബബിലിئികളുെടയും ആെകു؋ക 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േْപാബബിലിئി ൈമനസ് 2 ؛സ് x 
േْപാബബിലിئി തുലّമാണ്, 2 ؛സ് േْപാബബിലിئി തുലّമാണ്  1 ന് കٔൽ, അതിനാൽ നأൾ ഈ x x 
അവ1 ر ൈബ 3 ؛സ് 13 ൈബ 60 ْപേയാഗി׺ാൽ ഇേؚാൾ ഈ മൂലّ׹ൾ നമു്ׯ നൽകിب, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ചില അനുമാന׹ൾ ഉ؇ാׯാം , ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ േْപാബബിലിئി ആെണؗും x q 
േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ് ആെണؗും അതിനാൽ ഇത്  ؛സ് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, x 1 p q p 
അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്؛ ׯസ് നൽകും അതിനാൽ 13 ന് 60 ؛സ് 1 ന് 3 നി׹ൾ കൂ؂ിേ׺ർ്1 ؋ ൽ p q 
നി്ؗ കുറയ്ുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം ഇത് 9 ന് 20 ന് തുലّമാണ്, ഞാൻ ഈ സമവാകّം 1 
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എ്ؗ വിളിׯെ؂  അതിനാൽ , േْപാബബിലിئി ന്െറ മൂലّം 1 ന് തുലّവും േْപാബബിലിئി ന്െറ x x 
മൂലّം ൈമനസ് 1 നും തുലّമാണ്, ഇത് ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ രൂപ؋ിലാണ് ؛സ് എؗത് ഒآത് p q 
മുതൽ ഇരുപത് െസׯൻഡ് അവرയ്്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം നമു്ׯ നിർ؉യിׯാനാകും. 
ْപേയാഗി׺ാൽ ْപതീײാ സൂْതവാകّം ഇേؚാൾ നൽകിയിരിുؗുׯ, അത് ൈമനസ് ടു 1 ൈബ 3 ആണ്, x 
മൂലّം 2 േْപാബബിലിئി എടുׯാം കൂടാെത 2 േْപാബബിലിئി 13 ൈബ 60 ؛സ് കّു ൈമനസ് 1 ؛സ് പി 
ഇൻ 1 ആണ്, അത് ൈമനസ് 17 ൈബ 60 ന് തുലّമാണ്. 
അ׹െന ഒരിׯൽ കൂടി  ഞ׹ൾ്ׯ ഇത് എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ൈമനസ് 2 
ൈബ 3 ഇത് 13 ൈബ 30 ആണ്, നി׹ൾ ഈ സംഖّ കുറ׺ േശഷം േല്ׯ എടുുׯക അവളുെട വശം, Ot-
അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് എؗത് ൈമനസ് 1 ൈബ 20 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇേؚാൾ p q 
നമു്ׯ ര؇് ബؖ׹ളു؇് , അത് എؗിവയിെല ര؇് സമവാകّ׹ളാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അവ p, q 
എളുؚ؋ിൽ പരിഹരിׯാനാകും എؗത് അ؀ിന് തുലّവും എؗത് ഒؗിന് തുലّവുമാണ്  നാല് p q 
അതിനാൽ ഈ ْപശ് ന؋ിെല േْപാബബിലിئി ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഒؗിന് അ؀് , േْപാബബിലിئി x x 
ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ തؗിരിؗുׯ അവرയിൽ നി്ؗ നമു്ׯ 
മൂലّ׹ൾ േനടാനാകും , അതിനാൽ ഈ ْപശ് ന׹ളിെലبാം ഞ׹ൾ എؓാണ് പരിേശാധിؗുׯത് ഇത് 
ശരിയായ േْപാബബിലിئി ഡിസ് ْടിബّൂഷനായിരിׯണം, അതായത് േْപാബബിലിئികൾ -നും - നും 0 1
ഇടയിലായിരിുׯെമؗും േْപാബബിലിئികളുെട ആെകു؋ക 1 -ന് തുലّമാെണؗും അർ،മാؗുׯത്, 
ْപതീײയാണ് േവരിയന് സ് എ്ؗ കണׯാേׯ؇ ആവശّമാെണ׸ിൽ, സമാനമായ ْപശ് ന؋ിന് 
ഞ׹ൾ ْപസװമായ േഫാർമുല ْപേയാഗിുׯകയാണ്. അടു؋ ْപശ് നമാണ് എؗത് േْപാബബിലിئി x 
നൽകുؗ ഡിസ് ْടീ്ئ റാൻഡം േവരിയബിളാെണ്ؗ കരുതുക  എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , yx 
അവിെട ആൽഫ എؗത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ് ആൽഫയുെട േْശണി കെ؇ു؋ക, അതായത് 
ആൽഫയുെട ഏത് മൂലّ׹ൾ്ׯ ഇത് ശരിയായ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനാണ് എؗതിനർ،ം x 
ന്െറ വّതّാസം കൂടിയേതാ കുറ؁േതാ ആയ ആൽഫയുെട മൂലّ׹ളും നിർ؉യിുׯക.  ഇത് 
ശരിയായ േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷനാേണാ എ്ؗ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം , അതിനാൽ ചില 
സാധّതകൾ 1 ന് തുലّമായിരിׯണം, നമു്1 ׯ ൈമനസ് 2 ആൽഫ 3 ؛സ് 1 ؛സ് 2 ആൽഫ ൈബ 3 ؛സ് 1 
ൈബ 3 േനാׯാം. അതിനാൽ ഈ 2 ആൽഫ 3 ൈമനസ്  2 ആൽഫ ൈബ 3 റؐാുؗുׯ, ഞ׹ൾ്1 ׯ ൈബ 
 ,ിٝകരമാണ്لഇേؚാൾ തൃ رസ് 1 ൈബ 3 എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഒരു വّവ؛ സ് 1 ൈബ 3؛ 3
ര؇ാമെ؋ വّവر, സാധّതകൾ 0 നും 1 നും ഇടയിലായിരിׯണം. അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആ നിബؖന 
ْപേയാഗി׺ാൽ നി׹ൾ  0 കുറേവാ 1 ൈമനസ് 2 ആൽഫയിൽ 3 കുറേവാ 1 ന് തുലّേമാ ഉ؇ായിരിׯണം .
ഇേؚാൾ ഇത് എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാം, നി׹ൾ്0 ׯ കുറേവാ 1 ൈമനസ് 2 ആൽഫയ്്ׯ തുലّേമാ 3 ന് 
കുറേവാ തുലّേമാ ലഭിുׯം, ഇത് പറയുؗതിന് തുലّമാണ്  ഇേؚാൾ ഈ അവر ْപേയാഗി׺ാൽ ആൽഫ
കുറയും പകുതിേയׯാൾ അെ׸بിൽ തുലّമാണ്, നി׹ൾ ഈ വശ്؋ ْപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ 
നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഒؗിെനׯാൾ കൂടുതേലാ തുലّേമാ ആൽഫ ലഭിുׯം  1 ന് തുലّമാണ്, അതായത് 
ഈ േْപാബബിലിئി 0 നും 1 നും ഇടയിലാണ്, ഇത് 0 േല്ׯ നയിുׯം 1 ؛സ് 2 ആൽഫ 3 ന് കുറേവാ 
തുലّേമാ ആണ്.  1 േല്ׯ , നി׹ൾ ഈ വശ്؋ ْപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് 1 ൈബ 
2-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആൽഫ ലഭിുׯം. അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഈ ര؇് അവرകൾ 
േനാׯാം ആൽഫ ൈമനസ് ഒؗിനും പകുതിുׯം ഇടയിലാണ്, ര؇ാമേ؋തിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ൈമനസ് പകുതിയിൽ നിؗാണ്.  ഒؗിേല്ׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ര؇് േമഖലകളുെട 
കവലെയടുുׯകയാെണ׸ിൽ എനി്ׯ ആൽഫ ലഭിുׯം ൈമനസ് പകുതി മുതൽ ؛സ് പകുതി വെര, 
അതിനാൽ ഒؗിലും ര؇ിലും ര؇് ْപേദശ׹ളുെട കവലകൾ എടുുׯേآാൾ നമു്ׯ ആൽഫയുെട 
പരിധി ആൽഫേയׯാൾ പകുതി കുറേവാ തുലّേമാ ആയി ലഭിുׯം അെ׸بിൽ സാّؑതകൾ 
ْകമ؋ിൽ പകുതി തുലّമാണ്  1 ൈമനസ് 2 ആൽഫ ൈബ 3 1 ؛സ് 2 ആൽഫ ൈബ 3, 1 ൈബ 3 എؗിവ 
ഒരു േْപാബബിലിئി ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ നിർجചിുؗുׯ ആൽഫയ് تുׯ ْപസװമായ േْശണി ൈമനസ് 
പകുതി മുതൽ പകുതി വെര ആയിരിുׯം ഇേؚാൾ ْപശ് ന؋ിന്െറ ര؇ാം ഭാഗം ആൽഫയുെട 
മൂലّ׹ൾ നിർ؉യിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ .  ന്െറ വّതിയാനം കൂടിയേതാ കുറ؁േതാ x 
ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ േവരിയൻസ് കണׯാുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ ْപതീײ എؓാണ്, അതിനാൽ x x
ന്െറ ْപതീײ ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 വെര ൈമനസ് 2 ആൽഫ ൈബ 3 ؛സ് 1 േല്؛ 1 ׯസ് 2 ആൽഫ ൈബ 3
ഇത് ൈമനസ് വൺ ൈബ ْതീ ആയി മാറുؗത് കാണാം, ഇവിെട ׯൾ്׹സ് 0 1 ൈബ 3 ആണ് ഇവിെട നി؛
നമു്ׯ ര؇് ആൽഫ ൈബ ْതീ ലഭിുؗുׯ, ഇവിെടയും നി׹ൾ്ׯ ര؇് ആൽഫ ൈബ ْതീ ആയി 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײ കണׯാׯിയാൽ അത് സമാനമായി മൂ്ؗ x 
ആൽഫയായി മാറുؗു. ൈമനസ്  സ് കٔയർ  ൈമനസ്  ആൽഫ ൈബ  ؛സ്  സ് കٔയർ ആׯി  ؛സ് 1 1 2 3 1 1

 ആൽഫ ൈബ  ؛സ്  സ് കٔയർ  ൈബ  ആുׯക, 2 3 0 1 3
അ׹െന അത് 1 ൈമനസ് ര؇് ആൽഫ ൈബ ْതീ ؛സ് വൺ ؛സ് ടു ആൽഫ ْതീ ْതീ ആയി മാറുؗു 

ന്െറ വّതّാസം ചതുര؋ിന്െറ ْപതീײയാണ്  ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ 2 3 ൈമനസ് 16 x- xa e 
ആൽഫ സ്കٔയർ 9 ന് തുലّമായ ചതുരാകൃതിയിലുت ْപതീײ, നി׹ൾ്ׯ ആൽഫ സ്കٔയർ േടം 
െനഗئീവിൽ ലഭിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും , അതിനാൽ ഈ പദം 
എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഈ പദം കുറ؁ത് ആയിരിുׯം  ആൽഫ എؗത് മിനിമം
ആണ്, ആൽഫ എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, അത് എനി്ׯ േവരിയൻസിന്െറ പരമാവധി മൂലّം നൽകും, 
അതിനാൽ േവരിയൻസ് പരമാവധി ആണ്, തുടർ്ؗ ആൽഫ 0 ന് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ ഏئവും x 
കുറ؁ത് േനാׯാൻ നി׹ൾ്ׯ ഇതിൽ േമാഡ് ആൽഫയുെട പരമാവധി മൂലّം ഉ؇ായിരിׯണം .  
േമാഡ് ആൽഫയുെട പരമാവധി മൂലّം ആൽഫയും ؛സ് പകുതിയും ആയിരിുׯം, കാരണം ആൽഫ 
ൈമനസ് പകുതിയും ؛സ് പകുതിയും േമാഡ് ആൽഫയിേലتുׯ ലീഡ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, 
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അതിനാൽ എനി്ׯ േവരിയൻസ് ന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം നൽകും, തീർ׺യായും നി׹ൾ്ׯ x 
നൽകാം ഡയറ്ٚع അനാലിസിസ് ഉപേയാഗി്׺ മെئാരു വാദവും നമു്ׯ ഇതിെന എ്ؗ വിളിׯാം, g alpha 
ഈ ഫംഗ് ഷൻ  ൈമനസ്  ആൽഫ സ്കٔയർ  ന് തുലّമായ എ്ؗ വിളിׯാം. അതിനാൽ2 by 3 16 9 g alpha 
ഞാൻ ൈْപം ആൽഫ േനാׯിയാൽ ൈമനസ് 32 ന് തുലّമാണ് ആൽഫ ഒآത് െകാ؇്, അത് േപാസ് g 
ആണ്  പൂജّേׯ؋ാൾ ൈമനസ് പകുതി കുറേവാ ആൽഫയ്്ׯ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ അത് 
പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ അത് പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ അത് പകുതിേയׯാൾ 
വലുതാണ്, അതിനാൽ ഈ ഫംഗ്ഷന്െറ ആകൃതി ആൽഫ ൈമനസ് പകുതി മുതൽ 0 വെര േ؛ാ؂് g 
െചᅃٝാൽ അത് േപാസിئീവ് ആണ്. 0 മുതൽ പകുതി വെര വർധിײ ,ുؗുׯമിׯണം, ഇത് 0 മുതൽ 
പകുതി വെര കുറയുؗു, കാരണം ഇത് െനഗئീവ് ആയതിനാൽ പരമാവധി മൂലّം ഇവിെടയു؇്, ഞ׹ൾ 
ൈമനസ് ഹാഫ് മുതൽ ؛സ് ഹാഫ് വെരയുت േْശണിയാണ് േനാؗുׯത്, അതിനാൽ ലഭിؗുׯ ഏئവും 
കുറ؁ മൂലّം ൈമനസ് ഹാഫിലും ؛സ് ഹാഫിലും ഫംഗ് ഷൻ ഇതുേപാെലയാണ് , വാُവٝ؋ിൽ 
ൈമനസ് ഹാഫിലും ؛സ് പകുതിയിലും ഉت മൂലّം തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആൽഫയുെട ഏئവും g 
കുറ؁ മൂലّം ആൽഫയിൽ േനടുؗത് ൈമനസ് പകുതിുׯം ആൽഫ ؛സ് പകുതിുׯം തുലّമാണ് 
െബർണൂലിയൻ ْടയലുകളുമായി ബؖെؚ؂ ഒരു ْപٍ٠ം ഞ׹ൾ ൈകകാരّം െചുؗുإ, അതിനാൽ  ഒരു 
 രം؋െؚടുؗു, ഉേദّാഗാർ،ി ഉׯൾ ഉؗയി׹ഒരു കٔിസിൽ സٔതْؓ േചാദّ ׯാനാർ،ി്ر
നൽകുؗതിൽ പരാജയെؚ؂ാൽ അവൻ അെ׸بിൽ അവൾ കٔിസിൽ നി്ؗ പുറു؋േപാകണം, ഒരു 
േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകാനുت സാധّത പറയെ؂ അത് അറിയാം  رാനാർ،ി ഇര؂ b 
േചാദّ׹ൾ്ׯ ഉ؋രം നൽകുؗു , തുടർ്ؗ പരാജയെؚടുؗത് 0.9 ആണ്, അതിനാൽ ഒരു p 
 ാം,  അതിനാൽׯേനാ ׯൾ നമു്׹സٔതْؓ േചാദّ ؗുׯാനാർ،ിേയാട് ഒരു കٔിസിൽ േചാദിر
 .ണംׯിײാനാർ،ി കٔിസ് ഉേപر രം നൽകുؗതിൽ പരാജയെؚ؂ാൽ؋ാനാർ،ി ഉر
അതിനർ،ം رാനാർ،ി്ׯ ഉ؋രം നൽകാൻ കഴിയുؗിടേ؋ാളം, അവൻ കٔിസ് മ؏ര؋ിൽ 
തുടരുؗു, ഞ׹ൾ എؗതിേല്ׯ എടുؗുׯ എبാ േചാദّ׹ൾുׯം ഉ؋രം നൽകാനുت p 
സാധّതയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു െബർണൂലിയൻ ْടയൽ ആയി മാറുؗു , അതായത് رാനാർ،ി 
ശരിയായി ഉ؋രം നൽകിയാൽ ഒരു േചാദّം േചാദിുؗുׯ എؗാണ് ഇതിനർ،ം .  رാനാർ،ി p 
ശരിയായി ഉ؋രം നൽകുؗിب, സാധّത 1 ൈമനസ് ആണ്, സٔാതّْؓം എ്ؗ ഞാൻ p 
അനുമാനി׺തിനാൽ അത് യഥാർ،؋ിൽ സٔതْؓ െബർണൂലിയൻ ْടയലുകളായി മാറുؗു, അതിനാൽ

എؗത് رാനാർ،ിേയാട് േചാദിؗുׯ േചാദّ׹ളുെട എ؉മാെണ്ؗ പറയാം, തുടർ്ؗ ന് x x 
മൂലّ׹ൾ എടുׯാം 1 2  കൂടാെത , അവേനാട് പൂർ؉മായും േചാദّം േചാദി׺ാൽ, അതിനർ،ം അവൻ k 
ഉ؋രം നൽകാ؋ അവസാന േചാദّമാണ്, അതിനാൽ സംഭാവّത 1 ൈമനസ് ആണ് അെ׸بിൽ p 
നമുׯതിെന വിളിׯാം അതിനുമു്آ, ൈമനസ് 1 േചാദّ׹ൾ്ׯ കൃതّമായി ഉ؋രം നൽകാൻ q , k 
അേؐഹ؋ിന് കഴിയും, അതിനാൽ എؗത് 1 2 ന് തുലّമായ പവർ ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 ൈമനസ് k k p 
േല്ׯ ആണ്, p 
അ׹െന ഇേؚാൾ رാനാർ،ി ഉ؋ര׹ളും സംഖّയും നൽകുؗു േْപാബബിലിئി 0.9 ഉت േചാദّ׹ൾ 
ശരിയാണ്, അതായത് എؗത് 2 െക ؛സ് 1 ന്െറ േْപാബബിലിئി, ശരി എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് x k 
സമം 0 ന് തുലّം 1 ആണ്. അതിനാൽ അവൻ ഒരു േചാദّ؋ിനും ശരിയായി ഉ؋രം നൽകുؗിب x 
എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് , നأൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ സമം 3 അതായത് 2 േചാദّ׹ൾ്ׯ അവൻ x 
ഉ؋രം നൽകുؗു മൂؗാമെ؋ േചാദّ؋ിന് 
അ׹െന ഉ؋രം നൽകാൻ കഴിയുؗിب , അതിനാൽ ഇത് 0.9 ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇത് ന് തുലّമാണ് p 

േല്ׯ തുലّമാണ് 0 ന് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാണ് ഇത് ഇേؚാൾ ഇതാണ്  അനؓമായ ജّാമിതീയ 2 k qk 
േْശണിയبാെത മെئാؗുമب, തുകെയ 1 ൈമനസ് പി സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 0.9 ആണ്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഈ സമവാകّം എളുؚ؋ിൽ പരിഹരിׯാൻ കഴിയും, കാരണം ഇത് 1 ൈമനസ് പിെയ 1 ൈമനസ് 
പി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 1 ؛സ് പി ആയി വിഭജി0.9 .ുؗുׯ അതിനാൽ ഇത് റؐാുׯകയും നി׹ൾ്؛ 1 ׯസ് 
പി തുലّമായി ലഭിുׯകയും െച10 ുؗുإ മുതൽ 9 വെര, അതായത് എؗത് 1 ൈബ 9 ന് തുലّമാണ് , p 
അതായത് رാനാർ،ി്ׯ ഓേരാ േചാദّ؋ിനും േْപാബബിലിئി 1 ൈബ 9 ഉപേയാഗി്׺ ശരിയായി 
ഉ؋രം നൽകാൻ കഴിയും . അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട െബർണൂലിയൻ ْടയലുകൾ ah 
ഉപേയാഗി׺തിന്െറ ഒരു ഉദാഹരണമാണിത് ഒരു മിൈസലിന് 0.75 േْപാബബിലിئി ഉت ഒരു ടാർെഗئിെന 
വിജയകരമായി തകർׯാൻ മൂ്ؗ വിജയകരമായ ഹിുئകൾ്ׯ കഴിയുെമ׸ിൽ  ഒേരസമയം എْത 
മിൈസലുകൾ െതാടുു؋വിടണം എؗതിനാൽ ലّײം പൂർ؉മായി നശിؚിׯാനുت സാധّത  0.95-ൽ 
കുറയാ؋തിനാൽ മിൈസലുകൾ ആെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം.  െതാടുു؋വി؂ത് , എؗത് n x 
ഇേؚാൾ ല؋ّײിെലؗു؋ മിൈസലുകളുെട എ؉മാണ്, ഇത് നി׹ൾ്ׯ സٔതْؓമായ െവടിവᅃ١ുകൾ 
പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ ഓേരാ മിൈസലിനും ല؋ّײിെല؋ാം അെ׸بിൽ അത് ല؋ّײിൽ 
പതിׯിب, അതിനാൽ ഇത് സٔതْؓമായി നടؗു؋ ഒരു െബർണൂലിയൻ ْടയൽ ആയി മാറുؗു , 
വിജയസാധّത 0.75 ആണ്. അതിനാൽ എؗത് വിജയ؋ിന്െറ സംഖّയാെണ׸ിൽ, ന് ന് തുലّമായx x n 
ദٔിപദ വിതരണം ഉ؇ായിരിുׯം, ന് തുലّവും എؗത് തുലّവുമാണ്  0.75 ഇതാണ് എؗത് 0.75 ന് n p pp 
തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ എؗത് 3-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആകാനുت സാധّത 0.95-േനׯാൾ x 
വലുേതാ തുലّേമാ ആകാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, കാരണം 3 ഹിുئകളിൽ കൂടുതേലാ തുലّേമാ 
ആെണ׸ിൽ ടാർെഗ്ئ നശിؚിׯെؚടും, അതിനാൽ നമു്ׯ േْപാബബിലിئി േവണം  എؗത് 3-േനׯാൾx 
വലുേതാ തുലّേമാ ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് നമു്1 ׯ ൈമനസ് േْപാബബിലിئി എ്ؗ x 
എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാം  അതായത് ന്െറ േْപാബബിലിئി 0 ؛സ് േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് x x 1
 തുലّമാണ് എؗത് 0.05 ന്  2 കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്. പവർ ൈമനസ് x n x ׯി്ئസ് േْപാബബിലി؛
അതിനാൽ 0 ന് തുലّമായ േْപാബബിലിئി പവർ 1 ൈമനസ് ആയി മാറുؗു, n p 
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അ׹െന അത് 1 ൈമനസ് 3 ൈബ 4 പവർ ؛സ് ൈമനസ് 3 ൈബ 4 േല്ׯ പവർ ൈമനസ് 1 n nc 1 1 n 
മുതൽ 1 ൈബ 4 ؛സ്  ൈമനസ് 3 ൈബ 4 മുതൽ പവർ ൈമനസ് 2 1 ചതുരْശ കുറവ് nc 2 1 n x 4 
അെ׸بിൽ ന് തുലّമായതിനാൽ ഇത് ബീജഗണിത؋ിന്െറ അൽؚം ആയി മാറുؗു, ഇവിെട e  0.05 
ഈ ആദّ പദം 1 ൈബ 4 മുതൽ പവർ ؛സ് ൈബ 4 മുതൽ പവർ ൈമനസ് 1 േല്1 ׯ ൈബ 4 n n 1 n 
ആഹ് 3 ൈബ 4 ഇത് 3 ൈബ 4 ؛സ് ആയി  ൈമനസ് 1 ൈബ 2 1 ൈബ 4 മുതൽ പവർ ൈമനസ് 2 3 n n n 
ൈബ 4 സ്കٔയർ 0.05 ന് കുറേവാ തുലّേമാ ആയതിനാൽ നമു്ׯ ഈ 10-െന 9 സ്കٔയർ ൈമനസ് 3 n n 
 ളാണ് ശരിയാകുؗത് n׹ാം. ന്െറ ഏത് മൂലّׯാൾ കുറേവാ 4-ന് തുലّേമാ ആയി ലളിതമാׯസ് 2- െന؛
എ്ؗ നأൾ പരിേശാധിׯണം, ഉദാഹരണ؋ിന്, എؗത് 1 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ , വലത് വശം 4 ഉം ഇടത്n 
വശം 9 ൈമനസ് 3 ആയി മാറുؗു , അതായത് 6 ؛സ് 2 ആണ് 8 8 ടാൻെജന്റ് 80. അതിനാൽ എؗത് 2 3 4 5 n 
ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഈ വّവر തൃപ് തികരമب , വّവر തൃلിٝകരമب, നിബؖന  ന് തുലّമാണ് 6
ആദّം 6 ന് തുലّമാണ് ഈ നിബؖന 6-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയ ന് തൃلിٝകരമാണ്. n 
അതിനാൽ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം െവടിവയ്ؚ ുകളുെട ഏئവും കുറ؁ എ؉ം ആറായിരിׯണം , 
അതിനാൽ ഓേരാ മിൈസലിനും മൂ്ؗ നാല് എؗ സംഭാവّതേയാെട വിജയിׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ 
എؗതാണ് ഭൗതിക വّാഖّാനം നമു്ׯ കുറ؁ത് മൂ്ؗ വിജയകരമായ ഹിുئകെള׸ിലും d 
ആവശّമു؇്, തുടർ്ؗ ല؋ّײിെല؋ാേനാ ലّײെ؋ പൂർ؉മായും നശിؚിׯാേനാ 95 
ശതമാന؋ിലധികം സാധّത ലഭിؗുׯതിന് കുറ؁ത്  ആറ് മിൈസലുകെള׸ിലും 
െതാടുു؋വിടണം. േْപാബബിലിئി േപായിന്റ് പൂജّം ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഇത് വّാവസായിക ഇന؋ിെല 
ഒരു വّാവസായിക ഇനമാണ് , ഇന׹ൾ നിർأിؗുׯ ഒരു അസംؠി ൈലൻ ഉ؇്, അതിനാൽ ഓേരാ ah 
100 ഇന׹ളിലും ശരാശരി ഒരു ഇനം തകരാറാണ്, ഇേؚാൾ ഒരു ഉപേഭാװാവ് 10 പായ്്ׯ വാ׹ണം  
അ׹െനെയ׸ിൽ പ്؋ േപരുت ഒരു പാׯിൽ ഒരു േപാരാᅃ٣ മാْതമു؇ാകിب എؗതിന്െറ സംഭാവّത 
എْതയാണ് , എؗത് 10ൽ ഉت നّൂനതകളുെട എ؉മാെണ׸ിൽ, എؗത് ൈബേനാമിയൽ 10.01-െന x x 
പിؓുടരുؗു, അതിനാൽ േْപാബബിലിئി 1-േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആകും.  0 ؛സ് x 
േْപാബബിലിئി എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, അത് പവർ 10 ؛സ് 10 േല്0.99 ׯ മുതൽ പവർ 9 േല്0.01 ׯ x 
േല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 0.9957 ന് തുലّമാണ്, ഞാൻ വിവിധ ടّൂേ؂ാറിയൽ േْപാബിൽ ഒരു ױാസ് 
കൂടി െചലവഴിുׯം വിവിധ സാّؑതകൾ ശരിയാണ് 
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