
ङߕఉప ࡍవۨ ߕ ߘߝ బܽदڒ సంࡹ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త߯ చరऐ ఇపओ ߘ  ߖݧ ࡛࠼߾ ߘߝ ,ఆࣣ ,ߘంۧࠚరంߦऴ ښܽ
फనऒࣆۨࡹంۨ ఆࡍڷ యడంࡔࣄ࢑ టऱߘߝ ,ޙ࠼ ఏࠫ ߩనశऐ రణ ۯయవ۲ऐ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ   మ࠾ࡍ ఈࢗం1 ڴ ߘ ݋
పࡍగࣃށफ సం࠙వङ ߖ޳ ࠾ࡍమ ߘ త ఏࠫܽ  ࠑ  ఇߩओ సంఖङ ࣄࠐ ࡹ ݋ం࠱ ݋द࣋ ߕ ߘߝ ݡ  సంభ࢑ంۨనߩओ ఒకܽ 1 ݡ 6
సంభ࢑ంۯ సం࠙వङ తߘ సవࡍంۧߘ మࡹݧ ࡛࠼߾ ࠾ࡍ ఈ ఆࣃ ࡏధङ మࡃङ  ఫޑ࡯లࡹ ఇߩओ  b ߖసంభ࢑ంۨంద ݡ
ఇۨऐ ߘߝ న సం࠙వङ త అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕఉ ࡱޑ࡯ఫ ݡ࠮ అ࢑ ,ߘ సంఖङ ࣄࠐ .࠼  బܽदڒ ޶ఐ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ఒకܽ ࡱ
ఇߩओ ఒకܽ సంభ࢑ంۨన సం࠙వङ ݟంߘ ߖ޵ ݡ త ఏࠫ݇ ޙࠉۮ అ޳ ݡ࠮ ޴छ  ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴఒకܽ ࡌ
షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త అߝ ࠙వనࣆޓ ࡍ޳ ڕफం޴, అం݄ ࡍߖ ڕߕ भషद࠳న అదన܉ ߩथ నం ఉం݄ ఒక ऴపࡆగంࡹ 
ఈࢗం݋ అߩओ సం࠙వङ ࡱఅస ߕ ݡ త సవࡍంచబడవ۪ऐ కएࡅ బܽदڒ   సం࠙వङ త ږߘࣃలంڴ ఉనऒ  ఏࡓ ߕ޼ంݡ b 
ఈࢗం݋ లߘ మ࠾ࡍ అߖ ߖరछ भ޳ۨ ం, ఆ߯ ఇۨऐ న ఈࢗంࡅ ݋కए  షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త సంభ࢑ంۨం޴ a b b 
రछߖ ࡹޒపదम ޴ంړఈ ऴ ߖߖబܽद అతڒ ۨంచబݟం࠭࠲ ,޴ ఈ సం܉थ ࠪనం సం࠙వङ తߘ ߯ కంݟషߤन ڴ ऴࣃ࢐फ బܽद t bڒ ࠭
ఇ޴ ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తڴ చదవబޔݡంړߖ޵ ߘߝ ,޴ ఈ ࣇऴߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࣋फ ࡅకए  సం࠙వङ తޜ b b 
న ఖండన సం࠙వङݟంచబڵ࠙ తߖ ڴరछ ۨంచబޔݡం޴ ऴపޙङ క సందరग ం ڒబܽद ࠬࡏ ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ తߘ b 
۫డవ۪ऐ छ޳ ࡏఆ ޴బܽद ఇڒ బܽद ఒక ఖండన ఒకܽڒ ޶ఐ ݡ࠮ ఒకܽ ࠾ࡍమ ޴फంࣆబܽद ఒకܽ సంభ࢑ڒ   a b b ࡌ
ఒకܽ అޔ࢓ం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త సగం ڒబܽद ఒకܽ ߘంݟ ఆࡏ ఒకܽ ޳छ छ޳ ݡంࡓ ࡌ  b ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
అݟ࠮ ڕߕ ޴ంܽړ ఒకߖߖ޳ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఈ ߖరछ చనం షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త అం݄ ఏࠫ݇ ఈ అసࡱ 
అవڴహనڕ అڷߘణంڴ ఉంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ࢐దనڜ ߘంۮం ߰ࣃڵݟफ ऒߖ߄ఈ సంబం ߘߝ ,ߘ  ah ݟంߘ ߤవ ߤషࡶࡍ 
నంబ࡛ వߤ అࣃࡱߧ ߖफ కएࡅ మనం ఖండన ,ߘ  సం࠙వङ తߘ ऴ࢐యవ۪ऐ  సࠪనం ࡅకए  సం࠙వङ తߘ ఇۨऐ న b b b 
కएࡅ  సం࠙వङ తړ అ࢑ ޻ధంࡅ ڴకए  సం࠙వङ త ږߘࣃలంڴ ఉం݄, అߩओ కएࡅ ࠭࠲ ݡ  సం࠙వङ తݞږ ߘ a b 
రछߖ ۨంచవ۪ऐ  , త޳छ ఖండన సం࠙వङ ࡌ త అޔ࢓ం޴, ఇ࢑ ޴భజనޜ సࠪనంڴ ఉంܿంࡅ . ޴కए  సం࠙వङ త b b a 
छ޳ ఖండన సం࠙వङ ޴ఇ ࡌ త ࡅకए  ࣋द࠱ ݋ం݋ సం࠙వङ తࣆޓ ࡍ޳ ڕफం޴ అࡅ ޴ߝకए  సం࠙వङ త ࡅకए  b b 
సం࠙వङ తڕ సࠪనం, ఈ ࣋द࠱ ݋ంࡓ ࡱ ݋ంݡ మ࠾ࡍ ࣋द࠱ ݋ం޳۫ ݡ࠮ ࡱ ݋भ ం మ࠾ࡍ సం࠙వङ  ࢑వరణ ࣋द࠱ ݋ం݋ 
నంబ࡛ ࡓంݡ పరంڴ ࠪ ऱܼ  ۯసంభ࢑ం ࡹలంڒఏక ࡱసంఘటన ݡంࡓ ߝఅ ࠉ ࠾ࡍఎ మ ڕߕ నߩ࢙ ం. ఎడమ޳ంڕݡ
సం࠙వङ త ఉంڒ , ޴బܽद ఇ࠴ ޴దܽ సంఘటన ఇۨऐ న ࡓండవ సంఘటన ࡅకए  సం࠙వङ తށڷ ޜంచబݟన సంఘటనలࡹ 
ఒకࡅ ߖ޳కए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం అߩۮ ߘߝ ߖफߕऒ సం࠙వङ ۯసంభ࢑ం ࡹలంڒబܽद ఏకڒ ߘ తߘ ఇ࡮ గށంచవ۪ऐ  
సం࠙వङ ݡంࡓ తల ࡅకए  ఉతओ కएࡅ ߖ޳ఒక ࡹకܽ సంఘటనలࡖమ ࠾ࡍమ ޴నݟږ ޜలޔफ ఒకܽ షరޒ  సం࠙వङ త, 
ంత సం࠙వङߦఉ ߖߖ޵ త అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ పరసओ ࡱऴతߦ ࠾ࡍమ ࡹఈ ऴపకటన ࠾ࡍమ ࡏ రం ࠪరऐ బݞन  ఈ a b ࠼
కएࡅ యమంߖ రڒణڷ బܽदڒ .ࡏఅంܼ ࡱయࠪߖ రڒణڷ ߖܽ࢒ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱయࠪߖ  ah 
ऴߦథࠫక ࠙వన ఏࠫటం݄, ࡓంݡ సంఘటనࡱ ఏకڒలంࡹ సంభ࢑ంۯ సం࠙వङ తࡓ ߘంݡ సం࠙వङ త ࡅకए  ఉతओ  ڴफޒ
एړࡵ ంచవ۪ऐ ओߩబܽद ఇڒ ޴రం ఉంڒణڷ బܽदڒ   ies ߖߖ޳ ߘߝ ߝంటࢗ బܽदڒ ࡏయమం అంܼߖ రڒణڷ ߖߖ޵ ݡ
ంచవచऐڵݟ߰ ڕసంఘటనల ݡ࠮ ऒߖయࠪߖ రڒణڷ ఈ ߘߝ ړߖ࢐సफ࢐ ߘ࢓నం అ߄సࠪ ޴फంࣆచన వࡹఆ ߝ  n 
సంఘటనల ڝసం ऴ࢐యగలߘ మ࢓܌ࡏ ࠾ࡍ మࢁऱ ఇండࣾ޳ ߤछ నࣄ۫ ࡹ࢑షయం యమంߖ సంకలన ࡏࠬ ࡌ ऱܿڴ 
ఇߩओ ऒߖయࠪߖ రڒణڷ రణ߄ࣃ ݡ  ఇࣃफ भ޳࡯ࢣࡍప ߘసంఘటనల ݡంࡓ బܽद మనం ఒక ఒకܽڒ ߘ ం మ࠾ࡍ anb 
షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ తߖ ߘరछ ۨంచړߖݞ ࣔరంࡹ సంభ࢑ంۯ సంఘటన అం݄ ࣔరంࡅ ߘߝ ࡹకए  ah a 
సం࠙వङ త ࡅ ޳ࡶకए  సం࠙వङ తߖ ఉంۧߘ, అߩओ సం࠙వङ ࢐ܽ ݡ త తపओ  b ޙక߱ࡶ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ ڴࡍసߖ
షओߖ రछߖ फޒ ۨంచబడڒ ޶బܽद ࡅ ߘߝకए  ఖండన ఒకܽړ ړ సࠪనం అ߮ۮ ߖओ  షరޔ సం࠙వङ తߘ ఉంచగలߘ AI n
ఇߩओ ఒకܽ సం࠙వङ ޒबࣄࡍ࢐సफవ ప ఈ ݡ త ࡓంږߘࣃ ݡల సం࠙వङ త అۮ ߖపओ ఒక సం࠙వङ ޳ࡶ ޴ంޔ߱ࡍస ړߖݞ త 
నऒۨ ړߖ܉ߖ ݋࣊ కం݄ ఈ޶ఎం ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ओߩన࠼అ ݋࣊  फࣃށగࡍప ߘక సంఘటనలߝఅ ߘߝ ݡ  ߘ
మ࢐ ߘߝ ࠾ࡍటߖऒ ంܽڔ ఖండనڕࣆޓ ߘంܼߘ, అ޴ అۨޒనऒ నऒۨޒఅ ߘߝ బܽदڒ ݋࣊  కएࡅ ݋࣊   ఖండనߘ 
ల సం࠙వङږߘࣃ తߘ కڵ࡯ ఉం݄, సంబం߅త సంఘటనలߗऒ  వङ ړ फగతంڴ సంభ࢑ం޳ࡶ ۯ అ࢑ ఒక ఖండన, ࡓంݡ࠮ ݡ 
ఖండన࠴ ڷࡱߕ ,ࡱదࡷనవߗऒ  ఒࡓ ࡍࣃښంݡ ఖండనڴࡱ జޔڷࡏనऒ టऱ޳ࡶ ޙ࠼ ఒݡ࠮ ࡍࣃښ ఖండనలߘ 
ऒߗం݄ అవڕࣆޓ ల సం࠙వङږߘࣃ  తలߘ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߘߝ ఇకए డ ࢐ङ ङڣ వछߖంచߖ ంݟ, ఇ޴ అߖऒ  షరޔలޜ 
मࡌߖ ߖనదݟږ సం࠙వङ ޴फంࣆࡍ తߖ ڴࠈ ࡱరछ ۨంచబݞन  యమం ఖండనߖ రంڒణڷ యమంߖ కݟږ రణ߄ࣃ బܽदڒ ࠼

కएࡅ  సం࠙వङ త ߘంړ ݟ సࠪనం, ఇࡅ 1 ޴కए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం, ఒక 2 ࡅకए  సం࠙వङ తࡹ ఒక 1 AI ai i 1 n
ఇۨऐ న ఒక ఖండనࡅ ݡ࠮ ڕకए  సం࠙వङ త మ࠾ࡍa two 
అం޶వలన ఇవछ బݟన ࡅకए  సం࠙వङ త ఒకܽ ߘం࠳ ݟన࣒ ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद ఇ߄ࣃ ޴రణ ڷణڒర aii n ah 
ऒߖޑऴࣇ తށऱ గࢁమ ࢓܌ࡏ యమంߖ  ఉపࣆڵࡆफం޴ ఇండࣾߘߝ ߤ ఈ సࠬకరణ సంఖङ फࣃࡱߧ ߖఅ ڷࡱߕ ߘ  ah ߘ
అڕߘం޳ం, గށత ऴ߮రణ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ సంబంధం ۯ ࢓܌ࡏ ڷࡱߕయబడవ۪ऐ  ߘߝ ڕహరణ޳బܽद ఆࣣ ఉڒ 

ఒకړߖ޳ సࠪనం అۮ ߖపओ గలߘ, ఇڝ ޴సం ఎడమ ࢙ڕߩ తڷठޔంڒ ޴బܽद ऴపకటన ఎలऱߩओ  n n ڕߕ ޴అ ړࡍజం ఒకߖ ݢ
ఒښ ఒక పదం ࡅకए  సం࠙వङ తߘ ఇࣆफం޴, అ࢑ ޻ధంݞږ ߩ࢙ ݟڕ ڴ ఒకړߖ޳ సࠪనం అ࠼నߩओ  పదం n ښఒ ݡ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ऴపకటన ఒక సం࠙వङ త ఒక ߖ޳ సం࠙వङ తڕ సࠪనం అߖ ఇߩओ సࠪనం n k ړ ޙ࠳జߖ ݟఊࣕంచం ݡ
అం݄ అం݄  ప ऱ࣒  వߤ అం݄ ࣋द࠱ ݋ం݋ అం݄ ఈ ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ఒకߘ ߖ޳ంݟ  ప ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం n k aii k 
फࣃށగࡍప ڴݡంࡓ సం ఒక ఖండన ఒకڝ ంచడం܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ ߖߖ޳ ߘߝ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ  ajj ݡ࠮ ఖండన .ߘ
ప  ݟంߘ ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ఖండన ఒక ࡓంݡ సం࠙వङ తޜࡏࠪ ڴం޴, ࣾࠫంచంݟ ఖండన ݡ࠮ k aj j 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒  ఒకܽړ సࠪనం ఒక ఖండన ࡓంݡ ఇవछ బݟం޴ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ߘߝ మࢁऱ దరࣆڣफ ڝࣆۯవ۪ऐ  అ޴ߝ k n k 
ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ంతࡍమ ߖߖ޵ బܽद సࠪనంڒ  మ࠾ࡍ ఇߘߝ ޴ ఒకࡅ ߖ޳కए  సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యగలߘ, ఒకڜߖ޳కܽ 
ఇۨऐ న ࡓంݟంܽړ సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యగలߘ మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక ఉ޳హరణߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ࠭ , ఒక వङ ړ फ ఒక ࢐ङ  ݟంߘ ߅
నऒڕࡱڝ  సంఘటన࢑࠙ ڴంచంݟ మ࠾ࡍ అ޴ߝ సంఘటన. ఆ వङ ړ फڜ ړంత ࢙దङ తझړۨ   అంޔ޶ంࡅ , ޴కए  b b 
సం࠙వङ త 0.9 అߘߝ ߖ ఊࣕࣆफߕऒ ࢐ङ ఈ ࡱऴపజ ޴తం మంࢡ అం݄ 90 ,ߘ నऒޔݡధపࠈ ޜ߅  ࢙దङ తझړۨ   ߘ
߰ంߕޔ޶ऒ తझړۨ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࡏ  ߰ం޴న వङ ऒߕఉ ޴తం మంࢡ 80 ࡹफలڕ ओߩఅ ޴ంޔ࢓నయమ .ࡏ  ఖండన b ݡ
కएࡅ  సం࠙వङ త ఎంత అం݄ అ޴ ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తޜ సࠪనం, అం݄ ࠼ߦంࠫޛ ݋घ  b ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ޴
ఎړ޴ࠫߖ అం݄ ࠼ߦం݋ ఏࡓ ݡంڒ ݡబܽद ࠬࡏ ߰ం޻ వङ ఇవछ ݋ం࠱ ݋द࣋ ߖతం అࢡ  ࡹफలڕ వ۪ऐ  ࢐ङ 72 ړߖ࢐సफ࢐ ߅
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నయమޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ 90 ࢡతం మంړ޴ ࢙దङ తझړۨ   అంࡹܿࠈ޶ ఉం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړۨ ړߖ࢐తझ  ߰ం޴న 80 ࡹࡍ࢐
ङ࠻నయమ ޴తం మంࢡ కएࡅ యమంߖ రంڒణڷ ޴బܽद ఇڒ ࡏޑ࢓నయమ ړߖ࢐సफ࢐ ޴తం మంࢡ తफం 72࠴ బܽदڒ ࡏ  
ऴపతङ ࣾ అߘవర फనం ఇకए డ ఇߩओ న సం࠙వङݟږ ޜలޔషర ࠾ࡍయమం మߖ రڒణڷ ఈ ݡ త ࠙వన సం࠙వङ త ࡅకए  
అࣣ గణనߘ పࡍగణనڝࣆޓ ړࡹవړߖݞ ఉపࡆగపޔݡం޴, ఇకए డ ఒక ࡍߖ भషद సంఘటన అߝక ࢑ష࠻ల ߘంݟ 
ఉతओ నऒ మࡃङ  అవڒశం ఉంڒ ޴బܽद ڒ ߖߖ޵రణం ऴప࠙వ సంబంధం వంܽ޴ అంܼࡏ . ऴప࠙వం అߝక ڒరࡱހ ఉండవ۪ऐ
ఒక వङ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ړ फ చ߱ߖవڒ ړߖݞరణం మరڒ ړߖހరణం ऴపࠪదం ڒరణం޳ࡶ ڴ సహజ ڒరހల వలऱ ࢐ङ  ߅
వ۪ऐڒ ڴరణంڒ కएࡅ ऴప࠙వం ޴ޔ బܽद మనంڒ ,  సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۯటߩओ  ࢑࢑ధ ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ మనం ݡ
ओߩబܽद ఇڒ ݟంڝࣆޓ ړࡹగణࡍప ߘలހరڒ సం࠙వङ ݡ తࡹ ఉనऒ  ऴపڒ ޒరణం ࠴తफం సం࠙వङ త ࡅకए  ࠙వన ޳छ  ࡌ
అڔࡍڒ߅కࡍంచబݟంڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒ  ఇకए డ ࠴తफం సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  ఇࣃफ  ఒక v b ߘߝ ݡంࡓ ఒకܽ ߘ
పࠫࡍత సంఖङ వछߖऴ࢐య ߘల ݋ంࢗఈ ࡹ ంݟ జత ࢙ࡏధङ ంڴ ఉంܿం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త అߖऒ ంܽڔ bi 
కएࡅ , ࡔస ࡱసమऴగ సంఘటన ݦఉం ڴలంږߘࣃ  సం࠙వङ త అ࠼న ऴపړ ޒ ఇ޴ సం܉थ ࠪనం. ࡅకए  i b 1 i b 2 
ఇܽ࢟ సం࠙వङ త ࡅకए  ధߕతघ క సం࠙వङ త, అߩओ కएࡅ సంڝ సంఘటన ߕ޼ఏ ݡ  సం࠙వङ తࡅ ߘకए  bn a b 1 
సం࠙వङ తڴ మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ࡓంࡅ ݡకए  సం࠙వङ తࡓ ڴంݡ సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ   b 1 b b bn 
సం࠙వङ తࡹ ఇవछ బݟన ࡅ ߖ޵కए भ޳۫ ߘ࢓܌ࡏ  ం, ڒబܽद ࠭࠲ ఇకए డ సమऴగ సంఘటనలߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ , అం݄bn 

అࡅ ޴ߝకए సࠪనం, ఇకए ړߖ޳ఒక ޴ߝసࠪనం, అ ڕ ߤయߖ࠿  డ అ޴ߝ నߕ࠮ సबలం ڒబܽद మనం s bii n s a 
ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఒక ఖండన ఎంڕ޶ ఎం޶కం݄ ఏߕ޼ సంఘటన నߕ࠮ సबలం ࡅకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ߘߝ ఒక s 
ఖండనڕࣆޓ ߘం݄ ఇߩओ కएࡅ ߖ޵ ޴ంޔ޶ం߰ ࠲ऴతࠪ ݡ  ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄ , ࡅకए  si bii 1 ߤయߖ࠿ 
ओߩఇ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ ݟంߘ ङࠌदࣄवݟ ߘߝ బܽदڒ ߤయߖ࠿ ఖండన ޴ఇ ݡ ܽ࢟ చ दܼ ऒߖ  n s 
వࡍ फంపܑࣃफ ङࠌदࣄवݟ బܽदڒ ߘ ܽ࢟ చటदం ڕߕ ఐ అ޴ߝ ఒకܽړ ఖండనڕ సࠪనం అڕࠬ ߖ ఇࣆफంߘߝ ,޴ ఏࠫ ߠࢡۯ na 
ఇߩओ ऒߖڜ ߘߝ ݟడం۫ ࡏࠬ ݡ  ࣊టऱ ߖ࠿యڴ ߤ వङ ڔ फకࡍంۨన సంఘటన మ࠾ࡍ ఏ రకం ࣊݋ ల ࡍڷంۨ కߘక మనం 
भ޳۫ ݞږ ߖߖ޵ ం అߘߝ ߖ ఇకए డ ࠙࢑ంۧ࠴ ߘదࡷన࢑ అ࢑ ࢑డ޵యబݟన ࣊ڒ ࡱ ݋బܽद ఇߕ ޴ b one btw o 
నߕ࠮ సबలం సࡔ అߖ అڕߘం޳ం మڕߕ ࠾ࡍ ఈࢗం݋ ఉం޴ అڕߘం޳ం ఇకए డ ఒక రۨڣࡔ ࠆऴߖޑऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం ఇ޴ 
పओۮ ߖఅ ݋ంࢗఈ ߕ ంݟ ఒకܽ ఇ޴ ఈࢗం݋ అۮ ߖపओ ంࡓ ݟంݡ ఇ޴ ఈࢗం݋ అۮ ߖపओ ంݟ ऴޓ మ࠾ࡍ ఇంڒ b b b 
పओۮ ంݟ ఇ޴ ఈࢗం݋ అߖ అڕߘం޳ం ڒబܽद ߘߝ ఉ޻भశङ రछߪ కంڴ ఇ࢑ ࢑భ܊ంపబ࢑ ݦధంߘࣃۯ ߤܒݟ ڴ అڼ࡮ bn 
࢐టߖऒ ంܽ కల࠼క ړ ړߖ܉ߖ సࠪనం ఇߩओ ఇకए ݋ంࢗఈ ߕ޼ఏ ݡ డ సڒ ࡔబܽद ڜంత ఈࢗంڒ ݋బܽद ړ ఏࠫ s a a a 
జޔڷࡏం޴ ఖండన ఖండన ఇ޴ ఒక ఖండన ఈ ۪కए ల ࠙గం ఒక ఖండన ݡ࠮ అۮ ߖపओ ంݟ ఆࣣ, b 1 a b 1 b 2 b 
ఇకए ߘఖలࡔ ఈ వంకర ߘߝ డ ڶయߖవछ ంݟ అۮ ߖపओ ంߘߝ ,ݟ ఇకए డ ఆࣣ ڷంऴడࠒ ߖమघ లߘ ఇకए డ ఉంۧڒ ߘబܽद bn 
ఇ޴ ఒక ఖండన అࡆङ  ࣾࠫంచంݟ ఈ ࠙గం ఒక ఖండన అޔ࢓ం޴ ఇ޶ڒ ޴ ఇߩओ  bn b 1 b 2 b 3 ݟడం۫ ࡏࠬ ݡ

ओߩఉం݄ అ ݟయబ޵࢑డ అ࢑ న࢑ࡷద࠴  bn b 1 a b 2 a b 3 a bn ݞږ ఒక ఖండన ఖండన ఖండన ఖండన ݡ
࢑డ޵యబݟనం޶న అ࢑ జత ࢑ ڴࡎ࢐డ޵యబݟనࡱ ݋࣊ , ࢑ ఈࢗంࡱ ݋ ఒక ఖండన b one b two bn b 1 a in 
ఖండన మ࠾ࡍ ఒక ఖండన ݞږ జత࢑ ڴభ܊ంపబޔݡం޴ ఎం޶కం݄ అړߖ܉ߖ ࢑ ఒక ఖండన ࡅకए  b 2 bn b 1 
ఉపసࠫޒ ۫డంݟ ఇࡅ ޴కए  ఉపసࠫޒ ఖండన అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫޒ మ࠾ࡍb 1 a b 2 b 2 
అం޶వలన ఒక ఖండన అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఈ ࠴దࡷన࢑ అవङ క फޙ࠳, ఒక ఖండన bn bn b 1 b 2 bn b 1 a
ఖండన ఖండన ࢑ ݞږడ޵యబޔݡం޴, ఇߩओ అసమघ అ࢑ ,࠵ࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ  సంఘటనల b 2 a bn ޒ
नݞऴ࢐యబ ڴ ߤయߖ࠿ छ޳ దܽ ఆࣣ࠴ ࠼ नݞయబ޵࢑డ ࡌ ऒߖޑऴࣇ త࡯సంక ڕࠬ ߘߝ ,࠼  ఇ ऐۧ घࡹڒ ޴అ ,ߘ  ࢟ࡗڿ
కएࡅ म޳ࣄ  ంతం, అకए డ ࠮డవ ޳ࣄम ంతం ఏࠫటం݄, ࠬࡏ జతڴ అసమघ కएࡅ ߤయߖ࠿ , ఉం݄ ڵ࡯క ߘసంఘటనల ޒ
సం࠙వङ త ߖڜऒ  సం࠙వङ తలڕ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޳ ߘߝ వࡍ फంపܑ࣋फ సంక࡯త ࣇऴతం ޳छ సం࠙వङ ڕమన ࡌ త a 
సంభవం ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం ఒక ఖండన ఒక ఖండనڕ సࠪనం అం݄ సమघ షڕ ߤ సࠪనం ఒక ఖండన bii n i 
छ޴ కएࡅ   సం࠙వङ త ఒకܽ ߘంݟ సం࠙వङ త ޴छ  ఇߩओ छ޴ ఈ ఖండన ݡ  మࢁऱ ۯ ߘߝయగలڷ ߘణڒరం వࡍ फࣃफ  n r ࠼
సమघ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ߯ߖ޵ షڴ ߤ ߰ంߘޑ޶ ఇۨऐ న ޴छ కएࡅ   సం࠙వङ త ޴छ కएࡅ   ఒక ߘంݟ సం࠙వङ తړ ule i n 
సࠪనం, ఇ࢐ ޴సफ࠴ ړߖ࢐తफం సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంతం ࡅకए  అసࡱ ऴపకటన, ఇࡅ ޴కए  సం࠙వङ త ఇۨऐ న a b 
కएࡅ  సం࠙వङ త. 1 సం࠙వङ తࠉ ࡹ వߤ పऱ࣒  ఇۨऐ న ࠉ ݀ సం࠙వङ త ࠉ ݀ సం࠙వङ త మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ఇۨऐ న ࠉఎߤ 
సం࠙వङ త సం࠙వङ తړࡹ వࣆफంڒ ޴బܽद ఆ ࣋द࠱ ݋ం࠭࠲ ݋ ఇకए డ ߖߖ޳ ࠭ࣃۯ ࢓܌ࡏ సందరग ంړࡹ bn ah 
۫࣋ంߖ޳ ړߖ܉ߖ ڕ޶ అర बం ఒక సంఘటన పరసओ రం ऴపޙङ క࠳న సంఘటనల ߖ࠿యࢀڕ ڴ ߤच ߱వ۪ऐ , ఆ߯ ޴ޔ n 
ఈࢗంࡅ ݋కए  సం࠙వङ త ࡹ࢐ܽ ऴపޒ ఒకए కएࡅ ߖ޳  షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త మ࠾ࡍ ఆ ऴపޒ సంఘటన ࡅకए  
ఉߦంత సం࠙వङ త పరంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ఒక ఉ޳హరణ ఇࣃफ  ݧ ࡛࠼߾ వ࣋फ ړ߯ ం తలއߕ న࠳ఒక సరస ߘ
ఒక࢘ࡍࣄ࢑ ࡍࣃయబޔݡం޴ మޜ ࠾ࡍక ߯ړ వ࣋फ ࡓ ݧ ࡛࠼߾ంࡏࣃݡऱ ࢘ࡍࣄ࢑యబޔݡం޴ , కߗసం ڡࣄझ  అߕ࠼ సࡔ 
గమߖంచబݦ సం࠙వङ తߘ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ తफం సం࠙వङ࠴ బܽदڒ ࠭ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  ఇకए డ వࡍ फంపܑ޳भ ం 
ఎం޶కం݄ ࠬڕ తల ఉండవ۪ऐ క ఉండవ۪ऐޜ ڕࠬ ޳ࡶ   అࡓ ߝంݡ అవࡱࢡڒ ఉߕऒ  ߖ ݋ంࢗఈ ߘߝ బܽदڒ ,࠼
పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄ తల ߯ړ వۨऐ న సంఘటనࣆۨࣇ ߘफం޴ మ࠾ࡍ అం݄ ޜక ߯ړ వۨऐ న సంఘటనߘ h t 
ओߩనࡍࣄ࢑ ంއߕ అం݄ ఒక ,޴फంࣆۨࣇ ందవ۪ऐ߰ ࡏࠬ ݡ  ఒక తల ޜ ޳ࡶక మߘߝ ࠾ࡍ ఈ సం܉थ ऒߖߕࠪ  మ࠾ࡍ h 

फࣃڵࡆఉప ړߖݞంచۨࣇ ߖ झڡࣄ ఒక ࠾ࡍమ ߘ  గమߖంۨన సంఘటన ڒబܽद ࡅకए  సం࠙వङ తߘ ఇۨऐ న ࡅకए  t a h 
సం࠙వङ తڴ  ప ऱ࣒  ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ   సం࠙వङ తړࡹ ఎం޶కం݄ ߖ࠿యߤ h t t h t 
ఇకए డ ࡍߪ फ నߕ࠮ సबలం ڒబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ࠴తफం సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  మ࠾ࡍ ఈࢗంڴࡱ ݋ h t 
࢑భ܊ంచడం ޳छ పओۮ ࡌ గలࡏ, ఇߩओ ఇకए ޙ࠼ంۨనటऱߖతల గమ ݡ డ సం࠙వङ త޳۫ ߘभ ం అߩओ  ࡍࣃఒక ߖݧ ఒక ݡ
పరङ ߖ޳ ޙࡍࣄ࢑ వࡱߕࣃ ఇకए డ తల ࡅకए  సం࠙వङ త ఏࠫܽ మ࠾ࡍ ఒక ఆࡏ ఆࡔࠪ ڴࡏ సం࠙వङ త ఏࠫܽ మ࠾ࡍ 
ఇకए డ సగం ఉనऒ  తల ࡅకए  సం࠙వङ త ఏࠫܽ? ఒక సరస࠳న އߕం ࡓండవ ࠙గంࡹ ఒక ޜక వࣆफం޴ అߩओ  aݧ ࡛࠼߾ ݡ
కߗసం ڡࣄझ కएࡅ   సం࠙వङ త కం݄ ࡓంݟంత࢘ࡍࣄ࢑ ࡱయబޔݡం޴, కߘక ఇڡࣄ ޴झ  ߘߝ ంۨڵࡆఉప ߖఅ ޶ࡶ 
एړࡵ ంచగలڒ ߘబܽद ఒక ܼ࣒ సం࠙వङ తڡࣄ ࡹझ  ఉండڒ ޶బܽद మనڡࣄ ڕझ సం࠙వङ ޙక߱ࡌ  త ఐߘ ޶ంݟ ఆࡏ అޔ࢓ం޴
ఇߩओ రߪ ޴ऱ ఇࡏࣃ ݡంࡓ ݡ फ࠼ం޴ మࡓ ࠾ࡍంࡏࣃ ݡऱ ڡࣄ ڕߕझ సం࠙వङ ޙక߱ࡌ  త ఐߘ ޶ంݟ ఆࡏ చదరߩ ఉంܿం޴
అర ߖ޵ ం݄ڕࣆޓ న࣒࠳ ఒక ߘߝ బܽदڒ बం మనڕ కߗసం ఒక ڡࣄझ  వࣆफం޴ మޜ ࠾ࡍక సం࠙వङ త ఇߩओ  సగం ݡ
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ఉంܿంࣆ ޴లభంڴ సరࢁకࡍంచవ۪ऐ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ పߘ ݡࣜ޴ంࠑݥ ݟख  ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ݡంࡓ 
߰ంߕޔ޶ऒ ङڣసం ݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡏ పరంߖߖ޳ ڴ పߘ ݡࣜ޴ంࠑݥ ݟख అర ߖఅ ݡంࡓ  बం ڝࣆۯవړߖݞ 
ऴపయޒऒ भ޳ ం, ఆࣣ ࠬ࠼ߦ ࡏం݋ ఐ޶ కం݄ ڜంۮం ఎڕए వۮ ڴపओ వ۪ऐ  , ࣾࠫంచంݟ, ఇ޴ ఆࣣ ప޳ऒ  ంۮంڜ కం݄ ڷࡱ
ఎڕए వ ࠑݥख  అం݄ ࠼ߦంࣄۯ ࣒ܼ ߖݧ ࡏࠬ ݀ ݋నߩओ झڡࣄ ڕࠬ ݡ  వڡࣄ ࠑ ߤझ బܽद ఇకएڒ ఆࣣ ࡔస ޴ఉంܿం ڴ  డ 
ఇకए ߗڒ ޴తం ఉంࢡ 16 ߩ޳޳ డ ࠬࡏ ఆ పࠑݥ ړݡࣜ޴ख एڕఎ ࡮ۧ కం݄ ݡంࡓ  వ ߰ంߕޔ޶ऒ  రణంڒ బܽदڒ ࡏ
ఏࠫటం݄ ࡅ ݧ ࡛࠼߾ ࠭࠲కए  అవߖࢡڒऒ ऒߕफࣆޒమߘఅ ݞږ  झڡࣄ బܽदڒ ࡯ݞయబ࢘ࡍࣄ࢑ ऱࡏࣃݡంࡓ ࠭  ߰ం޻ 
సం࠙వङ త ఒకܽ ߘంݟ ఆߘ ࡏంݟ పࠑݥ ړݡࣜ޴ख ऒߜప ړࡏఒకܽ ఆ ړߖ܉ߖ ޴ంڵࡍ߭ ړݡంࡓ  ంࠑݥ ݡख  ࠾ࡍమ ݡంࡓ 
ఇకए డ ࠬࡏ పߘ ݡࣜ޴ంࠑݥ ݟख ऒߕޔ޶ం߰ ݡంࡓ  ङڣబܽद సంڒ ࡏ పరంࡏࠬ ڴ అదనߖݧ ߩ ࠪऴతݟܔ ࠲ంచడం 
छ޳ డవ۪ऐ۫ ࡌ ఇకए ࠭࠲ ڴకంऀߦ  డ సం࠙వङ తݟܔ ߘంۧ࠭, ఇ࠴ ޴తफం సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంతంࡹ ఇߩओ  ݡ
తफం సం࠙వङ࠴ త ࡅకए म޳ࣄ  ంతం ࡅకए  అߧऱښష࠭࠲ ,ߤ ఏࠫ ࣆۯफߕऒ ࠭ అం݄ ఈࢗంࡅ ݋కए  సం࠙వङ తߘ 
एړࡵ ంచړߖݞ ఒక ఈࢗం݋ ఉనऒ ओߩ ऒߕफࣆ۫ ۃంߖషݟమనం కం ݡ ࠭. అߝక ڒరڒ ࡱހబܽद ߧۮ ޜࠬ ߘߝओ న ऱܿڴ, 
ఇߩओ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ంతࡍమ ߘచనࡹఈ ఆ ࠭࠲ ݡ  ࡏࠬ అం݄ ,ݟ࢑ంచం࠙ ߖఉంద ࡹܿࠈ޶అం ڕࠬ ऴప࠙వం ߖ޵ , 
ఇపओ फࡿࢗ ڵࡍޒ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޶ࡶంచߖగమ ࠭࠲ రణం ఏࠫ݇ڒ ࠾ࡍమ ࡏంۧߖగమ ޾ఏ ښܽ ࠭ మ࠾ࡍ అసࡱ 
కएࡅ రణంڒ  సం࠙వङ తړࡵ ࠭࠲ ߘए ంచగల޾ࡶ ࠵ ۫డంڒ ,ݟబܽद మనం అ࣋ۯ ࡮फ, ࠭࠲ సం࠙వङ తࡍ ߘవ࡛झ  
ࠪర ठంࣆ۫ ࡹफߕऒ పओۮ ࡏࠬ ޳ࡶ ࠭ గలࡍ ࡏవ࡛झ  కంݟషߖంޜ ۃ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ఇకए డ ࠭࠲ ఇۨऐ న b 
వߤ సం࠙వङ త ఇۨऐ న ݀ ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए झߜڒ  ఇ ߘ दߵ ऐۧ ࠭, అڕߕ ޙ࠼ ఏ࣋࡯ޘ ࢑फ అߩओ కएࡅ ߤవ ݡ  b b 
సం࠙వङ త ఏࠫܽ అం݄ ߘߝ వࡅ ߤకए  సం࠙వङ తߘ గࣆށफߕऒ కएࡅ ݀ ࠉ ߘ  సం࠙వङ త ఇవछ బݟంڒ , ޴బܽद ఈ b 
࠙వన ޳ࣄ ࣒ࡂࠐम ంతం ࡅకए  ऴపࣄదम ऴపకటన࡮ ࡹంఛనऴߦయంڴ ఉంޢ ړߖ޵ ,޴మ࣒ ࡏ߮ ࣒ࠐ ߭ दܼ సफకంߩ ఈ ࠾ࡍమ ࡏ
అతߖ మరణం తࡌछ త 1763ࡹ ऴప۪ࡍంచబݟం޴, అޙ࠼ ఈ ऴపకటన ڜనޔڷࣃం޴ మ࠾ࡍ ఈ బࣄࡃయ޳ࣄ ߤम ంతం ڴࠈ 
ऴ۪ߦరङ ం ߰ం޴ం޴. ఇߩओ రߖ ࡹయࠪలߖ ߕ࢑࢑ధ అంచ ݡ पయ ޳ࣄम ంతం సందరग ం࣒ࠐ ࣒ࠐ ࡹ అంచࡱߕ 
ఉపڵࡆంచబడڒ ࠼ޑబܽद బࣄࡃయߖ ߤర पయ ߖయࠪࡱ ఆచరణࡹ ఉపڵࡆంచబడڒ ࠼ޑబܽद ߘߝ ఇకए డ ࣋द࠱ ݋ం݋
ఇࣃफ వछߖఉండ ڴࡱ ݋ంࢗఈ ߕ޼బܽद ఏڒ ߘ ంڒ ݟబܽद మࢁऱ మనం సమऴగ࠳న మࡹ࢐ܽ ࠾ࡍ ऴపޒ b 1 b 2 bn ah 
ఒకए కएࡅ ܽ  సం࠙వङ త ږߘࣃలంڴ ఉనऒ  అసమघ ఉనऒ ڴలంږߘࣃ వడంڝࣆޓ ߘల ݋ంࢗఈ ޒ  ఏߕ޼ ఈࢗంߖ ݋ 
వछߖఉండ ڴలంږߘࣃ ంݟ, ఆ߯ ఇۨऐ న సం࠙వङ త అۮ ߖపओ కएࡅ ړߖݞ  సం࠙వङ త సం࠙వङ తޜ br br br 
సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబݟన ޴छ కएࡅ  घڴࣄ   సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త ఒకړߖ޳ సࠪనం ఈ ऴపకటన అ޴ߝ bii n ah 
म޳ࣄ ࣒ࠐ ంతం ࡅకए  ऴపࣄదम ऴపకటన ఆࣣ, ޳۫ ߘ࢓܌ࡏ ࠭࠲भ ం మ࠭࠲ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న ࠬࡏ మࢁऱ ۫డవ۪ऐ  
࢐సफړߖ࢐ ࠪ దృࢳदޣ ݋࣊ ߖయڡܽࡍ సం܉थ झڝఎ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ తంࠫࡍప ڕలߕࠪ  ړߖ࢐సफ࢐ ࡱ࢓܌ࡏ నం߄࢑ ڡܽࠪ
కएࡅ బܽदڒ లభంࣆ ࡮ۧ  సం࠙వङ త ఇవछ బޔݡం޴ ఒక ऴపకటన ఇߖ ޴జం మړ ࠾ࡍ సࠪనం అం݄ ఏߕ޼ b r 1 2 n
సంఘటన ڝసం ړࡵ ߖߖ޳ ߘߝए ంచగల࠭࠲ ߘ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ࡅకए రछߖ  చߖߕऒ  వࡍ फంపܑࣃफ  బܽदڒ ࠭
ఇ޴ ఖండన సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ మߙ ࡏࠬ ࠾ࡍङ మࡔట࡛ ߖ ۫࣋फ ڷ ߘߝణڒర b r a 
ऒߖయࠪߖ వ࡛झࡍ   ࠪర ठంࡹ వࡍ फంపܑయగలߘ అం݄ ࡅ ߖߖ޳ ߘߝకए  సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యగలࡅ ߘకए  a br 
సం࠙వङ తړࡹ ఇవछ బݟం޴, ఇڷ ޴ణڒర ߖయࠪߖऒ  ఉపࣆڵࡆफం޴ మ࠾ࡍ ࣔరంࡅ ࡹకए  ఈ సం࠙వङ త ࠴తफం br ai 
సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  ࠪऴత࠲ వࡍ फంపܑࣆफం޴ ఎం޶కం݄ ߘߝ ఈࢗంࡱ ݋ అ࢘ షరޔలߘ కڵ࡯ ఉߕऒ  disj ߘ
छࡌన త࠳సమऴగ ࠾ࡍపనం మࡶ త ߰ࡐం޴ంۨన మ࠾ࡍ సమऴగ సంఘటనల ڝసం ࡅకए  సం࠙వङ త ޴छ కएࡅ   a 
ఇۨऐ న ޴छ  సం࠙వङ త ࡅకए घڴࣄ   సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒబܽद ߘߝ ఇకए డ ࠴తफం సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  
ఉపڵࡆంۨ ࣔరంࡹ అߖ ऴ࢐యగలڒ ߘబܽद ࢐సफړߖ࢐ ऴపకటన ఇకए డ ښవలం ࡓంݡ దశࡹऱ  ڷݡఒక అ .޴ంݟంచబߧࡐߖ 
న సం࠙వङݟږ ޜలޔషర ࡹండవ దశࡓ ߖࡹణకంڷ ߘߝ త ࡅకए రछߖ  చߖߕऒ  ऴڷ ߘߝ ,ߘࣃ࢐ణڒర ߖయࠪߖऒ  
వࡍ फంపܑߘࣃ మ࠾ࡍ ࣔరం࠴ ߘߝ ࡹతफం సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑڒ ߘࣃబܽद ࠮ల ޳ࣄम ంతం ఇకए డ 
बࣃ  వరߘరణ అ߄ࣃ బܽद మనం ఒకڒ ޴ంݟంచబߧ फߖߕऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం . ఇకए డ ఒక కంߪङ ట࡛ తڷ࠭ ݡࡏ޳ࡎ࠻ठࡏ 
సరఫࡏ޳ࡌల ߘంߵۨ ݟ లߘ ࣋కࣆࡍफߕऒ రۮ ߖపओ ంࠉ , ݟ వࠉ ݀ ࠉ ߤ ऴߖ ޓషओ  ߖఅ ޴ప ړݡ࠮ ޶ఐ ݟంߘ ݡంࡓ ࡹफޒ
పओۮ ంݟ మߘ ݡ࠮ ࠾ࡍంݟ ప޴ అۮ ߖపओ ంݟ, త޳छ ङߪన కంࣄۯ ࡱڿߘڜ ߘఅత ࡌ ట࡛ లړ߸ ࡹझ ంۯ ۃయړߖݞ అతߖ
షओߖ ޶ఐ ݟంߘ ݡంࡓ ݟంߘ ఆࣣ ࡹల ࣋కరణ ߵۨ తफం࠴  b b b ࠾ࡍమ ݡంࡓ ڕవర ޴ప ݟంߘ ݡ࠮ ݟంߘ ࡹफޒ
ۨ తంࢡ ఒక ݟంߘ ݡ࠮ ޴ప ݟంߘ ݡ࠮ झߵ  b ah b b ޶ఐ ݟంߘ ݡంࡓ ఒకܽ ࣆࡱޘ ݟంߘ భవంߘఅ ߖఅ ݟంߘ 
ऒߕఉ ڴషदం࠼పࠝࡹ తంࢡ ऒߕఉ ڴషदం࠼పࠝࡹ తంࢡ ޴ప ݟంߘ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ࠼ కएࡅ ࡏ޳ࡎ࠻బܽद తڒ ࠼  b 
࣋కరణ ߘంݟ ఒక ۨ࠻ ߵదృۨऑ కంڴ ఎంߧక ۯయబޔݡం޴, అࡹ ޴పࠝ࠼షदంڴ ఉనऒ ऱܿ కھߘనబݟంڒ ޴బܽद అ޴ 
ఇߩओ छ޳ ߤవ ݡ సం࠙వङ ݦయబۯ ࡌసరఫ ࡌ త ఏࠫܽ ۨࡹ ߵపࠝ࠼షदంڴ ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ޔ ߖ޳ ߝ ऴప࠙వం b b1 b2 
छ޳ ࡌసరఫ  ޳ࡶ ڡ߾ఎ ܘڒ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡయబۯ రంࣃऴప ࡌ द ࡶࡍషߵࢳ ߤ అࡏࠬ ߖ ఇకए డ ۫ࣆफߕऒ అం݄ b3 .ࡏ
ఎవڒ ࡏరణమ࠻ङ ఇకए ޙ࠼అ ޳ࡶ ޳ࡶ ޴అం݄ అ ࡏ డ సంబం߅త సం࠙వङ తࡱ ఏࠫܽ ڒబܽद మనం b1 b2 b3 ah 
ఇకए ߖߖ޳ డ గ޳ށभ ం ڒబܽद మనం ޳ࣄ ࣒ࠐम ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࣋फ, అߩओ కएࡅ ڕమన ݡ  సం࠙వङ త ఎంత ఉంܿం޴ ah 
రछߖ ڴషदం࠼పࠝࡹ ߵۨ ߘ ݋ంࢗఈ ߘߝ ݟయܑయం࡯ޘ ڕߕ బܽदڒ ۨంۧڒ ߘబܽद ߘߝ ఇకए డ ఈࢗం݋ లߘ 
రछߖ ۨంۧڒ ,ߘబܽद ࡅకए  సం࠙వङ త ఎంత అం݄ ఒక సంకలओ ం సం࠙వङ త ޴छ కएࡅ   సం࠙వङ తړࡹ ఒక సంకలओ ం a i 
సం࠙వङ త ఉంܿం޴, ఇకए డ అ޴ߝ ఈࢗంࣆۨࣇ ߘ ݋फం޴ ߵۨ ޴छ  తۯࡏ޳ࡎ࠻ సరఫۯ ࡌయబޔݡంڒ ޴బܽद bi t 
ఇకए డ ڕߕ ఈ ࢑ష࠻లߗऒ కएࡅ ߤకం݄ వ޶ఎం ࣆࡱޘ   సం࠙వङ త ࡓ ڕߕంࠑ ݡ ఐ޶ సం࠙వङ త ࡓంݡ࠮ ,ݡ b b 
సం࠙వङ ޴ప ݟంߘ త ऴࡅ ޓకए  సం࠙వङ త ߘ ݡ࠮ంݟ ప޴ అ࢑ ޻ధంڴ ఇۨऐ న వࡅ ߤకए  సం࠙వङ త ఇۨऐ న b b b 
కएࡅ ݡంࡓ  వందڕ వంద సం࠙వङ త అ޴ߝ ఇۨऐ న ࡅ ݡ࠮కए  సం࠙వङ త ఐߘ ޶ంݟ వందڕ వందڕ వందల b 
వరڕ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ऴపޒ సరఫࡏ޳ࡌల ߘంࡹ ݟపࠝ࠼షद ۨߵ ల సం࠙వङ త మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనం ఈ 
ఇకए ߘవలࡱ࢑ డ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ ߘߝ ఇకए డ 1 ޳छ ప 5 ࠑ 2 ړࡹ ߘޑ޶ం߰ 100 ࡌ ऱ࣒  ߤ݃ ࠑ ޓఆࣣ ऴ ړࡹవంద ࠑ ࢟ࠀ 
 ప ऱ࣒ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ߤ݃ ࠑ ޓऴ ࡍߙ ࠑ ߤ݃  एړࡵ ڴలభంࣆ  ంచవ۪ऐ , అߕࣆ ޴ऒ घࠫޛ ڷࡱߕ సࠪనం ړ  ࡏࠬ ఆࣣ ޴
ఈ సంఖङ ऐ۪࠱ ߘ ऒޒऴపయ ݞږ ړߖݞవڝ ంచవ۪ऐ . ऴߦథࠫకంࡏࠪࣆ ࠭࠲ ڴ ఐࢡ ޶తం ۨࡹ ࡱ ߵపࠝ࠼షदంڴ 
ఉߕऒ యߕޔࠋۮ ߖऒ ࠭ , తࣄۯ ࡱڿߘڜ ࡏ޳ࡎ࠻న వङ ړ फ అతڷ࠭ ߘठߘ ࡍంݟ ࣋కࣆࡍफߕऒ డߖ ۫డంࡹ࢐ܽ ,ݟ ఒకܽ 
ఒక ࢡతం ࡹపࠝ࠼షदంڴ ఉం޴ మࡖకܽ ఐࢡ ޶తం ࡹపࠝ࠼షदంڴ ఉం޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ పࢡ ޴తం ఎړ߾ द࢟  .޴ఉం ڴ 

Pru
tor
@
IIT
K



ఇߩओ ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ ߘఅత ݡ ऒߕంܿڕࣆޓ ߘలހࠪࡍ࢑࢑ధ ప ݟంߘ ߖ޳  0.49 ߩ޳޳ ࡹకరణ࣋ ߖఅత ,ݡ
ఉంܿం޴, అం݄ ࠬࡏ ఇߩओ పओۮ ߘల ߵۨ న࠳తం ऴప࠙వవంతࢡ  ߩ޳޳ ݡ గలޣ ࣒ࠐ ߘߝ , ࡏయరం ޳छ ओߩఅ ࡌ 5 ݡ
ఇۨऐ న ࡅ 1 ࠉకए  సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۧలڕߘం݄ అ޴ ఇۨऐ న సం࠙వङ తߘ సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచڴ b 1 b 1 a 
సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచڴ, అߘ 1 ޴ంߘ 100 ݟం޳ 2 ݟछ  నࣄۯ కృతంࢁబܽद సరڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜసࠪనం 0.049 ړ5 ࡌ
తࡌछ త అښ ޴వలం 4 ߘంݟ నలࠢ ࠫޛघ సం࠙వङ ߘߝ ڴ࢑ధం޻అ ,޴ంޔ࢓అ ޴ తړࡵ ߘए ంచగలࡓ ߘంݡ ఇవछ బݟన b 
ఒక సం࠙వङ తޜ సࠪనం ఇవछ బݟన ࡓంݡ సం࠙వङ తࡓ ޜంߘݡ సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచڴ, ఐߘ ޶ంݟ వందڕ b b a 
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ సࠪనం ړ޴ప ݟంߘ ݡ࠮ घࠫޛ ڷࡱߕ  घࠫޛ సࠪనం ړనలࠢ ړߘࣜ޴అం݄ ప ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ޴  ޴
మ࠾ࡍ ఇవछ బݟన ऴޓ సం࠙వङ త ఇۨऐ న ऴࡅ ޓకए  సం࠙వङ తޜ సࠪనం ऴޓ సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబݟన޴ b a b b a 
కएࡅ  సం࠙వङ త࢑ ޜభ܊ంచబݟం޴, ఇ޴ పړ޴ సࠪన࠳న వందߘ ݡ࠮ ڕంݟ పړ޴ పړ޴ సࠪనం అ࠼న ࠼ߦం݋ 
ऒߕࣆ घࠫޛ ڷࡱߕ  సࠪనం అం݄ ࠭߯ओ ړ޴ ఇకए ڷࡱߕ సࠪనం ړ డ సంఖङ ల ऴప࠙ߖ࢐ऒ भ޳۫  ం, వࡅ ߤకए  n b 
సం࠙వङ త ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, అࡓ ޴ంߘ ݡంݟ ఐ޶ సం࠙వङ త ࡓంߘ ݡ࠮ ݡంݟ ప޴ సం࠙వङ త ऴࡅ ޓకए  b b b 
సం࠙వङ త ޳ ݡ࠮छ ओߩఇ ޙ࠼అ ޴ప ࡌ న సం࠙వङݟږ ޜలޔషర ݡ తࠚ ࡮ۧ ࡱనऒ ంࡓ ࠼ࡌࠪ ڴంߘ ݡంݟ ఐ޶ 
అం݄ ߩ޳޳ నలࠢ ࢡతం ߘంߘ ڷࡱߕ ݟంݟ నలࠢ ࠫޛघ ڵత ړ޴ ठం޴, అం݄ పࢡ ޴తం కం݄ తڕए వ ࢐సफړߖ࢐ ఇ޴ ప޴ 
एڕతం కం݄ తࢡ వࡍࠪ ڴం޴, అޙ࠼ ఈ సంఖङ घࠫޛ నలࠢ ݟంߘ ߘࣜ޴ప ޴ఇ ,޴ంڵࡍ߭ ړ޴ప ݟంߘ ݡ࠮   ڴ޴
సంఖङ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంࡍࠪ ओ߯࠭ ړ޴ప ݟంߘ ݡ࠮  घࠫޛ నలࠢ ړ  ,తం అం݄ࢡ అర࢙ ߩ޳޳ అం݄ ,޴ం࠼అ ޴
࢐సफࡹ ߵۨ ړߖ࢐పࠝ࠼షदంڴ ఉంద޴ޔ ߖ ऴప࠙ߖ࢐ऒ  మనం గమߖంۧ࠭ ڒబܽद ఏ కం߭ࡹ ߗపࠝ࠼షद ۨߘ ߵ సరఫࡌ 
ऒߕफࣆۯ ࡱڿߘڜ ߘల࢓फࣆవ ݟంߘ ࠾ࡍమ ࠭࠲ .޴శం ఉంڒఅవ ࣋ۯ ࠭ మ࠾ࡍ గࡍషद సంఖङ  b 1 b 2 b 3 b 3 ࡹ
ऒߕఉ ࡱ ߵۨ షद࠼పࠝࡹ తంࢡ  అం݄ ޴ఉం ڵ࡯క ߘలߦࡹ ధङࣃ ࡮ۧ ޴ఉం݄ అ ڴషदం࠼పࠝࡹ ߵۨ బܽदڒ ࠼ 10 ࠲
छ޳ ޓऴ ࠉ ࡱ  ࡌసరఫ ߵۨ షद࠼పࠝࡹ ఆ ݟంߘ ޓऴ ࠉ శంڒతం అవࢡ అర࢙ ߩ޳޳ కం݄޶ఎం ޴ంݟయబۯ ࡌసరఫ ࡌ
एڕంత తڜ ݟంߘ ݀ ࠉ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ వ అవڒశం ఐࢡ ޶తం ऴప࠙వవంతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ ఇߩओ ఇకए ݡ డ 
ఐࡍࠪ ڴ߯ ړߖޑࢡ ޶ం޴ మࠉ ࠾ࡍ వ࢐ܼ ߤ ఉంࠉ ࠭࠲ ޴ వߘ ߤంݟ నలࠢ ࢡతం ఉతओ ంܿనऒڕࣆޓ ߖफޒ పओ  ڔܽ
एڕత ࡮ۧ వ అޔ࢓ం޴ , అࠉ ޙ࠼ వߘ ߤంߦࡹ ݟల సంఖङ एڕత ࡮ۧ  వڴ ఉనऒ ం޶న అ޴ ఒక ࢡతం ࠪऴతڒ ࠲బܽद ۨߵ
ङࡃఅ ࡌసరఫ ݟంߘ ߤవ ࠉ ޴ఉం݄ అ ڴషदం࠼పࠝࡹ  అవࡱࢡڒ తڕए వڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ऴߦథࠫకంڴ ఇ޴ అࣣ ࣒ࠐ 
म޳ࣄ ంతం ࡅకए  ऴప࠙వం ۮ ࡏࠬ ޳ࡶపओ గలࡏ ఎం޶కం݄ ࠭࠲ దృڝए ణంܘڒ ࡹ ఎڡ߾ द ࡶࡍషߵࢳ ߤ 
ऒߕޔڷࡱయగۯ ఖङ࠭ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ߤషښऱߧఅ ࡹలڴక రంߝఅ ޴వలన ఇ ߖ޵ ,࠭ ంࡌߝ ڴలࡍڷ ߘ फంచడంࡹ 
ऒߖڜ झߖࡓࠂ  ఇకए న࢑ࡷద࠴ యడంۯ ࡱࣾࡎప ڡ డ మనߖ ڕజంࣆࡱޘ ڴ. ۨవ࢑ ࡍషయం మڒ ࠭࠲ ࠾ࡍరހలߘ 
ࡍڷ फంۧలڕߘంܿߕऒ ࡍߖ బܽद ఈڒ ࠭ भషद ఫ࡯తం ۧ࡮ ऴప޴ࣄम ۮం޴ం޴ మ࠾ࡍ ऴపࣆफతం ఇߤ࣌ ޴झ  మ࠾ࡍ ఇంߤ܊ 
కएࡅ  ࢑࢑ధ రంڴలࡹ వࡍ फంచబޔݡంߖ޵ ޴ తࡌछ త ఇߩओ  ంۧ࠭, అం݄ށగࡍప ߘవన࠙ ۃంߖషݟకం ࠭࠲ ݡ
కంݟషߖం࢐ ۃసफߖڜ ړߖ࢐ऒ  సంభ࢑ంۯ సం࠙వङ త ࡅకए  సంభవߗయతߘ ऴప࠙࢑తం ࣆۯफం޴ , అ޴ ऴప࠙࢑తం 
సछ ߖߖ޳ ࠭࠲ ޙయక߱ۯ ऴప࠙࢑తం ޴అ ߕ࠼యక߱ۯ తంऴత సంఘటనࡱ అࣃࡱߧ ߖफ  ۃంߖషݟకం ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ ࠭
फࣃࡍసߘఅ ݟంߘ ࠭. సంఘటనల ࣃछ తంऴతङ ం అߧ ߖలవబڜ ݦతफ ࠙వనߘ మనం ఇవछ గల࠭ ڒబܽद ఇߩओ  మనం ݡ
పओۮ గలం, ఈࢗం݋ సంభ࢑ంۯ సం࠙వङ త߯ ऴప࠙వం ۫పక߱ޙ, అࡅ ޴కए  సం࠙వङ త మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ࡅకए  b a b 
సం࠙వङ త ఒ࡮ښ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఒక࢘ళ సంభ࢑ంచడం అࡅ ޴ߝకए  సం࠙వङ తߘ ऴప࠙࢑తం ۯయ޶, అߩओ  ఈ b a ݡ
ऴపకటన ߖజమޔ࢓ం޴, అޙ࠼ ఇߖ ڴࠈ ޴రछ ۨంచబݟం޴, అం݄ ࡅకए  సం࠙వङ త ږߘࣃలంڴ ఉందߘߝ ߖ b ah 
ఊࣕࣆफߕऒ కएࡅ ఖండన ࡏࠬ ޴బܽद ఇڒ ߘ  సం࠙వङ తߘ ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ   సం࠙వङ త ޳छ కएࡅ ޴ఇ ,ࡌ  b b a 
సం࠙వङ తڕ సࠪనం, ఇࡏࠬ ޴ ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ۨవࡍ ࣋द࠱ ݋ం݋ ఇ޴ ఈ ࣋द࠱ ݋ంࡹ ݋ b 
ऒߕޔఉం۪ ڴ ݋ంࢗఈ ۃంߖషݟకం ߖ ߘߝ ړߖ܉ߖ ఇకए ߗڒ ߘ డ మ࠾ࡍ మధङ  వङ ङޑ సం ޶ࡶ, ఎం޶కం݄ b a b a 
మ࠾ࡍ ఏకڒలంࡹ సంభ࢑ంۯ సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  ఉతओ ऒߕफߩۮ ߘߝ ߖసࠪనం అ ړफޒ b a b ࠾ࡍమ .ߘ
కएࡅ  వङ ړ फగత సం࠙వङ తߘߝ ړߖ܉ߖ ࡱ మࡖకߖߖ޳ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ , ࡅకए  సంభవం సం࠙వङ తߘ a b 
ऴప࠙࢑తం ۯయక߱ߘߝ ޙ పࡍగࣃށफ ओߩఅ ,ߘంܼڕߘఅ ߘ కएࡅ ޴ఉంܿం ࡮ఎ ݋ం࠱ ݋द࣋ ݡ  సం࠙వङ త b a 
ఇۨऐ న ऱܿࡅ ڴకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం మࢁच ऒߖ޵ ߘߝ   సరࢁకృతం ࣋ۯफ, ߘߝ ఖండన సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యగలߘ b b a
సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబݟనࡅ ޴కए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం, ߖߖ޳ ߘߝ ఈ ࢙ࢗڕࣆޓ ڕߩళऱړߖݞ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ b b 
ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త అޔ࢓ం޴ సం࠙వङ తڕ సࠪనం సం࠙వङ తڒ ࡹబܽद ࠬࡏ ఈࢗం݋ ఇ޴ ࣋द࠱ ݋ం݋ a b a ah 
నంబ࡛ వߤ మ࠾ࡍ ࣋द࠱ ݋ం݋ నంబ࡛ ݀ ۫࣋फ ఈ  ࣋द࠱ ݋ం࢐ ࡱ ݋సफړߖ࢐ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ ࣋द࠱ ݋ం݋ ఈ 2
 ࣋ द࠱ ݋ం݋ మߖ޵ ࠾ࡍ మధङ  వङ ङޑ సం ఈ ࣋द࠱ ݋ం࠱ࣄ ࡱ ݋ऴܽࡶ ڴ ڡవߖ ఇకए డ కంݟషߖంۃ ఇకए డ కంݟషߖంۃ ఆࡹ ߤ 
ఉంࡏࠬ ߗڒ ޴ ఈ ޴ޔ పߖࠪހࡍऒ  ۫࣋फ ఈ ࣋द࠱ ݋ంࣆ ݋షदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓ ߖߖ޵ ࠭࠲ంݡ ఈࢗం݋ ల b 
छࣃ తంऴతङ ం ࡅకए రछߖ  చనంڴ పࡍగࣃށफ ࠭ అం݄ ࠭࠲ ఈࢗంࡱ ݋ మ࠾ࡍ అ࠭ޑࠋۮ ߖ ఈ షరޔ సంతృߧफ a b 
సछ ޙ޴ంۮ తంऴతంڴ ఉం݄, ఎం޶కం݄ ߖ޵ అర बం సంభ࢑ంచడం߯ ऴప࠙వం ۫ప޶, ఇ޴ సంభ࢑ంచߖݞऒ  ऴప࠙࢑తం b b 
छࣃ ޴అ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ޶యۯ తంऴతङ ం ࡅకए  ࠙వన ࡅకए  ࡮అ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴహనڴక అవޒࠥ 
రछߖ ۨంۧ࠭. ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪన࠳నటऱ࠭࠲ ޙ࠼ ఈࢗం݋ లߘ సछ తంऴతంڴ b b 
రछߖ ۨంۧ࠭ , ڒబܽद ࡮ۧ ߘߝ సరళ࠳న ఉ޳హరణߘ ఇࣃफ  ࡍࣃښఒ ࡱڷరం ࡛߿ ݡంࡓ ࡱకۨߦ ݡంࡓ ,ߘ
फࣃޒమߘఅ ߘ ݋ంࢗఈ ߘߝ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖందݟయబ࢘ࡍࣄ࢑ సంఖङ ࡍస ࡹݧ దܽ࠴ ߘ  అ࠼న సంఘటన 
మࡓ ࠾ࡍండవ ߖ ߘߝ ࡹݧ ఈࢗం݋ సࡍ సంఖङ సछ ࠾ࡍమ ,ࡔస ߘ࢑ంۧ࠙ ڴ తంऴతంڴ ఉߕऒ b ڥߖత ޾ࡶ ࡆ a b 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ओߩనࡍࣄ࢑ ߘల ࣒ݧ ࡛߿ ݡంࡓ ࠭࠲ బܽद అం݄ ఏࠫܽڒ ߘ ऒߖ࡮సब ߕ࠮న ݡ  ప࣋࡯ࢣࡍफ p 
۫డంݟ, అߩओ సంఖङ 2 1 1 1 ڕߕ ݡ  ࠾ࡍమ 2 6 1 ޴ఉంܿం 6 ڕࠬ ړࡍవۨ ࠾ࡍమ 6 2 2 2 1 2 6 1 ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡱ
ऒߖఎ ࡹܽ࢒ బܽदڒ .6 6 సంఖङ ࡍస ࡹݧ దܽ࠴   ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ࡓండవ వࡏస࠴ ࡹదܽ ߖݧ ۫࣋फ ࡓంݡ 
సంభ࢑ంۨనߩओ సంఖङ ࡍస ߯ߖ޳దܽ࠴ ݡ ऒߕబܽद ఉڒ  ݡంࡓ ڷࡱߕ ఒకܽ ڷࡱߕ ڴ࢑ధం ޻అ ࡱࣆښ ࡏంܽ ఆ࡮అ ࠼
అం݄ ࠭߯ओ ࠼ఉంܼ ࡏఆ ࡏఆ ݡంࡓ ࡏఒకܽ ఆ ࡏఆ ࡏఆ ڷࡱߕ  ఆࣆښ ࡏల࠴ ࡹతफం ప޺भࡱࣆښ ޴ࠫߖ ఉߕऒ  ,࠼
ఇకए డ ࠴దܽ ࡹݧ సࡍ సంఖङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޳ సం࠙వङ త ప޺भߘ ޴ࠫߖంݟ ࠭߯ओ  అޔ࢓ంڡࣄ ޴झ  అం݄ సړߖڴ 
సࠪనం అ࢑ ޻ధంࡓ ߘߝ ڴండవ ࡹݧ సࠪన సంఖङ  అ࠼న ࡅకए  సం࠙వङ త ఏࠫ݇ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄, ࠬࡏ b 
ఇకए ࡏࠬ ,फ࣋۫ ߘߘక࣊ ݧ ండవࡓ డ ࡓండవ ڒలߘ ࠹ ۫࣋फ ఒకܽ ࡓంࡓ ݡంړ߯ ݡ ఉం݄ సంఖङ  ݡంࡓ ݟంߘ ࡏఆ ࡱ
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బܽद ఇకएڒ డ ࡓండవ కߘऒ ఉనऒ ڕవర ࡏఆ ݟంߘ ڷࡱߕ ݡంࡓ ڷࡱߕ ఒక ࡏࠬ ߯ టऱڕࠬ ޙ࠼ సࠪన సంఖङ  f 
ఉంܿం޳ࡶ ࠪ ޴ ఒకܽ ఆࡓ ࡏంݡ ఆࡏ ఆࡏ ఆ࠴ ࡏదࡷన࢑ మࢁऱ ప޺भ޴ࠫߖ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ అకए ,࠼ డ ࠬࡓ ࡏండవ 
సంఖङ ࡍస ࡹݧ సం࠙వङ ߖ޳ బܽदڒ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘ త సగం అޔ࢓ం޴, ఇߩओ ओߩఖండన ఇ ݡ కएࡅ ఖండన ݡ  b b 
సం࠙వङ త ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ࠴దܽ ࡹݧ సࡍ సంఖङ  ఉం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ߯ߖ޳ సࡍ సంఖङ  ఉంڒ ޴బܽद ࡱࣆښ ఏࠫܽ 
ऒߕఉ ࡏఆ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ ఆࣣ ڷࡱߕ ݡంࡓ ڕࠬ फ࣋۫ ࡹసࡏండవ వࡓ ࡏࠬ బܽदڒ  ࠼
ऒߕఉ ࡱࣆښ ݡ࠮  ࡏఆ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݡంࡓ ڷࡱߕ ڕࠬ ࡹసࡏండవ వࡓ ߖࡹసࡏలठవ వߕ ࠼
ఉంܼ࠼ మ࠮ ࠾ࡍడవ ఆరవ వࡏసڕࠬ ࡹ ఆࡓ ࡏంݡ ఆڷࡱߕ ࡏ మ࠾ࡍ ఆࡏ ఆࡏ ఉߕऒ  ݧ దܽ࠴ ࡏࠬ ,࠼
మ࠾ࡍ ఒక సࡍ సంఖङ ఉనऒ ڵ࡯క ߘ घࠫޛ తफం࠴  ऒߕఉ ࡱࣆښ ޴ ऒߘండవ కࡓ ࠼ ߯ ఉనऒ  సంఖङ బܽद సం࠙వङڒ  త 
घࠫޛ ओ߯࠭ ݟంߘ ޴  ఆࡏ అޔ࢓ం޴, అ޴ ఒకܽړڷࡱߕ ړ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ࠬࡏ ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త b b 
కएࡅ  సం࠙వङ తڕ సࠪనం అࣆ ߖలభంڴ గమߖంచవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ࠬࡏ ఈࢗంࡱ ݋ మ࠾ࡍ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  a b 
సछ తంऴత సంఘటనࡱ మ࠾ࡍ అ࢑ ఇߩओ झߜڒ ࡏࠬ ߝڴసహజం ݡ एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ ߖ दߵ వ a b indep endent 
ఈࢗం݋ ల࢑ ڕసफࡍంచడం ࡍڷంۨ ఆۨࡹంచవ۪ऐ  ఇߩओ  ,ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘల ݋ంࢗఈ ݡ࠮ ߘߝ ߝڴసహజం ݡ
ఖండన ࡅకए  పࣄࡍबޔల సం࠙వङ త ఎ࡮ ఉంܿం޴ అ޴ߝ సం࠙వङ త మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త సం࠙వङ త b a b b 
కएࡅ  సࡕన ఉతओ కएࡅ फ. ఖండనޒ  ఖండన సం࠙వङ త ߗڒ అ޻ సమయంݟ࠮ ࡏࠬ ࡹంܽڒ ࡯࢐ڝࣆޓ ݞږ ߖబܽदc c 
రछߖ ࠭࠲ ۨంۨనటऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఈࢗం݋ లߘ పరసओ రం సछ తంऴతంߩۮ ڴओ కएࡅ ంܼ࠭ ఒక࢘ళ ఖండనڕ  abc b 
సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం . ఖండన అ޴ߝ ఖండన సం࠙వङ త b c c a 
కएࡅ  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తޜ సࠪనం. ఈ ݡ࠮ షరޔల࡛࠼߭ ߘ ࢙ ࣒ ఇం߭ݟంߤݥझ  
షరࡱޔ అంܼࡏ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ڵࡱߕంܽڕࣆޓ ߖం݄, ߖߖ޵ పరసओ రం సछ తంऴతంࣃࡱߧ ڴफ  ࣆښ ړߖ࢐సफ࢐ ,ࡏ
ఉండవ۪ऐ  ఈ ڷࡱߕ షరޔలݡ࠮ ࡹ షరࡱޔ సంతృߧफ ۮందవ۪ऐ  బܽदڒ ࠼ޑ޶ంۮ फߧసంతృ ࡱޔషర ݡంࡓ ޳ࡶ 
అߖऒ  షరࡱޔ సంతృߧफ ۮందక߱వ۪ऐ , ఆ సందరग ంࡹ సంఘటనࡱ సछ తంऴతంڴ ఉߕऒ యߘ࠭ ࠭࠲ ߖపܽ 
ఉ޳హరణۮ ࡹపओ फޑ࠴ తफం మనం࠴ సంఘటన ߝఅ ࠭ࡶ ఇకए ޙ࠼అ ࡔస ݞږ ޙࠉۮ ߖసࠪనం అ ړߖ డ ఉనऒ  c 
అవࡱࢡڒ ఏࠫܽ, అߖऒ ంܽ࠴ ࡹదܽࡅ ޴కए  సం࠙వङ త ఏࠫܽ ڒబܽद ࠴తफం 1 1 1 3 1 5 2 2 2 4 2 6 3 1 3 ݡ࠮ c 
 ࡏఆ ݡంࡓ ࡏఆ ޶ఐ ޶ఐ ݡ࠮ ޶ఒకܽ ఐ ޶ఐ ࡏఆ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݡంࡓ ޴ఉంܿం ݞږ ࡹڷࡱߕ ޶ఐ ݡ࠮
ऒߕఉ ࡱࣆښ ޴ࠫߖभ޺తफం ప࠴ ऱࢁబܽद మڒ ࡏఆ ࡏఆ ڷࡱߕ సం࠙వङ ࡏందగల߰ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ త సړߖڴ సࠪనం, c 
ఖండన సం࠙వङ ߘߝ తߘ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ࠴దܽ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠴ ࠾ࡍతफం అం݄ ࠴తफం b 
ప޺भࣆښ ޴ࠫߖలࠫޛ ڕࠬ ࡹघ फࣃవ ࠲ऴతࠪ ࡱࣆښ ޴  ࡏఆ ݡంࡓ ڷࡱߕ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ ڕࠬ కం݄޶ఎం ࠼
घࠫޛ తफం࠴ కߘక ࡏఆ ࡏఆ ڷࡱߕ ࡏఆ ݡంࡓ ࡏఆ ࡏఆ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݡంࡓ ڷࡱߕ న࢑ࡷద࠴  ࠼ఉంܼ ࡱࣆښ ޴
అకए డ ࠬߘ ڷࡱߕ ࡏంݟ ఒకڜߖ޳కܽ ߰ంࡏޑ޶, ࣾࠫంచంݟ ఒక ఖండన ఎం޶కం݄ ఖండన࠭࠲ ߘ ఇపओ  c b ښܽ
एړࡵ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ తߘ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ అࡓ ޴ండవ޴ మ࠴ ࠾ࡍతफం సࠪనంڴ b c 
ఉంܿం޴, అం݄ ࠴దܽ޴ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అߖ అర बం, ఇ޴ మࢁऱ 9 36 ࠑ అޔ࢓ం޴. ఇߩओ एړࡵ ݦ ంచబݟనڒ ޴బܽद abc 
జతڴ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴, అߘߝ ޙ࠼ ఖండన ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ఎంత అߖ ۫࣋फ , ߖ ݢ࠮జమߖ b c 
అర बం, అߩओ घࠫޛ ऱࢁమ ݢ࠮ ݡ गࡌసంద ޴ ऱࡹ  ࠪऴతߖ ࠲జం ڒబܽद ఈ సం࠙వङ త ڴڷࡱߕ ݞږ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ a
సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తޜ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఈ ऴపޙङ క ఉ޳హరణࡹ పరసओ రం సछ తంऴతంڴ ఉండڒ ࢓బܽदb ab c 

అ࢑ మ࠾ࡍ సछ తంऴతం మ࠾ࡍ సछ తంऴతం మ࠾ࡍ అݡ࠮ ߝ సంఘటనలߘ పࡍగށంۧߘ abc a b b c a c 
సछ తంऴతం ߘߝ ߗڒ ఈ ݟ࠮ంܽߖ కڕࣆޓ ߧ࡯ం݄ అ࢑ సछ తంऴతంڴ ఉండڒ ࢓రణం, ߘߝ మڕࣆޓ ࠾ࡍం݄ a b c 
అ޴ߝ సछ యంۧలకంڴ సࡍ द߸݋ښ అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ సమం అޙ࠼ అߖ޳ ޴ߝ ࠬద ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ a b c 
అంښ޶ ఆࣣ ఇ޴ ఉం޴ త޶పࡍ తరగࡹޒ మߘ ࠾ࡍంݟ సछ తంऴతంڴ ఉండ࢓ a b ah 
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