
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ [ తంڶసం] బܽदڒ  సం࠙వङ ߘߝ ࡹలࣃ త ࡅకए  ࠙వనల࢑ ߘవరంڴ చࡍऐ ంۧߘ సం࠙వङ త 
కएࡅ ङ࡮࠮  ంకనం ڝసం ࢑࢑ధ ߖయࠪࡱ మࣃ ࠾ࡍछ తంऴతङ దృۨऑ࠻  క ࢘ࡍయࡽࠋझ  ࢑࢑క फ పంࡱނߧ 
మ޴ ࠾ࡍछ పద పంࡅ ނߧకए  ࠙వన ఈ ఉపߕङ సం࢑࢑ ߘߝ ࡹధ సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ .ߘ
 ࢑࢑ధ ऴప࢘శ పࣾࡎలࡹ తర۪ڴ అ࢑ڼݟ ఇంࡍߗ܊ంۃ ऴప࢘శ పߖڜ ࡱࣾࡎऒ  ఇతర ࢑శछ ङ޳࢑ ల࠻ల పࡱࣾࡎ 
.న࢑ࡷద࠴
 ఇ࠭࠲ ޴ ఇపओ ܽవరࣄۯ ڕన ߩ޳޳ అߖऒ  అంࢡలߘ కవ࡛ ࣆۯफం޳࢑ ߘߝ ,޴ङ फࣃऱ సలࣔ ఇࢁమ ڕबలࡏ  ߘ
దయࣄۯ ࠬ ऴపࣃफ రణࡱ మ࠾ࡍ కల࠼క ࡅకए  ࠙వనలڞ ߘంܽంࡹ ۃ సవࡍంచంݟ సం࠙వङ త సమసङ లࡹ 
फࣃڵࡆఉప ߘऱ మనం ఈ ࠙వనలࡏࣃ ࡮ۧ ల సంఖङڙఅం ڷࡱߕ ,࠭ దృۨऑ࠻  కంڴ ఎంߧక ۯయబޔݡం޴ 
, ఆ సంఖङ ఖۨऐ ࡹ తంࡓ ڴంߕࣆ ݡऒ సం࠙వङ ݦఉం ࡱ తߘ కھߘనంݟ, ఈ సమసङ ङ޳࢑ వలంښ ࡱ పర࠳న 
ఆసړ फ ڝసం ࠪऴతړߖ޵ ޳ࡶ ߕ࠲ ఏߕ޼ ఆచరހతघ కంڴ ఉం޳ అߖ ఎవߕࡕ ఆశऐ రङ ߱వ۪ऐ .
ఉండవ۪ऐ ړࡍందڜ ࡹࠬ  ړऴ ޳ࡶ ࡱ ݭڝ  ݟంచంڵࡆఉప ݞږ బܽदڒ  द߱ ऴగ߹ ࠴దࡷన ߘࡏ߮ ࢐ܽ h 
࢑నంݟ,  త޳छ ࢑ۨऑ ߘ ݭڝ ޳ࡶ ړߖݞంచ޴ం߰ࡐ ߘల ݭڝ ࡌ నऒ ం ۯయړߖݞ ఈ రక࠳న సమసङ  ࡱ
ఎ޶ర࠼ޑ࢓ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࢑࢑ధ అవࢡڒల సం࠙వङ తలړࡵ ߘए ంచడం ఖۨऐ తంڴ అకए డ ఉనऒ  
సమసङ లࡹ ఒకܽ ڒబܽद మనం ڷࡱߕ అంڙలߘ ఎం۪࡯࢐ڝ అܿవంܽ సంఖङ ల ࠴తफం సంఖङ  ఎంత ڒబܽद 
बࣃ దܽ࠴ నంࡹ ఉనऒ ల సంఖङڙఅం ڷࡱߕ  ల ࠴తफం సంఖङ  
ఒకܽ ߘంࠫޛ ݟघ మధङ ޴  ఏߕ޼ సంఖङ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘ घࠫޛ తफం࠴ బܽदڒ  ऒߕఉ ࡱࢡڒఅవ ޴  ࠼
మࡓ ࠾ࡍండవ ࠮డవ మߕ ࠾ࡍలठవ ࣃब నంߕࣆ ࡹऒ ఉండవ۪ऐ ݞږ   ऴపޒ సबలం࠴ ࡹతफం ప޴ 
అవࡱࢡڒ ఉߕऒ घࠫޛ తफం࠴ అం݄ ࠼ ओߩఇ ࡱࣆښ ంܽ࡮అ ࡱ࢘ ޴ ऒߕఉ ݡ  ݡంࡓ ఒక࢘ళ మనం ,࠼
ऒߕࣆ వ࣋फ ఆ సంఖङ ࣄందవల߰ ࡱ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࡹ ओߩఅ ,࡯ݞఉం ࡱ बࣃ దܽ࠴ ݡ నంࡹ ఉనऒ  ఒకܽ ߘంݟ 
घࠫޛ ఉనऒ ڕవర ޴  సब࡮లߘ ఎం۪ڕం޳ం, త޳छ घࠫޛ ంܽ࡮అ ࡏందగల߰ ࡏࠬ ࡌ ऒߕఉ ࡱࢡڒఅవ ޴  ࠼
మ࠾ࡍ మࡖక ऴప޻శంߘ 1 ࡏࠬ ࡹం9 ݟ వరڕ సంఖङ లߘ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ घࠫޛ బܽदڒ   అܿవంܽ ޴
సందࡌग లࡓ ࠭࠲ ࡹంݡ సब࡮లߕࣆ ߘऒ झړ߸ ڴ ంࣆۯ ۃफߕऒ బܽद అకएڒ ࠭ డ ఎంߧక ޶ࡶ.
बࣃ దܽ࠴  నం࡯ڵࠫ ࡹన ࡓంࣃ ݡब ऱࡹߕ ऒߕࣆ  बࣃ ݡ࠮ న࡯ڵࠫ ,޶డږఉండ ڴ बࣃ ݡంࡓ ࡱߕ  ࡱߕ
ऒߕࣆ రߖ ڴࡱ߄࢑ ݡంࡓ ࣄ ݡ࠮ ߘల࡮బܽद ఆ సबڒ ࡱ प࠼ంచవ۪ऐ ऒߕࣆ ,  ఉంచగల ࡓంݡ ऴపࢡ޻లߘ  
వ۪ऐڝఎం۪ ࡹݡంࡓ ࣄ ݡ࠮  అం݄ ڴࡱ߄࢑ ݡ࠮ ఓڒ ښబܽद  ڷࡱߕ ࠭࠲ అంڙల సంఖङ  ڵ࡯క ߘ
ఉంݦ అవߖࢡڒऒ एړࡵ  ంۧ࠭, అంࡓ ࡹ޶ంߕࣆ ݡऒ ऒߕఉ ࡱ ठࡌࠪ తफం࠴ బܽदڒ ࠼ ల సంఖङ  తफం࠴ 
అږߘల࠳న ࣆښల సంఖङ  అߖ ఇకए డ ऴ޳࢐भ ం అߘ 9 ޴ంߘ 9 ݟం3 ݟ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ సంఖङ  ڕ
ऒߕࣆ ݡంࡓ .࠼ఉంܼ ࡱ
 అږߘల࠳న ࣆښల సంఖङ ల సంఖङࣆښ తफం࠴ ࠾ࡍమ ڕవర 3 ݟంߘ 9 ݟంߘ 9   కృతంࢁబܽद సరڒ 9000 
छࡌన తࣄۯ త అښ ޴వలం 27 1000 ࠑ అޔ࢓ం0 ࡏࠬ ޳ࡶ ޴.
027 సࡔ అۮ ߖపओ వ۪ऐ थ܉సం ڡܽࡍࡅޣ ݋࣊ ࡹߖ޵ ,  క సమసङࡖమ ݦంచబڵࡆఉప ࡱߕࠪ ం޳ంڕࣆޓ ߘ

మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴ ఉండంݟ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త ఒకړߖ޳ సࠪనం ݞږ e f e f 
ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త 2 ޳छ వछߖఉండ ڴసࠪనం ړ9 ࡌ ంݟ మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త సం࠙వङ త e f e 

కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంࡅ  ޴కए  అߩओ కएࡅ ࡏࠬ ݡ  సం࠙వङ తߘ కڝߘए  f e p ߖబܽद అڒ ࡯࢐
పओۮ కएࡅ ړߖݞ  సం࠙వङ త సࠪనం అڕߘం޳ం, ఇߩओ కएࡅ ݡ  సం࠙వङ త  ప ऱ࣒ కएࡅ   e e e f 
సం࠙వङ త ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ ఇవछ బݟం޴, అߩओ సం࠙వङ ݡ త ఒకړߖ޳ సࠪనం అޔ࢓ందߖ ఇ޴ f 
ओߩఇ ޴फంࣆۨࣇ కएࡅ ఖండన ݡ న࣒ సం࠙వङ࠳  త ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴ e f p e 
ఉనऒ టऱޙ࠼ ఇࡅ ޴కए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇ࠳ 1 ړ ޴న࣒ ړ సࠪనం, e f p p
అం݄ 2 9 ࠑ అࡏࠬ ߖ ۫డగలࡏ కߘక ఇښ ޴వలం వర ठ సࠬకరణం ڒబܽद ڒవ۪ऐ  p 1 by 3 r 2 by 3 
ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవలڕ ࠪऴత࠲ ఈ సࠬకరణం ఇߩओ  p 1 by 3 ߖఅ ߘߝ , ޴ంޔ޶ంۮ फߧసంతృ ݡ
ఎం۪ڕం݄ , సం࠙వङ త 2 అޔ࢓ంࡅ ߗڒ ޴కए  సం࠙వङ త ߖ޳ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴  f by 3 e f 
కएࡅ  సం࠙వङ త ڒబܽद ࡅ ࠭࠲కए  సం࠙వङ తڴ3 ࠑ 2 ߘ ఎం۪ڕంܼ࠭ ఎం޶కం݄ ఆ సందరग ంࡹ e f 
కएࡅ  సం࠙వङ త 1 ޳छ . ޴ంޔ࢓అ 3 ࡌ
 ఈ సమసङ छࣃ సంఘటనల ߘߝ ࡹ తంऴతङ ం మ࠾ࡍ ఒక ߖڒ వङ వసब ࡅకए  ऴపతङ ࣾ పࢲࡍए రం అߝ ࠙వనߘ 
ఉపڵࡆంۧߘ.
छښయ࡛ ఈߖࡰ-  షߤ మࡖక ఉ޳హరణ ఇࣃफ ࣊ ߘ ऱ݇ म޳࣌  ంޒక సం࠙వङ తలߘ ఉపڵࡆంۨనߩओ  e e ݡ
మ࠾ࡍ ఏࡓ ߕ޼ంݡ ఈࢗంࡱ ݋ సం࠙వङ త కం݄  కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ  సం࠙వङ త కం݄  కం݄ f e 1 0 1
తڕए వ మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త సం࠙వङ త కం݄ తڕए వ అݞږ ߖ ఇవछ బޔݡం޴.e 

ఇۨऐ న ࡅకए  షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఈ పࣄࡍबޔలࡹ e f e 
ࡍߖ ࠭࠲ भషद ࣋द࠱ ݋ం݋ లߧࡐߖ ߘంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭ ఇۨऐ న సం࠙వङ త కం݄ ࡅకए  సం࠙వङ త f f 
తڕए వڴ ఉంܿం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంࡅ  ޴కए  e e f 
సం࠙వङ ݋ం࠱ऱߧంڒ త ఇۨऐ న ڒంߧऱ࠱ంࡅ ݋కए  సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వڴ ఉం޴, ఇߩओ కएࡅ ݡ  f e e 
సం࠙వङ త ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వ అߖ ఇవछ బݟం޴, e e 
అం݄ మనం ఈ పࣄࡍबߖޒ సరࢁకృతం ࣄۯ, షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ࡅకए రछߖ  చߖߕऒ  వࡍ फంపܑ࣋फ అకए డ
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ఇవछ బݟన పࣄࡍबޒ .
ఇۨऐ న అ޴ߝ ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త࢑ ޜభ܊ంచబݟంڒ ޴బܽद ߖ޵ అర बం  e f e f f 

ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ ఇߩओ  ఖండన e f e e f ࡏࠬ ݡ
కएࡅ  సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ   సం࠙వङ త కం݄ ࡅకए  సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబݟనߩओ  f e f ޴ఇ ݡ
కएࡅ  సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వ ఇవछ బݟన ࡅకए  సం࠙వङ త తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ ऴపకటన 1.f 
 ऴపకటనۯ ࢓܌ࡏ ࡹ फ࣎ ం޴.

కएࡅ  సం࠙వङ త ఇకए డ ࣃब కएࡅ నݟంచబߧ  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ ఉంద࠭࠲ ߖ  f e 
ओߩఇ ,޴ఉం ࣄంచవలߧࡐߖ ऒߖހమనం ఈ సࠬకర ݡ  ఉప࣋ڵࡆफ ࡓండవߖ޳ऒ  ߖߖ޳ ߘߝ ,ం޳ంڕࣆޓ 
फࣃࡱߧ కएࡅ ఖండన , ߘ న࣒ సం࠙వङ࠳  త ࡅకए  సం࠙వङ తߘ పࡍగށంచవ۪ऐ   ఇ࠳ ޴న࣒ e f f f 
సం࠙వङ త కం݄ ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ߖ޵ అర बం ఎడమ ࢙ߩ ఖండన e f 
మ࠾ࡍ అࠚనందన ࡅకए  సం࠙వङ త అޔ࢓ం޴ మ࠳ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన࣒ సం࠙వङ త ࡅకए  f 1 e 
సం࠙వङ త అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴపకటనڕ సࠪనం ఖండన ߪరక సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ f e f 

కएࡅ రకߪ  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ऴࣄ࢐నటऱޙ࠼ ఇ޴ ఖండన ࡅకए  e f 
సం࠙వङ త అޔ࢓ంڒ ޴ంߧऱ࠱ం݋ సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబݟనࡅ ޴కए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ e f 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ऴపకటన ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం ߪరక࠭ ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ f f e f 
తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡅ ޴కए  సం࠙వङ త సంఖङ  3 సం࠙వङ త ఇۨऐ న ߪరక సం࠙వङ త కం݄ f f e 
ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ  ޴బܽद ࠭࠲ ఏࠫ ࠭ࣃۯ , ఇ ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వ ࡅకए  సం࠙వङ తߘ e 
ఉపڵࡆంۧ࠭ ఇۨऐ న ఎࠆ సం࠙వङ త కం݄ తڕए వ ఖండన సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వ ఖండనߘ e e f e 
సం࠙వङ త ࣆ ړࡹలభతరం ࡓ ߘߝ ࡹߖ޵ ࠭ࣃۯంݟంܽ߯ ޴ڜभ࠳ ߘߝ ߘࣃۯ ࡏࠪࡏޑ ڴన࣒ f pf 
छࡌన తࣄۯ కృతంࢁసర ߖߖ޵ బܽदڒ ߘࣃۯ త అసࠪనత ࡏࠪࡏޑ అޔ࢓ం޴ 
ऒߖ޳డవ࠮ ࠭࠲ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ ޴फంࣆతం వ࡯న ఫ࠳అవసర ڕబܽद మనڒ  ఇకए డ 
ऒߖ޳ండవࡓ ,ంۧ࠭ߧࡐߖ ऒߖ޳ండవࡓ ړߖݞంచߧࡐߖ   మࢁऱ ۫޳भ ం, ߖ޵ ߘߝऒ  ఒకܽ ߘంݟ మࢁऱ 
ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ ఖండన ࠭࠲ ߘ  ఇ ࠳న࣒ సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తߘ పࡍగࣃށफ ࠭ అߩओ  e f ޴అ ݡ

కएࡅ  సం࠙వङ త కం݄ ࡅకए న࣒ సం࠙వङ࠳  త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद e e f 
అర ߖ޵ बం ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए న࣒ సం࠙వङ࠳ 1  త కం݄ ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ e f f e 
తڕए వڴ ఉంܿంߖ޵ ,޴ వలన ఖండన ڒంߧऱ࠱ంࡅ ݋కए  సం࠙వङ త e f e 
కएࡅ  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴  .

కएࡅ ݋ం࠱ऱߧంڒ  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఇ޴  f e e 
ఇۨऐ న ڒంߧऱ࠱ంࡅ ݋కए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ , ఇࡅ ޴కए  సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ f e 
ఉంܿం޴, ఇࡅ ޴కए  సం࠙వङ త కం݄ ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వ.e e 
 ఈ ఉ޳హరణ࠭࠲ ࡹ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ࠙వనߘ ఉపڵࡆంۧ࠭, ڒబܽद ࠭࠲ షరޔలޜ 
న సం࠙వङݟږ త ࡅకए రछߖ  చߖߕऒ  వࡍ फంపܑ࠭ࣃ, ఆ߯ ࢐ ࠭࠲సफࡓ ړߖ࢐ంݡ ऴపࢡ޻లࡹ అదనంڴ 
ऒߖయࠪߖ  ఉపڵࡆంۧ࠭, ఉ޳హరణڕ ఖండన  ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త  ఖండన e f f e 
కएࡅ రక࠭ߪ  సం࠙వङ తڕ సࠪనం, ఇకए డ అ࢑ ޻ధంڴ ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ ఇంߘߝ ࡹ޶ f e 
ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ తߘ ఉపڵࡆంۧߘ మ࠾ࡍ ఖండన ڒంߧऱ࠱ంࡅ ݋కए  సం࠙వङ త ࡅకए  f e f e 
సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒబܽद ࠬۨڣࡔ ࡏऴߖޑऒ  ఇ࣋ۯ ࡮फ ఇ޴ అదనߖ ߩయమం, ڕߕ ఇకए డ మ࠾ࡍ e f 
అࡓ ߝంݡ ࣊ ऱܿ ఉߕऒ  e f f޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ఖండన ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޴ఇ  ݋ం࠱ऱߧంڒ ఆ߯ ఖండన ,࠼
కएࡅ ߖ޵ ޙ࠼ంۨనటऱށగࡍప ڴరకంߪ ࠾ࡍఖండన మ ߘߝ బܽदڒ  f e,޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻అ ߤయߖ࠿ 
అ޴ ఈ ࠙గం ఖండన ఇڒ ޻బܽद ࡓ ߘߝంݟంܽ కల࠼కڕࣆޓ ߘం݄ ߘߝ f 
߰ంߘߝ ߘޑ޶ ఇవछ వछߖ ంݟ  ఒక ࢑ధ࠳న ڣࡔగށత ఆࡏठङ  బܽद 9ڒ హరణ޳న ఒక ఉݟంచబڵࡆఉప ݋ం࠱
࣊ంܾࠬటర ऱ ߰డ࢓ గల ڻ࣊ ߤࡷघ ంࡓ ࡹ ݋ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࠻దృۨऑ కంڴ ఎంߧక ۯయబడڒ ࠼ޑబܽद ఒక ߤࡷ 
घڻ࣊ ం݋ ఉంڒ ޴బܽद  ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ మధङ రం 3 ࣊ంܾࠬటర޷  ऱ కం݄ తڕए వڴ ఉంݦ సం࠙వङ తߘ 
ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం.
ऒߖ޵   బܽद 9 ࣊ంܾࠬటరڒ ݟడం۫ ڴతంށగڣࡔ  ऱ ڻ࣊ ߤࡷघ ం݋ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఇకए డ మߖ ࠾ࡍ x y 
ఎం۪ڕంܼ࠭ సࡔ మڴ࡮ ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږ ఉండవ۪ऐ  ఇకए డ ఉండవ۪ऐ  ఇకए డ ఉండవ۪ऐ  x y x y 
అం݄ కం݄ తڕए వڴ ఉండవ۪ऐ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉండవ۪ऐ రం 3 ࣊ంܾࠬటర޷ ఈ ߗڒ  ऱ కం݄ x yx y 
తڕए వڴ ఉంݞలڕࡏڝ ࠭࠲ ߖంܿߕऒ  ݡంࡓ ߖߖ޳ మనం ڴడటం ఒక మంۨ ࠪరठం۫ ߖߖ޳ బܽदڒ ࠭
ऱߦ ࡹ ߤऱ߮ ࡽనलన࠱ݧ యవ۪ऐۯ ݋  మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం ఇ޴ అࣾం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఒక చޔరऴߖࣃऒ  x y 
పࡍగࣃށफ ࠭  పࠪࡍణం ࠫޛघ న࣒ x y 3 ry࠳ బܽदڒ ߤࡷ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉం 9 9 ݞږ ߩ࢙ ఈ ڕࠬ అం݄ ޴
కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ కం݄ తڕए వڴ ఉంݞలڕࡏڝ ࠭࠲ ߖంܿߕऒ ࠭ .x 3 
ఇకए ߘफలڕపం ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  డ ప࣋࡯ࢣࡍफ ࠳న࣒ అݟ࠮ ޴ߝంܽړ సࠪనం, ఇ޴ పంړ फ ࠳న࣒ x y x 

అړݡ࠮ ޴ߝ సࠪనం మ࠭࠲ ࠾ࡍ మࡖక పంړ फ ࠳న࣒ అ࠳ ޴ߝన࣒ ऴޓ ఆࣣ ړ సࠪనం అߖ y x y 
फࣃ࢑࠙ ऒߕࣆ ࡏࠬ ࢐లం݄ڒ ڕࠬ ,࠭ యవ۪ऐۯ ڥߖత ߖޒबࣄࡍప ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ऒߕࣆ ߖ ࡏࠬ  y x ړ x
సࠪనం అ࢑࣋࠙ ߖफ ݟ࠮ంܽړ సࠪనం, అߩओ ऒߖ޳ ,ࡍۯ ߘంటऱ࠼ߦ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړޓన࣒ ऴ࠳ ݡ  y 
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x.ࡏޑ޶ం߰ ڴ࢑ధం ޻అ ߩ࢙ ఈ ࡏࠬ ޙࠉۮ ߖసࠪనం అ ړఅం݄ 3 0 ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡏࠬ ,फ࣋ڶ y 
  ఒక࢘ళ ړ సࠪనం అ࠳ ޙ࠼న࣒ 3ړ సࠪనం.y 0 x
ఇకए ࡏࠬ ޴బܽद ఇڒ  డڕ వۯऐ ऒߕफࣆ࡯ࢣࡍప ߖ ࠭࠲ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ ߤࡷ  ࠭  ఇకए డ ࡓం࠱ݧ ݡనलనࡽ x
 ߮ ऱࡹ ߤ y 
అࠉ ߝంߘ࢓޶ మనం 
ంచవ۪ऐށగࡍప ߖ ࡹరऴసంޔచ ࡹ ߤऱ߮ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ లङࢡ࢙ తफం࠴ బܽद ఈڒ , ం  ߘంݟ  అం݄ xy 9 9 81 
చదరߩ ࣊ంܾࠬట࡛ మݭݥࢺ ࠾ࡍ ఏ࠻ࡍ అవసర࠳న ऴߦంతం అవసర࠳న సం࠙వङ త ࢙࡮ࢡङ  సࠪనం ړߖ
లङࢡ࢙ తफం࠴ ంతంߦऴ ݭݥࢺ ం࢑ ޜభ܊ంచబݟంࡏࠬ ޴ ఈ లంబ ڝణ ऴߖ܉ࠜޒऒ  కڵ࡯ ఉనऒ ݄ऱ ߖ޵ऒ  ah 
యవ۪ऐۯ ڴలభంࣆ ݞږ లङࢡ࢙ ߖ޵ బܽदڒ  ం 6 ߘం2 ࠑ 6 ݟ అం݄ 18 మ࠾ࡍ ఇకए డ అ࢑ ޻షయం ڒబܽद 
18 ప ऱ࣒ .సࠪనం ړ9 ޜ5 ޴అ , ݟంచంڵ࠙ ޜ81 ߖన࣒ 36࠳ బܽद 18 1ڒ 36 18 
మనం ऴపతङ ޴బܽद ఇڒ  ठङࡏత ఆށగڣࡔ ࣾ నపओ࠼అ ,ߤషښऱߧఅ ۯంڵࡆఉప ߖ ݋ం࠱ ࡍߖ ࡏఒక ڔܽ भషद ޴छ పద 
పంߖނߧ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మڜ ࠾ࡍంۮం ࠭ందࣆफ సం࠙వङ త ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ఇకए ߗڒ  డ 
ऒߕఉ ߘߝ ठङࡏత ఆށగڣࡔ రణ߄ࣃ ߘ छ޳ ݋ం࠱ న సం࠙వङ࠳అవసర ڕమన ࡌ తߘ ఇకए డ మ࠾ࡍ u 1 u 

 అߖ   ఆڴࡱ ߤ ߰ందగలమࣆߧ۫ ߖफం޴, అం݄  ߩࡱޘ ݡ࠮ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఎߩࡏ బంޔలߘ క2 ڵ࡯ 2 u1
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒక ޘలऱߖ బంߖޒ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  తల క࣋ߧߖफ ߤ࠼ڒ ࡛࠼߾ u2 
ओߩఅ  ޴ంޔݡయబ࢘ࡍࣄ࢑ దృۨऑ࠻ ݟంߘ ݡ కంڴ ऴݞ s u1 
మࡹ ࠾ࡍ ఉంచబޔݡం޴, అޙ࠼ కߧߖంۨనటऱߘ ,ޙ࠼ం࠻ ݟదృۨऑ కంࡓ ڴంݡ బంࣄڶ ࡱޔ, u2 l u1 

ओߩఇ ,࠼ޑఉంచబడ ࡹ u2 ݟంߘ ݡ u2 
దృۨऑ࠻ కంڴ ఒక ޓ ࡽࠈయబޔݡం޴ అం݄ ࢐సफࡓ ړ ړߖ࢐ంݡ బంࡱޔ ఉండవ۪ऐ u2 ݟంߘ ߖ޳  ޳ࡶ 
ఉండవ۪ऐ ࡱޔబం ݡ࠮ దృۨऑ࠻ ߖޒఒక బం ࠭࠲ , కంڴ ఎం۪ڕంܿߕऒ ࠭ 

 u2 , ޒన బంࣄڶ ݟంߘ
సం࠙వङ ݦఉం ڴలऱޘ త ఏࠫܽ, ߘంࣄڶ ݟన బంޘ ޒలऱڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद އߕం߯ తల కߧߖంۯ u2 
సం࠙వङ త ఏࠫܽ ఆ  ࠭ߘపܽ ఇంࡍߗ܊ంۃ ऴప࢘శ పࣾࡎలࡹ ఒకࡹߖ޳ అڼݟ సమసङ एࢲࡍప ࡱ ऒߖࡌ ࡍߪ  फڴ 
भ޳۫ ం, ڒబܽद ߘߝ ऴపޒ ఈࢗంڕ ݋ అڷߘణంޣ ݋࣊ ڴయڡܽࡍ సం࠙వङ తߘ ఇకए డ ఉపࣆڵࡆफߕऒ బܽदڒ ߘ
రछߖ ߘ ݋࣊ ఒక ࠭࠲ फࣃۨ फࣃۨࣇ ߘ ݋ంࢗఈ ߖޒబం ݟంߘ  బܽदڒ ࠭ ࠭.u2
ం߯ తల ఉనऒއߕ ڷరం ߩࡱޘ    సంఘటనߘ అߖ అڝߘంݟ మއߕ ࠾ࡍం߯ ޜక ఉనऒ  సంఘటన b1 b2 
అߖ అڝߘంڒ ݟబܽद އߕం సరస࠳నࣆ࢑࠙ ڴ޴फߕऒ కएࡅ ߤబܽद వڒ ࠭  సం࠙వङ త మࡓ ࠾ࡍంݡ b b wi
కएࡅ  సం࠙వङ త  ఇߩओ ఇۨऐ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖڴస ݡ న ࠉ వߤ అۮ ߖపओ సం࠙వङ ړߖݞ త ఎంత ڒబܽद 
ఇۨऐ న ࠉ  అం݄ తల వ࣋फ అߩओ ऒߕޔݡ߭ ړࡹ  ࣄޓ ߖ ࡽࠈ ఒక ݟంߘ  మనం ݡ ࠭, ఆ బంޘ ޒలऱܽ  1 u1 u2
బంڒ ޒవ۪ऐ వ۪ऐڒ ࡽࠈ ఆ ޳ࡶ    ఎऴర బంߖޒ బܽद ఐరߘ ߤంޘ ݟలऱܽ  బంڶ ߖޒయړߖݞ సం࠙వङ త a u2 
ఎంత అߖ అߕޔڷݡऒ भࣃठ ऴ࢐ڴࡍస ߘబܽद ఈ సంఘటనڒ ࠭ ం ߩࡱޘ బంߘ ޒంޓ ݟయబݟంߩࡱޘ , ޴ u2 
బంߘ ޒంޓ ݟయబݟన సం࠙వङ త ߘంޘ ݟలऱߖ బంޓ ߖޒయబޔݡం޴  ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ߘంݟ u1 u1 u1 u2
లऱܽޘ నࣄڶ ݟంߘ  బంޒ సం࠙వङ త 

फࣃڶ ߖޒబం ߩࡏఎ ݟంߘ  u1 ࡏ
ओߩఇ ,࠭ࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ फనऒࣆڶ ߖޒబం ݟంߘ ݡ ओߩ తफం సం࠙వङ࠴ ݡ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  u1 
వࡍ फంపܑߩࡱޘ ݡ࠮ ࠭ࣃ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఎߩࡏ రంڷ బంޔలߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
బటदతల ޘలऱڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ బటदతల ࣄڶన ޘలऱڴ ఉం݄ అ޴ ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉంܿం޴, అߩओ u2ݡంࡓ ࡹ ݡ
లऱܽޘ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡱޔబం ߖలऱޘ  బంڶ ߖޒయړߖݞ సం࠙వङ త ఉంܿంښ  ޴వలం ఒకܽ అవछ ంݟ, అޙ࠼
లऱܽޘ ݟంߘ ࠬ  బంޓ ޒయబݟన సం࠙వङ త ఏࠫܽ, అښ ޴వలం ߘ ݡ࠮ంݟ ఐ޶ అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ u1
ऒߕఉ ࡱޔబం ޶తफం ఐ࠴ ࡹ బܽद సం࠙వङڒ ࠼ఉంܼ ڴలऱޘ ݡ࠮ ࡹ࢐ܽ ,࠼ త ఎߩࡏ బంޒ అޙ࠼ 
ओߩఅ ,޴ంޔݡఉంచబ ړࡹ ࠾ࡍమ ݞऴ  ޴ంޔ࢓అ ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮ లऱܽޘ ݡ  బంڶ ߖޒయړߖݞ u2 
సం࠙వङ త సగం అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࡓంݟంܽࡹ మనڕ ఒక ߩࡱޘ మ࠾ࡍ ఒక ఎߩࡏ రంڷ బంޒ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఎߩࡏ బంߘ ࠬ ޒంݟ ఒకܽࡓ ړంڴݡ ఐ޶ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇవछ బݟన b 2 
సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తߘ ڷࡱߕ ߘంݟ ఐ޶ ࠪऴతړࡵ ࠲ए भ޳ ం, అం݄ ߩࡱޘ బంࡅ ޒకए  సం࠙వङ త 

ओߩఇ ,޴ంޔݡబڝࣆޓ ݟంߘ క ఉనऒޜ ఒక ݡ  u2 u ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడޓ ࡱޔబం ݡంࡓ ݟంߘ ݡߩ
ఉంచబడ࠼ޑ ఇړࡹ݀ ࠾ ޴ వࣆफంڒ ޴బܽद ࡓంޘ ݢలऱڴ ఉండవ۪ऐ  ఒకܽ ޘలऱڴ ఉండవ۪ऐ  ఒకܽ 
ఎڴߩࡏ ఉండవ۪ऐ ఉండవ۪ऐ ڴߩࡏఎ ݢంࡓ ޳ࡶ  తफం సం࠙వङ࠴ బܽदڒ  త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  
వࡍ फంపܑయడం ޳छ ऒߖఅ ࡌ  అవࢡڒలߘ మࢁऱ ۫޳भ ం, ڒబܽद ߘంࡓ ݟంޘ ݡలऱߖ బంࡱޔ సం࠙వङ తړࡹ u1 
ऴۯ ݞయబడ࠼ޑ.
 
 ࡱޔబం ߩࡱޘ

లऱܽޘ ݟంߘ ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ ݞऴ ݟంߘ  బంޓ ޒయబޔݡం޴  u1 u2 
న సం࠙వङݟయబޓ ݟంߘ ߖޒబం ߩࡏఒక ఎ ࠾ࡍమ ߩࡱޘ ఒక ݟంߘ తޜ ఒక ߩࡱޘ మ࠾ࡍ ఒక, u1 u1 

బంߖޒ  
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న సం࠙వङݟయబޓ ݟంߘ తߩࡱޘ ܿߦ ޜ బంߘ ߖޒంࣃڶ ݟफ  u2 u2 ࡱޔబం ߩࡏఎ ݡంࡓ ݟంߘ ࠬ ࡏ
नݞయబޓ नݞయబޓ ࡱޔఎऴరܽ బం ݡంࡓ ݟంߘ ࠬ ఒకܽ ,࠼ సం࠙వङ ߝఅ ࠼ తࡹ ఒకܽ ࣃڶफ ఇకए ,ߘ డ 
ङڒ࢐ ऒߖ भ޳ۯ వృతంࡌనߩ  ం ఇకए డ ࠴ ࠭࠲తफం సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࠭ࣃ అం݄ ఒక b2 
ओߩనࡍࣄ࢑ ంއߕ ޙړࡍ޽ కޜ క వۨऐޜ ఒక ݡ ం޴  అߩओ  యడం u1ڶ ߘలޔబం ݡంࡓ ݟంߘ ࠭࠲ ݡ
మړࡹ ࠾ࡍ ఉంచడం వలన ݡ࠮ ࠭࠲ అవࢡڒలߘ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ  u2 ݡంࡓ ݟంߘ ࠬ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
బంࡹޔऱ  ఒకܽ ޘలऱڴ ఉండవ۪ऐ  ఒక బంڒ ߩࡱޘ ޒవ۪ऐ వ۪ऐڒ ߩࡏఒకܽ ఎ ޳ࡶ   ࡱޔబం ݡంࡓ ޳ࡶ 
ఎڒ ߩࡏవ۪ऐ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ  లऱܽޘ  ࠭ࣃۯ फࣆڣదర ݦ  బంࡅ ޒకए  సం࠙వङ త࢑ ߘవࡍంచ࠴ ړߖݞతफం 
సం࠙వङ త ࡅకए म޳ࣄ  ంతం ߘంڝࣆޓ ݟబݟం޴, ఇ޴ ఒక ޜకߘ ߰ం޴ంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ఈ u2 ࠭࠲ ݡ
అవࢡڒలߘ ۫డటం ޳छ ࡍߪ ߖߖ޵ ࡌ फ࢑ ڴవࣃࡍफ ࠭.

బంߘ ࠬ ࡱޔంޓ ݟయబడ࠼ޑ, ఆ߯ ࠬ ఇదभࡹࡍ అߖऒ లऱܽޘ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡱޔబం ߖలऱޘ   బంߖޒ  te 
సం࠙వङ ړߖݞయڶ త ښవలం ఒకܽڴ ఉంܿం޴, అޘ ݡ࠮ ޙ࠼లऱߖ బంࡱޔ ఉనऒ ం޶న ࠬ ߘంࡓ ݟంݡ 
ఎޔफ బంޔలڶ ߘయړߖݞ సం࠙వङ త ఎంత?  ࡓ ࣄ ݡ࠮ం࠴ ݡతफం ఐڵ࠙ ޜ޶ంచబޙݟ 
ఐࣄ ޶ ݀ పऱ࣒  ఉߕऒ फ u1 u2ޔఎ ݡంࡓ ړ ޙఉంۨ ࡹ ࣄޓ ߘߩࡏఒక ఎ ࠾ࡍమ ߩࡱޘ ఒక ݟంߘ ,࠼ u2 
మ࠾ࡍ ఒక ఎߩࡏ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޘలऱܽ  బంڶ ߖޒయడం ޳छ సం࠙వङ ࡌ త ࡓంݡ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ 
సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త 3 ࠙ڵంచబޔݡం5 ޴  ప ऱ࣒  త޶పࡓ ޴ࡍంݡ ఎߩࡏ బంࡱޔ c 1 2 c 1 c 2 u
ఒకܽ ߘంݟ ऴݞ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఉంచబޔݡం޴ అߩओ  u u2ࡱޔబం ߩࡏఎ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ߩࡱޘ ఒక ࡹ ݡ
ఉߕऒ లऱܽޘ బܽद ఒకڒ ࠼  బంڶ ߖޒయడం ࡅకए  సం࠙వङ త ޳ ݡ࠮छ కߧఈ ఎం ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ࡌ
కएࡅ  సం࠙వङ త 2 ڵ࠙ 2 ࣄంచబޔݡం2 ࣄ 5 ޴ ఇߩओ ఈ వङ ݡ ڔ फకరణలࣆ ߘలభంڴ సరࢁకࡍంచవ۪ऐ  2 ࣄ 3 
छࡌకరణ తࢁబܽद సరڒ  2 3 1 ࣄ 3 10 2 ࣄ 5 3 త ఈ ࡱ࢑వ 15 ࠑ c 1 1 2 c 2 1 2 c 2 2 b  11 
అޔ࢓ం޴.
 ఇߩओ సం࠙వङ ߖఉంద ڴలऱޘ ޒన బంࣄڶ ݟంߘ ࡏࠬ ݡ తړࡵ ߘए ంచమߖ అߕޔڷݡऒ రࡏࠬ ߖ u2 
फࣃ۫ ओߩఇ , ݋ంࢗఈ ޴ఇ , ࡏ ఇۨऐ ࠭࠲ ݡ న సం࠙వङ తߘ మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తߘ b1 b2 
एړࡵ ంۧ࠭ ڒబܽद ࠴ ࠭࠲తफం ޳ࣄम ంߖޑऒ  మࢁऱ వࡍ फంపܑࣃफ ࠭.

కएࡅ  సం࠙వङ త సం࠙వङ త ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తޜ మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ త  a b v1 b2 b2
కएࡅ  సం࠙వङ తޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޳ 4 ޴छ  by 15 ڕసగం వర ݟంߘ 11 ࠾ࡍమ ړߖڴస ݟంߘ 5 ࡌ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇړ30 23 ޴ సࠪనం ڒబܽद సం࠙వङ త ߘంޘ ݟలऱܽ  బంڶ ߖޒయడం 23 30 ࠑ.by u2 
 ఇߩओ సం࠙వङ ۯంߧߖం߯ తల కއߕ ,ఉం݄ ڴలऱޘ ޒన బంࣄڶ ݟంߘ మనం ݡ త ఎంత అߖ సం࠙వङ తߘ u2 
एړࡵ ంచమߖ అ࠭ڴݟ, అ޴ 

కएࡅ  సం࠙వङ త ڒబܽद ఇవछ బݟంࡅ  ޴కए  సం࠙వङ తߘ కھߘనړߖݞ ఇకए డ ߄࡮࠮ర b 1 b 1 
म޳ࣄ ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۧڒ ,࡯బܽद ࠭࠲ ఆ߄ర ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ బܽदڒ ࠭  సం࠙వङ త b 1 a 
ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం, ࡅకए  సం࠙వङ తࡅ ޜకए  సం࠙వङ తޜ b 1 b 1 b 1 
సం࠙వङ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ తړࡹ ఇۨऐ న ࡅకए   ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తړࡹ.b 2 b 1 v 2 
బܽद మనం ఇకएڒ  డ 4 ޳छ छ޳ 1 ݟంߘ 5 ࡌ ఉనऒ ڕవర 2 ࡌ  అߖऒ छ޳ 23 ߘవలࡱ࢑   ۯ 30 ࡌ
छ޳ 12 ޴అ ,ޙ࠼నటऱݟంచబڵ࠙ फߦۮ ऱࢁమ ڕࠬ ߘߝ ߖసࠪనం అ ړ23 ࡌ ओߩంۨనߖగమ ߖతల  ߘ  u2 ݡ
లऱܽޘ ݟంߘ  బంڶ ߖޒయړߖݞ సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచ࠭࠲ ړߖݞ ఈ సమసङ తफం సం࠙వङ࠴ ࡹ త ࡅకए  
म޳ࣄ ంతం ࡅకए  ࠙వనࡏࣃݡ࠮ ߘऱ ఉపڵࡆంۧ࠭, 
బܽद ఇకएڒ డ ߘంޘ ݟలऱܽ  బంޒ ఉంࡓ ݦంݡ అవࡱࢡڒ ఉߕऒ  u1.࠼
  ఇࡹ ޴ ఉంచబޔݡంߘ ޳ࡶ ޴ంݟ ఎऴరܽ బంޒ ఉండవ۪ऐ  , ఇࡓ ޴ండవ సందరग ంࡹ ࡹ u2 u1 u2
ఉంచబޔݡం޴, ఇޘ ޴లऱܽ  బంࡅ ޒకए  సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచߘ ړߖݞంݟ ఒక ޜకߘ గమߖంۨనߩओ  u2 ݡ
ओߩఅ ,޴ంޔݡయబޓ गࡌసంద ݡ࠮ ݡ ऒߕఉ ࡱ కం݄ ఆ సందరग޶ఎం ࠼ ంߘ ࠭࠲ ࡹంࡓ ݟంݡ u1 
బంޔలࣆڶ ߘफߕऒ వ۪ऐڒ ߩࡱޘ ݢంࡓ బܽदڒ ࠭  ఒకܽ ڒ ߩࡱޘవ۪ऐ  ఒకܽ ఎڒ ߩࡏవ۪ऐ  r1 r ݢంࡓ 
ఎڒ ߩࡏవ۪ऐ ऒߖ޵ బܽदڒ   బܽद ࡅ ߖ޵ ࠭࠲కए ࢑࢑ధ సం࠙వङ ࡹండవ ࠙గంࡓ  తలړࡵ ߘए ంۧ࠭, ࠭࠲ 
ఇకए డ ޳ࣄ ࣒ࠐम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۧ࠭ ఆࣣ, ߘߝ మࡖక ߖ పࡍషए వछߖంచࡍ ంݟ  ऴప࢘శ పࡹࣾࡎ కߧߖంۯ pr
ఒښ రక࠳న 

ఆ2 1 ࡱ߄࠾ ఉߕऒ एڜఒ ,࠼ కए ܽ  ప ऱ࣒  వߤ బంࡱޔ ఇߘప కߘऒ  కంܽ ޘలऱߖ బంࡱޔ మ࠾ࡍ n n n n 
 ప ऱ࣒ झࡽࠈ ݭࡓ న࣒࠳ 1  i i 1 n ݟంߘ ߖ޳ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ కߧదన ఎంߦసం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݟంߘ 
ఒక బంޒ 
फࣃۨࣇ ߘన సంఘటనݟయబۯ కߧఎం ,޴ంޔݡయబޓ ࠭ i ui 
మ࠾ࡍ  
ఎం۪ڕనऒ లऱܽޘ ݟంߘ ࠼ۯ   బంޓ ߖޒయబݟన సంఘటనߘ అڕߘం޳ం, ఈࢗంࣆۨࣇ ߘ ݋फం޴ w e 
మ࠾ࡍ సంఖङ .ం޳ంڕߘఅ ߖफందࣆۨࣇ ߘన సంఘటనݟయబۯ కߧఎం ݞږ ࡱ

ओߩసࠪనం, అ ړ ݟంߘ కం݄޶ఎం ,࡯ݞఉం ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ړ సం࠙వङ ࡏࠬ ݡ త   ui i i 1 n w 
పߖޒࠫࡍ కࡅ , ࡯ߕھߘకए  సం࠙వङ త ࣄबరంڴ ఉం݄ ࡓండవ సందరग ంࡹ అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ui n 
సࠪనం, ఇకए ړ ݟంߘ కߘక ޴ంޔߩ۫ డ  ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ i 1 n c 
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కएࡅ  సం࠙వङ త 1 ޳छ ఇవछ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡌ థ࡛ ߖ न ࡅకए  సం࠙వङ తߘ కھߘనంݟ ఎం޶కం݄ ui n w 
తघߕన ధ࠳సࠪన ޴ߝఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݟంߘ క ࡌߪप ంకం i 1 n n 

కߘక ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ తߘ కھߘనంڒ ,ݟబܽद ߘߝ సమసङ फࣃۯ వృతంࡌనߩ ࡍࣃࡗమ ߘ  w n ߘ
ఉߕऒ ࡍڷ ڴ ݟంߘ   ऱߘ࠻అ ޴ఇ ࠭࠲  ࠼ फంచంڒ ݟబܽद ࡹ࢐ܽ ऴపޒ ఒకए ܽ ఈࡹ ߤޢ  ప ऱ࣒  1 n i n 1 
బంࡱޔ ఉߕऒ పऱ࣒  ࠾ࡍమ ߩࡱޘ ࠼ ऒߕఉ ࡱడڿ ݭࡓ న࣒࠳ 1  ओߩఇ ,࠼ దృۨऑ࠻ ݡ కంڴ ఒక i n i 
ఇ࠭ߘ ఎంߧక ۯయబݟం޴ మߘ ߖ޳ ࠾ࡍంݟ ఇߩओ ऒߖڜ ࠭࠲ ޴ంޔݡయబޓ ޒఒక బం ݡ  ఈࢗం݋ లߘ 
ࡍڷ फࣆफߕऒ నऒڕఎం۪ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ కߧఎం ݋ంࢗఈ ۯం޴ߦసం ޴ߝబܽद అڒ ࠭  ui i w 
లऱܽޘ ݟంߘ ࠼ۯ  బంޓ ߖޒయబݟన సంఘటన మ࠾ࡍ అߖ޵ ޴ߝ ఆ߄రంڴ సࡍ సంఖङ  గల ఇߘ࠭ߘ e 
ఎం۪ڕనऒ  సంఘటన ߖڜ ࠭࠲ऒ  సమసङ లߘ అߕޔڷݡऒ ࠭  ఉ޳హరణڕ సం࠙వङ త ړ ui i 
అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄, ࡅకए  సం࠙వङ త ఎంత పߖޒࠫࡍ కھߘంܿం޴ అ࢑ ޻ధంࡅ ڴకए  w n ui 
సం࠙వङ త ࣄबరంڴ ఉం݄, అ࢑ ޻ధంࡅ ڴకए  సం࠙వङ త ࣄबరంڴ ఉం݄, ఇవछ కएࡅ ߖ  సం࠙వङ తߘ ui w 
కھߘనంݟ మ࠾ࡍ మࡖకࡹߖ޳ ఇవछ బݟన ࡅకए  సం࠙వङ తߘ కھߘనంݟ.w 
 

కएࡅ  సం࠙వङ త ړ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉం݄ ߖ޵ పࢲࡍए ऒߖࡌ भ޳۫  ం, అߩओ కएࡅ ࠭࠲ ݡ  ui i ui 
సం࠙వङ త ړ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ ߘంړ ݟ సࠪనం, ఇߩओ తफం ki࠴ ݡ i 1 n uh 
సం࠙వङ తࡱ ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ࡹܽ࢒ ఒకܽ  ߖ࢐ܽ ఉంߤ࣋  ࡯ݞ కߘక ఇڕࠬ ޴ cho 

घڴࣄ ओߩఇ ޴ఇ ,޴फంࣆఇ ߖ  ప  ړ ऱࡏࣃ ޴సࠪనం, అ ړఒకܽ ړ ݡ ऱ࣒ छ޳ 1  k ii ړసࠪనం అం݄ 1 ړ2 ࡌ n k n n 
సࠪనం ڒబܽद 2ޜ ޜ ߖ  ప ऱ࣒ फ సం࠙వङ࣋ڵ࠙ ڴ1  త సࠪనంڴ ఉంܿం޴.k n n n ui 
छ޳ ݟంߘ 2   ప  ݟంߘ ࡌ ऱ࣒ i n n n i 1 n ࡹ సࠪనం అం݄ ړ ݟంߘ అం݄ ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ړ1  u1
సం࠙వङ ޴ంݟయబۯ కߧఎం ޴దܽ࠴ తڵ࠙ 1 ޜ ޜ 2 ޜంచబݟ  ప ऱ࣒ n 4 ޴ంޔݡయబۯ కߧఎం 2 ߤఆ ޜ1  n n 
छ޳ ప   ړࡹ ࡌ ऱ࣒  1 ఆߤ సం࠙వङ త 2ޜ  ప ऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ,޴ంݟయబۯ కߧఎం ݟంచబڵ࠙ ޜ1  డ n n n n 
ఎ޶రࡃङ  ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ , ఎం۪ڕనऒ లऱܽޘ ݟంߘ ߖ޳   బంޓ ߖޒయబݟన ࡅకए  సం࠙వङ త ఏࠫܽ , w 
म޳ࣄ బܽद మనంڒ ంߖޑऒ  అనछ ంచవ۪ऐ࠼  .
తफం సం࠙వङ࠴   త ࡅకए म޳ࣄ  ంతం 

కएࡅ  సం࠙వङ తߘ ఇࣆफం޴, ఇࡅ ޴కए घڴࣄ   సం࠙వङ తޜ సࠪనం, ࡅకए  సం࠙వङ తࡹ w w ui ui 
ఇవछ బݟనߘ 1 ޴ంړ ݟ సࠪనం ڒబܽद ఇߩࡱޘ ࡹ࠭ߘ బంࡱޔ ఉߕऒ  క n i-th iߧబܽद ఎంڒ ࠼
సం࠙వङ త ߘంޘ ݟలऱܽ  బంߖޒ  ప ऱ࣒ సం࠙వङ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ1  త మనڕ ఇߩओ  ia-thon i n ui ݦ
ఉం޴ ఇߩओ छ޳ 2 ޴నݟంచబށగ ݡ ప  ࡌ ऱ࣒ i n n i 1 n ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ ݟంߘ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴ1 
ప  ڴంచڵ࠙ ޜ ޜ ߖ2 ߖߖ޵ ऱ࣒  1 చదరߩ సమघ షߤ ࣋ए छ తफం  n࠴ సࠪనం అం݄ ړ ݟంߘ ࡛ n n i i 1 n
తघߕదܽ ధ࠴ క ࡌߪप ంڒల గހల ࡅకए घࡏ߷  ప  ړࡹ ޴అ , ࡏఅంܼ ࡮ ऱ࣒  n n n n 1 ݟంߘ 2 ݟంߘ 1 
छ޳ .޴ఉంܿం ڕవర 6 ࡌ
ࡍబܽद మనం వڒ  फంపܑ࣋फ ߘ ړࡹంݟ  ࣋ए छ ప  ݟంߘ  ݟంߘ ړࡹ ߖ ࡛ ऱ࣒  అޔ࢓ం2.޴ n n 1 n n 1 2 n 
छ޳ 1   .6 ࡌ
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  యవ۪ऐۯ లభతరంࣆ ڴలభంࣆ  , ఇࡓ ޴ంࡏࣃݡऱ 2  ప ऱ࣒ ప  ޜ6 ړ1  ऱ࣒  n n ڴ1 
࢑భ܊ంచబݟం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ߖబంధనࡱ ర޶भ ࣆۯफం޴  ప ऱ࣒  1  ప ऱ࣒  1 ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद nm n n 
ऒߖ޵ ࠭࠲ ం݄ڕࣆޓ ߖޒࠫࡍప ߘߝ  ߰ం࠭ޑ޶ అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ޔߩంڒ ޴బܽद ࠬښ ࡏవలం 2 n 
छ޳ సࠪనం, అనంతం 1 ړ3 ࠑ 2 ޴అ ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ6 ࠑ 2 ݟంߘ ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ0 ࡌ డ ޜ n n n
ప 2 ڕࠬ फ࣋ڵ࠙ ऱ࣒  1 మ࠾ࡍ ఇకए డ వࣆफం޳ ࡏࠬ  ޴छ ప 1 ࡌ ऱ࣒  n n 2 ݟంߘ 2 ޒࠫࡍబܽद పڒ ࡏޑ޶ం߰ ߖ1 
.3 ࠑ అం݄ 2 ,6 ࠑ
సం࠙వङ ࡹండవ ࠙గంࡓ  త ࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद సం࠙వङ త ࣄबరంڴ ఉం݄ ࡏࣃऱ ఒకړߖ޳ సࠪనంui c n 
 అం݄ ఇ޴ తపओ छ޳ 1 ڴࡍసߖ కएࡅ ࡹండవ ࠙గంࡓ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ࡌ  సం࠙వङ త 1 ޳छ n ࡌ ui 

ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ݟంߘ కం݄޶ఎం , ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ఇవछ ߤఅ ࡏࠬ ݡ బݟన ࡅకए  n i 1 n w 
సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంచమߖ అڒ ࡏޑڷݡబܽद ޳ࣄ ࣒ࠐ ࠭࠲म ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑయవ۪ऐ   ఇకए డ అ޴  

కएࡅ  సం࠙వङ తڴ ఇۨऐ న ࡅకए  సం࠙వङ త అޔ࢓ం޴ .n unw u 
 ఐ ఈڴࣄ ࡹ ߤޢघ ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜ బܽद సం࠙వङڒ ޴ఉం ࡽࠈ ݋࢙ వదभ ࠬ ݡ త ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒  i i n 1 
అޔ࢓ం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త 1 ޳छ घڴࣄ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ݟంߘ ࡌ ui ni 1 n ޜ  ii
ओߩనݟంచబڵ࠙  n. ޴ంޔ࢓వలం అښ ޴ఇ ݡ
छ޳ అం݄ ݟంߘ 1   छ޳ 1 ݟంߘ ݟంߘ ࡌ సࠪనం  ప ړ2 ޴అ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ړ 2 ࡌ ऱ࣒  n n n n n ޜ1 
న సం࠙వङݟయబۯ కߧఎం ࠭ߘబܽद వ ఇڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ త ޘలऱܽ  బంޒ ఉనऒ ం޶న 2  ప ऱ࣒ n ޜ1  n 
.޴ంޔݡంచబڵ࠙
 ఇߩओ కएࡅ ࡹడవ ࠙గం࠮  ݡ  సం࠙వङ త ఏࠫܽ సంఘటన ఏࠫܽ ఆ సࡍ సంఖङ  ఆߤ e e e ir  
ఎం۪ڝబݟంڒ ޴బܽद అࡅ ޴కए घڴࣄ   సం࠙వङ తڕ సࠪనం అޔ࢓ంړ ߘߝ ޴ సࠪనం అߖ u 2 ii n 2 n
అڕߘం݄ 1 ߘంړ ݟ సࠪనం ڒబܽद అ޴ అޔ࢓ంڵ࠙ ޜ 2 ޴ంచబޔݡం޴ అం݄ సగం ఉంܿం޴ m m m
బܽद మనం ఖండన సం࠙వङڒ తߘ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ అߩओ కएࡅ ఖండన ޴అ ݡ घڴࣄ   w e w u 2 
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సం࠙వङ తڕ సࠪనం ߘంړ ݟ సࠪనం ڒబܽद మࢁऱ మనం ࡓంݡ ఇۨऐ న ࡅకए ర u 2 ii 1 mڒణڷ  u i w 
యమ సం࠙వङߖ తࡓ ߘంࡅ ݡకए  సం࠙వङ తړࡹ వࡍ फంపܑయవ۪ऐ u ii ii n ړ ݟంߘ ఒకܽ ࡹంܽݟంࡓ 
సࠪనం  ࡓంߩࡱޘ ݡ బంࡱޔ ఉߕऒ छ޳ ݡంࡓ ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ ޴బܽद అڒ ࠼  i i m ࡌ
పऱ࣒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙  ఒకܽ ࡓంࡅ ݡకए  సం࠙వङ త ఒకܽ ࡓంݡ ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ u i mi mi 
దܽ సంఖङ࠴ కएࡅ  छ޳ ޴ంޔ࢓అ 1 ޴బܽद ఇڒ తफం࠴  ప  2 ࡌ ऱ࣒ घڴࣄ 1   అం݄ ړࡹ  ప ऱ࣒  1 m m m i m m by
ప  ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబࡍకࢁసర ڴలభంࣆ ޴బܽद ఇڒ 2 ऱ࣒ छ޳ 2 ߖ1  ప  2 ࡌ ऱ࣒  m m.ݟంచంڵ࠙ ڴ1 
కएࡅ ߘߝ బܽदڒ   సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۨనటऱޙ࠼ ఇۨऐ న ړ సࠪనం ఖండన సం࠙వङ త ࡅకए  w e e w e 
సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబݟనߩओ ప  ޴అ ݡ ऱ࣒ సࠪనం 2  ప ړ1  ऱ࣒  1 వڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴  వదभ సࠪనం m m n 
 ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃݡంࡓ ߖ2  ऱ࣒ సࠪనం ఇకए ړࠬ 2 ޴ఉంۨన ߘߝ ڴంచڵ࠙ ޜ1  డ మࡖక సమసङ  ఉం޴ ఒక n n 
ऴపࡆగం10 ࡹ సࠪనంڴ సం࠙వङ  ఫࡱޑ࡯ ఉంܼ࠼ , మ࠾ࡍ ऴపࡆగం ࡅకए  a b ߖڒ ࢁڣ ݡంࡓ 
సంఘటనڒ ࡱవ۪ऐ .
 
ఎ࠱࡯ం݋झ  అం݄ ఈ 10 సࠪన సం࠙వङ  ఫޑ࡯లۮ ړ 4 ࡹం޴న࢑, మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴ ఉం݄ ړ a a b a 
అږߘలంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡹ ఎߖऒ ఉండవ۪ऐ ࡱڒల࠮  थ܉సం ߝఅ ߘߝ బܽदڒ  ऒߖߕࠪ  b ne 
ఉప࣋ڵࡆफ ࠮ ߖࡹలڒల సంఖङ ల సంఖङڒల࠮ ࡹసबలం ࡍ޴ࠪ  e ns ࠾ࡍఉండటం 10 మ ڵ࡯క ߖ  na 
అ޴ߝ ఇߩओ ఇవछ ڴڷࡱߕ ݡ బݟం޴ మ࠾ࡍ 

మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴ ఉߕऒ కएࡅ బܽद ఖండనڒ ࠼  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనంڴa b b b ah 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ అంࡱࢡ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼.
 సం࠙వङ  ఫڒ ࡱޑ࡯బܽद ࠭࠲ ఖండన ࡅకए కएࡅ  రछߖ య޳ంऴపࣃ  చߖߕऒ  వࡍ फంపܑయవ۪ऐ , ఇ޴ n n n
కएࡅ छ޳  కएࡅ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ కएࡅ  छ޳   n n n n b ns 2 ޴బܽद ఇڒ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
అకए డ ࡅకए కएࡅ ړࡹ ړࡹ  ओߩసࠪనం ఇ ړ  కएࡅ ݡ  ఇ4 ޴.n n a n n s n 10 
కएࡅ ఒక ఖండన ߘߝ బܽदڒ  కएࡅ ࠾ࡍమ ڴ 2 ߖ   b n n n ڴసࠪనం ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ం݄ڕࣆޓ ڴ 5 ߘ 
ఉంܼ࠼ అ࢑޻ధంړ10 ߘߝ ڴ సࠪన࠳న ࡅకए ऒߖం݄, అڕࣆޓ ߖ  ऒߕఉ ࡱڒల࠮  అం݄ ఖండనb n ࠼

కएࡅ  అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࠮లڒలߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ40 ޴ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ b n 4 a 4 
.޴ంޔ࢓అ 40 ߩ࢙
 బܽदڒ 

కएࡅ ధङࣃ   nb.࢓యగలۯ ࠲ऴతࠪ ࡱవࡱ࢑ న࠳
అࡅ ޙ࠼కए  అޙ࠼ ఖండన 2ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మࡅ ࠾ࡍకए  r 10 b n 5 b b n 10 5   ړ 

సࠪనం అޙ࠼ ఖండన ࡅకए కएࡅ న࠼సࠪనం అ ړ4  సࠪనం.b n a n ړ 
 ఇంࡏࠬ ࡹ޶ ఇకए డ గమߖంۨన ࢑ۨऴత࠳న ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࢐ ࠭࠲సफړߖ࢐ ప޳ల సంఖङ  ߘ
ఉపڵࡆంۧ࠭ ޳ࡶ ఇకए డ సओ షदంڴ ఉపڵࡆంచబݟన ఈࢗంڕ ݋ అږߘల࠳న ఫޑ࡯లࡏࠬ ߘ 
పओۮ వ۪ऐ , అ࡮ۧ ޙ࠼ సమసङ ల࠭ࣃۯ ࠭࠲ ࡹ అం݄ ړࡵ ࠭࠲ए ంۧ࠭ అږߘల࠳న ࣆښల సంఖङ  
ࡍߖ ఈ ߗڒ भషद సమసङ సం సओڝ ߖ޳ ࠭࠲ ࡹ షद࠳న సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంۧ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ f 
ఉపڵࡆంచబޔݡం޳ࡶ  ޴ సమసङ లߘ పࡍషए ࡍߖ ంచడం వలన ఈࡍ भషद ࡏڝझ  ߘߝ ࡹ
షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ఆ߄ర ޳ࣄम ంߖޑऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  సం࠙వङ త ࡅకए  ऴߦథࠫక ࠙వనలߘ 
࢑వࡍంచړߖݞ తڵనంత సమߖ࠻ऒ झࡽࠋయࡍ࢘ ߖࡹ޶అం  ߘంۧ࠼ܼښ  ࢑࢑క ࠭࠲ ࡹ  फ ࠻దృۨऑ క 
झࡽࠋయࡍ࢘ ङޙऴప ڕ  छ޴ ంۨړ పద పంڜ ړނߧంత సమߖ࠻ऒ  సగܿ ޳ࡶ సగܿ ࠭࠲ ࠾ࡍంۧ࠭ మ࠼ܼښ 
వङ ޳ࡶ వࡱ࢑ ङޑ సం మ࠾ࡍ ऴށࠪߦక ࢑చలనం పరంڴ పంࡅ ނߧకए  ࢙࢑ధङ ం ࡅకए  అంచߕల ࠙వనߘ 
.ంۧ࠭࡯ࢣࡍప ݞږ
 ఈ ࠙ړߖڴ సڴࡍठ ङߕ  యం ۯయࡏࠬ ړߖݞ ऴపࣃफ రణࡱ మ࠾ࡍ కల࠼కࣄۯ ݞږ ߘ ఉం݄ మంۨ޴ 
ఎం޶కం݄ ߖڜऒ  సమసङ లࡹ అ࢑ ࠫమघ ऒ࡯  ఉపڵࡆంۧ࠼ 
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