
 അതിനാൽ [സംഗീതം ] മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിൽ , േْപാബബിലിئിെയുׯറിتു׺ ആശയ׹ൾ ഞാൻ 
വിശദമായി ചർ׺ െചᅃٝി؂ു؇്, േْപാബബിലിئി വിലയിരുؗു؋തിനുت വിവിധ നിയമ׹ളും സٔാതّْؓ 
റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ ഡിസ്ْകീ്ئ ഡിസ്ْടിബّൂഷനുകളും ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷനും ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞാൻ വിവിധ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിുׯം. വിവിധ ْപേവശന പരീײകളിൽ ഇടയ്ׯിെട 
േചാദിؗുׯവ, ഉദാഹരണ؋ിന് എ؀ിനീയറിംഗ് ْപേവശന പരീײകൾ മ്ئ ചില 
സർجകലാശാലകളിെല പരീײകളാണ്, ഇ؋ര؋ിൽ ഞ׹ൾ ഇതുവെര െചᅃٝിت؂ു മിׯവാറും എبാ 
വിഷയ׹ളും ഇത് ഉൾെׯാുؗുت , ഞാൻ വിദّാർ،ികേളാട് വീ؇ും ഉപേദശിുׯം, ദയവായി 
നി׹ളുെട ْകമെؚടു؋ലുകളും േകാآിേനഷനുകളും പരിഗണിുׯേآാൾ നി׹ളുെട ആശയ׹ൾ 
പരിَരٕിുׯക . േْപാബബിലിئി ْപശ് ന׹ളിൽ നأൾ പലേؚാഴും ഈ ആശയ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ ഒരു 
നാലׯ നآർ ْകമരഹിതമായി തിരെ؁ടുുׯേآാൾ  ആ സംഖّയിൽ കൃതّമായി ര؇് പൂജّ׹ൾ 
ഉെ؇്ؗ സംഭാവّത കെ؇ു؋ക, ഈ ْപٍ׹٠ൾ അׯാദമിക് താൽؚരّ׹ൾ്ׯ മാْതമാേണാ അേതാ 
ഇതിന് എെؓ׸ിലും ْപാേയാഗികമാേണാ എ്ؗ ഒരാൾ ചിؓിേׯ׺ാം. നി׹ളിൽ ചിലർ്ׯ എ്׺ 
ഉ؇ാേയׯാം അതിനാൽ ഉപേയാഗിുׯക  േകാഡുകളുെടേയാ ْകിപ്േئാْഗാഫിയുെടേയാ േപര് 
േകൾുׯക,  
അ׹െന േകാഡുകൾ രൂപകൽؚന െചؗുإതിേനാ േകാഡ് തകർؗുׯതിേനാ ഇ؋ര؋ിലുت 
ْപٍ׹٠ൾ അഭിമുഖീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ വിവിധ സാധّതകളുെട സാധّതകൾ കണׯാؗുׯത് 
തീർ׺യായും അവിെടയുت ْപٍ׹٠ളിെലാؗാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ നാല׹ׯൾ തിരെ؁ടുേׯ؇ി 
വؗാൽ ശരിയാണ് അ؋ര؋ിലുت സംഖّകളുെട ആെക എ؉ം എْതയാണ്  , അതിനാൽ ഒؗാമെ؋ 
നാല് അׯ സംഖّകളുെട ആെക എ؉ം ഒ്ؗ മുതൽ ഒآത് വെര നമു്ׯ ഏത് സംഖّയും ഉ؇ാകാം, 
അ׹െന ആെക ഒآത് സാധّതകളു؇് , ര؇ാമെ؋ മൂؗാമെ؋യും നാലാമെ؋യും رാന്؋ 
പൂജّവും ഉ؇ാകാം. ഓേരാ رലു؋ം ആെക പ്؋ സാധّതകൾ, അതായത് ആെക െതാتായിരം 
േകസുകൾ ഇേؚാൾ ഉ؇്, ര؇് പൂജّ׹ൾ ലഭിׯണെമ׸ിൽ ആ സംഖّയിൽ ര؇് പൂജّ׹ൾ 
ഉ؇ാകണെമ׸ിൽ, ഒ്ؗ മുതൽ ഒآത് വെരയുر تല׹ൾ നമു്ׯ തിരെ؁ടുׯാം, 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ കഴിയും അ؋ര؋ിലുت ഒآത് സാധّതകൾ , മെئാരിട്؋ നി׹ൾ്1 ׯ മുതൽ 9 
വെരയുت അ׹ׯൾ ഉ؇ായിരിׯാം, 
അ׹െന ഒآത് േകസുകൾ ര؇് رല׹ൾ ഞ׹ൾ പൂജّമായി നിحയിുؗുׯ, അതിനാൽ അവിെട 
തിരെ؁ടുׯാെനാؗുമിب ബാׯിയുت ര؇് رല׹ളിൽ ആദّ رാനം പൂജّമാകാൻ കഴിയിب, മൂ്ؗ
 ാം, പൂജّംׯിൽ നിർ؉യി؋ൾ മൂ്ؗ സി ര؇് തര׹ലر ൾ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ആ׹ലر
  .ാം, മൂ്ؗ വഴികൾ ശരിയാണ്ׯൾ മൂ്ؗ സി ര؇ിൽ തിരെ؁ടു׹ലر ്؇ാൻ കഴിയുؗ രׯാപിر
ര؇് പൂജّ׹ൾ ഉت ഒരു നാല് അׯ സംഖّ ഉ؇ാകാനുت സാധّത ഞ׹ൾ കണׯാׯിയി؂ു؇്, 
അതിനാൽ െമാ؋ം വഴികളുെട എ؉ം അനുകൂലമായ േകസുകളുെട ആെക എ؉ം ആണ് , അത് ഇവിെട 
എഴുതാം അത് 9 മുതൽ 9 വെര 3 ആകും, അതിനാൽ ആ സംഖّയ്്ׯ ര؇് പൂജّ׹ൾ ഉ؇ാകും 
അനുകൂലമായ േകസുകളുെട എ؉ം 9-ൽ നി്ؗ 9-ൽ 3 ആണ്, ആെക േകസുകളുെട എ؉ം 9000 ആണ്, 
അതിനാൽ ലളിതമാׯിയതിന് േശഷം ഇത് 1000-ൽ 27 ആയി മാറുؗു അെ׸بിൽ നി׹ൾ്0.027 ׯ ശരി 
എ്ؗ പറയാം, െസ്ئ ൈസؑാؓിക െനാേ؂ഷനുകൾ ഉപേയാഗിؗുׯ മെئാരു ْപശ് നം നമു്ׯ എടുׯാം. f
സٔതْؓവും ؛സ് േْപാബബിലിئിയും ഒؗിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ഇന്റർെസײൻ ന്െറ e e f 
േْപാബബിലിئി 2 ന് 9 ന് തുലّമായിരിׯെ؂ , യുെട സംഭാവّത േْപാബബിലിئിേയׯാൾ വലുതാണ്  e f 
ന്െറ േْപാബബിലിئി നി׹ൾ കെ؇؋ണം, അതിനാൽ എ്ؗ പറയുؗതിന് യുെട േْപാബബിലിئി p e 
തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം, ഇേؚാൾ ؛സ് േْപാബബിലിئി എഫ് ന്െറ േْപാബബിലിئി e 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന്െറ േْപാബബിലിئി ഒؗിന് തുലّമാകും എؗാണ്.  f 
ൈമനസ് ഇേؚാൾ ഇന്റർെസײൻ ന്െറ േْപാബബിലിئി, കാരണം സٔതْؓമാെണ׸ിൽ , ഇത് p e f e, e
യുെട േْപാബബിലിئി ആയി യുെട േْപാബബിലിئി ആയി മാറുؗു, f 
അ׹െന 1 ൈമനസ് േല്ׯ ന് തുലّമാണ് , അതായത് 2 ന് 9 ന് തുലّമാണ് , ഇത് ഒരു p p 
ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّമാണ് അതിനാൽ ആകാം, കാരണം ഈ ര؇് p 1 by 3 r 2 by 3 
മൂലّ׹ൾുׯം ഈ സമവാകّം മാْതേമ ഇേؚാൾ തൃلിٝെؚടുൂ؋, ഞാൻ ആയി p 1 by 3 
തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ന്െറ േْപാബബിലിئി 2 ആയി മാറും എؗാൽ യുെട f by 3 e 
സംഭാവّതേയׯാൾ വലുതാണ്  ന്െറ േْപാബബിലിئി f 
അ׹െന നأൾ യുെട േْപാബബിലിئി 2 ആയി തിരെ؁ടുുׯം, കാരണം e by 3 
അ׹െനെയ׸ിൽ ന്െറ േْപാബബിലിئി 1 ആയി മാറും . ഈ ْപٍ؋٠ിൽ ഞാൻ ഇവന്റുകളുെട f by 3 
സٔാതّْؓം എؗ ആശയവും അبാ؋വയുെട സി؋زിന്െറ േനരിت؂ു പരിഹാരവും ഉപേയാഗിു׺. 
-േരഖീയ സമവാകّം മെئാരു ഉദാഹരണം നൽകാം െസ്ئ ൈസؑാؓിക േْപാബബിലിئികൾ e 
ഉപേയാഗിؗുׯ എؗിവ ഏെത׸ിലും ര؇് സംഭവ׹ളായിരിׯെ؂ , യുെട സാധّതേയׯാൾ 0 e, f e 
കുറവും 1 -ൽ താെഴയുت യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ 0 കുറവും കൂടാെത യുെട സംഭാവّത f e 
േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാെണؗും നൽകിയിരിുؗുׯ. നൽകിയിരിؗുׯ എഫിന്െറ e 
േസാപാധികമായ േْപാബബിലിئി യുെട സാധّതേയׯാൾ കൂടുതലാണ് , ഈ വّവرകളിൽ ചില e 
ْപസ് താവനകൾ െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. യുെട പൂരക സംഭാവّത നൽകിയ f f e 
പൂരക؋ിന്െറ സംഭാവّതേയׯാൾ കൂടുതലാണ്, ഇേؚാൾ യുെട സംഭാവّത യുെട e e 
സംഭാവّതേയׯാൾ കുറവാണ് എ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ .  നൽകിയിരിؗുׯ എؗത് e f e 
ഇന്റർെസײൻ ന്െറ േْപാബബിലിئിയാണ് ന്െറ േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, ഇതിനർ،ം f f e
ഇന്റർെസײൻ ന്െറ േْപാബബിലിئി യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ വലുതാണ് ഇേؚാൾ ഇത് f e 
നി׹ൾ്ׯ ഇന്റർെസײന്െറ േْപാബബിലിئി ആയി എഴുതാം േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ e f f

Pru
tor
@
IIT
K



ന്െറ േْപാബബിലിئിേയׯാൾ വലുത് യുെട േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് ന്െറ e f 
േْപാബബിലിئിേയׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് ന്െറ േْപാബബിലിئിയبാെത മെئാؗുമب, ഇത് ന്െറ f f 
േْപാബബിലിئിേയׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് ْപُാٝവനയിൽ െതളിയി1 ുؗുׯ. എഫിന്െറ 
സംഭാവّത ഇവിെട رാപി׺ിരിؗുׯ യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാെണ്ؗ െതളിയിേׯ؇ e 
ഒ്ؗ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ ര؇ാമേ؋ത് എടുׯാം, ഞാൻ 
അതിെന ഒ്ؗ വിളിׯാം , ഇന്റർെസײൻ ന്െറ എഫ് ൈമനസ് േْപാബബിലിئിയുെട സാധّത e f 
പരിഗണിׯാം യുെട എഫ ്ൈമനസ് േْപാബബിലിئി എഫ് ന്െറ േْപാബബിലിئിേയׯാൾ e 
കുറവായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇടതുഭാഗം എഫ് ഇന്റർെസײൻ ഇ േകാം؛ിെമന്റിന്െറ 
േْപാബബിലിئിയും വലതുഭാഗം യുെട 1 ൈമനസ് േْപാബബിലിئിയും ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ഇത് e 
ْപُാٝവനയ്്ׯ തുലّമാണ് എഫ ്ഇന്റർെസക് ഷൻ ഇ േകാം؛ിെമന്റിന്െറ േْപാബബിലിئി, എഫ് ഇൻ 
േْപാബബിലിئിയിേലتുׯ േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് എഴുതിയാൽ 
എഫ് ഇന്റർെസײന്െറ േْപാബബിലിئിയായി മാറുؗു ന്െറ േْപാബബിലിئി െകാ؇് e complement 
ഹരി׺ാൽ ന്െറ േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ് ഈ േ്ئز െമന്റ് ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ f f 
തുലّമാണ് എؗത് യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് e complement f f 
എؗതിന്െറ  േْപാബബിലിئി എؗ േ്ئز െമന്റ് നآർ  േْപാബബിലിئി നൽകിയ പൂരക؋ിന്െറ 3 3 e 
സാധّതേയׯാൾ വലുതാണ്  അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝിരിؗുׯത് യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ e 
കുറവാണ് എؗ വّവر ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിു׺, ഇത് േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ്, ഇത് e 
ഇന്റർെസക് ഷൻ എഫ് േْപാബബിലിئിേയׯാൾ വലുതായി ഞ׹ൾ ലളിതമാുؗുׯ .  വശ׹ൾ ഞാൻ 

ൈമനസ് െചയ ്തു, അതിനാൽ ഇത് ലളിതമാׯിയതിന് േശഷം അസമതٔം വിപരീതമായി മാറുؗു , pf 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ആവശّമായ ഫലം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ മൂؗാമേ؋ത് 
ഞ׹ൾ െതളിയിു׺ , ര؇ാമേ؋ത് െതളിയിׯാൻ ര؇ാമേ؋ത് വീ؇ും േനാׯാം, ഞാൻ ഇത് ഒؗിൽ 
നി്ؗ വീ؇ും ഉപേയാഗിുׯം  ഇ ഇന്റർെസײൻ ന്െറ ഇ ൈമനസ് േْപാബബിലിئി ഞ׹ൾ f 
പരിഗണിുؗുׯ, അത് യുെട സാധّതേയׯാൾ കുറവാണ് ന്െറ േْപാബബിലിئിയിേലتുׯ e f 
സാധّത ഇന്റർെസײൻ എഫ് പൂരക؋ിന്െറ സംഭാവّത യുെട 1 ൈമനസ് േْപാബബിലിئി ആയി e e e
യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഇന്റർെസײൻ എഫ് േകാം؛ിെമന്റിന്െറ e 
േْപാബബിലിئി യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ . യുെട e e 
േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ് ന്െറ േْപാബബിലിئി, ഇത് യുെട f complement e 
േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് ന്െറ േْപാബബിലിئി എ്ؗ f complement 
പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, യുെട േْപാബബിലിئിേയׯാൾ കുറവാണ് അത്  ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ e 
ഞ׹ൾ ആ ْപُാٝവന ഒരിׯൽ കൂടി ഇവിെട رാപിു׺, അതിനാൽ ഞ׹ൾ േസാപാധിക 
േْപാബബിലിئി എؗ ആശയം ഉപേയാഗിു׺, അതിനാൽ ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ േസാപാധിക 
േْപാബബിലിئിയുെട നിർവചനം ْപേയാഗിു׺, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ ര؇് رല׹ളിൽ 
കൂ؂ിേ׺ർׯൽ നിയമം ഉപേയാഗിു׺, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇ ഇന്റർെസײൻ എഫ് ؛സ് േْപാബബിലിئി  f 
ഇന്റർെസײൻ പൂരകം ഇവിെട സമാനമായി ഉപേയാഗി׺ിരിؗുׯ ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ e f 
തുലّമാണ് ഇതിൽ ഞാൻ ഇ ഇന്റർെസക് ഷൻ എഫ് േْപാബബിലിئിയും ഇ ഇന്റർെസײൻ എഫ് 
േകാം؛ിെമന്റിന്െറ േْപാബബിലിئിയും ഇ യുെട േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ 
ഡയْഗം ഇതുേപാെല ഉ؇ാׯിയാൽ ഇതാണ് സ׸ലന നിയമം. ഇതായിരിുׯം ഇ ഇന്റർെസײൻ എഫ് 
ഇതായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇതിന്െറ യൂണിയൻ ഇ സമാനമാണ്, ഞാൻ എഫ ്ഇന്റർെസײൻ ഇ 
േകാം؛ിെമന്റ് പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, അതാണ് ഈ ഭാഗം എഫ് കവല ഇതാണ്, അതിനാൽ 
ര؇ിന്െറയും യൂണിയൻ എടു؋ാൽ എനി്ׯ എഫ് ലഭിുׯം ഏെത׸ിലും തര؋ിലുت ജّാമിതീയ 
ആർഗّുെമന്റ് ഉപേയാഗിؗുׯ ഒരു ഉദാഹരണം, അതിനാൽ  9 െസന്റീമീئർ നീളമുت ഒരു ൈലൻ 
െസഗ് െമന്റിൽ ْകമരഹിതമായി ര؇് േപായിന്റുകൾ തിരെ؁ടുׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ഒരു ൈലൻ 
െസഗ് െമന്റ ് ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂരം  െസന്റിമീئറിൽ കുറവായിരിׯാനു3 ت
സാധّത കെ؇؋ാം.  ഇത് ജّാമിതീയമായി േനാൂׯ, അതിനാൽ  െസന്റീമീئർ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ്9
ഞ׹ൾ തിരെ؁ടുുؗുׯ ഇവിെട ശരി , അത് ഇവിെടയും ആകാം, ഇവിെടയും ഇവിെടയും x, y x y 
ആകാം ഇവിെടയും ആകാം അതായത് േനׯാൾ കുറവായിരിׯാം േനׯാൾ x y, x yx- y-
വലുതായിരിׯാം, പേײ ഈ ദൂരം 3 െസന്റിമീئറിൽ കുറവായിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ , 
അതിനാൽ ഇത് കാണാനുت ഒരു മിക׺ മാർഗം നമു്ׯ ഇത് ഒരു ദٔിമാന തല؋ിൽ േ؛ാ؂് െചإാം, ഇത് x 
അײമാണ്, ഇത് അײമാെണؗും ഞ׹ൾ ഒരു ചതുരമായി കണׯാുׯകയും െചإാം.  വലിؚം y 
ഒآത് എؗതിനർ،ം നി׹ൾ്ׯ ഈ വശു؋ം 9 9 ഉ؇്, ഇതാണ് ൈലൻ, അതിനാൽ ൈമനസ് x y 3 

ൽ കുറവായിരിׯണം ൈമനസ് 3-ൽ കുറവായിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ. അതിനാൽ ry- x 
ഞ׹ൾ ഈ ര؇് വരികളും ഇവിെട പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ  ൈമനസ് എؗത് മൂؗിന് x y 
തുലّമാണ്, ഇതാണ് വരി ൈമനസ് എؗത് മൂؗിന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ മെئാരു വരി ൈമനസ് x y x y 
എؗത് ൈമനസ് ْതീ്ׯ തുലّമാണ്, നി׹ൾ്ׯ േവണെമ׸ിൽ , പൂജّം ആെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ആ y x 
അവر പരിേശാധിׯാം നി׹ൾ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ കരുതുകയാെണ׸ിൽ, x y
എؗത് ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ േപായിന്റുകൾ കൂ؂ിേ׺ർ്؋ അത് വര׺ാൽ , x
എؗത് 0 ആെണ׸ിൽ എؗത് 3 ന് തുലّമാണ് എ്ؗ പറ؁ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് ഈ വശ്؋ y y 
സമാനമായി ലഭിുׯം.  എؗത് 0 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ൈമനസ് 3 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇതാണ് y x 
നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭിؗുׯ വരി, അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ ഞ׹ൾ പരിഗണിുؗുׯ ഇവിെട x y 
ദٔിമാന തല؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു ചതുര؋ിെല എؗ േപായിന്റ് ദٔിമാന തല؋ിൽ പരിഗണിׯാം, xy 
അതിനാൽ ഈ വിُീٝർ؉ം 9 മുതൽ 9 വെര, അതായത് 81 ചതുരْശ െസന്റീമീئർ , േഷഡുت ْപേദശം 
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ആവശّമുت ْപേദശമാണ് , ആവശّമായ േْപാബബിലിئി വിُീٝർ؉؋ിന് തുലّമാണ് . േഷഡുت 
ْപേദശെ؋ െമാ؋ം വിُീٝർ؉ം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ വലത് േകാണ ْതിേകാണം ah , 
ഉتത് േപാെല ഇത് എളുؚമുت രീതിയിൽ െചإാം, അതിനാൽ ഇതിന്െറ വിُീٝർ؉ം 6 മുതൽ 6 വെര 2 
ആയിരിുׯം, അതായത് 18 ആണ്, ഇവിെട അേത കാരّം 18 ؛സ് 18 36 അതിനാൽ 18 1 ൈമനസ് 36 െന 81 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് 5 െകാ؇് 9 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇത് നأൾ ഡയറ്ٚع ജّാമിതീയ 
ആർഗّുെമന്റ് ഉപേയാഗിؗുׯ ഒരു ْപേയാഗമാണ്, എؗിരുؗാലും ഒരാൾ്ׯ ഒരു നിحിത ബിേവറിേയ്ئ 
ഡിസ്ْടിബّൂഷൻ ഉപേയാഗിׯാനും കുറ്׺ അഡٔാൻസ് േْപാബബിലിئി തിയറി ഉപേയാഗിׯാനും 
കഴിയും, പേײ ഇവിെട ഞാൻ ഉ؇്  ഒരു ലളിതമായ ജّാമിതീയ ആർഗّുെമന്റിലൂെട നമു്ׯ 
ആവശّമായ േْപാബബിലിئി ഇവിെട ലഭിുׯെമ്ؗ കാണിുؗുׯ ഉം ഉം 2 ഓൺസ് ആകെ؂, u 1 u 2 
അതായത് ൽ മൂ്ؗ െവتയും ര؇് ചുവؚും േബാളുകളും ൽ ഒരു െവളു؋ പؓും മാْതേമ ഉൂت , u1- u2-
തല ْപതّײെؚ؂ാൽ ഒരു നാണയം വലിെ׺റിയെؚടും.  അേؚാൾ ൽ നി്ؗ ْകമരഹിതമായി ഒരു s  u1-
പ്ؓ വലിെ׺ടു്؋ ൽ ഇടുؗു, എؗിരുؗാലും ദൃശّമാകുകയാെണ׸ിൽ ര؇് പؓുകൾ ൽ u2- l u1- 
നി്ؗ ْകമരഹിതമായി വലിെ׺ടു്؋ ൽ ഇടുؗു, ഇേؚാൾ ൽ നി്ؗ ഒരു പ്ؓ ْകമരഹിതമായി u2- u2- 
വലിെ׺ടുുؗുׯ , അതായത് യഥാർ،؋ിൽ ന് ര؇് പؓുകൾ ഉ؇ായിരിׯാം അെ׸بിൽ  അതിൽu2-
നി്ؗ മൂ്ؗ പؓുകൾ ഉ؇ാകാം, അതിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ ഒരു പ്ؓ ْകമരഹിതമായി തിരെ؁ടുുؗുׯ , u2
ൽ  നി്ؗ വര׺ പ്ؓ െവളു؋തായിരിׯാനുت സാധّത എؓാണ്, ൽ നി്ؗ വര׺ പ്ؓ u2 
െവളു؋തായിരിുׯേآാൾ , നാണയ؋ിൽ തല ْപതّײെؚടാനുت സാധّത എؓാണ് ?  മുآെ؋ 
എ؀ിനീയറിംഗ് ْപേവശന പരീײകളിെലാؗിൽ േചാദി׺ ْപٍ׹٠ൾ നമു്ׯ പൂർ؉മായി പരിഹാരം 
േനാׯാം, അതിനാൽ ഓേരാ ഇവന്റിനും അനുേയാജّമായ െസ്ئ ൈസؑാؓിക േْപാബബിലിئി ഞാൻ 
ഇവിെട ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഒരു െസ്ئ നിർവചിുׯം, അതിനാൽ ൽ നിؗുت പ്ؓ ഇവന്റിെന u2-
സൂചിؚിׯാം. െവت എؗത് നാണയ؋ിൽ തലയുت സംഭവവും എؗത് നാണയ؋ിൽ വാലുت b2 
സംഭവവും ആകെ؂, അതിനാൽ നാണയം നّായമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ ബി 
വ؉ിന്െറ സാധّതകളും ബി ടു യുെട സാധّതയും  ഇേؚാൾ പകുതി്ׯ തുലّമായിരിുׯം, wi 
നൽകിയിരിؗുׯ ബി വൺ എ്ؗ പറയാനുت സാധّത എؓാണ്, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ ബി 1 
എؗാൽ തല വؗാൽ അർ،മാؗുׯത് ഞ׹ൾ ൽ നി്ؗ ഒരു പ്ؓ വര്׺ േല്ׯ ഇടുؗു, ആ പ്ؓ u1 u2 
ഒരു െവളു؋ േബാൾ ആകാം അെ׸بിൽ ആ പ്ؓ ഒരു ആകാം  ചുവؗ പ്ؓ അതിെന ആْശയി്׺ ഇരു്آ

ൽ നി്ؗ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ വരയ്ׯാനുت സാധّത എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ േചാദിുؗുׯ, അതിനാൽ u2 
നമു്ׯ ഈ സംഭവം ശരിയായി എഴുതാം െവളു؋ േബാൾ ൽ നി്ؗ വര׺ത് ൽ നി്ؗ ൈവ്ئ േബാൾu2 u1 
വരയ്ׯാനുت സാധّതയിേലׯാണ് ൽ  നി്ؗ ൽ നി്ؗ െവت പ്ؓ വരയ്ׯാനുت സാധّത, u1- u2-

ൽ നി്ؗ ചുവؗ പ്ؓ ൽ നി്ؗ വരയ്ׯാനുت സാധّതയാണ് ,  അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് u1- u1-
െചᅃٝത് , ൽ നി്ؗ ഇേؚാൾ ൽ നി്ؗ ഒരു പ്ؓ വരയ്ുׯേآാൾ ആെക േْപാബബിലിئി എؗ u1- u1-
സിؑാؓം ْപേയാഗിു׺. മൂ്ؗ െവتയും ര؇് ചുവؚും േബാളുകൾ അട׹ിയിരിؗുׯതിനാൽ കഷ؇ി 
െവتേയാ വര׺ കഷ؇ി െവتയാെണ׸ിൽ ചുവേؚാ ആകാം, അേؚാൾ ന് ര؇് െവت പؓുകളും u2 
ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ െവളു؋ പ്ؓ വരയ്ׯാനുت സാധّത  ലളിതമായി ഒؗാകുക, എؗാൽ 
നി׹ളിൽ നി്ؗ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ വരാനുت സാധّത എؓാണ്, അത് 3-ൽ അ؀് ആയി മാറും, 
കാരണം ൽ ആെക അ؀് പؓുകൾ ഉ؇് അതിൽ മൂ്ؗ െവളു؋താണ്, അതിനാൽ ഒരു ചുവؗ പ്ؓ u1-
ആെണ׸ിൽ േْപാബബിലിئി 3-5 ആയി മാറും. വര്׺ ൽ ഇടുؗു, അേؚാൾ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ u2-
വരയ്ׯാനുت സാധّത പകുതിയായി മാറും, കാരണം ര؇ിൽ നമു്ׯ ഒരു െവتയും ഒരു ചുവؗ പؓും
ഉ؇ാകും , ഒരു ചുവؗ പ്ؓ നി׹ളിൽ നി്ؗ െചإെؚടാനുت സാധّത ര؇ായി അ؀ായിരിുׯം, 
അതിനാൽ ഇത്  നാലായി അ؀് എؗبാെത മെئാؗുമب , തؗിരിؗുׯ ബി 2 ന്െറ േْപാബബിലിئി 
കണׯാׯാം, നൽകിയിരിؗുׯ ബി 2 ന്െറ േْപാബബിലിئി ൈവ്ئ േബാളിന്െറ സംഭാവّത ൽ നി്ؗ u2 
വരയ്ുؗുׯ , ഇേؚാൾ ഒരു വാൽ ഉتേؚാൾ ര؇് പؓുകൾ യു വിൽ നി്ؗ എടു്؋ ഒ്ؗ ഇടുؗു അത് യു 
2 ആകാം, 
അ׹െന ര؇ും െവتയാകാം ഒ്ؗ െവتയാകാം ഒ്ؗ ചുവ്ؚ ആകാം അെ׸بിൽ ര؇ും ചുവ്ؚ 
ആകാം, അതിനാൽ െമാ؋ം േْപാബബിലിئിയുെട സിؑാؓം ْപേയാഗി്׺ നമു്ׯ എبാ സാധّതകളും 
വീ؇ും േനാׯാം, അതിനാൽ ൽ നി്ؗ ര؇് െവളു؋ േബാളുകൾ േْപാബബിലിئിയിേല്ׯ u1 
വരയ്ുؗുׯ.  ൽ നി്ؗ െവت പؓുകൾ വരയ്ുؗുׯ , ൽ നി്ؗ ഒരു െവتയും ഒരു ചുവؗ പؓും u1- u1-

ൽ നി്ؗ വരയ്ുׯേآാൾ, ൽ നി്ؗ െവت പ്ؓ വരയ്ׯാനുت സാധّതയും ൽ  നി്ؗ ഒരു u1- u2- u1-
െവتയും ഒരു പؓും വരയ്ׯാനുت സാധّതയും ൽ നി്ؗ െവت പ്ؓ വരയ്ׯാനുت സാധّതയും u2-
നൽകുؗു.   നി׹ളിൽ നി്ؗ ര؇് ചുവؗ േബാളുകൾ വരയ്ുؗുׯ, ഒ്ؗ നി׹ളിൽ നി്ؗ ര؇് ചുവؗ 
പؓുകൾ വരയ്ׯാനുت സാധّതയിേല്ׯ ഒ്ؗ വരെ؂, ഇവിെട വാചകം ആവർ؋ിׯെ؂, ഞ׹ൾ 
ആെക േْപാബബിലിئിയുെട സിؑാؓം ْപേയാഗിു׺ അർ،മാؗുׯത് ഒരു വാൽ കി؂ിയാൽ ഒരു b2 
നാണയം വലിെ׺റിയുേآാൾ ഒരു വാൽ ലഭിു׺ എؗാണ്.  തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ൽ നി്ؗ ര؇് പؓുകൾ u1-
വര്׺ േല്ׯ ഇടുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ മൂ്ؗ സാധّതകൾ േനാുׯകയാണ്, നി׹ളിൽ നിؗുت u2-
ര؇് പؓുകളും ഒ്ؗ െവتയാകാം ഒരു പ്ؓ െവتയാകാം അെ׸بിൽ ഒ്ؗ ചുവؚാകാം അെ׸بിൽ 
ര؇് പؓുകളും ചുവؚാകാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അേപײിു׺ ൈവ്ئ േബാളിന്െറ സംഭാവّത 
വിവരിؗുׯതിനുت െമാ؋ം േْപാബബിലിئിയുെട സിؑാؓം ൽ നി്ؗ എടു؋താണ്, അതിനാൽ u2-
ഒരു വാൽ ലഭി׺തിനാൽ , ഈ സാധّതകൾ പരിേശാധിു׺െകാ؇് ഞ׹ൾ ഇത് പൂർ؉മായും 
വിവരിുؗുׯ. നി׹ളിൽ നി്ؗ ഒؗിൽ നിؗാണ് പؓുകൾ വര׺ത്, അേؚാൾ നി׹ളുെട ര؇ിൽ എبാ 
െവളു؋ പؓുകളും ഉ؇ാകും, അതിനാൽ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ വരയ്ׯാനുت സാധّത ഒؗായിരിുׯം, 
എؗിരുؗാലും മൂ്ؗ െവളു؋ പؓുകൾ ഉتതിനാൽ നി׹ളിൽ നി്ؗ ര؇് ഉയരമുت പؓുകൾ 
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വരയ്ׯാനുت സാധّത എؓാണ് മൂ്ؗ സി ര؇ിെന ആെക അ؀് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അ؀് സി ര؇് 
 ഇടുക, തുടർ്ؗ ന് ര؇് ഉയരവും u1 u2 u2 ׯേല് ്׺യും ഒരു ചുവؚും വരتസ് ഉ؇്, ൽ നി്ؗ ഒരു െവ؛
ഒരു ചുവؚും ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ വരയ്ുׯേآാൾ സംഭാവّത ര؇ായി മാറും 
ഈ സാധّതയുെട സംഭാവّത 3 ആയിരിുׯം  ഒരു ൈവ്ئ േബാൾ വരയ്ׯാനുت സാധّത c 1 2 c 1 
മൂؗായി മാറും, ഈ തിരെ؁ടുؚിന്െറ സംഭാവّത 2 സി 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 5 സി 2 ആയിരിുׯം, 
ഇേؚാൾ ഈ പദْപേയാഗ׹ൾ ഒരാൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാം 3 സി 2 ആണ് 3 5 സി 2 10 3 സി 1 
ആണ് 3 2  എؗത് 1 2 ആണ് 1 2 ആണ് 2 അതിനാൽ ലളിതമാׯിയ േശഷം ഈ മൂലّം c 1 c 2 c 2 b  

ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ൽ നി്ؗ വര׺ പ്ؓ െവളു؋തായിരിׯാനുت സാധّത ecomes 11 by 15. u2 
കണׯാׯാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗത് നി׹ൾ കാണുؗു, ഇതാണ് ഇവന്റ് , നൽകിയിരിؗുׯ 
ഒരു ന്െറ േْപാബബിലിئിയും നൽകിയിരിؗുׯ ന്െറ േْപാബബിലിئിയും ഞ׹ൾ b1 b2 
കണׯാׯിയതിനാൽ ഞ׹ൾ ആെക സിؑാؓം വീ؇ും ْപേയാഗിുؗുׯ യുെട േْപാബബിലിئി a 
േْപാബബിലിئി , തؗിരിؗുׯ ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് ന്െറ േْപാബബിലിئി ؛സ് b v1 
തؗിരിؗുׯ ന്െറ േْപാബബിലിئി ന്െറ േْപാബബിലിئി, അതായത് 4 5 ന് പകുതിയും 11 ന് 15 നും b2 b2 
പകുതി ആകും 
അ׹െന അത് 23 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ സാധّത ൽ നി്ؗ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ by 30 u2-
വരയ്ؗുׯതിന്െറ 23 ൈബ 30 ആണ്. ഇേؚാൾ ൽ നി്ؗ വര׺ പ്ؓ െവളു؋താെണ׸ിൽ , u2-
നാണയ؋ിൽ തല ْപതّײെؚടാനുت സാധّത എْതയാെണ്ؗ കണׯാׯാൻ ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു, അതായത് 1-ന്െറ സാധّത. നൽകിയിت؂ു ന്െറ േْപാബബിലിئി കെ؇؋ാൻ b b 1 
ഇവിെട അടിرാന സിؑാؓം ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ന്െറ േْപാബബിലിئി b 1 
നൽകിയിരിؗുׯത് ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് , തؗിരിؗുׯ ന്െറ േْപാബബിലിئി b 1 b 1 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ സംഭാവّതയിേല്ׯ തؗിരിؗുׯ ന്െറ ؛സ് േْപാബബിലിئി ന്െറb 1 b 2 b 1 v 2 
േْപാബബിലിئി ആയി. അതിനാൽ ഇവിെട 4 െകാ؇് 5 ആׯി 1 െകാ؇് 2 ആയി 23 െകാ؇് 30 െകാ؇് 
ഹരി׺ാൽ 12 െകാ؇് 23 ന് തുലّമായ എبാ മൂലّ׹ളും ഞ׹ൾ ഇവിെട മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ, 
ഞാൻ നി׹േളാട് വീ؇ും പറയെ؂.  ഒരു തല നിരീײിുׯേآാൾ ൽ നി്ؗ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ u2 
വരയ്ׯാനുت സാധّത കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ഈ ْപٍ؋٠ിൽ മൂ്ؗ തവണ േടാ؂ൽ േْപാബബിലിئി 
സിؑാؓം എؗ ആശയം ഉപേയാഗിു׺, അതിനാൽ ൽ നി്ؗ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ ഉ؇ാകാനുت ര؇് u1 
സാധّതകൾ ഇവിെടയു؇് . ൽ ഇടുؗത് അെ׸بിൽ ൽ നി്ؗ ഒരു ചുവؗ പ്ؓ ഉ؇ാകാം , അത് u2- u1-
ര؇ാമെ؋ േകസിൽ ൽ ഇടാം, അത് െവളു؋ പؓിന്െറ സാധّത കണׯാׯാൻ ൽ നി്ؗ ഒരു u2- u2-
വാൽ നിരീײിുׯേآാൾ മൂ്ؗ േകസുകൾ ഉ؇ാകാം, കാരണം ഞ׹ൾ ൽ നി്ؗ ര؇് പؓുകൾ u1-
വരയ്ുؗുׯ , അതിനാൽ ര؇ും െവت ആകാം െവتയും ചുവؚും ര؇ും ചുവؚും ആകാം, r1 r 
ഇതിെന ആْശയി്׺ ഞ׹ൾ ഇതിന്െറ ര؇ാം ഭാഗ؋ിൽ വിവിധ സാധّതകൾ കണׯാׯി ഞ׹ൾ 
ഇവിെട േബസ് സിؑാؓം ഉപേയാഗിു׺. ഞാൻ മെئാരു പരിഹരിׯെ؂   എൻ ؛സ് വൺ േബാളുകൾ pr 
അടؗു׹ ഇരു്آ ക؉ിൽ ഐ ൈവ്ئ േബാളുകളും ؛സ് 1 ൈമനസ് ഐ െറഡ് േബാളുകളും ഐ 1 n 
മുതൽ ന് തുലّമാണ്, 1 2 എؗ നآറുت ആയുധ׹ളു؇്. അതിൽ നി്ؗ ഒരു പ്ؓ വരയ്ുؗുׯ , n n n i 
തിരെ؁ടു؋ സംഭവെ؋ സൂചിؚിׯെ؂ ,  തിരെ؁ടു؋ ൈകയിൽ നി്ؗ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ ui 
വര׺ സംഭവം ആയിെׯാتെ؂, എؗ സംഭവെ؋ സൂചിؚിുׯക, അׯമി؂് േപാലും w e 
തിരെ؁ടു؋ിരിؗുׯ സംഭവെ؋ സൂചിؚിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക.  ന് ui i 
ആനുപാതികമായിരിുׯക, കാരണം മുതൽ വെര തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ യുെട േْപാബബിലിئി i 1 n ui 
 തിനാൽ n wؗുׯപവണത കാണിْ ׯേകസിൽ അനؓതയിേല് ؋ിൽ, ര؇ാമെ׸ിരതയാെണر
േْപാബബിലിئിയുെട പരിധി കെ؇േ؋؇തു؇് , മുതൽ വെര തുലّമാണ്, ഇവിെട ഒരു i 1 n c 
 ui n w ؋ിൽ നൽകാ׸ി 1 ന്െറ ന് തുലّമാെണئമാണ്. യുെട േْപാബബിലി׸ിരാر
മൂؗാമേ؋തിന്െറ േْപാബബിലിئി കെ؇ു؋ക , മുതൽ വെര തുലّമാണ് , എؗത് ഒരു i 1 n n 
േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّയാണ് , നൽകിയിരിؗുׯ യുെട േْപാബബിലിئി കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ e 
ഞാൻ ْപٍ٠ം ഒരിׯൽ കൂടി ആവർ؋ിׯെ؂ ഉ؇്  ഞ׹ൾ ഏത് അേയാണുകൾ  1 മുതൽ വെര n n 
തിരി׺റിയുക, അതിനാൽ അവയിൽ ഓേരാؗിനും ؛സ് 1 േബാളുകൾ ൽ ഉ؇് െവتയും n i ethan- i n
 അതിൽ നി്ؗi ؋തിരെ؁ടു് آികളും ഇേؚാൾ ْകമരഹിതമായി ഒരു ഇരു്؋സ് 1 ൈമനസ് െറഡ് ഭി؛
ഒരു പ്ؓ ഇേؚാൾ വലിെ׺ടുുؗുׯ ഞ׹ൾ ചില ഇവന്റുകൾ തിരി׺റിയുؗു, അതിനാൽ എؗത് ui 
ഐ െസല്ٚع െചؗുإ ഇവന്റ് ആണ്, എؗത് തിരെ؁ടു؋ ൈകയിൽ നി്ؗ ഒരു െവളു؋ പ്ؓ w 
വര׺ സംഭവമാണ്, ആണ് ഇതിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഇര؂ അׯമുت ഇരു്آ തിരെ؁ടുؗുׯ e 
ഇവന്റ് ഞ׹ൾ ചില ْപٍ׹٠ൾ േചാദിുؗുׯ ഉദാഹരണ؋ിന്, യുെട േْപാബബിലിئി ന് ui i 
ആനുപാതികമാെണ׸ിൽ , അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിؗുׯതിനാൽ യുെട േْപാബബിലിئി n w 
എْതയാണ് പരിധി കെ؇ു؋ക, അതുേപാെല തെؗ യുെട േْപാബബിലിئി رിരമാെണ׸ിൽ, ui 
നൽകാ؋ യുെട േْപാബബിലിئി കെ؇ു؋ക, മെئാؗിൽ നൽകിയിരിؗുׯ യുെട w w 
േْപാബബിലിئി കെ؇ു؋ക. യുെട േْപാബബിലിئി ന് ആനുപാതികമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഇതിന്െറ ui i 
പരിഹാരം േനാׯാം, യുെട േْപാബബിലിئി ഈസ് ഈസ് എ്ؗ എഴുതാം .  അവർ േചാ ui ki 
ആയിരിׯണം  െസൻ അതിനാൽ ഇത് നി׹ൾ്ׯ സി׶ നൽകുؗു ഒؗിന് ആണ്, അത് k ii n k 
തവണ േല്؛ ׯസ് 1 െകാ؇് 2 ന് തുലّമാണ്, അത് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് െകാ؇് n n k n n
 സ് 1 ആയി ui i n n؛ ്؇ി തുലّമാണ്  2 മുതൽ െകാئാൽ യുെട േْപാബബിലി׺സ് 1 ആയി ഹരി؛
ഹരി׺ാൽ മുതൽ വെര തുലّമാണ്, അതായത് ൽ ആദّേ؋ത് തിരെ؁ടു؋ത് i 1 n u1-
േْപാബബിലിئി 2 െകാ؇് െകാ؇് ؛സ് 1 ആയി ഹരി׺ാൽ , എؗത് 4 െകാ؇് േല്ׯ n n on 2 n-
േْപാബബിലിئി ഉപേയാഗി്׺ തിരെ؁ടു؛  .ു؋സ് 1 ഓൺ എؗത് േْപാബബിലിئി 2 െകാ؇് ؛സ് n n n 
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1 െകാ؇് ഹരി׺ാണ് തിരെ؁ടു؋ിരിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇവിെട ഉؗയിؗുׯ േചാദّം 
തിരെ؁ടു؋തിൽ നി്ؗ വര׺ െവളു؋ പ്ؓ ആയ യുെട േْപാബബിലിئി എؓാണ് , അതിനാൽ w 
നമു്ׯ സിؑാؓം ْപേയാഗിׯാം .  െമാ؋ം േْപാബബിലിئിയുെട സിؑാؓം, അത് യുെട w 
േْപാബബിലിئി നൽകുؗ സി׶ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്, യുെട േْപാബബിലിئിയിേല്ׯ ui 
നൽകിയിരിؗുׯത് 1 മുതൽ വെര തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇരുآിൽ ഐ ൈവ്ئ േബാളുകൾ n i-th 
ഉ؇് അതിനാൽ തിരെ؁ടുׯാനുت സാധّത ൽ നിؗുت ഒരു െവളു؋ പ്ؓ ؛സ് 1 IA-thon- i n 
െകാ؇് ഹരിുؗുׯ , യുെട സാധّത ഇേؚാൾ കണׯാؗുׯത് 2 ആണ്, െകാ؇് െകാ؇് ui- i n n n 
 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 2 െകാ؇് െകാ؇് ആയി i 1 n n n ׯാൽ േല്׺സ് 1 ആയി ഹരി؛
ഹരി׺ാൽ 1 സ്കٔയർ സേأഷൻ സ്കٔയർ മുതൽ വെര തുലّമാണ്, അതാണ് ആെകു؋ക  i i 1 n 
ആദّെ؋ േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّകളുെട ചതുര׹ളുെട സൂْതവാകّം അറിയെؚടുؗു , അത് n 

േല؛ تുׯസ് 1-േല്2 ׯ ൽ 1- ൽ നി്ؗ 6. n- n n-
അ׹െന ْപേയാഗി׺ാൽ നമു്2 ׯ േല്ׯ േല്1 ׯ ചതുരം േല്ׯ േല്2 ׯ േല്2 ׯ ൽ n- n- n- n- n- n-
എ1  .ുؗു؋ െകാ؇് 6. അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാം, ഇത് ര؇് തവണ 2 ؛സ് 1 n 
െന 6 െകാ؇് ؛സ് 1 ആയി ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്, കാരണം ഈ നിബؖനകൾ ؛സ് 1 ؛സ് 1 n n n 
റؐാുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ പരിധി എടു؋ാൽ നമു്ׯ ഇത് ലഭിുׯം  ഇതിൽ അനؓതയിേല്ׯ n 
നീؗു׹തിനാൽ നി׹ൾ്2 ׯ മുതൽ 2 ൈബ 6 വെര ലഭിുׯം, അത് 2 െകാ؇് 3 ന് തുലّമാണ്, n 
അനؓതയിേല്1 ׯ ന്െറ ْപവണത 0 േല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇവിെട െകാ؇് ഹരി׺ാൽ n 
നി׹ൾ്؛ 2 ׯസ് 1 െകാ؇് ലഭിുׯം, ഇവിെടയും  നി׹ൾ്؛ 1 ׯസ് 1 െകാ؇് ലഭിുؗുׯ , n n 
അതിനാൽ പരിധി 2 േല്2 ׯ ആണ്, അതായത് 2 ആണ്. ര؇ാം ഭാഗ؋ിൽ യുെട by 6 by 3 ui 
േْപാബബിലിئി رിരതയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ േْപാബബിലിئി رിരമാെണ׸ിൽ തവണ c n 
ഒؗിന് തുലّമാണ്  അതിനർ،ം ഇത് 1 ന്െറ ന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ യുെട ര؇ാം n ui 
ഭാഗ؋ിൽ 1 ന്െറ ന് തുലّമായിരിുׯം, കാരണം മുതൽ വെര തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നി׹േളാട് n i 1 n 
അൺ നൽകിയ യുെട േْപാബബിലിئി കണׯാׯാൻ ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ w 
ബേയസ് സിؑാؓം ْപേയാഗിׯാം  ഇവിെട അത് യുെട േْപാബബിലിئി   ആയി മാറും. ഐ ഈഥനിൽ w 
സി׶ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ഐ ൈവ്ئ േബാൾ ഉ؇്, അതിനാൽ േْപാബബിലിئി i 
ആയിരിുׯം ؛സ് 1, യുെട േْപാബബിലിئി 1 ന് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് സി׶ െകാ؇് n ui ii 
ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്  1 മുതൽ വെരയുتതിെന െകാ؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ؛സ് 1 െകാ؇് 2 n n n n 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 2 ന് തുലّമാണ് ؛സ് 1 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ؛സ് 1 െകാ؇് ഇരു്آ n n nth 
തിരെ؁ടുׯെؚടാനുت സാധّത 2 ആണ് ؛സ് 1 െകാ؇് ഹരി׺ത്.  ഇേؚാൾ  മൂؗാം ഭാഗ؋ിൽ n e 
യുെട സംഭാവّത എؓാണ് ഇവന്റ ്എؓാണ് ആ ഇര؂ സംഖّയുت എؗത് e e ir  on 
തിരെ؁ടു؋തിനാൽ അത് ന്െറ സി׶ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാകും എؗത് 2 ന് u 2 ii, n n 
തുലّമാെണ്ؗ ഞാൻ അനുമാനിുׯകയാെണ׸ിൽ 1 മുതൽ േല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് m m 
ആയി 2 െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അതായത് പകുതിയാണ്, അതിനാൽ നأൾ കവലയുെട സാധّത m w 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ അേؚാൾ അത് ഇന്റർെസײന്െറ സി׶ േْപാബബിലിئി്ׯ e w 
തുലّമാണ് എؗത് 1 മുതൽ േല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും എؗതിന്െറ u 2 ii m w 
ഗുണന റൂൾ േْപാബബിലിئി ْപേയാഗിׯാം ര؇് എؗതിന്െറ േْപാബബിലിئിയിേല്ׯ എؗത് u i ii 
ര؇ിൽ ഒؗിൽ നി്ؗ ന് തുലّമാണ്  അതിൽ ര؇് ഐ ൈവ്ئ േബാളുകൾ ഉ؇്, അത് ര؇ായി ഞാൻ n 
ര؇് മീ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒؗായി മാറുؗു, കൂടാെത ഒ്ؗ യു ടു എؗതിന്െറ സംഭാവّത ഒ്ؗ െകാ؇്i 
ര؇് ൈമ ആണ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആദّെ؋ സംഖّയുെട ആെകു؋കയാണ് m 
അതിനാൽ ഇത് 1 ആയി മാറുؗു െകാ؇് 2 ؛സ് 1 സി׶ അതായത് ആയി ؛സ് 1 െകാ؇് 2 m m i m m 
ആണ്, അതിനാൽ ഇത് എളുؚ؋ിൽ ലളിതമാׯാം, ؛സ് 1 എؗത് 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ؛സ് 1 ആണ് m m 

കവലയുെട സംഭാവّത യുെട േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് ؛സ് 1 ന് തുലّമാണ് 2 w e m m 
ാൽ ഞാൻ ഇ؂ത് th at n n n׺സ് 2 െകാ؇് ഹരി؛ സ് 2 ന് തുലّമാണ്؛ ാൽ  എؗത്׺സ് 1 െകാ؇് ഹരി؛
എؗത് ന് തുലّമാണ് ഇവിെട മെئാരു ْപശ് നമു؇് ഒരു പരീײണ؋ിന്  തുലّ സാധّതയു2 تm 10
ഫല׹ളു؇ാകെ؂ എؗിവ പരീײണ؋ിന്െറ ശൂനّമبാ؋ ര؇് ഇവന്റുകൾ ആകെ؂ നാല് a, b a 
തുലّസാധّതയുت ഈ 10 ഫല׹ളിൽ 4- ഉം യുെടതാണ്, യും യും സٔതْؓമാെണ׸ിൽ യ്്ׯ a a b a 
അനുകൂലമാണ്, ൽ എْത ഘടക׹ൾ ഉ؇ാകും, അതിനാൽ ഞാൻ എؗ െനാേ؂ഷൻ b- ne 
ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ യിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം സാآിൾ സ് െപയ് സിെല മൂലക׹ളുെട e-
എ؉ം 10 ആണ് , എؗത് ഇേؚാൾ നാല് ആയി നൽകിയിരിുؗുׯ , എؗിവ സٔതْؓമാണ്, na a, b 
അതിനാൽ ഒരു ഇന്റർെസײന്െറ േْപാബബിലിئി എؗതിന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ b 
തുലّമായിരിുׯം, കാരണം ഇന׹ൾ തുലّമാണ്. സാധّതയനുസരി്׺ ഫല׹ളാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഒരു കവലയുെട എؗ കവലയുെട ױാസിׯൽ നിർവചനം ْപേയാഗിׯാം, അത് ന്െറ െകാ؇് n n n 
ഹരി׺ാൽ ന്െറ ന്െറ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ന്െറ ന്െറ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ഇവിെട n n n n b n 
മൂലّ׹ൾ ഒരു കവലയുെട െകാ؇് പകരം വയ്ׯാം.  അതിനാൽ ഇത് 2 ആണ് അവിെട ന്െറn n b ns n-

ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ന്െറ ന്െറ 10-ന്െറ ന്െറ െയ 2- ഉം n- n- a- b- n- s- n- n- n-
ന്െറ െയ 5-ഉം ആുׯകയാെണ׸ിൽ, ര؇് വശ׹ളും തുലّമാണ്. അതുേപാെല , ഞാൻ 10-ന് b.- n-

തുലّമായ യുെട എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, എبാ ഘടക׹ളും അവിെട ഉെ؇ؗാണ് b n 
അർ،മാؗുׯത്, ഒരു കവലയുെട ആയി മാറും, കാരണം ഘടക׹ൾ ഉتതിനാൽ ഇത് 40 n 4 a 4 
ആയി മാറുകയും ഈ വശം 40 ആയി മാറുകയും െചുإം. അതിനാൽ യുെട സാധّമായ മൂലّ׹ൾ്ׯ nb-
മാْതേമ കഴിയൂ.  5 ആകുക, ന്െറ ആെണ׸ിൽ, ഒരു കവലയുെട നും ന്െറ r 10 b n 5 b n 2 b n 10 
നും തുലّമാെണ׸ിൽ ഒരു കവലയുെട ന് തുലّമായ യുെട ന് തുലّമായിരിׯണം. നി׹ൾ b n 4 a n 
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ഇവിെട ْശؑിؗുׯ ഒരു ْപേതّക കാരّം, ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ പദ׹ളുെട എ؉ം ഉപേയാഗി׺ി؂ു؇്
അെ׸بിൽ ഇവിെട വّװമായി ഉപേയാഗി׺ിരിؗുׯ ഒരു ഇവന്റിന് അനുകൂലമായ ഫല׹ൾ 
നി׹ൾ്ׯ പറയാൻ കഴിയും എؗതാണ്. അനുകൂലമായ േകസുകളുെട എ؉ം എؗാൽ ഈ ْപേതّക 
ْപٍ؋٠ിൽ ഞ׹ൾ അതിനായി ഒരു വّװമായ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിു׺, അത് ഉപേയാഗിുؗുׯ  f 
അെ׸بിൽ ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിؗുׯതിനാൽ , ഈ ْപേതّക േകാഴ് സിൽ , േസാപാധിക േْപാബബിലിئി 
േബസ് സിؑാؓം, േടാ؂ൽ േْപാബബിലിئിയുെട സിؑാؓം, സٔാതّْؓം എؗ ആശയം എؗിവ 
ഉൾെؚടുؗ േْപാബബിലിئിയുെട അടിرാന ആശയ׹ൾ വിശദീകരിׯാൻ ഞാൻ മതിയായ സമയം 
െചലവഴിു׺, അതുേപാെല തെؗ ഞ׹ൾ ْകമരഹിതമായ ആശയെുׯ؋റി്׺ ْഹസٔമായി ُ١ർശിു׺.  
അതിൽ നിؗുت േവരിയബിളുകൾ ഞ׹ൾ വّതിരിװമായ റാൻഡം േവരിയബിളുകൾ്ׯ ْപേതّകി്׺ 
ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷനിേല്ׯ കുറ്׺ സമയം നീׯിവ׺ി؂ു؇് , കൂടാെത ശരാശരി അെ׸بിൽ
ശരാശരി മൂലّം എؗ ആശയം അെ׸بിൽ വّതിയാന؋ിന്െറയും زാൻേഡർഡ് ഡീവിേയഷന്െറയും 
അടിرാന؋ിൽ വിതരണ؋ിന്െറ േവരിയബിളിئിയുെട ْപതീײയും ഞ׹ൾ പരിേശാധിു׺ . ഈ 
ഭാഗേ؋ാട് ശരിയായി നീതി പുലർؗു؋തിന്, നി׹ൾ ْകമെؚടു؋ലുകളും സംേയാജനവും െചᅃٝാൽ 
നؗായിരിുׯം, കാരണം ചില ْപٍ׹٠ളിൽ അവ നി׹െള ഉപേയാഗിു׺. 
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