
 তাই [সДীত ] পূব κবতλ বক্তৃতাვিলেত আিম সјাবҝতার ধারণা সѕেকκ িবѷািরত আেলাচনা কেরিছ সјাবҝতার মূলҝায়েনর 
জনҝ িবিভт িনয়ম এবং Ѿাধীনতার ধারণা য κাнম έভিরেয়বল িবযЅু িডিϾিবউশন এবং িеপদী বлন এই έলকচাের আিম 
িবিভт সমসҝার সমাধান করব।
 যা ϕায়শই িবিভт ϕেবিশকা পরীϠায় Νজϡাসা করা হয় έযমন ইΝПিনয়ািরং এϰাх পরীϠা হল অনҝ িকছΦ  িবѩিবদҝালেয়র 
পরীϠা ইতҝািদ ইতҝািদ এেত আমরা এখন পয κо έয সমѷ িবষয় কেরিছ তা কভার করেব আিম আবার ছাϏেদর পরামশ κ έদব 
অনুςহ কের আপনার পারমুেটশন এবং কিїেনশেনর ধারণাვিল সংেশাধন ক჈ন কারণ গণনার সময়  অেনক সময় 
সјাবҝতার সমসҝায় আমরা এই ধারণাვিল বҝবহার কির একΜট চার অেВর সংখҝা এেলােমেলাভােব έবেছ έনওয়া হয়  έয এই 
সংখҝাΜটেত Μঠক দΜুট শূনҝ রেয়েছ এমন সјাবনা খুেঁজ έবর ক჈ন আহ έকউ ভাবেত পােরন έয এই সমসҝাვিল ზধুমাϏ 
একােডিমক Ѿােথ κর জনҝ নািক এর έকােনা বҝবহািরক হেব িকনা।
 এছাড়াও আপিন িকছΦ  থাকেত পােরh 
 তাই বҝবহার ক჈ন έকাড বা Νοেцাςািফ ইতҝািদর নাম ზনুন যােত έকাডვিল িডজাইন করেত বা έকাড ভাঙেত এই 
ধরেণর সমসҝার সљুখীন হেত হয় এবং
 তাই িবিভт সјাবনার সјাবҝতা গণনা করা অবশҝই সমসҝাვিলর মেধҝ একΜট Μঠক
 তাই যিদ আমােদর একΜট চার অВ έবেছ িনেত হয় সংখҝা এই ধরেনর সংখҝার έমাট সংখҝা কত
 তাই έমাট চার অেВর সংখҝা ϕথম Ѹােন আমােদর এক έথেক নয়Μটর মেধҝ έয έকানও সংখҝা থাকেত পাের
 তাই έমাট নয়Μট সјাবনা রেয়েছ এবং িеতীয় তৃতীয় এবং চতΦ থ κ Ѹােন শূনҝও থাকেত পাের
 তাই ϕিতΜট জায়গায় έমাট দশΜট সјাবনা
 তাই έমাট নয় হাজার এই ধরেনর έকস এখন আেছ যিদ έসই সংখҝাΜটেত দΜুট শূনҝ থাকেত হয় যিদ আমােদর দΜুট শূনҝ έপেত 
হয় তেব আসুন ϕথম Ѹােনর Ѹানვিল 
এক έথেক নয় নїর িনব κাচন কির যােত আপিন έপেত পােরন এমন নয়Μট সјাবনা এবং অনҝ জায়গায় আপনার 1 έথেক 9 
নїর থাকেত পাের
 তাই নয়Μট έϠেϏ এমন দΜুট জায়গা আেছ έযখােন আমরা শূনҝ িহসােব Μঠক করিছ
 তাই έসখােন έকান িবকџ έনই তেব ফাই  বািক দΜুট Ѹােনর মেধҝ ϕথম ѸানΜট শূনҝ হেত পাের না বািক িতনΜট Ѹান দΜুট Ѹান 
শূনҝ
 তাই έসই Ѹানვিলেক িতন গ দুই উপােয় িনধ κারণ করা έযেত পাের 
έযখােন শূনҝ Ѹাপন করা έযেত পাের এমন দΜুট Ѹানেক িতন গ দΜুটেত έবেছ έনওয়া έযেত পাের যা িতনΜট উপােয় Μঠক আেছ
 তাই আমরা একΜট চার অেВর সংখҝার সјাবনা গণনা কেরিছ έযখােন দΜুট শূনҝ রেয়েছ
 তাই উপােয়র έমাট সংখҝা হল অনুকূল έϠেϏর έমাট সংখҝা , আসুন আমরা এখােন িলিখ এΜট 9 έথেক 9 έথেক 3 হেব
 তাই সংখҝাΜটর দΜুট শূনҝ থাকার সјাবনা মামলার অনুকূল সংখҝা হল 9 έথেক 9 έথেক 3 এবং έমাট মামলার সংখҝা হল 9000
 তাই সরলীকরেণর পের এΜট 27 еারা 1000 হেয় যায় অথবা আপিন বলেত পােরন 0.
027 Μঠক আেছ আসুন আমরা আেরকΜট সমসҝা িনেয় িনই έযখােন έসট িথওেরΜটক έনােটশন বҝবহার করা হেয়েছ।

Ѿাধীন হেত হেব এবং এর সјাবҝতা এর সјাবনা এেকর সমান এবং এর সјাবҝতা еারা 9 এর সমান হেত  f e- f- e- f 2 
িদন এবং এΜট έদওয়া হয় έয এর সјাবҝতা সјাবҝতার έচেয় έবিশ  এর তাহেল আপনােক এর সјাবҝতা খুেঁজ έবর e- f e 
করেত হেব
 তাই ধরা যাক এর সјাবҝতা সমান বলেত এখন এটা έদওয়া হেয়েছ έয এর সјাবҝতা এর সјাবҝতা এক এর e p e f 
সমান তাহেল এর অথ κ হল এর সјাবҝতা এেকর সমান হেব  িবেয়াগ এখন ইлারেসকশন এর সјাবҝতা কারণ f p e f e 
এবং যিদ Ѿাধীন হয় তেব এΜট এর সјাবҝতা এর সјাবҝতায় পিরণত হয় যােত এর সমান হয় 1 িবেয়াগ যা 2 e f p p by 
9 হয় আপিন έদখেত পােИন এΜট έকবল একΜট িеঘাত সমীকরণ
 তাই еারা 3 еারা 3 হেত পাের কারণ এই দΜুট মােনর জনҝ ზধুমাϏ এই সমীকরণΜট এখন সᅀѭ হেব যিদ আিম p 1 r 2 p
1 еারা 3 έবেছ িনই তাহেল এর সјাবনা 2 еারা 3 হেয় যােব িকᅀ এΜট έদওয়া হয় έয এর সјাবҝতা এর έচেয় έবিশ  f e f 
এর সјাবҝতা
 তাই আমরা এর সјাবҝতা έবেছ έনব 2 еারা 3 কারণ έসেϠেϏ এর সјাবҝতা 1 еারা 3 হেয় যােব।e- f-
 এই সমসҝায় আিম ঘটনাვিলর Ѿাধীনতার ধারণা এবং একΜট অ-এর িসেѶেমর সরাসির সমাধান বҝবহার কেরিছ।
 -ίরিখক সমীকরণ আমােক আেরকΜট উদাহরণ িদেত িদন  έযখােন έসট তাΝϬক সјাবҝতা বҝবহার করা হয় এবং έযe e f 
έকােনা দΜুট ইেভл হেত িদন যার 0 কম এর সјাবҝতার έচেয় 1 কম এবং এর সјাবҝতার έচেয় 0 কম 1 এর έচেয় কম e f 
এবং এΜটও έদওয়া হয় έয এর সјাবҝতা সјাবҝতার έচেয় কম।e 

ϕদЫ এর শতκসােপϠ সјাবҝতা হল ϕদЫ এর সјাবҝতা এর সјাবҝতার έচেয় έবিশ এবং এই শেতκ আমরা   e f e f e 
ϕমাণ করেত চাই িকছΦ  িববিৃত এর সјাবҝতা ϕদЫ এর সјাবҝতার έচেয় কম এবং এর সјাবҝতা ϕদЫ এর f f f e e 
সјাবҝতার έচেয় έবিশ  এর f 
সѕূরক সјাবনা ϕদЫ পিরপূরেকর সјাবনার έচেয় έবিশ এখন এΜট έদওয়া হেয়েছ έয এর সјাবҝতা ϕদЫ f e e f e 
এর সјাবҝতার έচেয় কম 
যিদ আমরা এই শতκΜটেক সরলীকরণ কির এবং শতκযЅু সјাবҝতার সјাবҝতার সংϡা ϕেয়াগ কির ϕদЫ হল έছদ e f e f
এর সјাবҝতা এর সјাবҝতা еারা িবভЅf 
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 তাই এর মােন এর সјাবҝতা এর সјাবҝতার έচেয় এর সјাবনা έবিশ এর এখন এΜটেক আপিন έছদেক f e f f ty e f
এর সјাবҝতা িহসােব িলখেত পােরন এর সјাবҝতার έচেয় এর সјাবҝতা িদেয় ভাগ কের f e 
এখন এΜট এর সјাবҝতার έচেয় বড় έদওয়া এর সјাবনা ছাড়া আর িকছΦ ই নয়f f 
 তাই এΜট িববিৃত 1 έক ϕমাণ করেছ।
 একΜট আমােদর ϕমাণ করার কথা িছল এর সјাবҝতা ϕদЫ এর সјাবҝতার έচেয় কম যা এখােন ϕিতΜѮত হেয়েছ f f e 
এখন আসুন আমরা িеতীয়Μট িনই যিদ আমরা এই সমীকরণΜট বҝবহার কির তেব আমােক এΜটেক একΜট বলেত িদন আমরা f
এর সјাবҝতা িবেবচনা করেত পাির έছদ এর িবেয়াগ সјাবনা  এΜট এর সјাবҝতা έথেক এর িবেয়াগ সјাবনা e f f e f 
এর সјাবҝতা έথেক কম হেয় যােব 
তাই এর অথ κ হল বাম িদকΜট έছদ ই কমিъেমেлর সјাবনা হেয় যােব এবং ডান িদেকর িবেয়াগ সјাবনা এর f f 1 e 
সјাবҝতা হেব
 তাই এΜট িববিৃতর সমতΦ লҝ έছদ ই পিরপূরেকর সјাবҝতা এর সјাবҝতা পিরপূরেকর সјাবҝতার έচেয় কমf f e 
 তাই আপিন যিদ έলেখন তাহেল এΜট έছদ হওয়ার সјাবনা হেয় যােব পিরপূরক এর সјাবҝতার έচেয় কম f e f e 
পিরপূরেকর সјাবনা еারা িবভЅ
 তাই এই িববিৃতΜট এর সјাবҝতার সমতΦ লҝ পিরপূরক এর সјাবҝতার έচেয় কমf e f 
 তাই এΜট হল িববিৃত নїর 3 এর সјাবҝতা ϕদЫ ই কমিъেমেлর সјাবনার έচেয় έবিশ f f 
 তাই আমরা যা কেরিছ আমরা ϕদЫ শতκΜট বҝবহার কেরিছ έযΜট হল এর সјাবҝতা হল সјাবনার έচেয় কম ϕদЫ e e f 
যা আমরা έছদ করার সјাবҝতােক সহজ কির সјাবҝতার έচেয় সјাবনার এর মেধҝ আিম উভেয়র উপর িকছΦ টা e f f f 
έহরেফর কেরিছ সাইডვেলা আিম িপএফ মাইনাস কেরিছ
 তাই এর সরলীকরেণর পর অসমতা িবপরীত হেয় যায় আমরা ϕেয়াজনীয় ফলাফল পাই
 তাই আসেল আমরা তৃতীয়Μট ϕমাণ কেরিছ এখােন িеতীয়Μট ϕমাণ করেত িеতীয়Μটর িদেক আবার έদখা যাক যিদ আিম এΜট 
একΜট έথেক আবার বҝবহার করব আমরা এর সјাবҝতা িবেবচনা কির এর িবেয়াগ সјাবনা এর িবেয়াগ সјাবনা, e- e- f-
তাহেল έসটা এর সјাবনার έথেক কম এর সјাবনা এর সјাবনার মেধҝ,e- e- f-
 তাই মােন  έছদ সѕূরেকর সјাবনা এর সјাবনার έচেয় কম এর 1 িবেয়াগ সјাবনা যােত έবাঝায় έয έছদs e f e- f- e 

কমিъেমেлর সјাবনা কমিъেমেлর সјাবҝতা এর সјাবনার έচেয় কম যার মােন έছদ পিরপূরেকর f f e e f 
সјাবҝতা еারা ভাগ পিরপূরেকর সјাবҝতা এর সјাবҝতার έচেয় কম যা ই ϕদЫ পিরপূরেকর সјাবҝতা বলার f e f 
সমতΦ লҝ এর সјাবҝতার έচেয় কম যা 2 έত ϕমািণত হেব έয িববিৃতΜট ϕদЫ পিরপূরেকর সјাবনার έচেয় এর e f f e 
সјাবনা έবিশ
 তাই আমরা এই উদাহরেণ আবারও έসই িববিৃতΜট ϕিতѮা কেরিছ এই উদাহরেণ আমরা শতκসােপϠ সјাবҝতার ধারণা বҝবহার
কেরিছ
 তাই আমরা আসেল শতκসােপϠ সјাবҝতার সংϡা ϕেয়াগ কেরিছ তারপর আমরা ϕকৃতপেϠ দুΜট Ѹােন সংেযাজন িনয়মΜট 
বҝবহার কেরিছ উদাহরণ Ѿ჉প ъাস সјাবҝতার সјাবҝতা  έছদ ই পিরপূরক এর সјাবҝতার e intersection f f f 
সমান যা এখােন একইভােব বҝব჊ত হেয়েছ এেত আিম έছদ এর সјাবҝতা বҝবহার কেরিছ ъাস έছদ ly e f e f 
সѕূরেকর সјাবҝতা এর সјাবҝতার সমান e 
তাই এΜট হল সংেযাজন িনয়ম যিদ আপিন িচϏΜট এভােব ίতির কেরন আমার এখােন দΜুট έসট এবং আেছ তারপর e f e 
έছদ পিরপূরক এই হেব এবং έছদ এই হেবf e f 
 তাই এর িমলন হেব একইভােব যিদ আিম έছদেক পিরপূরক িবেবচনা কির তাহেল এই অংশΜট έছদ হল এΜটe f e f 
 তাই যিদ আিম দΜুটর িমলন 
িনই তাহেল আিম পাব আমােক িদেত িদন  একΜট উদাহরণ έযখােন িকছΦ  ধরেণর জҝািমিতক যΝুЅ বҝবহার করা হেয়েছf 
 তাই  9 έসিлিমটার ίদেঘ κҝর একΜট লাইন έসগেমেл দুΜট িবр ুএেলােমেলাভােব έবেছ έনওয়া হেয়েছ
 তাই একΜট লাইন έসগেমл আেছ  এই দΜুট িবрরু মেধҝ দরূЯ 3 έসিлিমটােরর কম হওয়ার সјাবনা খুেঁজ έবর করা যাক  
এΜটেক জҝািমিতকভােব έদখুন
 তাই এখােন 9 έসিлিমটােরর একΜট লাইন έসগেমл আেছ আমরা এখােন এবং έবেছ িনই Μঠক আেছ এবং এΜট x y 
এখােনও হেত পাের έযমন এখােন হেত পাের এখােন হেত পাের এখােন হেত পাের এর মােন έথেক কম x y x y x yx 
হেত পাের এর έথেক έবিশ হেত পাের িকᅀ আমরা চাই এই দরূЯΜট 3 έসিлিমটােরর কম έহাকy 
 তাই এΜট έদখার একΜট ভাল উপায় হেত পাের আমরা এΜটেক একΜট িеমাΝϏক সমতেল ъট করেত পাির এবং ধ჈ন এΜট x 
অϠ এΜট অϠ এবং আমরা একΜট বগ κেϠϏ িবেবচনা কির  সাইজ নাইন এর মােন এই িদেক আপনার 9 9 আেছ এই y 
পােশও এবং এই লাইন
 তাই আমরা চাই িবেয়াগ এর έথেক কম έহাক িবেয়াগ এর কম।x y 3 ry x x 3 

 তাই আমরা যিদ এখােন এই দুΜট লাইন িবেবচনা কির έয  হল িবেয়াগ সমান িতনΜট এই লাইনΜট িবেয়াগ সমান x y x y 
িতনΜট এবং আমরা িবেবচনা কির আেরকΜট লাইন িবেয়াগ সমান িবেয়াগ িতন আহ আপিন যিদ চান তেব আপিন x y 
έকবল পরীϠা করেত পােরন যিদ শূনҝ এর সমান হয় িতেনর সমান যিদ আপিন έক শূেনҝর সমান িবেবচনা ah y x x 
কেরন তাহেল হেলা িবেয়াগ িতেনর সমানy 
 তাই আপিন যিদ পেয়л έযাগ কেরন এবং আপিন এΜট আেঁকন তাহেল আপিন এই িদেক একইভােব এΜট পােবন যিদ আপিন
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বেলন সমান 3 এর সমান  যিদ সমান হয় িবেয়াগ 3 এর সমান।x 0 y y 0 x 

 তাই এই লাইনΜট আপিন এখােন পােবন
 তাই আসেল আমরা িবেবচনা করিছ িеমাΝϏক সমতেল এখােন আমরা একΜট িеমাΝϏক সমতেল একΜট বগ κেϠেϏ x y xy
িবрেুক িবেবচনা করেত পাির
 তাই এই পুেরা έϠϏফলΜট 9 έথেক 9 যা 81 বগ κ έসিлিমটার এবং ছায়াযЅু এলাকাΜট হল ϕেয়াজনীয় έϠϏΜট ϕেয়াজনীয় 
সјাবҝতা έϠϏফেলর সমান।
 ছায়াযЅু অНলΜট έমাট έϠϏফল еারা িবভЅ আহ এΜট আরও সহজ উপােয় করা έযেত পাের έযমন আপনার এই সমেকাণ 
ΝϏভΦ জ থাকেত পাের
 তাই এর έϠϏফল হেব 6 έথেক 6 বাই 2 যা 18 এবং এখােন একই Νজিনস
 তাই 18 έযাগ 18 36
 তাই 18 1 িবেয়াগ 36 ভাগ 81 যা 5 еারা 9 এর সমান।
 সুতরাং এΜট এমন একΜট অҝািъেকশন έযখােন আমরা সরাসির জҝািমিতক যΝুЅ বҝবহার করিছ যিদও έকউ একΜট িনিদκѭ 
িеভিД বлন বҝবহার করেত পাের এবং িকছΦ টা অিςম সјাবҝতা তϬ বҝবহার করেত পাের তেব আিম এখােন  έদখাΝИ έয 
একΜট সাধারণ জҝািমিতক যΝুЅ еারা আমরা এখােন ϕেয়াজনীয় সјাবҝতা έপেত পাির এবং অন হেত িদন u 1 u 2 2 
যােত έত িতনΜট সাদা এবং দΜুট লাল বল থােক এবং έত ზধুমাϏ একΜট সাদা বল থােক যিদ মাথা ϕদিশ κত হয় একΜট u1 u2 
নҝাযҝ মুϒা িনেϠপ করা হয়  তারপর  έথেক এেলােমেলাভােব একΜট বল টানা হয় এবং έত রাখা হয় তেব s u1 u2 l 
উপিѸত হেল দΜুট বল এেলােমেলাভােব έথেক আকঁা হয় এবং έত রাখা হয় এখন একΜট বল έথেক u1 u2 u2 
এেলােমেলাভােব আকঁা হেয়েছ যার মােন আসেল έত দΜুট বল থাকেত পাের বা  এΜটেত িতনΜট বল থাকেত পাের έযΜট u2 
έথেক আমরা এেলােমেলাভােব একΜট বল িনব κাচন করিছ   έথেক আকঁা বলΜট সাদা হওয়ার সјাবনা কতটা এই έয u2 u2 
έথেক টানা বলΜট সাদা , মুϒার উপর মাথাΜট উপিѸত হওয়ার সјাবনা কতΜট আহ এΜট একΜট  আেগর ইΝПিনয়ািরং এϰাх 
পরীϠাვিলর একΜটেত έয সমসҝাვিল Νজϡাসা করা হেয়িছল, আসুন আমরা সѕূণ κ সমাধানΜট έদিখ
 তাই আিম এখােন ϕিতΜট ইেভেлর সােথ সДিতপূণ κ έসট তাΝϬক সјাবҝতা বҝবহার করিছ আমরা একΜট έসটেক সংϡািয়ত 
করব
 তাই একΜট ইেভлΜট έবাঝােত িদন έয 

έথেক বল  সাদা যাক হল έসই ঘটনা έয মুϒার মাথা আেছ এবং হল έসই ঘটনা έয মুϒার উপর έলজ আেছu2 b1 b2 
 তাই মুϒা আমরা নҝাযҝ ধের িনΝИ
 তাই এর সјাবҝতা এবং দুই এর সјাবҝতা  এখন অেধ κেকর সমান হেব একΜট ϕদЫ এক বলার সјাবনা b one b wi b 
কত
 তাই একΜট ϕদЫ মােন যিদ মাথা আেস তাহেল আমরা έথেক একΜট বল আকঁিছ এবং এ রাখিছ এখন έসই b1 u1 u2 
বলΜট একΜট সাদা বল হেত পাের বা έসই বলΜট একΜট হেত পাের  লাল বল এর উপর িনভκর কের আমরা Νজϡাসা করিছ 
έলাহা έথেক একΜট সাদা বল আকঁার সјাবনা িক u2 
তাই আসুন আমরা এই ঘটনাΜট সΜঠকভােব িলিখ সাদা বলΜট έথেক আকঁা হেয়েছ কারণ সাদা বলΜট έথেক আকঁা u2 u1 
হেয়েছ এমন সјাবনা έয সাদা বল έথেক আকঁা হেয়েছ ъাস সјাবҝতা έয সাদা বলΜট έথেক আকঁা হেয়েছ, লাল u1 u2 
বলΜট έথেক আকঁা হেয়েছ এমন সјাবনার মেধҝ έয লাল বলΜট u1 

έথেক আকঁা হেয়েছu1 
 তাই আমরা যা কেরিছ আমরা যখন έথেক একΜট বল আকঁিছ তখন আমরা έমাট সјাবҝতার উপপাদҝ ϕেয়াগ কেরিছ।u1 
 িতনΜট সাদা এবং দΜুট লাল বল রেয়েছ
 তাই বালόন সাদা হেত পাের বা টাকΜট সাদা হেল তা লাল হেত পাের তাহেল এর উপর একΜট থাকেব έত দΜুট সাদা u- u2-
বল থাকেব
 তাই একΜট সাদা বল আকঁার সјাবনা থাকেব  সহজভােব একΜট হেয় যান িকᅀ একΜট সাদা বল ইউ ওয়ান έথেক টানা হেল 
তা িতন বাই পাচঁ হেয় যােব কারণ έত έমাট পাচঁΜট বল রেয়েছ যার মেধҝ িতনΜট সাদাu1 
 তাই একΜট লাল বল হেল সјাবনা িতন বাই পাচঁ হেয় যােব অВন করা হয় এবং έত রাখা হয় তাহেল একΜট সাদা বল u2 
আকঁার সјাবনা অেধ κক হেয় যােব কারণ দΜুটেত আমােদর কােছ একΜট সাদা এবং একΜট লাল বল থাকেব এবং έথেক u 
একΜট লাল বল হওয়ার সјাবনা দুই еারা পাচঁ হেব
 তাই এΜট হল  চার еারা পাচঁ ছাড়া িকছΦ ই নয় একইভােব আসুন আমরা একΜট ϕদЫ সјাবҝতা গণনা কির একΜট ϕদЫ b 2 

এর সјাবҝতা হল সাদা বেলর সјাবҝতা έথেক আকঁা হেয়েছ ϕদЫ έয এখন যখন একΜট έলজ থােক তখন b 2 u2 u 
έথেক দΜুট বল টানা হয় এবং রািখ এটােক ইউ টΦ  έত পিরণত করা যায়
 তাই উভয়ই সাদা হেত পাের একΜট সাদা হেত পাের একΜট লাল হেত পাের বা উভয়ই লাল হেত পাের
 তাই আসুন আমরা έমাট সјাবҝতার উপপাদҝ ϕেয়াগ কের আবার সব সјাবনার িদেক তাকাই যােত দΜুট সাদা বল 

έথেক সјাবҝতার মেধҝ টানা হয় সাদা বল u1 
ъাস έথেক আকঁা হেয়েছ έয সাদা বল έথেক আকঁা হেয়েছ, একΜট সাদা এবং একΜট লাল বল έথেক আকঁা u1 u2 u1 

হেয়েছ এমন সјাবনার মেধҝ έয একΜট সাদা এবং একΜট বল 
έথেক আকঁা হেয়েছ ъাস সјাবҝতা έয সাদা বলΜট έথেক আকঁা হেয়েছ দΜুট লাল বল u1 u2 
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έথেক একΜট সјাবনায় টানা হেয়েছ έয দΜুট লাল বল έথেক টানা হেয়েছ একΜট আিম এখােন বাকҝΜট পুনরাবিৃЫ কির u u 
আমরা έমাট সјাবҝতার উপপাদҝ ϕেয়াগ কেরিছ এর অথ κ হল একΜট έটইল পাওয়া έগেল একΜট মুϒা িনেϠপ করার b2 
সময় একΜট έলজ পাওয়া িগেয়িছল  তারপর আমরা έথেক দΜুট বল আকঁিছ এবং έত রাখিছu1 u2 
 তাই আমরা িতনΜট সјাবনা έদখিছ έথেক দΜুট বল একΜট সাদা হেত পাের একΜট সাদা হেত পাের বা একΜট লাল হেত পােরU 
বা দΜুট বলই লাল হেত পাের
 তাই আমরা ϕেয়াগ কেরিছ সাদা বেলর সјাবҝতা বণ κনা করার জনҝ έমাট সјাবҝতার উপপাদҝΜট έথেক আকঁা হেয়েছ έয u2 
একΜট έলজ পাওয়া έগেছ
 তাই এখন আমরা এই সјাবনাვিল έদেখ এΜটেক সѕূণ κ჉েপ বণ κনা কির যিদ দুইΜট Μট বল ইউ ওয়ান έথেক টানা হয় তারপর 
ইউ টΦ -έত সমѷ সাদা বল থাকেব
 তাই একΜট সাদা বল আকঁার সјাবনা έকবল একΜট হেব তেব আপনার έথেক দΜুট উЗতার বল আকঁার সјাবনা কী কারণ 
িতনΜট সাদা বল রেয়েছ
 তাই  িতন দুই έক έমাট পাচঁ িদেয় ভাগ করেল পাচঁΜট দুই ъাস হেল έথেক একΜট সাদা এবং একΜট লাল έটেন c c u1 u2 
এ রাখেল এর দΜুট উЗতা এবং একΜট লাল হেবu2 
 তাই একΜট সাদা বল আকঁেল সјাবনা দুই еারা হেব এবং এই সјাবনার সјাবনা হেব 3 έক 5 িদেয় ভাগc 1 2 c 1 c 2 
করেল পেররΜট হল দুΜট লাল বল έথেক টানা হয় এবং έত রাখা হয় তারপর έত একΜট সাদা এবং দΜুট লাল u one u2 u2 
বল থােক
 তাই একΜট সাদা বল আকঁার সјাবনা িতন еারা এক হেয় যােব এবং এই পছেрর সјাবҝতা হেব 2 ভাগ করেল 5 c 2 c 2 
এখন এই অিভবҝΝЅვিলেক সহেজ 3 হল 1 2 হল 1 2 c 2 is 3 5 c 2 is 10 3 c 1 is 3 2  c 1 c 2 c 
2 হল 2
 তাই সরলীকরেণর পর এই মান বাই 15 ইকম হয় ।b  11 
 এখন আপিন έদখেত পােИন έয έথেক আকঁা বলΜট সাদা হওয়ার সјাবনা গণনা করেত বলা হেয়েছ এই ঘটনাΜট এখন u2 
আমরা একΜট ϕদЫ এর সјাবҝতা এবং একΜট ϕদЫ এর সјাবҝতা গণনা কেরিছb1 b2 
 তাই আমরা আবার έমােটর উপপাদҝ ϕেয়াগ কির এর সјাবҝতা একΜট ϕদЫ এর সјাবҝতার সমান এর সјাবҝতারa b v1 
সােথ একΜট ϕদЫ এর সјাবҝতা এর সјাবҝতার সােথ যা 4 еারা 5 এর অেধ κক ъাস 11 еারা 15 এর অেধ κক যােত 23 b2 b2 
еারা 30 এর সমান
 তাই সјাবҝতা  έথেক একΜট সাদা বেলর অВন হল 23 30৷ এখন আমােদরেক সјাবҝতা গণনা করেত বলা হেয়েছ u2 by 
έয যিদ έথেক আকঁা বলΜট সাদা হয় তাহেল মুϒার উপর মাথাΜট ϕদিশ κত হওয়ার সјাবনা কত হেব যা এর সјাবনা u2 b 1 

এর সјাবҝতা খুেঁজ έবর করার জনҝ আমােদর এখােন έবস িথওেরম বҝবহার করেত হেব ϕদЫ আমরা έবস িথওেরম b 1 a 
বҝবহার কির
 তাই 

έদওয়া এর সјাবҝতা যা একΜট ϕদЫ এর সјাবҝতােক এর সјাবҝতা еারা িবভЅ এর সјাবনার a b 1 b 1 b 1 b 1 
সমান।
 সјাবনার মেধҝ ϕদЫ 2-এর সјাবҝতা 2-এর সјাবনায়।b v 

 তাই যিদ আমরা এখােন সমѷ মান ϕিতѸাপন কির যা 4 еারা 5 еারা 1 еারা 2 ভাগ 23 еারা 30 যা 12 еারা 23 এর সমান 
আবার আিম আপনােক বিল।
  আমরা এই সমসҝায় έমাট সјাবনার উপপােদҝর ধারণাΜট িতনবার বҝবহার কেরিছ ϕথমত έথেক একΜট সাদা বল u2 
আকঁার সјাবҝতা গণনা করার জনҝ যখন একΜট মাথা পয κেবϠণ করা হয়
 তাই এখােন দΜুট সјাবনা িছল έয έথেক একΜট সাদা বল হেত পাের।u1 
  যােক έত রাখা হয় বা έথেক একΜট লাল বল থাকেত পাের যােক িеতীয় έϠেϏ έত রাখা হয় তার সјাবҝতা u2- u1 u2-
িনণ κয় করার জনҝ έথেক সাদা বল আকঁা হয় যখন একΜট έলজ পয κেবϠণ করা হয় তখন িতনΜট έϠেϏ কারণ έসেϠেϏ u2 
আমরা έথেক দΜুট বল আকঁিছu1 
 তাই উভয়Μট সাদা হেত পাের সাদা হেত পাের একΜট লাল হেত পাের উভয়ই লাল হেত পােরr1 r 
 তাই এর উপর িনভκর কের আমরা এর িеতীয় অংেশ িবিভт সјাবҝতা গণনা কেরিছ আমরা এখােন έবইস উপপাদҝ বҝবহার 
কেরিছ 
আহ আমােক অনҝ জনসংেযাগ সমাধান করা যাক  একΜট ϕেবিশকা পরীϠায় উপিѸত হওয়া অন჉ুপ ধরেনর oblem 
আেছ বাቍ নїর 1 2 ϕিতΜটেত ъাস এক বল রেয়েছ আয়রন আইেত রেয়েছ έচােখর সাদা বল এবং ъাস 1 িবেয়াগn n n n 

লাল বল সমান 1 έথেক এবং উপাজκন িনব κাচন করা হেয়েছ এবং এΜট έথেক একΜট বল টানা হয় ইেভлΜটেক i i n ui 
έবাঝায় έযΜট έত িনব κাচন করা হেয়েছ এবং ঘটনাΜটেক  িচিҀত করা যাক έযΜট িনব κািচত বাቍ έথেক একΜট সাদা বল টানাi- w 
হেয়েছ আরও ধ჈ন έয ই έসই ইেভлΜটেক έবাঝায় έযΜট এবং এমনিক সংখҝায় িনব κাচন করা হেয়েছ তার সјাবনা যাক  ui 
এর সমানুপািতক হেব এর জনҝ έথেক এর সমান তাহেল আপনােক এর সјাবҝতার সীমা খুেঁজ έবর করেত i i 1 n w 
হেব কারণ িеতীয় έϠেϏ অসীম হেত থােক যিদ এর সјাবҝতা ቀবক হয় έথেক এর সমান έযখােন একΜটn ui i 1 n c 
ቀবক অϕদЫ এর সјাবҝতা খুজঁনু তৃতীয় যিদ এর সјাবҝতা 1 еারা এর সমান হয় এর জনҝ έথেক এরw UI n i i 1 n 
সমান এবং একΜট এমনিক ধনাЮক পূণ κসংখҝা হল ϕদЫ এর সјাবҝতা খুেঁজ έবর ক჈নn w 
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 তাই আমােক আবার সমসҝাΜট পুনরাবিৃЫ করেত িদন আেছ  আয়ন যা আমরা  1 έথেক িহসােব িচিҀত ক჈নn n 
 তাই έসখােন িকছΦ  সংখҝায়ন করা হেয়েছ তােদর ϕেতҝেকর ইথােন ъাস 1 বল আেছ সাদা এবং ъাস 1 িবেয়াগ i n i n i 
লাল έদয়াল এখন একΜট έলাহা এেলােমেলাভােব িনব κাচন করা হেয়েছ এবং এখন এΜট έথেক একΜট বল আকঁা হেয়েছ আমরা 
িকছΦ  ইেভл সনাЅ করিছ
 তাই হল ইেভл যা আয় িসেলЄ করা হয় এবং হল ইেভл έযΜট িনব κািচত বাቍ έথেক একΜট সাদা বল টানা হয় এবং ui i w 

হল একΜট ইেভл έয একΜট সমান সংখҝাযЅু έলাহা িনব κাচন করা হয় এর উপর িভিЫ কের আমরা িকছΦ  সমসҝা Νজϡাসা e 
করিছ  উদাহরণѾ჉প, যিদ এর সјাবҝতা এর সমানুপািতক হয়, তাহেল এর সјাবҝতা কী সীমা খুেঁজ έবর করার ui- i- w-
সјাবনা έযমন অনেоর িদেক থােক একইভােব যিদ এর সјাবҝতা ቀবক হয়, তাহেল অ- ϕদЫ এর সјাবҝতা n ui- w-
খুজঁনু এবং অনҝ একΜটেত ϕদЫ এর সјাবҝতা খুেঁজ έবর ক჈ন আমরা এর সমাধান έদিখ যিদ এর সјাবҝতা এর w- ui- i-
সমানুপািতক হয় তাহেল আমরা িলখেত পাির এর সјাবҝতা এর সমান কারণ έথেক এর সমান এখন ui- ki- i 1 n-
উহ-এর সমΜѭ সব সјাবনার সমান হেত হেব কারণ একΜট  έবশী έচা হেত হেব  έসন
 তাই এΜট আপনােক έদয় িসগমা সমান এক έথেক এখন যা ვণ এর সমান έযাগ 1 еারা 2 যা 1 এর সমানk ii n k n n 
 তাই হয় 2 ভাগ কের έযাগ 1k n 
 তাই এর সјাবনা সমান  έথেক 2 έক еারা έযাগ 1 এর জনҝ সমান 1 έথেক এর মােন হল এর ui i n n i n u1 
ϕথমΜট সјাবҝতা 2 িদেয় έযাগ কের 1 িদেয় έযাগ 1 িদেয় 2Μট সјাবҝতা 4 еারা িদেয় িনব κািচত হেয়েছ  έযাগ n n on n n 

έক সјাবҝতা 2 еারা έযাগ 1 еারা ভাগ কের িনব κাচন করা হেয়েছ1 on n- n 
 তাই এখােন έয ϕѨΜট করা হেয়েছ তা হল এর সјাবҝতা যা একΜট সাদা বল িনব κািচত έথেক আকঁা হেয়েছ এবংw 
 তাই আমরা এর উপপাদҝΜট ϕেয়াগ করেত পাির έমাট সјাবҝতার উপপাদҝ έযΜট এর সјাবҝতা έদেব এর িসগমা w w 
সјাবনার সমান এর সјাবҝতা এর সјাবҝতা 1 έথেক এর সমান যােত έলাহােত সাদা বল রেয়েছui ui n i-th i 
 তাই έবেছ έনওয়ার সјাবনা έথেক একΜট সাদা বলেক έযাগ 1 িদেয় ভাগ করা হয় এবং আমােদর কােছ ia-thon i n ui
এর সјাবনা মাϏ এখন গণনা করা হেয়েছ এΜট 2 έক еারা িবভЅ έযাগ 1 সমান 1 έথেক i n n i n
 তাই আপিন έদখেত পােИন এΜট 2 έক еারা έযাগ 1 বগ κাকার έযাগফল বগ κ সমান 1 έথেক এর সমΜѭ  ϕথম n n i i n n

ধনাЮক পূণ κসংখҝার বগ κেϠেϏর সূϏΜট জানা যায় έযΜট এর মেধҝ έযাগ 1 এর মেধҝ 2 έযাগ 1 বাই 6।n n n 

 তাই আমরা যিদ ϕেয়াগ কির έয আমরা 2 এর মেধҝ έযাগ 1 বগ κেϠেϏ έযাগ 1 έথেক 2 έযাগ  1 еারা 6.n n n n 

 তাই আমরা সহেজই এΜটেক সরলীকরণ করেত পাির এΜট িеვণ 2 έযাগ 1 έক 6 еারা িবভЅ έযাগ 1 এর সমান কারণ n n 
এই পদვিল বািতল কের ъাস 1 ъাস 1 বািতল কেরnm n n 
 তাই আমরা এΜট έপেয়িছ
 তাই যিদ আিম সীমা ςহণ কির  এর মেধҝ অসীমতার িদেক έঝাকঁ িহসােব আপিন পােবন 2 এর সােথ 2 বাই 6 যা 2 বাই 3 n 
এর সমান έযমন অসীম 1 еারা এ যায়n n 0 
 তাই আপিন এখােন еারা ভাগ করেল আপিন 2 έযাগ 1 পােবন এবং এখােন  আপিন 1 ъাস 1 বাই পােবনn n 
 তাই সীমা হল 2 έথেক 2 বাই 6 অথ κাৎ 2 বাই 3।
 িеতীয় অংেশ এর সјাবҝতা ቀবেকর সমানui 
 তাই যিদ সјাবনা ቀবক হয় তাহেল ვণ এেকর সমান  এর মােন এΜট অবশҝই 1 еারা এর সমান হেত হেবc n n 
 তাই িеতীয় অংেশ এর সјাবҝতা 1 еারা এর সমান হেব কারণ έথেক এর সমান এখন আপনােক έদওয়াUI n i 1 n un 

এর সјাবҝতা গণনা করেত বলা হেয়েছ যােত আমরা έবইস উপপাদҝ ϕেয়াগ করেত পাির  এখােন তাহেল এটা হয় w w 
έদওয়া এর সјাবҝতা un 

έদওয়া এর সјাবҝতা এর সјাবҝতার সমান এক έথেক έলাহােত সাদা বল আেছunw ui ui n n n 
 তাই সјাবনা হেব еারা έযাগ 1 এবং এვেলা সব এক еারা  ইথােন িসগমা еারা ভাগ করেল আপনার কােছ সাদা n n n i 
বল আেছ
 তাই সјাবҝতা হেব έযাগ 1 еারা এবং এর সјাবҝতা 1 еারা সমান 1 έথেক i n ui ni n
 তাই এΜট সহজভােব হয় িসগমা еারা ভাগ করেল সমান হয়  1 έথেক έয έক еারা έযাগ 1 еারা 2 ভাগ n ii n n n n 
করা হেয়েছ যা 2 ভাগ έযাগ 1 еারা সমানn 
 তাই 

ম έলাহাΜট έবেছ έনওয়া হেয়িছল এই সјাবনা έয একΜট সাদা বল আেছ 2 ভাগ έযাগ 1।n n 
 এখন  তৃতীয় অংেশ এর সјাবҝতা িক ইেভл যা একΜট έজাড় সংখҝাযЅু িনব κাচন করা হেয়েছ যােত e e IR  on u 2 
এর িসগমা সјাবনার সমান হেয় যায় সমান 1 έথেক যিদ আিম ধের িনই এর সমানii m n 2 n 
 তাই এΜট হেИ 2 еারা িবভЅ যা অেধ κকm m 
 তাই যিদ আমরা έছদ করার সјাবনা িবেবচনা কির তাহেল তা έছদ করার িসগমা সјাবনার সমান সমান w e w u 2 ii 
1 έথেক m
 তাই আবার আমরা এর ვণন িনয়ম ϕেয়াগ করেত পাির ϕদЫ দুই এর সјাবҝতার সােথ দুই এর w u u i u ii 
সјাবҝতা দুইΜটেত এক έথেক এর সমান  এর উপর দΜুট সাদা বল আেছ যােত এΜট হয় দুই ভাগ কের দুই n ith i i m 

Pru
tor
@
IIT
K



έযাগ কের একΜট দুই এর সјাবҝতা এক еারা দুই সমান এক έথেক u i mi m
 তাই এΜট έকবল ϕথম সংখҝার έযাগফলm 
 তাই এΜট 1 হয় еারা 2 িম έযাগ 1 িসগমা যা έত έযাগ 1 বাই 2m i m m 
 তাই এΜট সহেজ সরলীকৃত হয় এΜট ъাস 1 έক 2 еারা 2 িম έযাগ 1 এ ভাগ করা হয় ।m 

 তাই আিম যিদ এর সјাবҝতা গণনা কির তাহেল ই এর সমান έছদ-এর সјাবҝতা এর সјাবҝতা еারা ভাগ করা হেল w w e 
έসΜট সমান έযাগ 1 ভাগ করেল 2 έযাগ 1 তম  সমান έযাগ 2 ভাগ কের িеვণ έযাগ 1 িদেয়িছ আিম এর m m at n n n 
সমান রাখিছ এখােন আেরকΜট সমসҝা আেছ একΜট পরীϠায় 10Μট সমানভােব সјাবҝ ফলাফল আেছ এবং 2m a b 
পরীϠার দΜুট অ-খািল ঘটনা হেত িদন উপাদান যার অথ κ এই 10Μট সমানভােব সјাবҝ ফলাফেলর মেধҝ 4Μট এর সােথ a 
সѕিকκত তারা এর পেϠ অনুকূল যিদ এবং Ѿাধীন হয় তাহেল έত কতვিল উপাদান থাকেত পােরa a b b 
 তাই যিদ আিম Ѿরিলিপ বҝবহার কির έত উপাদানვিলর সংখҝা হেত তাহেল আমরা হব  থাকেল নমুনা Ѹােনর ne e ns 
উপাদােনর সংখҝা হল 10 এবং έদওয়া হল এখন চারΜট হেব na 

এবং Ѿাধীনa b 
 তাই একΜট έছদ িব এর সјাবҝতা হেব এর সјাবҝতা এর সјাবনার সমান έযেহতΦ  আইেটমვিল সমান।a b ah 
 সјবত ফলাফল
 তাই আমরা একΜট έছদ িব এর শাϿীয় সংϡা ϕেয়াগ করেত পাির এর еারা িবভЅ যা একΜট এর এর এর n n s n n sn 

еারা িব ভাগ কের এর এর সমান আমরা এখােন একΜট έছদΜটর মান ϕিতѸাপন করেত পাির s s n n b
 তাই এই 2 হয় έসখােন এর এর সমান এর এর এর এখন এর 10 হল এই হল 4।ns s- n- a- n- b- n s-

 তাই আিম যিদ একΜট έছদ-িবষয়ক এর έক 2 এবং এর έক 5 ধির, তাহেল দুΜট িদক সমান একইভােব আিম যিদ n- b- n- b-
10 এর সমান এর িনই তার মােন সমѷ উপাদান έসখােন আেছ তাহেল একΜট έছদ িব-এর হেয় যােব কারণ έতb n n 4 a-
4 উপাদান রেয়েছ
 তাই এΜট 40 হেয় যােব এবং এই িদকΜট 40 হেব।

 তাই ზধুমাϏ এর সјাবҝ মানვিল হেত পাের  5 হেব যিদ এর হয় তাহেল এর অবশҝই 2 এর nb- r 10 b n 5 b n 
সমান হেব এবং যিদ এর এর সমান হয় তাহেল এর এর সমান এর যা 4 এর সমান।b n 10 b n a n 

সমসҝাΜট আপিন এখােন উেѣখ কেরেছন έয অদ্ভΦ ত ΝজিনসΜট হল έয আমরা আসেল পেদর সংখҝা বҝবহার কেরিছ বা  l 
আপিন এখােন একΜট ইেভেлর অনুকূল সংখҝক ফলাফল বলেত পােরন যা এখােন Ѻѭভােব বҝব჊ত হেয়েছ যিদও অেনক 
সমসҝায় আমরা কেরিছ έয আমরা গণনা কেরিছ অনুকূল সংখҝার έϠেϏ িকᅀ এই িবেশষ সমসҝায় আমরা এর জনҝ একΜট 
সুѺѭ Ѿরিলিপ বҝবহার কেরিছ এবং έসΜট বҝবহার করা হয় বা সমসҝাვিল সমাধান করার জনҝ এই িবেশষ έকােস κ আিম f  
সјাবҝতার ϕাথিমক ধারণাვিল বҝাখҝা করার জনҝ যেথѭ সময় বҝয় কেরিছ যার মেধҝ শতκযЅু সјাবҝতার িভিЫ উপপাদҝ 
অоভΦ κЅ রেয়েছ সѕূণ κ সјাবনার উপপাদҝ Ѿাধীনতার ধারণার পাশাপািশ আমরা সংিϠчভােব এেলােমেলা ধারণাΜটেকও 
Ѻশ κ কেরিছ  এর মেধҝ έভিরেয়বল আমরা িবΝИт এেলােমেলা έভিরেয়বেলর জনҝ িকছΦ  সময় উৎসগ κ কেরিছ িবেশষ কের 
িеপদী বФেনর জনҝ এবং আমরা গড় বা গড় মান বা ϕতҝাশার পিরবতκেনর পিরেϕিϠেত বлেনর পিরবতκনশীলতা এবং মান 
িবচΦ ҝিতর ধারণার িদেকও নজর িদেয়িছ।
 এই অংেশর সােথ সΜঠকভােব নҝায়িবচার করার জনҝ আপিন যিদ পারমুেটশন এবং কিїেনশন কের থােকন তেব আরও ভাল
হেব কারণ িকছΦ  সমসҝায় έসვিল আপনােক বҝবহার করা হেয়েছ 
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