
 मी संभाʩतेǉा मूलभूत ʩाƥा आिण मूलभूत ʩाƥेवर आधाįरत काही िनयमांची तपशीलवार चचाŊ केली आहे अह ते अितįरƅ िनयम 
आहेत Ǜाचे सामाɊीकरण सामाɊ जोड िनयम ʉणतात आʉी सशतŊ संभाʩता गुणाकार िनयम या संकʙनेचा अɷास केला .
  एकूण संभाʩतेचे Ůमेय बायस Ůमेय आिण ˢतंũ घटनांची संकʙना आता आज मी माझा वेळ संभाʩतेǉा काही सम˟ा 
सोडवǻासाठी घालवीन तुमǉा शालेय पुˑकांमȯे तुʉी पािहले असेल की अनेक सम˟ा आहेत
 ȑामुळे मी सारƥा सम˟ांचे िनराकरण करीन.
 िनसगŊ आिण काही सम˟ा Ǜा काही ˙धाŊȏक परीƗा जसे की संयुƅ Ůवेश परीƗा इȑािद मȯे उȥवʞा असतील तर मी काही 
सम˟ांपासून सुŜवात करतो आिण हे मुळात आपण आȅापयōत अɷास केलेʞा सवŊ Ůमेय आिण सूũांचे अनुŮयोग आहेत ʉणून मी 
सुŜवात कŝया.
 ʉणून आिण कोणȑाही दोन घटना Ȩा आिण काही अटी िदʞास पूरक होǻाची संभाʩता िदली आहे िबंदू तीन असेल ची a b b 
संभाʩता िबंदू चार असǻासाठी उणे ची संभाʩता िबंदू पाच िदली आहे आिण आʉाला ची संभाʩता एक संघ पूरक ʉणून b b b 
शोधणे आवʴक आहे ʉणून आʉी ची एक सशतŊ संभाʩता िवचारत आहोत पूरक ʉणून आपण सशतŊ संभाʩतेसाठी सूũ लागू b 
कŝन पाš 
या ǉा संभाʩतेची अिभʩƅी काय आहे एक संघ िदलेला पूरक ǉा संभाʩतेचे सूũ आठवत असेल तर ǉा संभाʩतेने b b f f 
भागाकारलेʞा छेदनिबंदूची संभाʩता आहे तर ही छेदनिबंदूची संभाʩता बनते e b 

ची संभाʩता भागून ǉा संभाʩतेने भागाकार a union b complement a union b complement b 
ǉा संभाʩतेने आपण येथे अंश पाš या ʉणजे दोन घटनांǉा छेदनिबंदूǉा युिनयनची संभाʩता ही सोपी कŝ या complement b 

जेणेकŝन आपण संघांǉा िवतरण गुणधमŊ लागू कŝ शकू  आिण छेदनिबंदू ʉणून हे छेदनिबंदू एक संघ छेदनिबंदू पूरक बनतेb b b 
ʉणून आपʞाला ते छेदनिबंदू आता छेदनिबंदू पूरक ʉणून िमळेल  काही नाही पण įरकामा संच आहे ʉणून आता b a b b i s 
तुʉी हे युिनयन फी ʉणत आहात
 ȑामुळे ते छेदनिबंदू ǉा संभाʩतेिशवाय दुसरे काहीही नाही ʉणजे अंकाची संभाʩता ही आता छेदनिबंदू ǉा संभाʩतेǉा b b 
समतुʞ आहे , 
जर आपण येथे जेʬा आकृती ʉणा आिण घटना आिण  इʬŐट मग हे एक छेदनिबंदू आहे जे आʉाला िदले जाते आʉाला पूरकa b b 
ची संभाʩता िदली जाते आता जर पूरकची संभाʩता िदली असेल तर तुʉी ǉा संभाʩतेची संभाʩता सहजपणे शोधू शकता आिण b 
उणे ची संभाʩता आणखी काय िदली आहे वजा ʉणजे काय तुʉी सहज पाš शकता की हा भाग वजा ची संभाʩता आहे b b b 
Ǜाला तुʉी छेदनिबंदू पूरक असेही ʉणू शकता b 
ʉणून संच हा वजा छेदनिबंदू ǉा समतुʞ आहे याचा अथŊ आपण असे िलš शकतो वजा a b union a b a b union a 
छेदनिबंदू याचा अथŊ ची संभाʩता वजा ǉा संभाʩतेǉा बरोबरीने अिधक ची संभाʩता ʉणजे b a b a intersection b a

ची संभाʩता ǉा संभाʩतेǉा बरोबरीची आहे  वजा ची संभाʩता आता आपण येथे िदली intersection b am b inus 
आहे Ůशंसाची संभाʩता पॉइंट तीन आहे
 ȑामुळे ची संभाʩता एक वजा िबंदू तीन होईल ʉणजे पॉइंट सात असेल तर ही िबंदू सात वजा संभाʩता िबंदू ची संभाʩता a b 
बरोबर आहे जी पॉइंट पाच आहे  हे मूʞ िबंदू दोन िनघते ʉणजे छेदनिबंदू ची संभाʩता ʉणजे हे अंश Ůमाण 0.b 

आहे आता आपण भाजक पाš या ʉणजे भाजक हा आिण पूरक वरील संघाची संभाʩता आहे आिण आपण जोड िनयम 2 ah a b 
लागू करतो  तर हे पूरक ǉा अिधक संभाʩतेǉा बरोबरीचे आहे आिण छेदनिबंदू पूरक ǉा संभाʩतेǉा वजा संभाʩतेǉा b b 
बरोबरीचे आहे ʉणून तुʉी ŮȑƗात पाš शकता की जोड िनयमाǉा सूũात मी एक संघ ची सूũ संभाʩता िलिहली आहे ʉणून येथे b b
ची जागा ने घेतली आहे  पूरक ʉणून ही संǒा िलिहǻात कोणतीही अडचण नाही, ʉणून आपण पुɎा एकदा पहा की आपण येथे b 
कोणती मूʞे िलहायला हवी आहेत Ǜाची संभाʩता एक वजा संभाʩता आहे  Ůशंसाचे जेणेकŜन ते िबंदू सात अिधक y b 

ची संभाʩता ʉणजे ची एक वजा संभाʩता आहे ʉणजे एक वजा िबंदू चार ʉणजे पॉइंट सहा आता छेदनिबंदू complement b b 
ची संभाʩता िकती आहे आता तुʉी वेन आकृतीवŝन हे कŝ शकता  बघा पूरक हा संपूणŊ भाग आहे आिण complement b a 

सह ǉा पूरकाचा छेदनिबंदू हा नेमका हाच भाग आहे जो मी उणे ʉणून िलिहला आहे ʉणून हा एक वजा आिण छेदनिबंदू b b b b 
पूरक ते समान आहेत ʉणजे ते िबंदू पाचǉा समान आहे  ȑाचे मूʞमापन कŝ शकतो हे िबंदू आठ ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून ǉा b 
संभाʩतेǉा अिभʩƅीमȯे एक संघाची पूरकता िदली तर अंश ही छेदनिबंदू ची संभाʩता आहे जी िबंदू दोन आहे आिण भाजक b b 
जो संयोगाची संभाʩता आहे तो िबंदू आठ आहे.b 
  िबंदू दोन भािगले िबंदू आठ ʉणजे एक बरोबर चार िकंवा िबंदू दोन पाच ʉणून एक युिनयन िदलेली ची संभाʩता Ůाɑ करǻासाठीb 
आʉी येथे बदलू आता तुʉी तȇे काय आहेत ते पहा.
 या सम˟ेमȯे मी वापरलेली संभाʩतेची Ůथम सशतŊ संभाʩतेची ʩाƥा आहे नंतर अंश सोडवताना मी सेट िसȠांताचे िवतरणाȏक 
िनयम वापरले आहेत आिण नंतर Ůितǅेदन ची संभाʩता मोजǻासाठी įरƅ संच इȑािद िमळतात.b 
 संभाʩतेची जोड गुणधमŊ कारण मला छेदनिबंदू ǉा संभाʩतेची आवʴकता आहे जी येथे िदलेली नाही परंतु येथे जे काही िदले आहे b 
ते मी या आकृतीȪारे पािहले आहे की आपʞाला ची संभाʩता काय आहे आिण वजा ची संभाʩता काय आहे ते िदले आहे  ʉणून a b 
इथून आपण या िविशʼ पȠतीमȯे छेदनिबंदू ǉा संभाʩतेची सहज गणना कŝ शकतो b 
ʉणून हे मूʞ भाजक मोजǻासाठी बाहेर येत आहे मी जोड िनयम वापरतो आिण हे आपʞाला 0.
8 मूʞ देते ʉणून ही सम˟ा सोडवǻाचा हेतू दशŊिवǻाचा होता.
  जर काही घटनांǉा संभाʩता िदʞा असतील तर ȑाचा वापर कŝन आपण िविवध संबंिधत घटनांǉा संभाʩतेचे मूʞमापन कŝ 
शकतो.
  समान सम˟ा पुɎा आिण ǉा कोणȑाही दोन घटना असू Ȩा Ǜाची संभाʩता ǉा िबंदूǉा बरोबरीची आहे ची संभाʩता a b b a 
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िबंदू पाच ǉा बरोबरीची आहे आिण ची संभाʩता िबंदू तीन ǉा बरोबरीची आहे असे ʉणूया की िदलेʞा ची संभाʩता ah b b 
शोधूया.
 
िदलेʞा ची संभाʩता शोधǻासाठी आवʴक असलेले उपाय पहा जर आपण सशतŊ संभाʩता लागू केली तर ती b complement 

ǉा संभाʩतेने भागलेली ची संभाʩता आहे पुɎा तुʉी पाš शकता b complement b complement ah b 
ची संभाʩता संभाʩतेवŝन उपलɩ आहे.complement 

आपण येथे हा अंश पाš या आता अंश ʉणजे ǉा छेदनिबंदूची संभाʩता एका वेन आकृतीȪारे आपण   b ah b complement 
सहजपणे समजू शकतो की ही घटना ही घटना आहे तर छेदनिबंदू पूरक हा भाग आहे जो ŮȑƗात वजा आहे आपʞाला एक b b b 
संघ आिण िदलेला आहे ʉणून जर आपण एक छेदनिबंदू पाš शकलो तर आपण जोड िनयम वापŝन गणना कŝ शकतो ba b b 

ǉा युिनयनची संभाʩता समान आहे ची अिधक संभाʩता ची वजा संभाʩता छेदनिबंदू ची संभाʩता Ǜामुळे आपʞाला b b b b 
ची संभाʩता िमळते ची संभाʩता ǉा वजा संभाʩता ची संभाʩता मी हा फॉमŊ िलिहला आहे कारण b b b a union b b ah 

संभाʩता ची मूʞे  आिण एक युिनयन आमǉासाठी उपलɩ आहे ʉणून आʉी ते येथे बदलू आिण पॉइंट पाच अिधक पॉइंट ab b 
तीन वजा पॉइंट सात िमळवू जे पॉइंट एकǉा बरोबरीचे आहे ʉणून छेदनिबंदू ची संभाʩता िबंदू एकǉा बरोबरीची आहे जो हा भाग b 
आहे
 ȑामुळे आता संभाʩता  ची मला िदलेली आहे, आʉी फरक घेऊन छेदनिबंदू पूरकतेची संभाʩता मोजू शकतो ʉणून आʉी a b 
आता दुसरे सूũ वापरतो ते ʉणजे ची संभाʩता Ůितǅेदन ǉा संभाʩतेǉा बरोबरीची आहे आिण a b 

ची संभाʩता आहे.b complement 
 एक छेदनिबंदू पूरक ची संभाʩता एक छेदनिबंदू ǉा संभाʩतेǉा वजा संभाʩतेǉा बरोबरीची आहे आता यामȯे आपण पाš b b 
शकता की िबंदू पाच ही संभाʩता आहे  ची आिण छेदनिबंदू ची संभाʩता आʉी िबंदू एक ʉणून मोजलीa ty b 
 ȑामुळे हे िबंदू चारǉा बरोबरीचे आहे, ʉणून जर आपण िदलेʞा पूरकतेची संभाʩता बदलली तर आʉी ती पूरक ǉा b b 
संभाʩतेने भागʞास छेदनिबंदू ची संभाʩता ʉणून गणना केली.b 
 आʉी मूʞे बदलतो ०.
७ भािगले ǉा संभाʩतेने िबंदू सात ʉणजे तो िबंदू ʉणजे पुɎा चार बाय सात ǉा बरोबरीने तुʉी पाš शकता की b complement 
या िविशʼ सम˟ेमȯे मी सशतŊ संभाʩतेसाठी आिण मूʞमापन करǻासाठी हे सूũ वापरले आहे.ah 
 गुणोȅरामȯे गंुतलेʞा अटी 
आʉी जोडǻाचा िनयम वापरला आहे कारण घटना ला आपण छेदनिबंदू आिण छेदनिबंदू पूरक ʉणून िवभािजत केले आहे a b b 
आिण नंतर पूरक साठी आपण थेट गणना केली आहे आपण आणखी एक उदाहरण घेऊ आिण ची संभाʩता िबंदू पाचǉा b a b a 
बरोबरीǉा दोन घटना असू Ȩा 
एका छेदनिबंदूची संभाʩता िबंदू दोनǉा बरोबरीची आहे आिण िदलेʞा पूरकतेची संभाʩता ǉा बरोबरीची आहे  चौȚा b b po 
इंटमȯे आपʞाला ची संभाʩता काय आहे हे शोधायचे आहे b 
ʉणून आपण येथे समीकरणे वापरǻाचा Ůयȉ कŝया िदलेʞा पूरकतेची संभाʩता जी एक छेदनिबंदू पूरक ǉा संभाʩतेǉा b b 
बरोबरीने भागली जाणारी पूरक संभाʩतेने भािगले आहे हे आपण आȅाच पािहले आहे छेदनिबंदू पूरक ची संभाʩता ही संभाʩता b b 

ची संभाʩता वजा संभाʩता आहे, ʉणून ही मूʞे आʉाला िदली आहेत आʉी ȑांचा वापर कŝ आिण पूरक संभाʩता ही चीb b b 
एक वजा संभाʩता आहे ʉणून हे समीकरण नंतर डाʩा बाजूला िबंदू बनते  चार हे संभाʩतेǉा बरोबरीचे आहे ʉणजे िबंदू पाच वजाa 
िबंदू दोन ʉणजे छेदनिबंदूची संभाʩता ला भािगले ǉा वजा संभाʩतेने, हे अगदी सोपे समीकरण आहे आिण आपण ते सहजपणे b b 
सोडवू शकतो
 ȑामुळे आपʞाला ची एक वजा संभाʩता िमळते तीन बाय चार ʉणजे ची संभाʩता एक बाय चार इतकी आहेb b 
 ȑामुळे मुळात या सम˟ांमȯे तुʉी पािहले आहे की संभाʩतेǉा मूलभूत िनयमांचा वापर कŝन आपण संभाʩतेची इतर काही 
घटनांǉा संभाʩतेचे मूʞांकन कŝ या, आपण आणखी काही सम˟ांसह पुढे जाऊ या आिण कमाईसाठी चार नाणी आहेत आिण असे 
िदले आहे की तीन नाणी Ɋाʊ आहेत आिण एक नाणे पƗपाती आहे तर पƗपाती नाǻांसाठी हेडची संभाʩता तीन बाय चार आहे ʉणजे
तीन नाणी  योƶ आहेत ʉणून येथे डोके आिण शेपटीची संभाʩता Ůȑेकी अधŎ आहे आिण बायस नाǻासाठी डोकेची संभाʩता तीन 
बाय चार आहे
 ȑामुळे शेपटीची संभाʩता एक बाय चार असेल एक नाणे कलशातून या̊İǅकपणे काढले जाते 
आिण फेकले जाते काय आहे डोके पािहʞास डोके 
िदसǻाची संभाʩता येथे पƗपाती नाणे काढले गेʞाची संभाʩता काय आहे आपण पाš शकता की सम˟ा दोन ट̪ɗांत आहे Ůथम एक
नाणे काढले जाते आिण ȑानंतर नाणे फेकले जाते
 ȑामुळे नैसिगŊकįरȑा नाणे होऊ शकते  गोरा नाणे िकंवा ते पƗपाती नाणे असू शकते आिण
 ȑामुळे हेड नाणे काढले गेले की पƗपाती नाणे काढले गेले यावर अवलंबून असेल
 ȑामुळे हे अजाŊसाठी योƶ सेिटंग आहे.
 एकूण संभाʩतेǉा Ůमेयचे आयन ʉणून आपण ते पाš या ʉणून मी काही घटना पįरभािषत करतो ही घटना असू Ȩा Ǜाचे डोके h 
पािहले जाते आिण मी घटना देखील पįरभािषत करतो आिण एक पƗपाती नाणे काढलेली घटना असू Ȩा आिण ही घटना आहे एक f 
गोरा नाणे काढले जाते मग िदलेली िदलेली ची संभाʩता िकती आहे याचा अथŊ असा की आपण एक पƗपाती नाणे काढतो h eh e 
आिण नंतर तो नाणे फेकतो तेʬा हेडची संभाʩता तीन बाय चार असेल गोरा असʞास डोƐाची संभाʩता िकती आहे  नाणे काढले तर 
संभाʩता अधŎ आहे आिण ǉा संभाʩता काय आहेत आता चार नाणी आहेत ȑापैकी फƅ एक नाणे पƗपाती आहे ʉणून जर e f 
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आपण या̊İǅकपणे काढत असलो तर पƗपाती नाणे काढǻाची शƐता चार बाय एक होईल  आिण आपण एक वाजवी नाणे 
काढǻाची संभाʩता तीन बाय चार होईल ʉणून आʉी मूलभूत संभाʩतेचे मूʞांकन केले आहे जे या सम˟ेशी संबंिधत आहेत आता 
काय िवचारले जाते आʉाला िवचारले जाते की डोके पाळले जाǻाची संभाʩता काय आहे ʉणून डोके 
िनरीƗण केले आहे ʉणजे संभाʩता  ची Ɨमता ʉणून ची संभाʩता काय आहे हे शोधायचे आहे ʉणून ची संभाʩता आता h h h 
आहे जर आपण एकूण संभाʩतेचे Ůमेय लागू केले तर ते ची संभाʩता ǉा संभाʩतेमȯे िदलेली आहे आिण ची संभाʩता h e h f 
ǉा संभाʩतेमȯे िदली आहे या समीकरणात िदलेʞा सवŊ संǒा ȑा आपʞासाठी उपलɩ आहेत ची संभाʩता तीन बाय चार आहे h e
ची संभाʩता िदलेली ची संभाʩता एक बाय चार आहे आिण ची संभाʩता तीन बाय चार आहे ʉणून आपण फƅ गणना कŝh f f 
शकतो  ही मूʞे नऊ बाय सोळा एवढी आहेah 
 ȑामुळे डोƐाची संभाʩता शेवटी नऊ बाय सोळा आहे, चला सम˟ेचा दुसरा भाग पाš या सम˟ेचा दुसरा भाग ʉणजे 
डोके असʞास पƗपाती नाणे काढले जाǻाची शƐता काय आहे? िनरीƗण केले जाते याचा अथŊ ते उलटे आहे कारण आपण Ůथम 
िदसलेʞा घटनेची संभाʩता िवचारत आहोत 
ʉणून नाणे Ůथम काढले आहे ʉणून आपʞाला आता अंितम पįरणाम मािहत आहे
 ȑामुळे बायेसने िदलेली ची संभाʩता काय आहे हे िदलेले आहे ǉा संभाʩतेत भािगले ǉा संभाʩतेने,h eorem h e e h ah 
 ȑामुळे या सवŊ संǒा उपलɩ आहेत तीन ने चार आिण एक ने चार भािगले नऊ ने सोळा, ʉणून ते एक ने तीन ǉा बरोबरीचे आहे ah 
याचे पुनरावलोकन करǻाचा Ůयȉ कŝया.

ची संभाʩता ची संभाʩता चार बाय चार आहे ठीक आहे ʉणजे आह कारण चार नाणी आहेत ȑापैकी फƅ एक नाणे पƗपाती  e e 
आहे
 ȑामुळे पƗपाती नाणे काढǻाची संभाʩता आता चार बाय चार होती जर पįरणाम मािहत असेल तर  हेड असेल तर पƗपाती नाǻाची 
संभाʩता एक बाय चार वŝन वाढली आहे ती एक कŝन तीन झाली आहे कारण हे आहे की पƗपाती नाǻापासून हेड होǻाची अिधक 
शƐता आहे
 ȑामुळे संभाʩता सुधारली जाते
 ȑामुळे हा मूळ Ůमेयचा फायदा आहे ʉणजे अंितम पįरणाम जाणून घेतʞाने आʉी आधीǉा घटनांǉा संभाʩतेची उजळणी कŝ 
शकतो Ǜा घटना ŮȑƗात घडतात आिण जसे मी तुʉाला आधी सांिगतले होते की जेʬा आʉाला हे शोधायचे असेल तेʬा हे खूप 
उपयुƅ आहे.
 अपघातांची कारणे कारखाɊांतील काही दुघŊटना अहो काही फॉरेİɌक तपासǻा इȑािद सवŊ िठकाणी बेज Ůमेय महȕाची भूिमका 
बजावते कारण अंितम पįरणाम काय आहे यावर अवलंबून आपण आधीǉा घटनांǉा संभाʩतेची उजळणी कŝ शकतो आपण पुढे जाऊ
या  आिण इतर काही ऍİɘकेशɌ पहा अह, सातची बेरीज िदसेपयōत फासाची जोडी िफरवली जाते , अह, जर फासे फेकले गेले तर दोɎी 
फा˟ांची काही वरची फेस ʬॅʞू असते ʉणा दोन आिण तीन वगैरे तीन आिण चार तीन आिण तीन चार आिण दोन इ.
 ʉणून आʉी बेरीज पाहतो ʉणजे ती बेरीज रेकॉडŊ केली जाते ʉणून तुʉी जेʬा बेरीज बचत केली जाते तेʬा आʉी थांबतो ʉणून 
आʉी संभाʩता शोधू इİǅतो की संभाʩता शोधा की बेरीज 7 
ितस̴या रोलवर Ůथम िदसली तर ठीक आहे.
  फासाची जोडी एकदा फेकून Ȩा ʉणून आʉी योƶ गृहीत धरतो मी ते येथे िलš दे योƶ फासे जेणेकŜन Ůȑेक िनकालाची संभाʩता 
समान असेल ʉणून आता ȑा 36 Ůकरणांपैकी एकूण 36 Ůकरणे आहेत जी  Ůकरणे बेरीज 7 वर नेतात.h 
 ʉणून आपण येथे शƐता पाšया जर आपण बेरीज सात आहे असे ʉटʞास आपʞाजवळ एक सहा आिण अथाŊतच सहा एक असू 
शकतात, तर आपʞाकडे दोन पाच आिण पाच दोन आिण नंतर तीन चार आिण चार तीन असू शकतात.
 ʉणून जर आपण या घटनेचा िवचार केला की बेरीज सात आहे तर ती सहा घटकांनी बनलेली आहे, ʉणून जर आपण ची संभाʩता e 
पािहली तर ती सहा बाय छȅीस ʉणजे सहा बाय एक आहे मी ȑाला संभाʩता असे ʉणू.ah p 
 आता पुढील Ůʲ असा आहे की फेअर डाइसǉा जोडीǉा ितस̴या रोलवर सात ची बेरीज Ůथम िदसǻाची शƐता काय आहे याचा अथŊ 
असा की पिहʞा रोलवर आपʞाला सात ची बेरीज िमळत नाही ʉणजे इʬŐट आिण Ůशंसा होते ȑाचŮमाणे दुस̴ या टॉसमȯे देखील 
इʬŐट ई कॉİ̱ɘमŐट येते नंतर ितस̴ यामȯे इʬŐट ई आता पुɎा घडते अहो येथे आपण असे गृहीत धरतो की टॉिसंग ˢतंũ आहे याचा अथŊ 
जेʬा आपण नाणेफेक करतो आिण आपण रेकॉडŊ करतो तेʬा दुस̴यांदा नाणेफेक मागीलपेƗा ˢतंũ असते करǻासाठी  ʉणून ss 
आʉी संभाʩतेचा गुणाकार ŮȑƗात लागू कŝ शकतो जर तुʉाला घटनांǉा ˢातंȒाची ʩाƥा आठवत असेल तर आʉी ʉणतो की 
घटना ˢतंũ आहेत जर छेदनिबंदू ची संभाʩता ǉा संभाʩतेǉा ǉा संभाʩतेइतकी असेल तर आपʞाकडे तीन ab b a b 
असतील तर आपʞाकडे अनेक आहेत  अटी परंतु ȑा सवाōचा अथŊ असा आहे की छेदनिबंदंूची संभाʩता संभाʩतेǉा गुणाकाराǉा 
बरोबरीची आहे ʉणून आʉी आता हे लागू करतो
 ȑामुळे बेरीजची संभाʩता 
ितस̴या रोलवर Ůथम िदसते ʉणजे ती समान आहे ʉणून आपण ʉणू शकतो की पिहʞा रोलवर Ůशंसा येते 
तेʬा छेदनिबंदू दुस̴या रोलǉा छेदनिबंदूवर होतो ितस̴या रांगेत होतो ʉणून मी िलिहले आहे की इʬŐटची e complement e 
बेरीज ितस̴ या ओळीवर तीन घटनांǉा छेदनिबंदू ʉणून Ůथम िदसते
 ȑामुळे पूरक आहे की पिहʞा रोलमȯे सात येत नाही दुस̴यावर येत नाही पंƅी आिण ती ितस̴ या रांगेत येते ती तीन घटनांचा e 
छेदनिबंदू आहे कारण चाचǻांǉा ˢातंȒामुळे हे होते पिहʞा रोलवरील पूरक ची संभाʩता दुस̴ या रोलवरील ची संभाʩता e e e 
ची संभाʩता आता Ůȑेक भूिमकेत आिण पूरक ची संभाʩता सारखीच राहते ʉणून आʉी ची संभाʩता सहा बाय एक इतकी e e e 
मोजली 
 ȑामुळे ची संभाʩता पाच बाय सहा, पुɎा पाच बाय सहा आिण नंतर ची संभाʩता एक कŝन सहा बनते,e compliment e 
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 ȑामुळे आपʞाला पंचवीस बाय दोन एक सहा िमळतात, ʉणून जर आपण ȑाचे काळजीपूवŊक िवʶेषण केले तर संभाʩतेची तȇे 
कोणती वापरली आहेत.
  येथे Ůथमतः  आʉी संभाʩतेची गिणतीय ʩाƥा िकंवा शा˓ीय ʩाƥा वापरली आहे कारण आʉी योƶ फासे मानले आहेत
 ȑामुळे Ůकरणे सवŊ समान आहेत सवŊ 36 Ůकरणे समान शƐता आहेत दुसरे ʉणजे आʉी ˢातंȒ संकʙना वापरली आहे ʉणजे 
भूिमका Ůथम िȪतीय आिण तृतीय ते ˢतंũ आहेत ʉणून संभाʩता गुणाकार केʞा जाऊ शकतात अहो आपण संभाʩतेǉा या िनयमांचे 
आणखी काही अनुŮयोग पाš या ʉणून एक आिण  अशा दोन घटना असतील Ǜा ˢतंũ असतील ʉटʞानुसार अ वजा ची b b 
संभाʩता तीन बाय पंचवीस इतकी आहे आिण उणे ची संभाʩता आठ गुणा पंचवीस आहे पुढे ची संभाʩता अȯाŊपेƗा जाˑ b a a 
असेल तर तुʉाला शोधावे लागेल िदलेʞा मािहतीतून ची संभाʩता िकती आहे, आʉाला आिण ची संभाʩता काढायची आहे b a b 
आिण शेवटी आʉाला ची संभाʩता शोधǻास सांिगतले जाते जी आʉाला िदली जाते ती ʉणजे घटना आिण ˢतंũ आहेत.b a b 
  सवŊ एक िशरा आकृती Ȫारे की आपʞासाठी उपलɩ असलेʞा संभाʩता काय आहेत आिण आपण ȑांचा कसा उपयोग कŝ शकतो 
ʉणून समजा घटना येथे आहे आिण घटना येथे आहे तर वजा ही संǒा आहे ʉणून ही संभाʩता तीन बाय पंचवीस आहे  a b a b 
आिण ȑाचŮमाणे वजा हे बनते ʉणून ही मूʞे आहेत जी आपʞासाठी उपलɩ आहेत ˢातंȒाचा वापर करǻासाठी मला b a 
संभाʩता आवʴक आहेत Ǜात छेदनिबंदू उपलɩ आहेत
 ȑामुळे आपʞाला काय िदले जाते अ वजा ची रोबॅिबिलटी आता वजा तुʉी बघू शकता ती एक छेदनिबंदू p  b a b b 

ची देखील संभाʩता आहे तुʉी येथून पाš शकता जर मी घेतले तर तो एक बा˨ संच आहे आिणcomplement b compliment 
सह छेदनिबंदू घेतʞाने मला हा Ůदेश िमळेल  जर मी वजा कडे पािहले जे छेदनिबंदूǉा संभाʩतेǉा बरोबरीचे आहे a b a b a 

पूरक तर ही मूʞे आपʞाला िदली जातात जी तीन बाय पंचवीस एवढी आहेत आिण ही मूʞे आठ बाय पंचवीस िदली आहेत आता ah 
आपण या İ̾थतीचा वापर कŝ ˢातंȒ ʉणून सवŊ Ůथम मी हे िसȠ करेन की जर आिण ˢतंũ असतील तर आिण पूरक a b a b 
ˢतंũ आहेत आिण आिण पूरक देखील ˢतंũ आहेत कारण नंतर मी हे ǉा संभाʩतेचे आिण पूरक ǉा संभाʩतेचे b a a b 
गुणाकार ʉणून िलš शकतो आिण  येथे मी ची संभाʩता पूरक ǉा संभाʩतेमȯे िलš शकतो ʉणून Ůथम हे िसȠ कŝया आपण b 
िसȠ कŝया की जर आिण ˢतंũ असतील तर आिण पूरक देखील ˢतंũ आहेत ʉणून मी Ůोबचा िवचार केला तर a b a b 
छेदनिबंदू पूरक ची Ɨमता आता आपण आधीच पािहले आहे की छेदनिबंदू पूरक ची संभाʩता ही Ůितǅेदन ǉा वजा b b b ah 
संभाʩतेची संभाʩता ʉणून िलिहता येते आमǉा आधीǉा सम˟ांपैकी आʉी ही गोʼ वापरली आहे ʉणून मी ते िसȠ करत नाही.
  पुɎा Ɨमˢ एक छेदनिबंदू ʉणजे हे वजा ǉा संभाʩतेǉा बरोबरीचे आहे कारण आिण ˢतंũ आहेत याला ची संभाʩता b a b a 

ǉा संभाʩतेमȯे िलिहता येते ʉणून येथे तुʉी ची संभाʩता ची 1 वजा संभाʩता घेऊ शकता जे समान आहे  ची संभाʩताb a b a 
पूरक ǉा संभाʩतेचीb 

 ȑामुळे पूरक ǉा छेदनिबंदूची संभाʩता ǉा संभाʩतेǉा बरोबर पूरक ǉा संभाʩतेǉा समान आहे जी ˢतंũतेची अट आहेb a b 
अह ȑाचŮमाणे आʉी िसȠ कŝ शकतो की Ůशंसा आिण ˢतंũ आहेत मूलतः  आʉी काय ʉणत आहोत  की जर दोन घटना ˢतंũ b 
असतील तर जर मी ȑापैकी एकाला पूरक मानले तर ȑा ˢतंũ राहतील जर मी ȑा दोघांची Ůशंसा केली तर ते देखील  ˢतंũ राहा o 
जर मी हा युİƅवाद घटनांǉा पुढील संचावर िवˑाįरत केला तर याचा अथŊ असा की आपʞाकडे ची संभाʩता आहे a b 

ची संभाʩता तीन गुणा पंचवीस ǉा बरोबरीची आहे आपण काही नोटेशन वापŝ या आपण िलšया की समान आहेcomplement p 
आिण ची संभाʩता ǉा संभाʩतेǉा बरोबरीची आहे तर याचा अथŊ एक वजा बरोबर तीन बाय पंचवीस आहे  a q b p q 

ȑाचŮमाणे छेदनिबंदूची संभाʩता एक पूरक आहे जी ची संभाʩता एक वजा बरोबरीǉा पूरकाǉा संभाʩतेमȯे होईल  मȯे b b p 
ʉणजे आठ बाय पंचवीस ǉा बरोबरी आहे ʉणून माǟाकडे दोन समीकरणे आहेत आिण दोन अǒात आहेत उणे हे q ah p pq 

तीन बाय पंचवीस आिण उणे हे आठ बाय पंचवीस इतके आहे ʉणून मी येथे काही फेरफार केली तर मी वजा कŝ समीकरण q pq 
दोन मधून एक समीकरण मग रȞ होईल आिण तुʉाला िमळेल ʉणून मी दोन वजा एक देतो वजा ʉणजे एक बाय पाच pqpq q p 
ʉणजे आठ बाय पंचवीस वजा तीन बाय पंचवीस ʉणजे िलš  पंचवीस ʉणजे एक बाय पाच ʉणजे आता मी ȑाला समीकरण f ive 
Ţमांक तीन ʉणू या समीकरणांपैकी एका समीकरणावŝन समजा मी येथे मूʞ टाकले आहे तर मधून तीन मधून दोन मȯे एक q q 
वजा मȯे अिधक एक िमळवा.p p 
  पाच ʉणजे आठ बाय पंचवीस आह हे एक साधे आह चतुभुŊज समीकरण आहे जे तुʉी ŮȑƗात िलš शकता ते चौरसाǉा बरोबरीचे p 
आहे, जर मी हे वजा वगŊ अिधक वजा बाय पाच अिधक एक बाय पाच ʉणजे आठ बाय पाच असे समजले तर पंचवीस ʉणजे p p p 
आपण हे आणखी सोपे कŝ शकतो वजा ˍेअर अिधक चार बाय पाच अिधक जर मी ते डाʩा बाजूला आणले तर मला उणे p p ah 
तीन बाय पंचवीस ʉणजे शूɊाǉा बरोबरीचे िमळते जे एक बाय पाच वजा मȯे ʉणǻासारखे आहे तीन बाय पाच वजा िकंवाp ah p 
तुʉी वजा िचɎाने असे ʉणू शकता की येथे शूɊाǉा बरोबरीचे आहे ʉणजे याचा अथŊ समान आहे एक बाय पाच तीन बाय पाच p r 

आपण सम˟ेमȯे िदलेली İ̾थती पाš या येथे ah 
संभाʩता िदली आहे  चा अȯाŊपेƗा जाˑ आहे ʉणून मला दोन मूʞे िमळाली आहेत  एक बाय पाच आिण तीन बाय पाच मी येथे तीनa 
बाय पाच या मूʞासाठी जाईन ʉणून आʉी येथे दुसरा पयाŊय वापŝ शकतो कारण अȯाŊपेƗा जाˑ आहे आʉी आता तीन बाय p 
पाचची संभाʩता घेतो जर हे तीन बाय पाच असेल आिण जर  मी यामȯे बदल करतो मी ǉा बरोबरीने चार बाय पाच q 
िमळवतो
 ȑामुळे ǉा संभाʩतेचे मूʞमापन करǻाचा हा आमचा मूळ हेतू होताb 
 ȑामुळे ची संभाʩता चार बाय पाच इतकी होणार आहे आता तुʉी आʉी वापरलेʞा या िविशʼ सम˟ेमȯे पाš शकता.b 
 ˢातंȒाची संकʙना आिण नंतर पूरकतेची कʙना वापरली जाते आिण मग हे काहीतरी सोपे आहे जे आपण साधे गिणत वापरत आहोत 
िजथे आपण दोन अǒात दोन समीकरणे सोडवत आहोत अथाŊत ही समीकरणे रेखीय आह नाहीत परंतु Ůित̾थापनातून सोडवणे सोपे आहे.
 ȑांपैकी एकातून दुस̴ यामȯे आपʞाला एक साधा िȪघात िमळतो आिण तो चौकोन सोडवला जाऊ शकतो आिण नंतर सम˟ेमȯे 

Pru
tor
@
IIT
K



िदलेली दुसरी अट वापŝन आपण शेवटी आवʴक संभाʩतेची मूʞे िमळवू शकतो.
 
तर आपण आणखी काही सम˟ा पाš या येथे दोन भाǰाचे फासे एकũ फेकले जातात 
संƥांǉा गुणाकाराला सहा ने भाग जाǻाची संभाʩता िकती आहे 
ʉणून जेʬा दोन गोरे फासे फेकले जातात तेʬा आपण वरǉा चेह̴यांवर आढळलेʞा संƥेकडे पाहतो आिण आपण गुणाकार करतो  ते
ʉणजे या उȋादनाला सहा ने भाग जाǻाची शƐता िकती आहे
 ȑामुळे येथे एकूण Ůकरणांची संƥा 36 आहे एकूण पįरणामांची संƥा छȅीस आहे यापैकी आता यापैकी कोणȑा िनकालांमȯे 
आपʞाकडे सहा ने भाग जाणारे उȋादन आहे.
  आपण ते पाš या ʉणून मी इʬŐटची ʩाƥा कŝया की उȋादनास सहा ने भाग जाते तर घटक कोणते आहेत जर पिहला एक सेकंद 
असेल तर सहा असेल तर पिहला दोन असेल आिण दुसरा तीन असेल तर पिहला दोन सेकंद सहा असेल जर पिहला तीन असेल आिण 
दुसरा दोन असेल तर पिहला तीन असेल तर दुसरा चार असेल तर पिहला तीन असेल तर दुसरा सहा असेल तर पिहला असेल चार सेकंद 
असेल तर तीन असेल तर पिहला चार असेल तर दुसरा सहा असेल तर पिहला पाच असेल तर  दुसरा सहा आहे आिण जर पिहला सहा d 
असेल तर दुस̴ यावर जे काही असेल ते सवŊ सहा ने िनः शेष भाग जातील
 ȑामुळे सहा Ůकरणे सहा अिधक सहा अह बारा आिण नंतर तुमǉाकडे दोन तीन तीन दोन आिण तीन चार आिण चार तीन
 ȑामुळे सहा आहेत  अिधक आह सहा बारा अिधक तीन
 ȑामुळे आपʞाकडे पंधरा Ůकरणे आहेत
 ȑामुळे ची संभाʩता पंधरा बाय छȅीस बरोबर आहे ʉणजे पाच बाय बारा आह बरोबर मी या सम˟ेत आणखी एक Ůʲ िवचाŝ दे a 
ठीक आहे या सम˟ेमȯे सशतŊ संभाʩता काय आहे 
संƥांची बेरीज कमीत कमी 10 आहे कारण गुणाकार सहा ने भागला जातो ʉणून आपण घटना ची ʩाƥा कŝ या की बेरीज b 
िकमान दहा आहे तर मधील घटक कोणते आहेत ते आपण पाहाल की पिहली संƥा एक दोन आहे का?  तीन मग दुस̴या b r 
Ţमांकावर आपण िकतीही िमळवले तरी बेरीज कधीच दहा असू शकत नाही
 ȑामुळे पिहली संƥा िकमान चार असली पािहजे तर दुसरा सहा असू शकतो जर पिहला पाच असेल तर दुसरा Ţमांक पाच आर सहा 
असू शकतो.
 आिण जर पिहला असेल तर  सहा नंतर दुसरा चार पाच आर सहा असू शकतो ʉणून जर आपʞाला िदलेʞा ǉा संभाʩतेची गणना b 
करायची असेल तर आपʞाला ǉा संभाʩतेने भािगले छेदनिबंदूची संभाʩता आवʴक आहे आता छेदनिबंदू मȯे िकती घटक b b 
आहेत ते पाšया  हे 4 6 येथे आहे 5 5 येथे नाही कारण येथे याला सहा पाच सहा सहा चार सहा पाच सहा सहा ने भाग जात नाही
 ȑामुळे या संǒांपैकी पाच संǒा अ साठी समान आहेत
 ȑामुळे छेदनिबंदूची संभाʩता छȅीसने पाच होते आिण  ची संभाʩता आहे ठीक आहे मी खरच िवचारले आहे की ची b ah b 
संभाʩता िदली आहे ʉणून ती िदली आहेa b 
 ȑामुळे भाजकात माǟाकडे ची संभाʩता पाच बाय बारा असेल ʉणजे ती एक बाय तीन तुʉी ची संभाʩता काय आहे हे a ah b 
मी ŮȑƗपणे पािहले तर ते सहा बाय सहा असेल कारण ते सहा बाय छȅीस आहे तर ची संभाʩता एक बाय तीन आहेb 
 ȑामुळे कंिडशिनंग या संभाʩतेत लƗणीय बदल करते एका Ůयोगाचे दोन संभाʩ पįरणाम आहेत  तो Ůथम संभाʩता ˍेअर t p 
अिधक बाय चार आिण दुसरा संभाʩता तीन वजा बाय चार सह होतो चे मूʞ काय आहे ʉणून मी ʉणत आहे की Ůयोगाचे p p p 
दोन संभाʩ पįरणाम आहेत ʉणून दोन पįरणामांǉा संभाʩता ȑांची एकूण बेरीज िदली पािहजे  एकाǉा बरोबरीने असेल तर 
आपʞाकडे चौरस अिधक बाय चार अिधक तीन वजा चौरस एक समान असेल तर याचा अथŊ चौरस एक बाय चार इतका p p p p 
असेल Ǜामुळे मला ची दोन मूʞे िमळतील जी अिधक वजा अधाŊ आहे जर मी ला अिधक अȯाŊ बरोबर घेतले तर दोन पįरणामांची p p 
संभाʩता असेल जर मी बरोबर अधाŊ ठेवला तर हे मला एक बाय चार अिधक एक आठ ʉणजे तीन बाय आठ देईल आिण दुसरे मूʞ p 
तीन वजा बाय असेल चार ʉणजे तीन वजा अधाŊ ʉणजे पाच ने दोन मग चार ने भागले ʉणजे ते पाच ने आठ होतेp 
 ȑामुळे तीन ने आठ अिधक पाच बाय आठ एक असेल तर समान अधाŊ वजा असेल तर दोन पįरणामांची संभाʩता ʉणजे वगŊ p p 
अिधक चार नंतर हे ओ होईल  बाय चार वजा एक बाय आठ ʉणजे एक बाय आठ आिण दुसरा तीन वजा वजा अिधक ʉणजे p  ne 
तीन अिधक अधाŊ ʉणजे सात बाय दोन बाय चार ʉणजे सात बाय आठ ʉणजे पुɎा तुʉी पाš शकता की बेरीज बरोबर आहे एक तर 
आता तुʉी पहात आहात की ही सम˟ा पįरणामांǉा संपूणŊ ˢŝपाचे एक उदाहरण आहे याचा अथŊ जर माǟाकडे सवŊ िनकाल सूचीबȠ
असतील तर या Ůकरणात मी हे सोपे केले आहे की आमǉाकडे आता फƅ दोन संभाʩ पįरणाम आहेत ȑा गुणधमाŊचा वापर कŝन 
आʉी िनराकरण कŝ शकतो एक िविशʼ समीकरण अथाŊतच समीकरण अȑंत सोपे होते ते फƅ चौरस ʉणजे एक बाय चार ah p 
आहे आता काय होते की सामाɊतः  जेʬा आपण ʉणतो की समान आहे वजा अधाŊ आहे तेʬा आपण ʉणू की फƅ ƽा p ah p 
ʉणजे अधाŊ आिण  आता उणे अȯाŊ बरोबर आहे Ǜामुळे काही Ůकारची चूक होऊ शकते कारण समजा एक Ůʲ आहे ignore p 
जेथे एकािधक योƶ पयाŊय बरोबर आहेत एकािधक पयाŊय बरोबर आहेत ȑा बाबतीत दोɎी पयाŊय बरोबर आहेत तर तुʉी दुलŊƗ केʞास 

आहे वजा अȯाŊ बरोबर हा एक वैध पयाŊय आहे कारण हे दोन पįरणामांसाठी येथे योƶ मूʞांकडे नेत आहे फƅ एक गोʼ ʉणजे येथे p 
तुमǉाकडे तीन बाय आठ आिण पाच बाय आठ आहेत आिण दुस̴यामȯे तुमǉाकडे आठ बाय आठ आिण सात बाय आठ आहेत  
रेखीय समीकरणांǉा Ůणालीमȯे Ůȑेकी आठ गुणांक समान आहे 0 आिण अिधक समान शूɊ आहे abc ax plus by bx cy 
हा Ůȑेक गुणांक 
फेअर डाय ओके टॉस कŝन िनधाŊįरत केला जातो ʉणजे आपण एकदा नाणेफेक केʞास कोणतीही संƥा असेल तर आपण कॉल कŝ
 हे आपण ते पुɎा करतो जी काही संƥा पाळली जाते आपण ȑाला ʉणतो आिण आपण ȑाला पुɎा टॉस करतो आिण जो काही a b 
नंबर असतो ȑाला ʉणतो  िसːीममȯे Ɨुʟक उपाय नसʞाची संभाʩता काय आहे बरं, Ɨुʟक समाधानाचा अथŊ काय आहे ते c 
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पहा  जर आपण रेखीय समीकरणाची एकसंध Ůणाली पािहली तर जर तुʉी बरोबर शूɊ आिण बरोबर शूɊ ठेवले तर ते नेहमीच x y 
एक समाधान असते ʉणून आपण असे समाधान पहात आहोत Ǜाची मूʞे शूɊ नसून मȯे आहे.t ah 
  रेषीय समीकरणाची ही Ůणाली तुʉी कदािचत Ţॅमर िनयमानुसार केली असेल अशी İ̾थती येईल की हा िनधाŊरक िकंवा तुʉी ʉणू 
शकता की वजा वगŊ शूɊ असणे आवʴक आहे जर वजा वगŊ शूɊाǉा समान नसेल तर एकमेव उपाय शूɊ शूɊ आहे ac b ac b 
ʉणून आʉाला आवʴक आहे अट अटी वजा वगŊ शूɊ बरोबर आहे तर साठी कोणती Ůकरणे आहेत तुमǉाकडे एक ac b abc 
एक एक एक दोन 4 4 2 1 2 2 2 असू शकतात
 ȑामुळे तुʉी येथे पाš शकता वगŊ 1 आहे 1 वगŊ आहे  4 ʉणजे 4 चौरस 4 आिण अशाच Ůकारे तुमǉाकडे b ac b ac b ac 4 
ही केसेस 3 3 3 4 4 5 5 5 आिण 6 6 6 आहेत .
 एकूण Ůकरणांची संƥा आठ आठ Ůकरणे आहेत
 ȑामुळे आवʴक संभाʩता असेल  आठ ने भागले तर एकूण Ůकरणांची संƥा जेʬा आपण तीन वेळा डाई फेकतो तेʬा ते सहा घन 
होईल ʉणजे दोन एक सहा असे जर आपण सोɗा केले तर या सम˟ेत एक बरोबर सȅावीस आह हे गिणताचे थोडेसे ǒान देखील आहे.
  आवʴक आहे परंतु अथाŊतच रेषीय समीकरणांची Ůणाली िकमान दोन रेखीय समीकरणे आहेत  तु̱ ही अकरावी आिण बारावी̓ या 
इय̝ यात करत आहात, ̝ यामुळे तु̱ हाला पुढ̓ या ले̋ चरम̡ ये आह सोडवता आले पािहजे, मी संभाʩतेशी संबंिधत अनेक Ů̻ न सोडवीन 
आिण काही Ů̻ नपिũकांमधून घेतले̵ या काही सम˟ा असतील आिण मी िवनंती करेन.
 तुʉाला ŢमपįरवतŊन आिण संयोजनांवरील धडा पहायचा आहे कारण काही सम˟ा या गोʼीचंा वापर कŝ शकतात,
 ȑामुळे तुʉी ȑा Ůकरणाचा अɷास केलात तर ते अिधक चांगले होईल जेणेकŝन सम˟ा समजून घेणे अिधक चांगले होईल
 ȑामुळे पुढील ʩाƥानात  तुमǉा संभाʩतेǉा िविवध Ůकारǉा ऍİɘकेशɌवर सम˟ा पुɎा शɨबȠ करेल 
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